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Generalidades sobre cédigos
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Introduccidn: el proceso de transmision
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Introduccidén: deteccién y correccién de errores

Queremos codificar {N, S, E, O}.
e C, ={00,01,10,11}
C, = {000,011, 101,110}
C; = {000000,000111,111000, 111111}

@ (i no detecta ni corrige errores

C, detecta 1-errores pero no corrige errores

(5 detecta 2-errores y corrige 1-errores

Secreto: usar redundancial!
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Parametros: alfabetos y cédigos

Definicion

@ Un alfabeto es A ={ai,...,aq}.

Una palabra de longitud n es a = (aj,, aj,, - . -, a;,) € A".
Un cédigo g-ario sobre Aes C C A* =, A"

@ Los elementos de C se llaman palabras cddigos.

M = |C| se llama el tamarfio del cédigo.

@ Si CC A", C es un cddigo de bloque de longitud n.

@ Decimos que C es un (n, M)-cddigo.

Es usual darle a A alguna estructura (anillo, grupo, cuerpo). Lo
usual es A = Fg cuerpo fintio.
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Parametros: distancia

Definicion

e La distancia de Hamming d : A" x A" — [0, n| es

dix,y) =#{1<i<n:x #yi}
o la distancia minima de C es

d=dc = min_d(x,
c= oy clbsy)
xF#y

@ Existen otras métricas (e.g. Lee en Zj,).

e C es un (n, M, d)-cédigo si tienen longitud n, tamafio M y

distancia minima d.
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Parametros: distancia

Proposiciéon
Sea C un (n, M, d)-cddigo.

o C es s-detector si y sélo si d = s+ 1.

@ C es t-corrector si y sélo si d =2t + 1,2t + 2.




1. Cdédigos
[SleYST Yo

Pardmetros: peso

Definicion

o el pesode x € Fy es

w(x) =#{1<i<n:x #0}

@ o sea,
w(x) = d(x,0)
@ El peso minimo de C es
w(C) = min w(x)

xeC
x#0
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Cédigos lineales

Sea A=TF,.

Definicion

@ Un cédigo lineal sobre F; de longitud ny dimensién k es un
subespacio C C IFZ con dim C = k.

@ Decimos que C es un [n, k, d]-cédigo g-ario.

e Notar que M = g¥.

@ Si C es un cédigo lineal entonces d(C) = w(C) pues

Ci (: - i Ci = 1 — = i — (:
(€)= min d0xy)= min wlx—y)= min w(x)=w(C)
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Cotas basicas

Sea C un [n, k, d]-cédigo g-ario (hay algunas versiones no-lineales)
o Singleton:
k<n-—d+1
El = da cdédigos MDS (méximo d fijado k).

@ Griesmer:

SE
i=0 q
e Hamming y Gilbert:
[451] . d—1 .
> (Ma-0' =g =3 (Na-1)

i=0 i

I
o

El = en Hamming da cddigos perfectos (las bolas B(c, t) de
radio t = [951] centradas en ¢ € C empaquetan el espacio).
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Construcciones

Modificaciones a un cédigo
@ extender / pinchar,
@ aumentar / expurgar,

@ restriccidon de coordenadas.

Operaciones entre cédigos
@ suma directa, suma de Plotkin,
@ producto de Kronecker,

@ otros: concatenacién, pegado, intercalado.
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Tipos de cdédigos: familias

Un cddigo sera un cédigo de bloque lineal sobre [Fy (cldsico).
De estos nos interesan las siguientes familias

e lineales (Hamming, Golay, Reed-Muller, GRM).
herramientas: algebra lineal y combinatoria.

e ciclicos (RS, GRS, BCH, QR, duadicos).
herramientas: teoria de Galois, algebra conmutativa, teoria de
ndmeros.
generalizaciones: nega-ciclicos, consta-ciclicos / transitivos,
casi-ciclicos, casi-transitivos, / abelianos, group-codes.

e alternantes (Goppa)

e geométricos (racionales, elipticos, curvas famosas)
herramientas: curvas algebraicas, cuerpos de funciones
algebraicas, geometria algebraica
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Tipos de cédigos

Existen otras muchas nociones muy estudiadas también

@ lineales vs no lineales (ISBN/EAN-13, Nordstrom-Robinson,
Kerdock/Preparata, Goethals, Justesen, Hadamard),

@ longitud fija vs longitud variable (Huffman),

@ basados en grafos (Gallager, tornado, turbo, LDPC),
@ cldsicos vs cuanticos,

@ clasicos vs convolucionales,

@ algebraicos vs geométricos,

@ otros alfabetos: grupos, anillos, médulos, etc.
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Cddigos lineales
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Ejemplos triviales

Ejemplos

e Para gy n fijos, existen 2 cédigos triviales sobre Fy, 0y F7,

con pardmetros [n,0, —|q y [n, n,1],.

e El cddigo de repeticion g-ario es
Rq(n) ={0,1,cy,... 7Cq—2} = (1)

donde Fq = {0,1,c1,...,¢c42} yc=cc---c € Fg, para
c € Fq, tiene pardmetros [n, 1, n]q.

Por ej., R2(3) = {000,111} y

R3(5) = {00000, 11111, 22222},
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Ejemplos triviales

Ejemplos

@ El cddigo de peso par es el cédigo binario

En={xeF;:w(x)=0(2)}

&, es lineal y luego dc = we = 2. Ademds, M = 2"~1 y por lo
tanto k = n— 1. Asi, £, es un [n,n — 1,2]-cédigo.

e El cédigo de paridad g-ario (o de suma cero) es el cédigo

Pq(n) = {x € Fy: Zx,—O}

con parametros [n,n — 1,2].

e Notar que si g =2, Pa(n) = &,.
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Matriz generadora

@ Sea C un [n, k]4-cédigo.
e Una matriz generadora de C es una matriz k x n cuyas filas
estan formadas por los vectores de una base de C.

@ G tiene rango k y genera el cédigo pues

C={uG:ucFs} =FiG
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Matriz generadora: ejemplo

Ejemplo

o El tetracode es el cédigo ternario T generado por
1
G 011
0112

(%,y)G =(x,y,x+y,x+2y) €T, x,y € F3

o Luego,

T = {000,0112,0221,1011, 1120, 1202,2022, 2101, 2210}

e T es un [4,2,3]-cédigo.
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Cédigo dual

o Consideremos el producto interno candnico en Fg dado por
X-y=xy1+- -+ Xn¥n x,y € Fyg

@ Si C es un [n, k]4-cédigo, el codigo dual de C es el subespacio
Ct={xeF] :xc=0 VYcel}

o C es auto-ortogonal si C C C* y autodual si C = C*.
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Cédigo dual

Tenemos los siguientes resultados bdsicos sobre cédigos duales.

Proposicion

Sea C un [n, k]q-codigo y G una matriz generadora de C. Entonces,

o Ct={xeF:xG" =0} ={xeF}:Gx" =0}
o Ct es un [n, n— k|,-cédigo.

o (CH)t=cC.
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Matrices de paridad

@ Una matriz de paridad de un [n, k],-cddigo C es una matriz
generadora del dual C*. La denotamos por H.

@ Se cumple
C:{XGFZ:HXT:O}:{XEIFZ:XHT:O}
@ Se tiene

R
0wy e Mmoo

donde G y H son matrices k x ny n— k x n de rango
mdaximo, respectivamente. Esto permite generalizar la nocién

de cédigos lineales en otros contextos.
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El teorema de Delsarte

Teorema

Sea C un cddigo lineal en Fqm. Entonces

(Cr,)" = Tr(CT)
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Matrices de paridad y distancia

Teorema

Sea C un [n, k, d]4-cédigo y H una matriz de paridad de C.
Entonces

d= mfg{H tiene r columnas linealmente dependientes}
r>

O sea, H tiene d columnas linealmente dependientes, pero
cualquier conjunto de d — 1 columnas son linealmente

independientes.
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La cota de Varshamov

Proposicién (Gilbert-Varshamov)

Sean,k,d,q=p",r € N con p primo. Si

qn—k > Z (HTI)(q - 1)i

entonces existe un [n, k, dc|q-cddigo C con dg > d.
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Cédigos de Hamming

@ Consideremos la matriz

0
H=10
1

o = O

0
1
1

O O =

1
0
1

[ I

1
1| eF’
1

cuyas columnas son las 23 — 1 = 7 palabras no-nulas de F3
@ H es la matriz de paridad de un [7,4, 3]-cédigo, llamado
cédigo de Hamming binario H(3).

@ Del mismo modo, para cada r se tienen los cédigos de
Hamming binarios H»(r) de longitud n = 2" — 1.
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Cédigos de Hamming

Los cédigos de Hamming g-arios H4(r) tienen parametros

r_1
_ 97 k—n—r  d=3
qg—1

Ejemplo

El cédigo H3(3) tiene pardmetros (13,10, 3] con matriz de paridad

n

11111
112 2 2
1201 2

O = =

0
1
1

N R O

0 111
Hss= | 0 000
1 01 2

o = O

4

Ejemplo

El cédigo Hs(3) tiene pardmetros [31,28, 3] con matriz de paridad

A\
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Espectro

@ Sea C un cdédigo de longitud n. Para cada i,

Ai=#{ce C:w(c)=1i}

El espectro de C es

Spec (C) = {Ao, A1, ..., An}

El peso maximo de C por

e = méx (e

Es claro que

Av=1 Ai=Ar=--=A41=0, Ajj1=--=A,=0

Notar que si C es un [n, k, d]-cédigo entonces

Ag+ A+ -+ A, =g
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Espectro: ldentidades de MacWilliams

El polinomio enumerador de pesos de un [n, k]-cédigo C es

We(x) = i Aix!
i=0

Teorema (MacWilliams)

Si C es un cddigo lineal sobre IF; entonces

Wei(x) = 1g (1+ (g = 1)x)" We (5(20%)
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|dentidades de MacWilliams

Ejemplo
Si C = {000,111} entonces Ay = A3 =1, A1 = A, = 0. Por lo
tanto Wc(s) =1+ s3. Por la identidad de MacWilliams
Wer(x) = 3(1+x)°We(i53)
= 3(1+x)°(1+ (1))
= H X+ (1 -x) = 14302
Luego, Ay =1, A{ = Ay =0, Ay =3 y asf

1 ={000,011,010,110} = &
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El paper de [CCHKS]

Kerdock y Preparata cédigos no lineales.

@ Sus enumeradores de peso satisfacen la identidad de
MacWilliams.

Son lineales sobre Z4 con la distancia de Lee.

El mapa de Gray da una isometria entre Z3" y Z.
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Cédigos ciclicos: definicidn

Un cédigo lineal C es ciclico si es cerrado por la permutacién
ciclica, i.e.

c=(co,c1y...,¢n-1) € C=s(c)=(cp-1,C0,...,¢n2) € C

Los cédigos triviales 0, F7, Rq(n), Eq(n) son ciclicos.

Consideremos la aplicacién ¢ : Fg — Fg[x]/(x" — 1) dada por

(Co,Cl,...,Cn_l) — C0+C1X—|—C2X2+--'+Cn_1xn_1

Notar que C es ciclico < ¢(C) es ideal en Fq[x]/(x" — 1).
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Cédigos ciclicos: polinomio generador

Teorema

Sea C un cddigo ciclico de longitud n sobre IF,. Entonces,

e Existe un tnico polinomio ménico g(x) de grado minimo r en
Cyg(x)|x"—1.
o C=(g(x)) ={r(x)g(x) grr(x) <n-—r}

o {g(x),xg(x),...,x""Lg(x)} es una base de C y
dmC=k=n—r.

Este g(x) se dice el polinomio generador de C.
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Cédigos ciclicos: polinomio generador

Teorema

o Sig(x)=x"+g—1x""t+ -+ gix + go, entonces gy # 0 y
C tiene matriz generadora

g &g - g—1 1 0 0 0
0 8o g1 8r—1 1 0 0
G = 0 0 8o 81 8r—1 1
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Cédigos ciclicos binarios de longitud 7

@ salen de
x' =1 = &1(x)P7(x) = (x—1)(x° +---+x+1)
= (x=1DCC+x+1)(+x+1) = mg(x)m1(x)m3(x)
donde
Co = {0}, G ={1,2,4}, G ={3,5,6}

son los conjuntos ciclotémicos mod 7, y se tiene

mo(x) = (x — a%),

mi(x) = (x — a®)(x — a®)(x — a*),

m3(x) = (x = a®)(x = a®)(x = a®),

donde « es un elemento primitivo de .
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Cédigos ciclicos: polinomio de control

@ Sea C = ((g(x))) un cédigo ciclico de Fg.

o Luego, x" — 1 = g(x)h(x) para algin polinomio h(x) de grado
n — grg(x).

e El polinomio h(x) se llama polinomio de control de C.
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Cédigos ciclicos: polinomio de control

o C = {p(x) € Fqlx]/(x" — 1) : p(x)h(x) = O}.
@ Sih(x) = hy—x"""+ .-+ hix + ho, entonces la matriz de
paridad de C esta dada por

By o000 ho 0 0O --- 0
0 Bep oo ooc ho o --- 0

H=| o 0 hooy -+ - hy . i | €FF
: : |
0 0 0 hoey - .- by

o C' es un cddigo ciclico de dimension r, con polinomio

generador

g(X)L:ho—lh(X)T: n— r+h1 n— r+1_|_ _'_'_h,, r— 1X+h770,'
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Ceros de un cédigo ciclico

Teorema

Sea g(x) = mjymj,(x) - -- mj,(x) un producto de factores
irreducibles de x" — 1 sobre IFy, y sean {cu,...,a,} las raices de
g(x) en el cuerpo de descomposicion de x" — 1 sobre F,. Entonces

C = (g(x)) = {f(x) € Fg[x]/(x" = 1) : f(aa) =0,..., f(er) = O}

Mads adn, basta tomar una raiz de cada factor irreducible de g(x).

Esto es, si 3 es una raiz de m,-j(x) paral < j <t <r, entonces

C = (g(x)) = {f(x) € Fg[x]/(x" = 1) : £(B1) = --- = f(B¢) = 0}

donde [3; es una raiz de mj(x) paral <j <t <r.
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Ceros de un cédigo ciclico

Observacion

Si a1,...,a, es un conjunto de raices de x” — 1 entonces, el cédigo

C={f(x) eFq[x]/(x" = 1) : f(an) =--- = f(ar) = 0}

tiene polinomio generador

g(x) = mem{mg, (x), Ma,(x),...,mqy,(x)}
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Matrices de paridad

@ Sean ag,...,q, raices de x™ — 1 en alguna extensién Iqu/IFq.

e Como Fuo =~ IFg como [F4-espacio vectorial, cada a/, €Fy
tiene asociado un vector columna [o/] € F4.

@ Sea H la matriz rd x n en I,

o) fd] -+ fof ")
H— [04:2] [04.2] [0‘2: ] € Mygn(Fq)
[@?] [a7] - [er]

@ Quitando las posibles filas linealmente dependientes de H se
obtiene una matriz de paridad H’ para el cédigo
C={f(x) e Fg[x]/(x"—1): f(or) =--- = f(a,) = 0}.
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La cota BCH

Teorema

Sea w una raiz primitiva n-ésima de la unidad en Fg y sea C un

cédigo ciclico cuyo polinomio generador tiene a las § raices

b b+1 B wb—l—d—l

)
con b € Ny y los exponentes consecutivos mddulo n. Entonces,

dc>d0+1
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Cédigos BCH

Definicion

@ Sea w una raiz primitiva n-ésima de la unidad en Fg y sea

g(x) el polinomio ménico sobre Iy de menor grado que tiene
a las 0 — 1 raices n-ésimas de la unidad

Wb Wbt ybto=2

entre sus ceros con b >0, § > 2.

@ O sea,

g(x) = mem{my(x), mp41(x), ..., Mpys-2(x)}

o El cdédigo ciclico g-ario de longitud n con polinomio generador
g(x) se llama cddigo de BCH con distancia disefiada 0 y se
denota por B = Bg(n, d,w, b).
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Cédigos BCH

Proposicion

Bq(n,o,w, b) es un [n, k, d] cddigo ciclico sobre Fy con

k>n—(6—1)on(q) y d>0
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Reed-Solomon

Definicidon

Un cédigo de Reed-Solomon g-ario es un cédigo BCH de longitud
n=gq-—1,
RSq(9,w, b) := By(qg —1,4,w, b)

e El polinomio minimal de w' es simplemente m_,i(x) = x — w'.

@ RSq4(d,w, b) tiene polinomio generador

g(x) = (x = wh)(x = wbH) - (x — wPH072)
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Reed-Solomon

@ Por la cota BCH, d > § = n— k + 1, pero, por la cota de
Singleton, se tiene que d < n— k + 1. Entonces,

d=d=n—k+1

Proposiciéon

RS4(9,w, b) es un MDS-cédigo con parametros [q — 1, q — 6, ).
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Cédigos de evaluacién: RS

@ Sea n=q— 1y 3 elemento primitivo de Fg.

@ Para 1 < k < n, consideremos el espacio vectorial de dim k
Ly =A{f eFy[x]:degf < k}
y el mapa de evaluacion evy : L — Fg
evi(f) = (F(B), F(5%),....f(8"))
o Es claro que evy es 1-1 y por lo tanto
RSy = evi(Li) = {(F(B), F(B°),... F(B") : f € Ly}

es un [n, k|-cédigo.
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Cédigos de evaluacién: RS

@ RSy es ciclico, pues

(F(B"), £(B), F(B),....F(B") = (h(B), F(5%),..., h(B"))

tomando h(x) = f(5x).
@ Se puede ver que RSy tiene d > n— k + 1y por Singleton, es
un cédigo MDS.

@ Se puede ver que RSy = RSq(n— k + 1,w, 1) con ceros
/8 62 6571 :lgnfk-
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Cédigos alternantes

o Generalizan a los BCH (H mds general).

@ Sea h=(hy,...,hy) € (Fgm)", a = (ai1,...,ap) € (Fgm)"
con los h;'s no nulos y los «;'s todos distintos. Sea
H = (hja))j € (Fgm)™ "y

[h] [ha] -+ [ha)
[ha1]  [ha] -+ [hsas]
H = [hloél] [hga%] cee [hna%] e (]Fq)rmxn

[hlafl] [h2ay™] -+ [hna ']
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Alternantes

@ Supongamos que r < n. El cddigo alternante A = A(«, h) es
el [n, k, d]-cédigo sobre Fq con matriz de paridad H’, uego de
quitar las filas linealmente dependientes.

@ Es decir,
Ao, h) = {x € Fg: H'x*+ =0}

o Tiene pardametros

n—mr<k<n-—r, d>r+1.
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@ Un clase importante de alternantes es cuando el vector h

estd dado por evaluacién de un polinomio g(x).
@ Sea g(x) € Fgm[x] y sea S, = Fgn[x]/(g(x)).

o Notar que si g(a) # 0 entoncesx — « tienen inverso en Sp,.



e En efecto, g(x) = q(x)(x — a) + g(«)
o luego x —a | g(x) — g(@) y q(x)(x — o) = —g(a) mdd g(x).
)=1

o Asi, —g(a) tg(x)(x — a

@ por lo tanto

méd g(x) y
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Definicién
Sea g(x) € Fgm[x] y L ={aa,...,an} C Fgm tal que g(a;) # 0
para cada 1 </ < nand n>degg(x)=t.

El codigo de Goppa g-ario I'(L, g) estéd defindo por
[(L,g) ={a=(a1,a2,...,an) € (Fg)" | Ra(x) =0 mdd g(x)}

donde

n

Rolx) = 225

i=1

El polinomio g(x) se llama el polinomio de Goppa de (L, g).

0®@00000
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Observacion

o El cédigo de Goppa (L, g) es un cédigo alternante A(«, h)
con « = (ala coe 7an) y h = (g(al)_l) cee Jg(an)_l)'

e (L, g) tiene parametros

n=|L|, n—mt<k<n-—t, d>t+1

con t = deg g(x).
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Observacién
Los cédigos BCH con b = 1 son casos particulares de cédigos de

Goppa. En efecto,
Bq(n’éaw) - r(ng)

con

L={1,w,...,w" 1} and g(x) =x
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Cédigos geométricos

Acd empieza la historia...

Generalizando la construccién de RS como cédigo de
evaluacién y la de Goppa se llega a los cédigos geométricos

Son cédigos de evalucién en donde se evaluan funciones
racionales de curvas proyectivas en puntos racionales.

Si F es un cuerpo de funciones racionales sobre IFy, D, G
divisores disjuntos con D = P; + - -- 4+ P, donde P; son
lugares racionales entonces

C=C(D,G) ={(x(P1),....,x(Pn)) : x € L(G)}

donde L(G) es el espacio de Riemann-Roch asociado a G.

Todo cédigo lineal es geométrico ([PSW]).

0000e00
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Problemas abiertos

@ ;Son los cédigos ciclicos asintéticamente buenos?

@ ;Cémo construir AG-cédigos ciclicos?
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gracias!
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