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REFERENCIAS

1. REPRESENTACIONES

Groups, as men, will be
known by their actions.
G. Moreno

1.1. Definiciones
Sea G un grupo finito y notemos e € G a su elemento neutro.

Definicion 1.1.1. Una representacion (lineal) de G es un par (V,p) en el que V es
un espacio vectorial complejo y p : G — GL(V) es un homomorfismo de grupos con
codominio en el grupo GL(V') de los automorfismos lineales de V.

El espacio V' es el espacio de representacion de la representacion (V, p) o, también, su
espacio subyacente, y, si aquél tiene dimension finita, el nimero dim V' € Ny es el grado
de la representacion. Muchas veces, cuando este abuso de lenguaje no cause confusion,
diremos que el espacio V' mismo es una representacion de G, dejando a la segunda
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2 MARIANO SUAREZ-ALVAREZ

componente del par (V, p) implicita. Cuando en esa situacion queramos referirnos a p,
escribiremos py .

Si V' es un espacio vectorial, una funciéon o : G x V' — V es una accion lineal de G
sobre V' si se tiene, para cada v, w € V', cada g, h € G y cada A € C, que

a(g, Av) = Aa(g,v), afg,v+w) = a(g,v) +alg, w),
ale,v) = v, al(g,alh,v)) = a(gh,v).

Escribiremos generalmente g — v en lugar de a(g,v).
Los conceptos de representacion y de acciéon lineal son esencialmente equivalentes.
Por un lado, una representacion (V, p) determina una funcion

a:(g,v) € GXVi=plg)(v) €V,

que es una acciéon lineal de G sobre V', como es inmediato verificar. Por otro, si
a: G xV — V es una accion lineal de GG sobre un espacio vectorial complejo V|
podemos definir una funcion p : G — GL(V') de manera que sea p(g)(v) = a(g,v) para
cada g € G y cada v € V, y obtener una representacion (V, p) de G sobre V. Méas atn,
es facil verificar que estas dos construcciones son mutuamente inversas.

Una representacion matricial de G de grado n es un homomorfismo r : G — GL(n, C)
con valores en el grupo GL(n,C) C M, (C) de matrices complejas n x n inversibles.

Una representacion lineal da origen a muchas representaciones matriciales. En efecto,
sea (V, p) una representacion de grado n, sea % una base ordenada de V' y para cada
f € End(V) escribamos || f||; € M, (C) a la matriz de f con respecto a . Si g € G,
entonces la aplicacion lineal p(g) : V' — V es un automorfismo y, en consecuencia, la
matriz ||p(g)|| , es inversible, esto es, es un elemento de GL(n, C). Asi, p y % determinan
una funcién py : G — GL(n,C) tal que pz(g) = ||p(g9)|| 4 para todo g € G, que es
claramente un homomorfismo de grupos. Decimos que py es la representacién matricial
de G correspondiente a (V, p) vy a la base A.

Reciprocamente, una representacion matricial r : G — GL(n,C) determina una
representacion (C", p) de G sobre el espacio C" en la que p: G — GL(C") esta dada
por p(g)(v) =r(g) - v para cada g € G y cada v € C"; el producto - que aparece aqui
es el producto usual de matrices y vectores. Es inmediato verificar que si 4 es la base
ordenada canénica de C", entonces la representacién matricial p» de G correspondiente
a (C", p) y a A es precisamente el homomorfismo 7.

FEjemplo 1.1.2. Si V es un espacio cualquiera, hay una representacion (V, pyiy) de G en
la que pyiv : G — GL(V) es el homomorfismo trivial, de manera que pyq(g) = idy para
todo g € G. Decimos en este caso que G actia trivialmente sobre V' y que (V, pyiy) €s
la representacion trivial de G sobre V. En particular, llamamos a la representacion
(C, priv) sobre V = C simplemente la representacion trivial. O

Ejemplo 1.1.3. Si V' = 0 es el espacio nulo, entonces el grupo GL(V') es trivial, su tnico
elemento es idy y hay entonces exactamente un homomorfismo de grupos p : G — GL(V).
Decimos que la representacion correspondiente (V p) es la representacion nula. U

Ejemplo 1.1.4. Si V' es un espacio vectorial y G € GL(V') es un subgrupo finito, entonces
la inclusion p : G — GL(V') es un homomorfismo de grupos. Tenemos entonces una
representacion (V, p) de G sobre V. O

Ejemplo 1.1.5. Dupongamos que X es un conjunto finito y que a : G x X — X es
una acciéon de G sobre X. Recordemos que esto significa, si escribimos ¢ - x en lugar
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de a(g, x), que se tiene
e-xr=uw, g-(h-z)=gh-x (1)

para cada x € X y cada g, h € G. Sea CX el espacio vectorial que tiene como base
al conjunto X, cuyos elementos son las combinaciones lineales formales »°__ a,z de
elementos de X con coeficientes a, en C. Para cada g € G hay una tnica aplicacion lineal
mg : CX — CX tal que my(x) =g -2 six € X, ya que X es una base de CX, y, como
la imagen por m, de X es el conjunto X mismo, es claro que m, es un automorfismo
de CX. Podemos entonces definir una funcion p, : G — GL(CX) de manera que sea
pa(g) = my para cada g € G. Es facil verificar que las condiciones (1) satisfechas por
la accién « de G sobre el conjunto X implican que p, es un homomorfismo de grupos.
Obtenemos asi una representacion (CX, p,) de G sobre CX, a la que llamamos la
representacion por permutacion correspondiente a X y la accion «. El grado de CX es
el cardinal | X| de X.

Si X = G ysilaaccion a : G x X — X esta dada por a(g,z) = gz, entonces
llamamos a la representacion (CG, p,) la representacion regular de G. O

1.2. Morfismos

Definicion 1.2.1. Si (V,pv) v (W, pw) son representaciones de G, un morfismo de
representaciones ¢ : (V, py) — (W, pw) es una aplicacion lineal ¢ : V' — W entre los
espacios vectoriales subyacentes tales que para cada g € G es

popv(g) = pw(g) o ¢.

Si, més aun, ¢ es biyectiva, decimos que ¢ es un isomorfismo de representaciones. Escribi-
mos homg((V; pv), (W, pw)), o simplemente homg(V, W), al subconjunto de hom(V, W)
de los morfismos de representaciones.

En la situacion de la definicion, denotemos —y y —y a las acciones lineales de G
sobre V' y sobre W correspondientes a las representaciones (V, py) v (W, pw ), respecti-
vamente. Entonces una aplicacion lineal ¢ : V' — W es un morfismo de representaciones
sii para cada g € V' y cada v € V se tiene que

P(g =vv) =g—w o(v).

De manera similar, podemos expresar la condicién de que ¢ sea un morfismo de repre-
sentaciones en términos de representaciones matriciales. Sean n = dim V' y m = dim W,
sean B y A bases ordenadas de V' y de W, y sean (py)z : G — GL(n,C) y
(pw)z : G — GL(m,C) las representaciones matricales correspondientes a (V) py)
y %,y a(W,pw)y % respectivamente. Escribamos ademas ||¢|| 5 5 a la matriz de ¢
con respecto a Ay HA'. Entonces ¢ es un morfismo de representaciones si y solo si

H¢||,%,<%/ (ov)B(9) = (pw)z(9) - ||¢||@,%'

para cada g € GG; aqui - es el producto de matrices.

Proposicion 1.2.2. Sean (V. py), (W, pw), (U, pu) representaciones de G.
(i) La funcion identidad idy : V' — V' es un morfismo de representaciones.

(ii) Sip: V=W yop: W — U son morfismos de representaciones, entonces la
composicion Y o : V. — U es un morfismo de representaciones.

(#ii) El subconjunto home(V, W) de hom(V, W) es un subespacio vectorial.
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(i) Si f : V. — W es un isomorfismo de representaciones, entonces la funcion
inversa f~1: W — V también lo es.

Demostracion. O

Ejemplo 1.2.3. Consideremos la representacion trivial (C, pyqy) v la representacion
regular (CG, preg). Seat = >, ~h € CGyseagy: A€ C— M ecCG.Sige Gy
A € C, entonces ¢o(g — A) = ¢o(N) = At = g — At: esto muestra que ¢ es un morfismo
de representaciones, de manera que ¢y € homg(C, CG).

De hecho, en esta situacion podemos ver que homg(C, CG) es un subespacio de
hom(C, CG) generado por ¢y, de manera que en particular tiene dimension 1. En efecto,
supongamos que ¢ : C — CG es un morfismo de representaciones, y sea s = ¢(1) € CG.
Como G es una base de CG, existen escalares ay, h € G, tales que s = ), _ ayh. Si
g € GG, entonces, como ¢ es un morfismo,

Zahh =o()=0¢(g—1)=g—09(1)=g— Zahh = Zagqhh.

heG heq hed
El conjunto G es una base de CG, asi que esto implica que aj = a,-15, para todo h € G;
en particular, tomando h = g vemos que a, = a.. Esto es cierto para cada g € G,
asi que en definitiva tenemos que s = a.t y, entonces, ¢ = a.¢y. Esto muestra que
homg(C, CG) esta generado por ¢, como afirmamos. O

1.3. Subrepresentaciones

Proposicion 1.3.1. Sea (V, p) una representacion de G, sea W C V un subespacio
vectorial y supongamos que

para cada g € G se tiene que p(g)(W) C W. (2)

Hay entonces una funcion py : G — GL(W) tal que pw(g) = p(g9)|w para cada g € G,
el par (W, pw) es una representacion de G en W y la inclusion v : W — V es un
morfismo de representaciones.

De hecho, es facil verificar que en esta sitacion el subespacio W puede dotarse de
una wunica estructura de representacion de G tal que la inclusion ¢ resulte un morfismo
de representaciones.

Demostracion. O

Definiciéon 1.3.2. Si (V, p) es una representacion de G y W C V' es un subespacio
vectorial. Si W satisface la condicion (2) de la proposicion anterior, decimos que W es
una subrepresentacion de V' o, también, que W es G-invariante.

Si W es una subrepresentacion de (V) p), entonces W es el espacio subyacente a una
representacion (W, pw), con py determinada por p como en la proposicion. En todo
lo que sigue, siempre que tengamos una subrepresentacion de una representacion, la
considereraremos implicitamente a ella misma como una representacion de esta manera.

Sea (V,p) una representacion y sea W C V un subespacio G-invariante. Sean
n=dimV ym=dimW,y sea py : G — GL(W) la representacion de G sobre W,
Podemos elegir una base & = {v1,...,v,} de V de manera que el subconjunto
A = {vi,...,v,} sea una base de W. Si py : G — GL(n,C) es la representacion
matricial correspondiente a V' 'y a B,y (pw)z : G — GL(m, C) es la representacion
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matricial correspondiente a W y a %', entonces como W es invariante, para cada g € G
la matriz p»(g) es una matriz de bloques de la forma

Definicion 1.3.3. Sea V' una representacion. Si W C V' es una subrepresentacion,
decimos que W es propia si W C V' y que es nula si W = 0. Por otro lado, V' es simple
si V 2 0 y no posee subrepresentaciones propias y no nulas.

FEjemplo 1.3.4. Si V' es una representacion, el subespacio nulo 0 C V' y el espacio total V'
mismo son subrepresentaciones de V. Esto implica inmediatamente que V' es simple si
tiene exactamente dos subrepresentaciones distintas. O

Ejemplo 1.3.5. Una representacion de grado 1 es siempre simple. Por otro lado, una
representacion trivial V' es simple si y solo si dim V' = 1: en efecto, si dim V' > 1, existe
un subespacio W C V tal que 0 C W C V y es inmediato que W es G-invariante. [

Ejemplo 1.3.6. Si (V, p) es una representacion, escribimos
VG:{UGV:paratodogeGesgév:v}.

Es facil ver que V¢ es una subrepresentacion de V' y que es, de hecho, la subrepresentacion
maéas grande de V sobre la que G actia trivialmente. O

Ejemplo 1.3.7. Supongamos que G actua sobre un conjunto finito X, como en el
ejemplo 1.1.5, y sea CX la correspondiente representacion de GG. Afirmamos que CX es
simple sii |X| = 1. La condicién es suficiente, ya que cuando |X| =1 es dimCX = 1.
Por otro lado, si |X| = 1, entonces el subespacio T' C CX generado por el elemento
t = ,cx @ es una subrepresentacion y, como dim7 = 1 < dim CX, se trata de una
subrepresentacion propia. ]

Proposicion 1.3.8. Sean V y W representaciones y sea f : V. — W un morfismo
de representaciones. Entonces el nicleo ker f es una subrepresentacion de V y la
imagen im f es una subrepresentacion de W .

Demostracion. O

Una aplicacion inmediata de esta proposicion es el llamado Lema de Schur, una de
las herramientas fundamentales de toda la teoria:

Teorema 1.3.9 (Lema de Schur). Sean (V, pv) y (W, pw) dos representaciones simples.
(i) Un morfismo no nulo ¢ : V.— W de representaciones es un isomorfismo.

(ii) Si¢:V —V es un endomorfismo de representaciones, entonces existe A € C
tal que ¢ = Aidy .

Demostracion. (i) Como ¢ no es nulo, es ker ¢ C V: como V' es simple y ker ¢ es una
subrepresentacion de V', esto implica que necesariamente ker ¢ = 0. Por otro lado,
im ¢ # 0 porque, otra vez, ¢ no es nulo, y como im ¢ es una subrepresentacion de la
representacion simple W, debe ser im ¢ = W. Vemos asi que ¢ es un isomorfismo.

(73) Como C es algebraicamente cerrado, existen A € Cy vy € V tales que ¢(vy) = Avy.
En consecuencia, la aplicacion lineal ¢ — Xidy : V' — V no es biyectiva. Si g € Gy
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v € V, entonces

(¢ — Aidv)(g = v) = ¢(g —v) — Mg —0)
=g—é(v) —g— (M)
=g— (¢ — Aidy)(v).

Vemos asi que ¢ — Aidy es un morfismo de representaciones y la parte (i) del teorema
implica entonces que ¢ — Aidy = 0: esto prueba la parte (7). U

Ejemplo 1.3.10. Supongamos que G actta sobre el conjunto finito X. Supongamos
ademas que Y C X es un subconjunto G-invariante, esto es, tal que

geG,yeY = g-yey.

El subespacio CY = (y : y € X) de CX generado por los elementos de Y es entonces
una subrepresentacion. ]

Ejemplo 1.3.11. Sea X un conjunto finito sobre el que G actia y sea f : CX — C
la aplicacion lineal tal que f(x) = 1 para todo x € X. Es facil verificar que f es un
morfismo de representaciones, asi que W = ker f es una subrepresentacion de CX;
explicitamente, es

W:{Z)\xxeCX:Z)\m:O}.

zeX zeX

El grado de W es claramente dimker f = dimCX — dim C = |X| — 1. En particular,
W es no nula exactamente cuando |X| > 1. O

Proposicion 1.3.12. Toda representacion no nula de G contiene subrepresentaciones
simples.

Demostracion. Sea V' una representacion. Probemos que V' posee al menos una subre-
presentacion simple U C V haciendo induccién sobre el grado n = dim V. Cuando
n = 1, podemos tomar U = V. Supongamos entonces que n > 1.

Si V es simple, podemos elegir otra vez U = V. Si en cambio V' no es simple, entonces
posee una subrepresentacion V' C V propia y no nula. En particular, dim V/ < dim V/,
asi que la hipo6tesis inductiva implica que V' posee una subrepresentacion simple U C V.
Pero entonces U es una subrepresentacion simple de V', que es lo que buscabamos. [

1.4. Completa reducibilidad

Definicién 1.4.1. Decimos que una representacion V' es descomponible si existen
subrepresentaciones no nulas W y U tales que V =W & U, y que es indescomponible
en caso contrario.

Ejemplo 1.4.2. Sea X un conjunto finito sobre el que G actiia, y consideremos la
relacion ~ en X tal que si z, y € X es

r~y <= existege Gtalque g-x =y.

Se trata de una relacién de equivalencia, asi que determina una particion II de X. Mas
aun, es claro que para cada parte Y € II se tiene que

geG,yeY = g-yevy,
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de manera que, como en el ejemplo 1.3.10, el subespacio CY = (y € Y) de CX es
G-invariante. Puede verse facilmente que CX es la suma directa de los subespacios CY
con Y e IL [

FEjemplo 1.4.3. Sea otra vez X un conjunto finito sobre el que GG actia, y supongamos
que | X| > 1. En el ejemplo 1.3.7 construimos una subrepresentacion 7' de CX de grado 1,
generada en tanto espacio vectorial por el elemento t = Y~ _ x, y en el ejemplo 1.3.7
construimos una subrepresentacion

_ {ste(cx : Zszo}.
zeX zeX

de grado |X| — 1. Es inmediato verificar que TNW =0,y que T+ W = CX, de
manera que CX =T @& W. Asi, como Ty W son subrepresentacion propias, CX es
descomponible. O

Se sigue inmediatamente de las definiciones que una representaciéon simple es in-
descomponible. Un resultado fundamental de la teoria es que la afirmacién reciproca
tambien es cierta. Para obtener este resultado, que enunciamos en el Corolario 1.4.7
méas abajo, necesitamos establecer antes algunos resultados preliminares.

Lema 1.4.4. Sean (V,py) y (W, pw) dos representaciones, y sea f : V. — W una
aplicacion lineal. Entonces la funcion lineal f :V — W dada por

f= pr fopv(g™)
gEG

es un morfismo de representaciones. Mds ain, si (W, pw) = (V, pv), entonces

trf:trf.

Demostracion. Denotemos —y y —y a las acciones lineales de GG sobre V' y sobre W
correspondientes a las representaciones (V, py) v (W, pw ).
SiheGyveV, entonces

f(h =y v) ’C”Zgéwf —v (h—=vv))

geG

’G|Zgéwf )

geG

y, poniendo k = h™lg, esto es

théwf v o)

keG
= h—w Zk —w [k =y )
keG

Vemos de esta forma que f es un morfismo.
Para terminar, supongamos que (W, pw) = (V, pv). Si g € G, tenemos que

tr(pv(g) o fopv(g™)) =tr(pv(g™") o pvlg) o f) =tr f,
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de manera que

Ztr pv(g)o fopy(g™)) =trf. u

gEG

Proposicion 1.4.5. Sea V' una representacion de G y sea W C V un subespacio
G-invariante. Entonces existe otro subespacio G-invariante U C 'V tal que V=W @ U.

Demostracion. Fijemos una aplicacion lineal p : V' — V tal que pop = p y cuya

imagen es el subespacio WW; en particular, se tendra que p(w) = w para todo w € W,

Por ejemplo, si dimV = n y dimW = r, existe una base {vy,...,v,} de V tal que

{v1,...,v.} es una base de W, y podemos considerar la aplicacion lineal p: V" — V tal

que p(v;) = v; paracadai € {1,...,r} y tal que p(v;) =0sii € {r+1,...,n}.
Consideremos ademas la funcion lineal p : V' — V tal que

p(v) ‘G’Zgép D)
geG

para todo v € V. Mostremos que U = kerp es una subrepresentacion de V' y que
V =W & U: esto probara la proposicion.

e Para ver que U es una subrepresentacion, es suficiente —de acuerdo a la Propo-
sicion 1.3.8— con observar que p es un morfismo de representaciones, y esto es
consecuencia del Lema 1.4.4.

e La aplicacion p tiene imagen W y es pop = p. En efecto, como la imagen de p es W
y W es G-invariante, es claro que para todo v € V es p(v) € W. Por otro lado,
siweWygeG, esg ! —weWy,en consecuencia, p(¢g-! — w) = g~ — w;
se sigue entonces que para cada w € W se tiene que

Zgép (g7 = w) = Zgégléwa-
1G]

QEG geG

Ahora, si v € W N U, entonces p(v) = v porque v € W, y p(v) = 0 porque
v € U: vemos asi que W NU = 0. En segundo lugar, si v € V, entonces
plv—p(v)) = p(v) — p(p(v)) = 0 porque p(v) € W, de manera que v —p(v) € U,
y p(v) € W porque la imagen de p es W: entonces v = p(v) + (v —p(v)) € W+ U
y esto nos dice que VC W + U. O

Teorema 1.4.6. Toda representacion de G es suma directa de subrepresentaciones
simples.

Clasicamente, este teorema se enuncia diciendo que toda representacion es completa-
mente reducible.

Demostracion. Sea V una representacion y sea n = dim V. Mostremos que V' es suma
directa de subrepresentaciones simples haciendo induccién en n. Si n = 0 no hay nada
que probar, asi que podemos suponer que n > 0.

De acuerdo a la Proposicion 1.3.12, existe una subrepresentacion simple W C V. Si
W =V, entonces V es simple, y por supuesto es suma directa de subrepresentaciones
simples. Si, en cambio, W C V| la Proposicion 1.4.5 nos dice que existe una subrepresen-
tacion U C V tal que V. =W @ U. Ahora bien, dim U < dim V, asi que inductivamente
podemos suponer que existen m > 1 y subrepresentaciones Uy, ..., U, C U tales
que U =U, & ---® U, Pero entonces V=W dU; & --- ® U, es suma directa de
subrepresentaciones simples, como queriamos probar. Esto completa la induccién. [
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La descomposiciéon de una representacion como suma directa de subrepresentaciones
simples no es dnica. Por ejemplo, si V' es una representacion trivial de dimension 2,
entonces todo subespacio de V' de dimension 1 es una subrepresentacion de V', y si Uy y
U, son dos tales subespacios distintos, entonces V = Uy & Us.

Corolario 1.4.7. Una representacion es simple si y solamente si es indescomponible.

Demostracion. Es claro que una representacion simple es indescomponible. Por otro
lado, una representacion descomponible, siendo suma directa de dos subrepresentaciones
propias y no nulas, no es simple. [l

1.5. Construcciones
Suma directa

Si (V,pv) v (W, pw) son dos representaciones de GG, podemos hay una representacion
(V @ W, p) sobre el espacio vectorial suma directa (externa) V @& W, cuyo homomorfismo
de grupos p: G — GL(V & W) es tal que para cada g € G es

plg) = (p Vég ) pWO(g)) .

Es facil verificar que las inclusiones iy : V- — VW iy - W — V@ W y las proyecciones
py:VOEW =V ypy: Ve W — W son morfismos de representaciones.

Espacios de homomorfismos

Sean (V,py) y (W, pw) dos representaciones, y consideremos el espacio vectorial
hom(V, W) de todas las aplicaciones lineales V' — W. Consideremos la funcion
p: G — GL(hom(V, W)) tal que

p(9)(f) = pw(g) o fopv(g™)

para cada g € Gy cada f € hom(V, W). Es facil verificar que p esté bien definida y que se
trata de un homomorfismo de grupos, asi que tenemos una representacion (hom(V, W), p)
de G sobre hom(V,W). Siempre que veamos a hom(V, W) como representacion de G
serd con respecto a esta estructura.

Notemos que si —y y —y son las acciones de G sobre V' y W, respectivamente, y
— es la accion de G sobre hom(V, W), entonces para cada g € G, cada f € hom(V, W)
y cada v € V se tiene que (g — f)(v) = g —w f(g7' =y v).

Proposicion 1.5.1. Si (V, py) y (W, pw) son representaciones, entonces
homg (V, W) = hom(V, W)¢.

El espacio hom(V, W)Y que aparece a la derecha en esta igualdad es el subespacio de
invariantes de la representacion hom(V, W) definido en el Ejemplo 1.3.6.

Demostracion. Sea f € hom(V,W). Entonces f € hom(V, W) sii para todo g € G es
f=g9— f, y esto ocurre cuando para todo v € V se tiene que
f)=(g—= ) =g—w flg~" =vv).

Es inmediato que esté ultima condicién se cumple exactamente cuando f es un morfismo
de representaciones, esto es, cuando f € homg(V, W). O
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Espacio dual

Un caso particular de la construcciéon anterior es aquél en el que la representacion
(W, pw) es la representacion trivial (C, pyiv). Es entonces hom(V, C) el espacio dual
de V, que notamos simplemente V'. Si (— | =) : V! x V — C es la evaluacion y si —y
y —y» son las acciones de G sobre V' y V' entonces para cada f € V' y cada v € V es

(g—=v flv)=(flg" =v)

Lema 1.5.2. Sea (V, py) una representacion, sea (V' py/) su representacion dual, y
sea (V" pyn) la representacion de ésta ultima. El isomorfismo candnico de espacios
vectoriales £ : V- — V" es un isomorfismo de representaciones.

Demostracion. Recordemos que la funcion € esta determinada por la condicion de que

para todo v € V y todo f € V' es £(v)(f) = (f | v).
Seage GywveV.SifeV entonces

(9= &) =¢@)g™ = f)

=(g' = flv)

=(flg—v)

= &g —v)(f),
asi que g — £(v) = &(g — v). Esto nos dice que £ es un morfismo de representaciones, y
el lema sigue de esto. U

Proposicion 1.5.3. Sea (V, py) una representacion, sea (V' py/) la representacion
dual. Entonces V' es simple si y solamente si V' es simple.

Demostracion. Supongamos que V' no es simple y sea W C V una subrepresentacion
propia no nula. Sea W+ = {f € V': (f | w) = 0 para todo w € W}.
Si f € Wty ged, entonces para cada w € W tenemos que

(g=flw)=(flg" —w)=0

porque ¢g~' — w € W, de manera que g — f € W+. Es asf W+ una subrepresentacion
de V''y, como 0 C W+ C V', concluimos que V' no es simple.

Ahora bien, usando lo ya hecho, sabemos que si V' no es simple, entonces V" tampoco
lo es y, en vista del Lema 1.5.2, esto nos dice que la representacion V' misma no es
simple. Esto completa la prueba. Il

Productos tensoriales

Sean (V, py) v (W, pw) dos representaciones y sea V ® W el producto tensorial de los
espacios vectoriales subyacentes. Hay un homomorfismo de grupos p: G — GL(V @ W)
tal que para cada g € G es p(g9) = pv(9) @ pw(g), asi que tenemos una representacion
(VeW,p). Si =y y —w son las acciones de G sobre V' y W respectivamente, entonces
la accion de G sobre V @ W esta dada por

g—=vw=(9-vv)®(g—wuw)
para cada g € W, cadav € V y cada w € W.

Las propiedades formales usuales que relacionan a hom con ® se preservan al exten-
derlos de los espacios vectoriales a las representaciones lineales de un grupo:

Proposicion 1.5.4. Sean (V. py), (W, pw) v (U, pu) representaciones de G.
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(i) El isomorfismo candnico de espacios vectoriales
¢ : hom(V @ W,U) — hom(V, hom(W,U))
es un isomorfismo de representaciones.
(i) El isomorfismo canénico
UV @W — hom(V, W)
es un isomorfismo de representaciones.

Demostracion. (i) Recordemos que ® es la transformacion lineal tal que

O(f)(v)(w) = flv@w)
si f € hom(V @ W, U),veV ywe W. Para probar la proposicion, hay que probar ®
es un morfismo de representaciones: sea g € G y mostremos que ®(g — f) = g — ®(f)
para cada f € hom(V ® W,U) y, para ello, que ®(g — f)(v)(w) = (g = ®(f))(v)(w)
para cada v € V' y cada w € W. Esto sigue de un calculo directo, ya que
(g — flw)(w) = (g— f)lv@w)
=g flg7' ~vew)

=g—=flg'=v)@ (g —w))

(g = @(N))()(w) = (9= 2(f)(g _140))@)
=g—(f )( B )( =)
=g—f((g~ ® (g —w))
(74) La aplicacion W es tal que
V(f @w)(v) = (f|v)w
para cada f € V', cada v € V y cada w € W. Para ver que se trata de un isomorfismo
de representaciones basta mostrar que es un morfismo, ya que sabemos que es biyectiva,

y para ello hay que probar que ¥(g — f ® w) = g = V(f ® w) para todo g € G. Esta
es una igualdad de elementos de hom(V, W): para verificarla, sea v € V' y calculemos:

U(g— fow)(v)="T(g—f)@(g—w))(v)
=(g—flv)(g—w)
=(flgt=v(g—w)
=g—=(flg ' =vw
=g V(feuw)l(s " —v)
=(g—=V(fow)(v). O

Restriceion

Supongamos que H C G es un subgrupo y que (V, py) es una representacion de G.
Entonces podemos considerar la restriccion py |y : G — GL(V) de py al subgrupo H,
que nos da una representacion (V,py|g) de H sobre V. Llamamos a (V,pv|g) la
restriccion de (V,py) a H, y la escribimos V| . Mas generalmente, si ¢ : H — G es
un homomorfismo de grupos y (V, py) es una representacion de G, entonces hay una
representacion (V, py o ¢) de G, que escribimos ¢*(V') y llamamos la restriccion de (V, p)
a lo largo de ¢.
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Notemos que si H C G es un subgrupo e + : H — G es la inclusion, para cada
representacion (V, pg) de G la restriccion (V') de V' a lo largo de ¢ coincide con la
restriccion Vg de V a H. Es en este sentido que la segunda construccion generaliza a
la primera.

Fijemos un homomorfismo de grupos ¢ : H — G. Si V y W son representaciones de G,
entonces es inmediato que si V' y W son isomorfas, las representaciones restringidas

¢*(V) y ¢*(W) tambien son isomorfas. Por el contrario, es posible que ¢*(V) y ¢*(W)
sean isomorfas a pesar de que V' y W no lo sean.

Ejemplo 1.5.5. Sea ¢ : H — G es el homomorfismo trivial, de manera que ¢(h) = eq
para todo h € H. Es facil ver que si V' y W son representaciones de (G, entonces

¢*(V) =2 ¢*(W) < dimV =dimW
y que, de hecho, cualquiera sea V', la representaciones restringida ¢*(V') es trivial. [

Proposicion 1.5.6. Sea ¢ : H — G un homomorfismo sobreyectivo de grupos.
(i) Sean (V,py) y (W, pw) representaciones de G. Si ¢*(V') = ¢*(W), entonces
Vew.

(ii) Sea (V, py) una representaciones de G. Entonces V' es simple sii ¢*(V') es simple
como representacion de H.

Demostracion. O

2. CARACTERES
2.1. Definicion

Definicién 2.1.1. Si (V,p) es una representacion de G, el cardcter de (V,p) es la
funcion y : G — C dada por

x(g) = trp(g)

para cada g € G. Si V es simple, decimos que x es #rreducible. Cuando queramos
enfatizar el hecho de que x es el caracter de (V, p) escribiremos xy . Escribiremos X(G)
al conjunto de los caracteres irreducibles de G.

FEjemplo 2.1.2. Si (V, p) es una representacion sobre la que G actua trivialmente, de
manera que p(g) = idy para todo g € G, entonces el caracter x : G — C de V satisface
X(g) = dimV para todo g € G. En particular, el caracter de la representacion trivial
(C, prriv) es la funcion constante 1 : g€ G— 1€ C . O

Ejemplo 2.1.3. Sea X = {x1,...,2,} un conjunto finito sobre el que G actia y sea
(CX, p) la correspondiente representacion de G. Si g € G, la matriz ||p(9)|x = (gi;)
de p(g) : CX — CX con respecto a la base ordenada (x1,...,z,) tiene, para cada

i,j€A{l,...,n},

)L, osigea =y
gij = .
0, en caso contrario.

Se sigue, entonces, que si xy : G — C es el cardcter de CX, entonces

n

X(g)zzgz‘z‘ZH$€X19'$:$}|

=1
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es la cantidad de elementos de X que g deja fijos.
Si X = G y G actua por multiplicaciéon, de manera que la representacion es la
representacion regular (CG, preg), €l caracter xreg : G — C esta entonces dado por

0, en caso contrario.

G|, sig=e;
Xreg(g):{‘ ’ g O

Ejemplo 2.1.4. Sea (V, p) una representacion de grado 1. Hay un isomorfismo de grupos
canonico ¢ : GL(V) — C*, univocamente determinado por la condicién de que sea
f =c(f)idy para todo f € GL(V). Es inmediato verificar que el caracter y : G — C
de V' es la composicion

G+ GL(V) > C*——C,

asi que podemos decir que y “es” p.

Observemos que se sigue, en particular, que en este caso el caracter es una aplicacion
multiplicativa: esto es, que x(g)x(h) = x(gh) para cada g, h € G. Esto no es cierto en
general: por ejemplo, en cuanto G no es el grupo trivial, el caracter de la representacion
regular CC' calculado en el ejemplo 2.1.3 no es multiplicativo. O

Proposicion 2.1.5. Sea (V, p) una representacion y sea n = dim V' su grado.
(i) Se tiene que x(1) =n.
(i) Sige @, esx(g™") = x(g).
(111) Si g, h € G, entonces x(ghg™') = x(h) y x(gh) = x(hg).
Demostracion. 0

Proposicion 2.1.6. Si (V,pyv) y (W, pw) son representaciones y ¢ : V.— W es un
isomorfismo de representaciones, entonces Xy = Xw -

Demostracion. O

Sea C(G) el espacio vectorial de las funciones G — C. Se trata de hecho de una
C-algebra: si x1, x2 € C(G), el producto x1 - x2 : G — C es la funcion tal que
(x1-x2)(9) = x1(9)x2(g) para cada g € G. Si x € C(G), definimos una nueva funcion
X* : G — C de manera que se tenga x*(g) = x(¢~') para todo g € G.

Proposicion 2.1.7. Sean (V, pyv) y (W, pw) dos representaciones y sean Xy y Xw Sus
cardcteres. Entonces

(1) xvew = xv + xw,
(1) Xvew = Xv - Xw,
(#8) Xv+ =XV ¥
(iv) Xhom(V,W) = X1 * XW -

Demostracion. ]
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2.2. El producto interno

Definimos sobre el espacio vectorial C(G) definimos un producto interno (—, —)
poniendo, para cada par de funciones xi, x2 € C(G),

(X15 X2) Z x1(g

gEG

La verificacién de que esto define en efecto un producto interno es inmediata.

Definicion 2.2.1. Una funcién f: G — C es central si para todo g, h € G es
fghg™) = f(9)-

Escribimos Z(G) al subconjunto de C(G) de las funciones centrales.

De hecho, es facil ver que Z(G) es un subespacio vectorial y un subanillo de C(G).
La Proposicion 2.1.5(ii) nos provee ejempos de elementos de Z(G): en efecto, afirma
que el caracter de toda representacion de GG es central.

Considaremos a Z(G) como un espacio con producto interno obtenido por restriccion
del de C(G). Si x € C(G) es el caracter de una representacion, la Proposicion 2.1.5(17)
nos dice que x(g) = x(g7!) para todo g € G: al calcular productos internos de caracteres
en lo que sigue, usaremos esto implicitamente. Por otro lado, la siguiente observacion es
frecuentemente util:

Lema 2.2.2. Sean ¢y, ..., ¢ las clases de conjugacion de G y sean g1, ..., gr € G
tales que g; € ¢; para cada i € {1,...,k}. Si x1, x2 € Z(G) son funciones centrales,
entonces

k
(X1:X2) = ]G| Z|CJ‘X1 93))(2(93)

Demostracion. Como las clases de conjugacion de GG determinan una particion de G, es

(X1, x2) = |G| ZXI ZZM

9€G j=1 gec;

y como X1y X2 son centrales, para todo j € {1,...,k}es x1(9) = x1(9;) ¥ x2(9) = x2(9;)
para cada g € ¢;, de manera que

k
(X1, X2) = |G| Zlcgba (95)x2(95),

como afirma el enunciado. O

2.3. Relaciones de ortogonalidad entre caracteres

Proposicion 2.3.1. Si x1 y x2 son los cardcteres de dos representaciones simples no
isomorfas, entonces (x1,x2) = 0. Ademds, cualquiera sea g € G se tiene que

> xa(gh™)xa(h) = 0. (3)

heG
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Demostracion. Sean (V, py) y (W, pw) representaciones tales que sus caracteres sean
X1V X2, de grados n y m, respectivamente. Sea # y %’ bases ordenadas de V' y V/|
ysean r = (py)g : G — GL(n,C) y s = (pw)a : G — GL(m, C) las representaciones
matriciales correspondientes.

Sea f: V — W es una funcion lineal y sea f : V. — W la funciéon construida en
el Lema 1.4.4, que es un morfismo de representaciones. Por hipoétesis, V' y W son no
isomorfas, asi que el Lema de Schur 1.3.9 implica que

fz pr fopvlg™) =0.

gEG

Si (fij) es la matriz de f con respecto a las bases B y &', esta igualdad nos dice que
para todo i € {1,...,m} ytodo j € {1,...,n} es

Z sin(9) furiy(g~") = 0.

geG
1<k<m
1<I<n

Ahora bien, esto es cierto cualquiera sea f, asi que podemos concluir, de hecho, que
para todo ¢, k € {1,...,m} y todo 5,1 € {1,...,n} es

Z si(g)rij(g~") = 0. (4)

geG

En particular,

(X1 x2) = ’q le

geG

|G| Z( > ralg )( Z Sjj(Q))

geG 1<i<n

& 2 (o *)

1<i<n geG
1<]<m

/\

=0.

Esto prueba la primera parte de la proposicion. Para ver la segunda, calculamos que

D xalgh™xah) =Y D ralgh™")si(h)

heG heG 1<i<n
1<j<m

:Z Z rie(9)rri(h™)s55(h)

heG 1<i,k<n
1<j<m

Z <Z sji(h)ryi(h )le(g)

1<i,k<n heqG
1<j<m

=0

en vista de (4) O
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Proposicion 2.3.2. Si x es un cardcter irreducible, entonces (x,x) = 1. Sin es el
grado de x, entonces para cada g € G tenemos que

> x(gh™)x(h) |§| (9). (5)

heG

Demostracion. Sean (V, py) una representacion tal que su caracter es x; y sea n su grado.
Sea 4 una base ordenada de V', y sean r = (py)» : G — GL(n,C) la representacion
matricial correspondiente.

Si f:V — V es una aplicacion lineal, entonces, como en la prueba de la proposicion
anterior, la aplicacion f : V' — V es un endomorfismo de representaciones, asi que —por
el Lema de Schur— existe A\ € C tal que f = Aidy. Usando la tltima afirmaciéon del
Lema 1.4.4, vemos que An = trf = tr f, de forma que A = %tr f, asi que en definitiva
es

1 .
ZPV fopv(g™ )Zﬁtl"fldv'

geG

f=—_

Si (fij) es la matriz de f con respecto a la base 4, esta igualdad implica que para cada
i,j€{l,...,n} es

1 _ 1
el > rilg) furylg) = e f oy
geG
1<k, l<n
La arbitrariedad de f nos permite concluir que si i, j, k, 1l € {1,...,n} es
Z rzk Tl] 5k15m7 (6)
gEG
y entonces
Z x(g
gGG
e Z( 2_ ralg )( > milg™)
geG 1<i<n 1<j<n
1 _
= Z |—G|7”ii(9>7njj(g Y
1<i,j<n
1
= > %%
1<i,j<n
=1

Por otro lado, si g € G es

D oxtgh™x(h) =Y > rilgh " )ri(h)

heG heG 1<i,j<n

:Z Z nk(g)Tkz‘(h_1>7”jj<h)

heG 1<i,j,k<n

= Z (ZT” )Tki(h )Tzk(g)

1<i,5,k<n heG
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y usando (6), esto queda

G
= Z |—n|5jk5jm/c(9)

1<i,j,k<n

G
= |n—| > 7ilo)
1<j<n
G
. =

n

2.4. Aplicaciones

Teorema 2.4.1. Sea (V, py) una representacion y sea xy su cardcter. Supongamos que
Wi, ..., Wy son subrepresentaciones de V' tales que V=W, & --- & Wy y sean xw,,

.oy Xw. Sus respectivos cardcteres. St U es una representacion simple de cardcteres xy,
entonces

(voxo) = |{ie{l,...,s} : U =W}

Demostracion. Sea U una representacion simple. Sea ¢ € {1,...,s}. Si U ¥ W, la
Proposicion 2.3.1 nos dice que (xw,, xv) = 0. Si, por el contrario, U = W;, entonces
Xu = xw;, ¥ la Proposicion 2.3.2 nos dice que (xw;,, xv) = 1.

De acuerdo a la Proposicion 2.1.7(3), es xy = > .._, Xv;, Y entonces

s

<XVaXU>:Z<XWmXU>:’{i€{17-"73}:UgWi}- O
i=1
Definicion 2.4.2. Sea V' una representacion y sean W7, ..., W, subrepresentaciones

de V tales que V=W, @ --- ® W,. Si U es una representacion simple, la multiplicidad
de U en V es el nimero

[ViU]Z’{ie{l,...,s}:U%’Wi}

Si [V : U] > 0, decimos que U aparece en V.

Corolario 2.4.3. Sea (V,py) una representacion. Supongamos que Wy, ..., Wy y
1, ..., W{ son subrepresentaciones de 'V tales que V. =W1&---eW,=W/&---aW|/.
Entonces s =t y, si U es una representacion simple,

fie{l,...;s}:U=2W,;}

fief{l,...t} . U=W}

Demostracion. O

Corolario 2.4.4. Sea (V, py) una representacion y sea xy su cardcter. Entonces V es
simple si y solamente si (xv,xv) = 1.

Demostracion. O

Corolario 2.4.5. Sean (V,py) y (W, pw) dos representaciones y sean Xy y Xw Sus
cardcteres. Entonces V-y W son isomorfas si y solamente si xy = xw -

Demostracion. ]
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Corolario 2.4.6. Sea xi, €l cardcter de la representacion trivial y sean V y W dos
representaciones. Entonces

dim VG = <XV7 Xtriv>

dim homg(V, W) = (xv, xw)-
Demostracion. O

Proposicion 2.4.7. Sea (CG, p) la representacion reqular de G. El cardcter x de CG
es tal que

G|, stg=e;
x(g)={| b st

0, en caso contrario.

Toda representacion simple U aparece en CG con multiplicidad [CG : U] = dim U.
Demostracion. U

Corolario 2.4.8. Hay un numero finito de clases de isomorfismo de representaciones
simples. Si Uy, ..., Uy es un conjunto completo de representantes de esas clases y si
X1, -+, X& Y N1, ..., N Son sus cardcteres y grados, respectivamente, entonces

k
> n?=|al
=1

y el cardcter Xreg de la representacion regular es

k
Xreg = anXz (7)
=1

Demostracion. O

2.5. El niimero de representaciones simples

Proposicion 2.5.1. La dimension de Z(G) es la cantidad de clases de conjugacion

de G.

Demostracion. Sea C(G) el conjunto de las clases de conjugacion de G y para cada
c € C(G) sea i, : G — C la funcion tal que para cada g € G es

1, sigec
6c<g>:{ g

0, en caso contrario.

Se sigue inmediatamente de esta definicion que 6. € Z(G) cualquiera sea ¢ € C(G) y
que el conjunto A = {4, : ¢ € C(G)} es linealmente independiente en C(G).

Sea f € C(G).Sice C(Q)y g, g € c, entonces existe h € G tal que ¢’ = hgh™! y
entonces f(g') = f(hgh™) = f(g). Vemos asf que f es constante sobre cada clase de
conjugacion de Gy, usando esto, que si si para cada ¢ € C(G) elegimos un elemento
ge € ¢, entonces f =3 g f(ge)dc. Esto prueba que el conjunto A genera a C(G),
asi que se trata, en definitiva, de una base de C(G).

Concluimos que dim Z(G) = |C(G)|, lo que prueba la proposicion. O
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Si f € Z(G)y (V,py) es una representacion, definimos la aplicacion lineal
=2 fWpv(h): V=V
heG

Lema 2.5.2. Sea f € Z(G).

(i) Si (V,pv) y (W, pw) son dos representaciones de G y si (V & W, pyaw) es su
suma directa, entonces

P{/ w = <p{/ (J]‘ ) :
2 0 Py
(ii) Sea (V,py) una representacion simple de grado m y cardcter yy. Entonces
p{/ = I/idV con v = ‘_fjl<f7X€/>7 .

Demostracion. La parte (i) es inmediata. Veamos (ii).
La aplicacion p; es un morfismo de representaciones. En efecto, si g € G tenemos que

plopv(g) =Y f(h)pv(h) o py(g)

heG

=> " f(h)pv(hg)

heG

y, cambiando la variable h por k = g~ 1hg, esto es

=" flgkg")pv(gk)

keG

que, como f es central, es lo mismo que

= Z f(k)pv(g) o pv (k)

keG
= pv(9) o pl.
El Lema de Schur 1.3.9 implica que existe v € C tal que f = vidy y, de hecho, es
1 1 1 Gl . .
v= T f =23 fhy () = 37 pxn) = g ) =
hed heG

Teorema 2.5.3. El conjunto de los cardcteres irreducibles es una base ortonormal
de Z(G).

Demostracion. Sea X C Z(G) el conjunto de los caracteres irreducibles. De las Proposi-
ciones 2.3.1 y 2.3.2 sabemos que X es un conjunto ortonormal, asi que para probar el
teorema alcanza con mostrar que si f € Z(G) entonces

VxeX, (f,x)=0 = f=0.

Sea entonces f € Z(G) y supongamos que (f, x) = 0 para todo x € X. Si (V,p) es
una representacion simple y x es su caracter, entonces x* es el caracter de V' que, segtin
la Proposicion 1.5.3 también es simple, asi que x* € X y (f,x*) = 0: de acuerdo al
Lema 2.5.2(i4), entonces, tenemos que p{, = 0. Se sigue de esto —usando el Teorema 1.4.6
y el Lema 2.5.2(7)— que, de hecho, p{/ = 0 para cualquier representacion (V, p).
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En particular, si (CG, prg) €s la representaciéon regular entonces preg =0y, en
consecuencia,
Pleg(e) = Y _ f(W)p(h)(e) = Y _ f(h)h =
heG heG
Como G es una base de CG, se sigue inmediatamente de esto que f = 0, como
queriamos. Il

Corolario 2.5.4. Hay tantas representaciones simples como clases de conjugacion

en G.

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata del Teorema, en vista de la Proposi-
cion 2.5.1. U

2.6. Componentes isotipicas de una representacion

Proposicion 2.6.1. Sean (Vi,p1), ..., (Vi, pr) representantes de las clases de isomor-
fismo de representaciones simples, sean X1, ..., X Y N1, ..., Nk SuS cardcteres y sus
grados, respectivamente, y sea (W, p) una representacion. Para cada i € {1,... k},
sea W; CV la suma de todos las subrepresentaciones de V' isomorfas a V;. Entonces
Wy, ..., Wi son subrepresentaciones de W yW = Wi @---@Wy. Mds ain, el proyector
de W sobre el sumando i-ésimo de estd descomposicion es

le W — W.
heG

pi =
G|

En partz'cular un elemento w € W pertenece a W; si y solamente si es

(w).

hEG

Demostracion. Es claro que cada una de Wy, ..., W) es una subrepresentacion de W,
asi que solo tenemos que probar las dos tltimas afirmaciones. Supongamos por un
instante que

(i) pi es un endomorfismo de representaciones para cada i € {1,...,k};
(i) iy pi = idw;
(ii) piop; =0sid, je{l,...,k} ei#j;
(iv) p;op; = p; para cada i € {1,... ,k};y
(v) pi(W) =W, para cada i € {1,...,k}.
Entonces:
e Es W = Zle W;. En efecto, si w € W, (ii) implica que w = Zlepi(w) Y,
como (v) nos dice que p;(w) € W;, esto muestra que w € Zf Wi

e Por otro lado, para cada i € {1,...,k} es W; N Z#Z = 0. Para verlo, supon-
gamos que w € W pertenece a esa interseccion, de manera que por (v) existen
wy, ..., wp € W tales que w = p;(w;) = z#ipj(wj). Entonces usando (i)

y (), tenemos que w = pi(w;) = pi(pi(wi)) = pi(2_; 4 pi(w;)) = 0.
En definitiva, podemos concluir asi que W = W; @& --- & W}, y que p; es el i-ésimo
proyector de esta descomposicion.
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Resta entonces verificar (i)—(v). Para ver (ii), observemos que

Zp Z|G|ZX"<”1) |G|Z(me, Y)eh)

hea heG i=1
y que, de acuerdo a la igualdad (7) del Lema 2.4.8, la suma interior es igual a Xeg(h ™),
asi que

k
1 .
Z ZXreg ?Xreg@)/)(e) = idy.
=1 hEG’ | |
Para ver (iii), sean i, j € {1,...,k} tales que i # j: tenemos que
T, _ _
Diopj = Gé Z Xi(h™)x; (W =)p(h) o p(I')
|G| h,h €G
Tn;mn; _ —
=2 > X (R )p(hi)
|Gl hW EG
n;n
= (22 ) el
| | geG hh’eG
hh! =
nm
=7 Z(Z X3 (g7 )il 1)>p(g)
geG heG
=0
en vista de la relacion (3) de la Proposicion 2.3.1. De manera similar, si i € {1,...,k},
entonces
n; _ _
Diopi = el Z Xi(h™)xi(R ™) p(h) o p(h)
GI™ ivee
n -1 -1 /
=5 Xi(h )xi(h'™")p(hh)
!G\ hive
(k) plg)
|G| geG h,n'eG
hh!=g
Xi( ))p(g)
|G| geG heG
DN
’G‘ geG i
usando ahora la igualdad (5) de la Proposicion 2.3.2: esto prueba (iv).
Finalemente, verifiquemos (v). Sea i € {1,...,k}. Supongamos que U C IV es una

subrepresentacion simple y sea xp su caracter. Es p(h)(U) C U para todo h € G, asi
que p;(U) C U y podemos entonces considerar la restriccion p;|y : U — U. Como p; es
un endomorfismo de representaciones, el Lema de Schur nos dice que existe Ay € C tal
que p;ly = Ay idy y entonces

Ay dim U = trp;|u
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heG

sz ()

heG
= ni(XiaXU>
_ {n Si U 22V

0, en caso contrario.

Asi, vemos que

1, siUu=V;
Au = .
0, en caso contrario

y, €n consecuencia, que

U, siU=V;
Pz‘(U)I{

0, en caso contrario.

Esto nos dice que toda subrepresentacion simple de W isomorfa a V; esta contenida en
la imégen de p; y se sigue que W; C p;(WW).

Por otro lado, sabemos que existen subrepresentaciones simples Uy, ..., U. C W
tales que W =U; @ --- @ U, y, sin pérdida de generalidad podemos suponer que existe
se€{0,...,r}talque U; = V;si1 <i<syquelU; 2V;sis<j<r. En consecuencia,

W)Y pU) = pUy) =) U; CW,
=1 j=1 j=1

Esto termina la prueba de (v) y, entonces, de la proposicion. U

Definicion 2.6.2. Sea (W, py) una representacion de G y sea (V, py) una representacion
simple de G. La componente (V, p)-isotipica de W es el subespacio Wy,,,,) de W suma
de todas las subrepresentaciones de W isomorfas a V. Si x es el caracter de (V,p),
también llamamos a Wy, la componente x-isotipica, y la escribimos en ese caso W,.

De acuerdo a la Proposicion 2.6.1, si (W, pw) es una representacion, las componentes
isotipicas de W son subrepresentaciones y se tiene

W= w,.
XEX(G)

A diferencia de la descomposicién de W como suma directa de subrepresentaciones
simples, esta descomposicion es candnica y es respetada por todos los morfismos de
representaciones:

Proposicion 2.6.3. Sean (W, pw) y (W', pw+) representaciones de G y sea x € X(G).
Si f W — W' es un morfismo de representaciones, entonces f(W,) C W para todo
X € X(G).

Demostracion. Sea n el grado de y. De la Proposicion 2.6.1 se sigue que un elemento
w € W pertenece a W, siy solamente si

w = |G|Zx h)(w).

heG
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Si ese es el caso, entonces

flw) = ‘%‘ STXY Fow (R) (w)) = (’a S X Yow () (f (w)),
heG heG
asi que, por la misma razon, f(w) € W. O

2.7. Representaciones de grado 1

Es facil describir todas las representaciones de grado 1 de un grupo:
Proposicion 2.7.1. Escribamos £ : C* — GL(C) al isomorfismo tal que {(\) = Nid¢
para cada A € C*.

(i) St x : G — C* es un homomorfismo de grupos, hay una representacion (Cy, py)
con espacio vectorial subyacente C, = C y p, = {ox : G — GL(C, ). El cardcter
de (Cy, py) es la composicion G X C* — C, que identificaremos en lo que sigue
con x.

(i) Si (V,p) es una representacion de G de grado 1, existe exactamente un homo-
morfismo de grupos x : G — C* tal que V = C,,.

En consecuencia, el conjunto {(Cy, py) : x € homg,(G,C*)} es un sistema completo
de representantes de las clases de isomorfismo de representaciones de grado 1 de G.

Demostracion. Solamente (ii) requiere una prueba. Sea (V| py) una representacion
de grado 1 y sea vy € V' \ 0. Para cada g € G existe un escalar x(g) € C tal que
pv(9)(vo) = x(g)vo, y como py(g) € GL(V), es x(g) # 0. Tenemos entonces una funcion
X : G — C*. Como py es un morfismo de grupos, si g, h € G es

x(gh)vo = pv(gh)(vo) = pv(g)(pv(h)(vo)) = x(h)pv(9)(vo) = x(g)x(h)vo

y, como vy # 0, esto implica que x(gh) = x(g)x(h). Vemos asi que x es un homomorfismo
de grupos. Consideremos finalmente la aplicacion lineal f : A € C, — vy € V. Se trata
de un isomorfismo de representaciones: es claro que es biyectiva, y si g € G se tiene que

Flox(9)(N) = F(x(9)A) = x(9)Avo = x(9)F(A) = px(9)(F(N)).

Para terminar, sean x, X’ : G — C* dos homomorfismos distintos tales que existe un
isomorfismo f : C,, — C,,. Entonces para cada g € G es

X(9)f(1) = f(x(9)(1)) = flpx(9)(1) = pr(9)(f(1) = X'(9) /(1)

y, como f(1) # 0 porque f es un isomorfismo, vemos que x(g) = x’(g). Asi, debe ser
X = X': esto prueba la tnicidad que se afirma en (7). O

Corolario 2.7.2. Sea (V,p) una representacion de G y sea x : G — C* un homomor-
fismos de grupo. La componente x-isotipica de V' es

Vi, ={v eV :p(g)(v) = x(g)v para todo g € G}.
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Demostracion. Notemos U al miembro derecho de la igualdad que queremos probar. Si
v € U, entonces

é S (o) (v) = ﬁ S (k)
1
= @ hZGX(e)U

asi que, de acuerdo a la Proposicion 2.6.1, v € W,.
Reciprocamente, si v € W, entonces v = \_él > nea X(WHp(h)(v) y para cada g € G
es

Esto muestra que v € U. [l

Proposicion 2.7.3. Sea G un grupo de orden n. Entonces G es abeliano si y solamente
st todas sus representaciones simples son de grado 1, y en ese caso posee exactamente n
representaciones simples.

Demostracion. Si G es abeliano, cada una de las clases de conjugacion de G tiene
exactamente un elemento y, en consecuencia, hay n de ellas. El Teorema 2.5.3 implica

que hay entonces n representaciones simples. Si nq, ..., n, son sus grados, entonces
>t n? = n, como en el Corolario 2.4.8. Como por supuesto n; > 1 para todo
i€ {l,...,n}, es claro que debe ser n; = --- =n,, = 1.

Reciprocamente, si G es tal que los grados ni, ..., n, de sus representaciones

simples son todos 1, del Corolario 2.4.8 sabemos que r = Y7, n? = n y entonces, del
Teorema 2.5.3, que G tiene n clases de conjugacion. Esto implica inmediatamente que

cada una de éstas tiene un tnico elemento y, en definitiva, que G es abeliano. ]

Esta proposicion tiene como corolario la determinacion del nimero de representaciones
de grado 1 de un grupo finito cualquiera. Para probarlo, recordemos primero el siguiente
resultado de la teoria elemental de grupos:

Lema 2.7.4. Para cada g, h € G escribamos [g,h] = ghg~'h™'. Consideramos el
conjunto C = {[g,h] : g,h € G} y el subgrupo G' = (C) de G generado por C'.
(i) G' es un subgrupo normal de G y el cociente G/G' es abeliano.

(ii) Sea p: G — G/G" la proyeccion candnica. Si f : G — A es un homomorfismo
de grupos con wvalores en un grupo abeliano A, entonces G' C ker f y, en
consecuencia, existe un homomorfismo f: G/G' — A tal que fop = f.
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Demostracion. (i) Como k[g, h]k™" = [kgk™', khk™'] cualesquiera sean g, h, k € G,
el conjunto C' es invariante por conjugaciéon. El subgrupo G’ que genera en G es, en
consecuencia, un subgrupo normal.

Sean a, b € G/G’, de manera que existen g, h € G tales que a = gG' y b = hG'.
Como [h™, g7 € G, es

ab = ghG' = ghlh ™', g7 '|G" = hgG = ba.

Esto muestra que el grupo cociente G/G’ es abeliano.

(7)) Si g, h € G, entonces f([g,h]) = [f(g), f(h)] = ea porque A es abeliano. Esto
dice que C' C ker f, de manera que G’ = (C) C ker f. La existencia de f : G/G' — A
tal que f op = f es ahora inmediata. Il

Corolario 2.7.5. Un grupo G tiene |G/G'| representaciones de grado 1.

Demostracion. Sea p : G — G/G' la proyeccion canodnica y escribamos Z(G) y
Z(G/G") a los conjuntos de clases de isomorfismo de representaciones de grado 1
de Gy de G/G".

Si V es una representacion de G/G' de grado 1, entonces la restriccion p*(V') de V alo
largo de p es una representacion de G de grado 1. Ademas, si V' y W son representaciones
de G/G" de grado 1, se tiene que V = W sii p*(V') = p*(W): esto sigue de la Proposi-
cion 1.5.6(i) porque p es sobreyectiva. Esto implica que podemos definir una funciéon
m: ZL(G/G) — Z(G) poniendo 7([V]) = [p*(V)] para cada representacion V de G/G’
de grado 1 y que, de hecho, esta funcién resulta inyectiva. Como la Proposicion 2.7.3
nos dice que |.Z(G/G")| = |G/G’|, para probar la proposicion bastard mostrar que 7 es
sobreyectiva.

Sea entonces (V,py) una representacion de G de grado 1. Como dimV = 1, el
grupo GL(V') es abeliano, asi que, aplicando la Proposicion 2.7.4(4i) al homomorfismo
pv : G — GL(V), podemos concluir que existe un homomorfismo py : G/G" — GL(V)
tal que py op = py. Tenemos entonces una representacion (V, py) de G/G’ sobre V' y la
representacion p*(V, py) que se obtiene restringiéndola a lo largo de p es precisamente
(V, pv). Concluimos de esta manera que 7([(V, pv)]) = [(V, pc)] ¥, en definitiva, que 7
es sobreyectiva, como querfamos. O

Proposicion 2.7.6. Sea A C G un subgrupo abeliano de G. El grado de cada represen-
tacion simple de G es menor o igual al indice [G : A] de A en G.

Demostracion. Sea V' una representacion simple de G. Sea L C V' un subespacio que
es una subrepresentacion simple de la restriccion V| 4. Como A es abeliano, debe ser
dim L = 1, asi que existe v € L\ 0 tal que L = (v) y, en particular, para cada a € A
existe \, € C tal que a-v = \,0.

Sean =[G : A] el indice de A en G, {g1,...,9,} C G un sistema de representantes
para las coclases derechas de Aen G,y W = (g1 = v,...,9, —~v) C V.

Sige Gyie{l,...,n}, existe j € {1,...,n} y a € A tales que gg; = gia, y
entonces

g—=(gi—=v)=g9g—~v=ga—v=g—(a@a—=v)=XN\g —~veEW

Esto nos dice que W es una subrepresentacion de V. Como V es simple y W # 0,
debe ser W = V. En particular, dimV < n, ya que W puede ser generado por los
n elementos g1 — v, ..., g, — v. Esto prueba el corolario. |
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2.8. Los grados de las representaciones simples

Sabemos que el niimero k de representaciones simples no isomorfas de G es igual
al namero de clases de conjugacion de G. Mas ain, si ny, ..., ng son los grados de
aquellas, sabemos que Zle n? = |G|. Es claro que esta condicién impone restricciones
a los valores que pueden tomar los ntimeros n;. El objetivo de esta secciéon es dar otras
relaciones satisfechas por los grados, que en muchos casos ayudan en su determinacion.

Proposicion 2.8.1. Sea (V, p) una representacion de G y sean n y x su grado y su
cardcter, respectivamente. Para cada g € G, x(g) es un entero algebraico y |x(g)| < n.
Mads atn,

(1) si |x(g)| =n, existe A € C* tal que p(g) = ANidy; y

(i) st x(g) = n, entonces p(g) = idy .

Demostracion. Sea g € G y sea n el orden de g, de manera que g" = e. Como p es un
homomorfismo de grupos, es p(g)" = idy, asi que la transformacion lineal p(g) : V — V
anula al polinomio p = X™ —1 € C[X]. Esto implica que el polinomio minimal y € C[X]
de p(g) divide a p y, entonces, que todas sus raices son raices de p. Como p tiene sus
coeficientes enteros y es monico, esas raices son enteros algebraicos; es claro, ademas,
que tienen moédulo igual a 1.

Ahora bien, todos los autovalores ¢4, ..., &, de p(g) son raices de u, asi que cada
uno de ellos es un entero algebraico, y en consecuencia x(g) = trp(g) = > i, €; es un
entero algebraico porque es suma de enteros algebraicos.

La desigualdad triangular implica inmediatamente que |x(g)| < >_1_,|&;| = n. Para
probar (i), escribamos € = x(g) y supongamos que |e| =n. Es gie™ ' + - +e,67 1 =1,
asi que

Re(eje™) + -+ Re(g,et) = 1.

Como Re(g;e™!) < |e;e?| < £ para cada i € {1,...,n}, vemos que tienen que valer,
de hecho, las igualdades y en consecuencia ¢; = €/n para cada i € {1...,n}. Luego si
ponemos A = £/n, es claro que p(g) = Aidy.

La afirmacion (i) sigue ahora de (i): si x(g) = n, entonces (i) nos dice que p(g) = Aidy

y, en consecuencia, que x(g) = tr p(g) = An, asi que la hipotesis implica que A =1. O

Supongamos que las representaciones simples son (Vi, p1), ..., (Vk, px), con (Vi, p1) la
representacion trivial, y sean xi, ..., Xx ¥V N1, ..., ng los correspondientes caracteres y
grados. Sean ¢y, ..., ¢ las clases de conjugacion, con ¢; = {e}, y sean g1, ..., g € G
tales que g; € ¢; para cada i € {1,...,k}.

Lema 2.8.2. Sea (V, p) una representacion simple. Para cualquier j € {1,... k}, la
aplicacion lineal

Tj:Zp(h):V%V

hGCj

es un endomorfismo de representaciones y, en particular r1 = idy. Mds aun, para cada
J, Le{l,..., k} se tiene que

k
Tjorl:den’lrm (8)
m=1

con dil = [{(h,h') € ¢; x ¢, : kW = gp,}| cualesquiera sean m, j, 1 € {1,... k}.
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Demostracion. Sea j € {1,...,k}. Si g € G, entonces
=Y p(h)oplg) =>_ plhg).
hEC]' hGCj

Cuando h recorre ¢;, h' = g~'hg también lo hace, asi que podemos reescribir esta tltima
suma como

> plgh) =" plg) o p(h) = plg) o 1;.

Vemos asi que 7; 0 p(g) = p(g) o r; para todo g € G, esto es, que r; : V — V es un
endomorfismo de representaciones, como afirma el enunciado.
Por otro lado, si j, L € {1,...,k}, es

riori=>> ph) Y p()= Y ph)op)=" > p(hi). (9)
hGCj h'eEc hEC]‘, h'Ecy hGCj, h'ecy

Si g € G, consideremos el conjunto D (g) = {(h, ) € ¢; x ¢; : hh/ = g} y escribamos
d?'(g) = |D¥(g)|. Es claro que d’!(g) es exactamente la cantidad de sumandos en la
suma (9) iguales a p(g) y entonces

jOT = Z d" (g (10)
geG

Ahora bien, si g1, g» son conjugados, de manera que existe s € G tal que g, = sg157%,

es inmediato verificar que la funcion
(h, 1) € D3 (g1) — (shs™ sh's™') € D (gy)

esta bien definida y es biyectiva, y entonces d’!(g;) = d’!(g,). Esto nos dice que d’!(g)
depende solamente de la clase de conjugacion de g en G, de manera que, de hecho,
d’'(g) = d’! para todo g € ¢, y que podemos entonces reescribir (10) en la forma

k
;o = Zd” Z p(g) = Zd{%lrm.
m=1

g€em
Esto prueba la segunda afirmacion del lema. 0

Lema 2.8.3. Sea (V, p) una representacion simple de grado n y cardcter x. Para cada
je{l,...,k}, el escalar
l¢lx(g5)
)\j — % (11)
es un entero algebraico y r; = \;idy .
Demostracion. Retomemos las notaciones del Lema 2.8.2.
La aplicacion lineal 7; : V' — V es, para cada j € {1,...,k}, un endomorfismo

de representaciones. El Lema de Schur 1.3.9, entonces, nos dice que existen escalares
AL, oo, A\, € C tales que

r; = \jidy para cada j € {1,... k} (12)

Tomando trazas y usando el hecho de que x es una funcién central, vemos que

nX; =Y trp(h) = |cjlx(gy),

hec;

de lo que se deduce la igualdad (11) del enunciado.
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Ahora bien, la relacion (8) del Lema 2.8.2 implica, en vista de (12), que
AN = zk: N,
para cada 7, [ 2{11, ..., k}. Sifijamos j € {1,...,k}, esto nos dice que
Zk:(dzj — O A)Am =0,  Vle{l,...,k}
m=1

0, equivalentemente, que se anula el producto

i1 i1 i1
d; '_2)\j ;i; df?Q )\é
N PV I B
g d e aroy)

Como el segundo factor no es nulo —en efecto, es Ay = 1 porque r; = idy,— el

determinante de la matriz debe anularse: esto significa que A; es un autovalor de la
matriz

/N 7,1
de d22 . dk2
J j, 7,
a?odyr e d)
, . € My(Z),
d{7 d%? ... di’
asi que es un entero algebraico. U

Teorema 2.8.4. Los grados de las representaciones simples de G dividen a |G|.

Demostracion. Fijemos i € {1,...,k} y mostremos que n; | |G|.

De acuerdo al Lema 2.8.3, existen enteros algebraicos A}, ..., \F tales que 7’5 = Midy,
para cada j € {1,..., k}. Es entonces trr! = An;; como y; es una funcion central, es
también

trr! =3 trpi(h) =Y xi(h) = lejlxi(gy).
hec; hec;

asi que, de hecho,

Xini = |ej|xi(g5)- (13)
Finalmente, como V; es simple, es {x;, x;) = 1y, usando el Lema 2.2.2 y la igualdad (13),
esto nos dice que

k - koo

|G| = Z|Cj|Xi(9j)Xi(9j) =1 Z)‘gXi(gj)'

j=1

i=1

Concluimos de esta forma que el nimero racional |G|/n; es igual a Z?Zl /\g Xi(g;), que es

un entero algebraico porque )\g, x(g;) € O para cada j € {1,...,k}. Debe ser entonces
|G|/n; € Z y, en definitiva, vemos que n; divide a |G|, como querfamos probar. O

Lema 2.8.5. Sea Z(G) el centro de G. Si (V,p) es una representacion simple de G,
existe un homomorfismo de grupos v : Z(G) — C* tal que

p(z) = (2)idy
para cada z € Z(G).
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Decimos que 7 es el cardcter central de la representacion V.
Demostracion. Sea z € Z(G). Para cada g € G es

p(g) o p(z) = p(g2) = p(zg) = p(z) © p(9),

asi que p(z) : V — V es un endomorfismo de representaciones. Como V' es simple, el
Lema de Schur 1.3.9 nos dice que existe un escalar y(z) € C* tal que p(z) = y(z)idy.

Tenemos asi definida una funcion v : Z(G) — C* que satisface la identidad del
enunciado. Se trata de un homomorfismo de grupos: si z, 2’ € Z(G), la definicion de ~
implica que

v(22")idy = p(22") = p(2) o p(2") = v(2)idy o y(2')idy = v(2)v(2)idy,
y, como idy # 0 porque V' no es el espacio nulo, esto nos dice que y(22') = v(z)v(2'). O

Teorema 2.8.6 (G. Frobenius, I. Schur). Sea Z(G) el centro de G. El grado de toda
representacion simple de G diwvide al indice |G : Z(G)] de Z(G) en G.

Demostracion. Mostremos primero que el teorema es consecuencia del siguiente caso
especial:

si (V. p) es una representacion simple de G tal que Z(G) Nker p = (e),

entonces dimV' divide a |G : Z(G)]. (14)

Sea, en efecto, K = Z(G) N ker p; es un subgrupo normal de G contenido en Z(G),
asi que podemos considerar los cocientes G = G/K y Z = Z(G)/K y la proyecciéon
canénica p : G — G. Como K C ker p, existe un homomorfismo p : G — GL(V) tal que
p = pop, de manera que tenemos una representacién (V, p) de G sobre V = V.
Como p*(V), la restriccion de V a lo largo de p, es precisamente V, la Proposi-
cion 1.5.6(7i) implica que V es simple. Es inmediato verificar, por otro lado, que

Z(G) Nkerp = (e), asi que si suponemos la validez de la afirmaciéon (14) podemos
concluir que dim V' divide a [G : Z(G)]. Pero como Z C Z(G), es

G:Z)=|G:Z]=[Z:Z2(Q)][Z(G): Z],

asi que, de hecho, dim V' divide a [G : Z]. Vemos de esta forma que la afirmacion (14)
implica el teorema, como dijimos. Probémosla.

Sea (V, p) una representacion simple de G de grado n tal que Z(G) Nkerp = (e), y
sean x : G — Cyy: Z(G) — C* el caracter y el caracter central de V', respectivamente.

Sea C'(G) el conjunto de clases de conjugacion de Gj si ¢ € C(G), escribamos g. a
uno de sus elementos. Si z € Z(G) y ¢ € C(G), entonces el conjunto z-c={zg: g € ¢}
es también un elemento de C'(G). Podemos entonces definir una funcion

(z,¢) € Z(G) x C(G) — z- g € C(G),

y es facil verificar que se trata de una accion de Z(G) sobre C(G). Escribamos C(G)/Z(G)
al correspondiente conjunto de orbitas y fijemos un elemento ¢, € o en cada orbita
o€ C(G)/Z(@G).

Necesitaremos las siguientes observaciones:

e Es claro que si z € Z(G) y ¢ € C(G) se tiene que |z - ¢| = |¢|. Se sigue de esto
inmediatamente que

sio€ C(G)/Z(G), es|c| = |c,| para toda clase ¢ € o. (15)
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e Si o€ C(G)/Z(G) una orbita, entonces |o| < |Z(G)|. Afirmamos que

sio € C(G)/Z(G) es tal que |o| < |Z(G)|, entonces para cada

c € oy cada g € c se tiene que x(g) = 0. (16)

En efecto, sea 0 € C(G)/Z(G) tal que |o] < |Z(G)| y sea ¢ € o. entonces
z€ Z(G) tal que z #ey z-c=c. Si g € ¢, entonces esto nos dice que también
2g € ¢, asi que existe h € G tal que g = zhgh™! vy, en consecuencia,

p(9) = p(2) o p(hgh™") = 7(2)p(hgh™).
Tomando trazas en esta igualdad, vemos que x(g) = v(z)x(g) y, como ~y(z) # 1,
podemos concluir que x(g) = 0. Esto prueba (16).

e Se tiene que
sio€ C(G)/Z(G) yec, d € o, entonces |x(g.)| = |x(g92)|- (17)
En efecto, en ese caso existe z € Z(G) tal que z - ¢ = ¢ y esto implica que zg. y
g.. son conjugados, de manera que x(g~) = x(zg.). Por otro lado,
X(2g¢) = tr p(zge) = trp(2) o p(ge) = try(2)p(ge) = (2)x(ge)

asf que [x(zg0)| = [7(2)x(ge)| = [x(ge)| porque |y(z)| = 1.
Como V es simple, es (x, x) = 1 y entonces

G = Ix@F=" > D> I

9€G 0€C(G)/Z(G) c€o gec

De acuerdo a (16), en esta suma los tnicos términos posiblemente no nulos son aquellos
que corresponden a oOrbitas o € C (G)/ Z(G) de exactamente m elementos. Entonces

Gl= > YD Ixlg)

0€C(G)/Z(G) c€o gec
lol=[Z(&)]

= Z Z]cH X(9ge)] porque x es una funcién central
0eC(G cco

lol= IZ( )I

= > el Yo Ix(g)? por (15)

0cC(0)/2(G)  c€o
lol=1Z()|

= > 1Z@)llelIx(ge,)l  por (17).
0eC(G)/Z(G)
[ol=1Z(G)]

En consecuencia,

GG O S e = Y ROy

n n|Z(G)| 0€C(G)/Z(G) 0€C(G)/Z(G)
lo|=1Z(G)] lo|=1Z(G)|

De acuerdo a la Proposiciéon 2.8.1 y al Lema 2.8.3, el ultimo miembro de esta cadena
de igualdades es un entero algebraico. Como el primer miembro es evidentemente un
namero racional, concluimos que se trata, de hecho, de un entero. Esto prueba (14). O
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3. APLICACIONES

3.1. La solubilidad de los grupos de orden p®¢’

Definicion 3.1.1. Decimos que un grupo G es soluble si hay una cadena
(e)=GoCG1CGC---CG =G

tal que para cada i € {1,... 1} es subgrupo GG;_; es normal en G; y el cociente G;/G;_,
es abeliano.

Lema 3.1.2. (i) Un grupo abeliano es soluble.

(i) Si G es un grupo y H C G es un subgrupo normal tal que H y G/H son soluble,
entonces G es soluble.

Demostracion. O

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente teorema de William Burnside. Es
un resultado muy importante para el estudio de la estructura de los grupos finitos y
fue una de las primeras aplicaciones de la teoria de caracteres. Se trata de uno de los
primeros resultados del programa de clasificaciéon de los grupos finitos simples.

Hasta la década de 1960, las pruebas que se conocian de este teorema estaban basadas
en la teoria de caracteres. En ese momento, John Thompson indic6 como, combinan-
do resultados de [FT1963] y [Thol968|, es posible dar una demostracion puramente
algebraica, pero ésta es extremadamente larga y complicada. Mas tarde, a principios
de la década de 1970, Helmut Bender [Ben1972| logré simplicar considerablemente ese
argument, y luego David Goldschmidt [Gol1970], para el caso de érdenes impares, y
Hiroshi Matsuyama [Mat1973|, para el caso de érdenes pares, dieron pruebas mucho
maés simples independientes de la teorfa de carécteres.

Teorema 3.1.3 (W. Burnside, 1904). Un grupo G de orden p®q®, con p y q primos, es
soluble.

Lema 3.1.4. Sea (V, p) una representacion simple de grado n y cardcter x. Sea g € G,
sea ¢ C G es la clase de conjugacion de g y pongamos m = |c|. Si (n : m) = 1, entonces
o bien x(g) =0 o bien p(g) = Nidy para algin A € C*.

Demostracion. Si |x(g)| = n, de la Proposicion 2.8.1(7) sabemos que existe A € C* tal
que p(g) = Nidy. Supongamos entonces que |x(g)| < n.
Por hipoétesis, existen «, f € Z tales que an + fm = 1, asi que

M) _ ong) + 5™

n n
Del Lema 2.8.3 sabemos que %@ es un entero algebraico, asi que esta ecuacion implica
que % también lo es.

Sea t el orden de g, sea ¢ = €™/ y consideremos el cuerpo ciclotémico K = Q((); se

trata de una extension Galoisiana de Q: sea I' = Gal(K | Q) su grupo de Galois. Todos
los autovalores 1, ..., €, de g son raices t-ésimas de la unidad, asi que x(g) € K.
Sea,

11 o(x(9))

n
el
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Para cada o € I el ntimero U(Xég)) es un entero algebraico, asi que a también lo es. Por
otro lado, es claro que o(a) = a para todo o € T', asi que a € Q. Concluimos asi que
a€ .

Ahora bien, si o € T', entonces o(g;) es una raiz de la unidad para cada ¢ € {1,...,n},
asi que |o(g;)| = 1. En consecuencia

o@Dl = lo(er) +--- +o(en)| < lo(e)[ + -+ [o(en)| = n

Yy
o(x(9) | _ Ix(9)l
= < .
lal = ] ] el
cel
Esto implica que debe ser a = 0 y, entonces, x(g) = 0. O

Teorema 3.1.5. Si un grupo G posee una clase de conjugacion ¢ # {e} tal que |c| = p™

con p primo y m > 0, entonces G no es simple no abeliano.

Demostracion. Sea g € c¢; por hipotesis, g # e. Si |¢| = 1, entonces g € Z(G), asi que
Z(@G) es un subgrupo normal no trivial de G: vemos que en este caso G no es simple.
Supongamos entonces que |c¢| = p™ > 1.

Sean (Vi1,p1), ..., (Vi, pr) las representaciones simples de G, y sean ny, ..., ngy
X1, ---, X& Sus grados y caracteres, respectivamente; podemos suponer que V;j es la
representacion trivial.

De acuerdo al Corolario 2.4.8, tenemos que

anXj(g) = Xreg(g) =0.

El término que corresponde a j = 1 en esta suma es nyx1(g) = 1, asi que podemos
reescribir esta igualdad en la forma

=S Y9 (18)
P

1
P Jj=1

Si para cada j > 2 se tuviera que

pin; = x;(9) =0,
para cada j > 2 el namero %Xj(g) seria un entero algebraico y, en vista de (18),

tendriamos que % € O: esto es absurdo.

Existe, entonces, necesariamente j > 2 tal que x;(g) # 0y p 1 n;. En ese caso
(nj :|c]) = 1y el Lema 3.1.4 dice que existe A € C* tal que p;(g) = Aidy,. Puede ser
que Kker p; sea o no trivial. En el segundo caso, se trata de un subgrupo normal no trivial
que es propio —porque p; no es la representacion trivial,— asi que G no es simple. En
el primero, por otro lado, es g € Z(G), ya que para cada h € G,

pi(hg) = pj(h) o pi(g) = Apj(h) = p;(g) o p;(h) = p;i(gh),

de manera que hg = gh porque p; es inyectivo: luego Z(G) es no trivial, asi que G es
abeliano o no simple. ]

Corolario 3.1.6. Si G es un grupo de orden p°q® con p y q primos y a, b > 0, entonces
G no es simple no abeliano.
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Demostracion. Supongamos, por ejemplo, que b > 0, de manera que ¢ | |G|, y sea
P C G un g-subgrupo de Sylow. El centro Z(P) de P es no trivial porque se trata de
un ¢-grupo: sea entonces g € Z(P) \ {e}. Si Cg(g) es el centralizador de g en G, la
eleccion de g implica que P C Cg(g), asi que el cardinal |¢| = [G : Cg(g)] de la clase de
conjugacion ¢ de g divide a [G : P] = p°. El corolario sigue entonces inmediatamente
del teorema. O

Demostracion del Teorema 3.1.5. Hagamos induccién con respecto a G. Si GG tiene
orden como en el enunciado, entonces el Corolario 3.1.6 nos dice que o G es abeliano o
G no es simple. En el primer caso, es inmediato que G es soluble. En el segundo, existe
un subgrupo H C G normal propio maximal. La hipétesis inductiva implica que H es
soluble. Por otro lado, eleccion de H implica que G/H es un grupo simple cuyo orden es
como en el enunciado del teorema, de manera que se le aplica el Corolario 3.1.6, y que
es entonces abeliano. El Lema 3.1.2(i7) implica entonces que G es soluble, completando
la induccion. |

3.2. El teorema de Hurwitz

Decimos que un polinomio f € Clxy,...,Zn, Y1, ., Ys] en bilineal si es de la forma
f= Z i jTiYs-
1<i,j<n

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente resultado de Adolf Hurwitz siguiendo
un argumento propuesto por Beno Eckmann en [Eck1943].

Teorema 3.2.1 (A. Hurwitz [Hurl898|). Si f1, ..., fu € Clz1, ..., 0, Y1, -, Yn] SON
polinomios bilineales tales que

n

() (o) =27 19

i=1
entonces n € {1,2,4,8}.
Fijemos n > 1 y supongamos que tenemos tales polinomios fi, ..., f,. Para cada
k > 0 escribamos [k] = {1,...,k}, e introduzcamos las siguientes notaciones:
e sean a; j € C, para i, j, k € [n], los escalares son tales que
fi= Z @i, j,kTiY;j
J:keln]
e Sii, k € [n], sea
fik = Z Qi j,kXg s
Jj€ln]
de manera que f; = Zkew fixyr para cada i € [n].
e Para cada j € [n], consideremos la matriz
Aj = (aijk)ikem € Mn(C),
y sea

A= (fi,j)i,je[n} S Mn(C[ZL‘l, .. ,l’n])
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Si j, k € [n], mirando el coeficiente de y;y;, en (19), vemos que

0jk Z ] = Z g figor

i€[n] i€[n]
y entonces
(Z xf)A — AAt = AtA,
i€[n]
Mirando ahora los coeficientes de x4, ..., x, es esta tltima igualdad, concluimos que
AlA; + ASA; =0 si i, j € [n] son distintos, y (20)
AlA; = AAL =1,  sii€n]a (21)
Lema 3.2.2. Para cada i € [n — 1], sea B; = ALA,. Entonces sii, j € [n—1] ei # j,
es
Demostracion. Las cuatro identidades con consecuencias inmediatas de (20) y (21). O
Se sigue en particular de este lema que By, ..., B, 1 € GL(n,C). Consideremos el
subgrupo G = (By, ..., B,_1) C GL(n,C) generado por estas n — 1 matrices.
Para cada [ = {i1,...,4,} C[n—1],con 1 <4y < --- <1, < n, escribamos

B[ = BilBiQ e Bir-
Usando las dos ultimas relaciones del lema, es inmediato verificar que
G={B;,—B;:1C[n-1]} (22)

y que para cada I C [n — 1] con r elementos es

r+1

B = (-3,

Mas generalmente, si I, J C [n — 1], entonces existe € € {£1} tal que
BiBy =¢eBiny.

Aqui IAJ es la diferencia simétrica (I'\ J) U (J \ I).

Lema 3.2.3. (i) Si g € G no es central, entonces la clase de conjugacion de g es
{£g}.
(i) El subgrupo derivado es G' = {£I,}.

Demostracion. (i) Supongamos que g = By con ¢ € {£1} e I C [n—1]. De las
relaciones del Lema 3.2.2 es claro que B;B;B; ! € {B;} para cada i € [n — 1]. Como
By, ..., B,_1 genera a G, esto implica que la clase de conjugacion de g es o bien {g} o
bien {£g}, y el primer caso ocurre exactamente cuando g es central.

(#) Como G = (B, ..., By_1), G’ esta generado por {[B;, B;] : 4,5 € [n —1],i # j}.
Usando las dos tltimas relaciones del Lema 3.2.2, es inmediato ver que [B;, Bj| = —1,
cualesquiera sean i, j € [n — 1] tales que ¢ # j. O

Lema 3.2.4. Sea I C [n—1]. Si Br € Z(G), entonces o bien I = & o bien I = [n — 1]
yn es par.
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Demostracion. Supongamos que & C I = {iy,...,i,} C [n— 1] es tal que B; es central
enGyl<i <---<i, <n. Entonces

B = B;,B;B;'
= (BB, B;")(B;, B, B;") -+ - (B;, B;, B;,")
= B, (=By,) - (—=B,)
= (=1)"'B, (23)
y,sij€n—1\1,
B; = B;B/B;!
— (BjBl-lBj_l)(BjBiQBj_l) e (BjBirBj—l)
= (=B;,)(=By,) - (=By,)

= (_1>TBD
de manera que By = —Bj: como B # 0, esto es absurdo.
Esta contradiccion nos dice que si By € Z(G), entonces [ = [n— 1], quer =n — 1y,
de acuerdo a la ecuacion (23), que n — 2 es par. O

Lema 3.2.5. Sin = 2m + 1 es impar, entonces G' = Z(G) = (—1,,) es un subgrupo
ciclico de orden 2 y |G| = 2". Hay 2" ' + 1 clases de conjugacion y, a menos de
isomorfismo, 2"~ representaciones de grado 1 y una representaciones simple de grado
on-t,

Demostracion. Si eBy € Z(G), con € € {£1} e I C [n— 1], entonces B; € Z(G),
porque por supuesto —I € Z(G), y el Lema 3.2.4 nos dice que I = &. Asi, es
Z(G)={xl,} =G"

Supongamos que I, J C [n — 1] y € € {£1} son tales que B; = ¢B;. Entonces

(—)(") 1, = B2 = BBy = nBray
para algin n € {£1}, asi que Byay € Z(G). El lema anterior implica que IAJ = &,
esto es, que I = J y debe ser necesariamente entonces € = 1. Vemos de esta forma que
G tiene exactamente 2" elementos, porque los elementos listados en (22) son distintos
dos a dos.

De acuerdo al Lema 3.2.3(7), las clases de conjugacion tienen o uno o dos elementos,
y el primer caso el elemento correspondiente es central. Acabamos de probar que
hay exactamente dos elementos centrales en G, asi que los otros 2" — 2 elementos se
distribuyen en 2"~! — 1 clases de conjugacién de dos elementos cada una: hay, entonces,
271 4+ 1 clases de conjugacion en total.

En vista de esto, el Teorema 2.5.3 nos dice que G posee 2"~! 4 1 representaciones
simples no isomorfas. Del Corolario 2.7.5 sabemos que G tiene [G : G'] = 2" re-
presentaciones de grado 1, asi que hay exactamente una representaciones de grado
k > 1. Finalmente, segin el Corolario 2.4.8, la suma de los cuadrados de los grados
de las representaciones simples es |G|, asi que 2" = |G| = 2”71 - 1?2 + k% Se sigue
inmediatamente que k = 271, 0

Lema 3.2.6. Si n = 2m es par, entonces G' = (—1,,), Z(G) = {£l,, =B} ¥
|G| =2". Hay 2"~' + 2 clases de conjugacion y, a menos de isomorfismo, 2”2 repre-
sentaciones de grado 1 y dos de grado 2™ '.
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Demostracion. El Lema 3.2.4 implica inmediatamente que
Z(G) € {1 £ By ) (24)

y, como los cuatro elementos de este tltimo conjunto son centrales —esto sigue de un
calculo directo usando las relaciones del Lema 3.2.2,— vale, de hecho, la igualdad.
Afirmamos que si I, J C [n — 1], entonces

BiZ(G) =By Z(G) < ol=Jol=[n—1]\. (25)

En efecto, supongamos que B;Z(G) = B;Z(G), de manera que B;B;' € Z(G). Existe
e € {£1} tal que B;B;' = eBjay, asi que (24) implica que o bien IAJ = @, de
manera que I = J, o bien IAJ = [n — 1], de manera que I y J son complementarios
en [n — 1]. Esto prueba la implicaciéon (=) en (25). La implicacion reciproca sigue de
un célculo directo: es evidente que si I = J entonces B;Z(G) = B;Z(G); si, en cambio,
es I =[n—1]\ Jy ponemos r = |J|, existe € € {£1} tal que

r+1 r+1 r+1

B;B;' = (—1)( :) BB, = (—1)( 2)eBia, = (—1)( 2 )6B[n_1] € Z(@Q).

La equivalencia (25) nos permite contar los elementos de G/Z(G): es [G : Z(G)] = 2" 2
y, en consecuencia, |G| = 2.

Hay 4 clases de conjugacion de un elemento, correspondientes a los elementos de Z(G),
y, segin el Lema 3.2.3(1), todas las demas tienen dos elementos. Esto implica que hay
en total (2" —4)/2 +4 = 2"~ + 2 clases de conjugacion.

Hay el mismo niimero de representaciones simples no isomorfas, y sabemos que de
ellas, [G : G'] = 2" ! tienen grado 1, asi que hay exactamente dos de grados més grandes
que 1: sean a y b los grados respectivos. Del Corolario 2.4.8, es

2" = |G| =2""" 1t + a® + 1%

y el teorema 2.8.4 nos dice ademas que a y b dividen a 2". Se sigue inmediatamente que
debe ser a = b = 2m"1, O

Podemos finalmente probar el resultado principal de esta seccion.

Demostracion del Teorema 3.2.1. Como G C GL(n,C), tenemos una representacion
natural (C", p) de G sobre C" en la que el homomorfismo p : G — GL(C"™) es inyectivo
y para el cual es p(—1I,) = —idce. Supongamos que C" = Vi @ --- @ V, es una
descomposicion de C" como suma directa de subrepresentaciones simples.

Sije{l,...,r}estal que dimV; = 1, entonces —I,, € G’ actiia trivialmente sobre V;,
asi que p(—1,) tiene a 1 como autovector. Esto es absurdo, y vemos que todas las
suprepresentaciones Vi, ..., V, tienen grado mayor que 1.

e Sin esimpar, el Lema 3.2.5 nos dice que hay, a menos de isomorfismo, una tnica
representacion simple de grado mayor que 1, que tiene grado 2"~ 1. Cada una de
las subrepresentaciones Vi, ..., V. debe ser isomorfa a ésta y, en consecuencua,
271 | n. Esto solo es posible si n = 1.

e Si, en cambio, n = 2m es par, el Lema 3.2.6 implica que las Vi, ..., V, tienen
grado 2™~ asi que 2™~ | n. Es facil verificar que entonces debe ser n € {2,4,8}.

Esto prueba el teorema. [l



REPRESENTACIONES DE GRUPOS FINITOS 37

REFERENCIAS

Libros de texto

[Col1990] M. J. Collins, Representations and characters of finite groups, Cambridge Studies in
Advanced Mathematics, vol. 22, Cambridge University Press, Cambridge, 1990. MR1050762
(91£:20001)

[FH1991] William Fulton and Joe Harris, Representation theory, Graduate Texts in Mathematics,
vol. 129, Springer-Verlag, New York, 1991. A first course; Readings in Mathematics.
MR1153249 (93a:20069)

[Hup1998] Bertram Huppert, Character theory of finite groups, de Gruyter Expositions in Mathematics,
vol. 25, Walter de Gruyter & Co., Berlin, 1998. MR1645304 (99j:20011)

[Jam1978| G. D. James, The representation theory of the symmetric groups, Lecture Notes in Mathe-
matics, vol. 682, Springer, Berlin, 1978. MR513828 (80g:20019)

[Rot1995] Joseph J. Rotman, An introduction to the theory of groups, 4th ed., Graduate Texts in
Mathematics, vol. 148, Springer-Verlag, New York, 1995. MR1307623 (95m:20001)

[Sco1987] W. R. Scott, Group theory, 2nd ed., Dover Publications Inc., New York, 1987. MR896269
(88d:20001)

[Ser1977| Jean-Pierre Serre, Linear representations of finite groups, Springer-Verlag, New York,
1977. Translated from the second French edition by Leonard L. Scott; Graduate Texts in
Mathematics, Vol. 42. MR0450380 (56 #8675)

Articulos

[Ben1972] Helmut Bender, A group theoretic proof of Burnside’s p®q-theorem, Math. Z. 126 (1972),
327-338. MR0322048 (48 #412)

|[Eck1943] Beno Eckmann, Gruppentheoretischer Beweis des Satzes von Hurwitz-Radon tber die
Komposition quadratischer Formen, Comment. Math. Helv. 15 (1943), 358-366 (German).
MRO0009936 (5,225¢€)

[Gol1970] David M. Goldschmidt, A group theoretic proof of the p2q® theorem for odd primes, Math.
Z. 113 (1970), 373-375. MR0276338 (43 #2085)

[Hur1898| Adolf Hurwitz, Ueber die Composition der quadratischen Formen von beliebig vielen Varia-
beln, Gott. Nachr. (1898), 309-316.

[Mat1973] Hiroshi Matsuyama, Solvability of groups of order 2°p®, Osaka J. Math. 10 (1973), 375-378.
MR0323890 (48 #2243)

[FT1963] Walter Feit and John G. Thompson, Solvability of groups of odd order, Pacific J. Math. 13
(1963), 775-1029. MR0166261 (29 #3538)

[Tho1968] John G. Thompson, Nonsolvable finite groups all of whose local subgroups are solvable, Bull.
Amer. Math. Soc. 74 (1968), 383-437. MR0230809 (37 #6367)

FacurtaDp DE CIENCIAS EXACTAS Y NATURALES. UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES. CIUDAD
UNIVERSITARIA, PABELLON I. BUENOS AIRES (1428) ARGENTINA.
FE-mail address: mariano@dm.uba.ar






INTRODUCCION A LA TEORiA DE GALOIS
MARTIN MOMBELLI Y SEBASTIAN SIMONDI

RESUMEN. Se introducen los conceptos bésicos de la teoria de Galois, los resultados
principales y algunas aplicaciones.
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INTRODUCCION

Estas notas surgen de un curso de 5 sesiones dictado en la XV Escuela Latinoame-
ricana de Matemdtica en el mes de mayo de 2011 en la ciudad de Cérdoba, Argentina.

Nuestra intencion es que los participantes del curso aprendan las nociones bésicas de
la teoria de Galois y algunas aplicaciones. Intentamos que las notas fueran lo més au-
tocontenidas posibles, sin embargo, dada la extension del curso, algunos conocimientos
previos de estructuras algebraicas son requeridos.

En la secciéon 1 recordamos ciertas nociones bésicas como la definiciéon de anillo,
cuerpo, morfismos de anillos, espacios vectoriales, que luego usaremos. En la secciéon 2
se introduce la definicidon de extension de cuerpos, se muestras los ejemplos basicos y
la construccion del cuerpo de raices de polinomios. En la secciéon 3 para cada extension
de cuerpos se asocia el grupo de Galois. Se estudian diversas propiedades y algunos
calculos sencillos. En la secciéon 4 se demuestra el principal resultado de la teoria; los
cuerpos intermedios de una extension de cuerpos estan en correspondencia biyectiva con
los subgrupos de Galois de la extension. En la utlima seccion se aplican los resultados
anteriores para determinar cuando un polinomio dado es resoluble por radicales.

1. NOTACION Y PRELIMINARES

Un anillo es un conjunto F' munido con dos operaciones binarias, usualmente deno-
tada como suma + y multiplicacion, tales que F' es un grupo abeliano bajo la suma,
la multiplicacion es asociativa, es decir que (ab)c = a(cb) para todo a,b,c € F' y es
distributiva con respecto a la suma, a(b+ ¢) = ab + ac.
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El anillo F' se dice cuerpo si F'— {0} es un grupo abeliano bajo el producto, es decir
si todo elemento no nulo posee un inverso multiplicativo. Ejemplos de cuerpos son los
numeros racionales QQ, los numeros reales R y los niimeros complejos C.

Si F'y L son dos anillos o dos cuerpos, una funcion ¢ : F' — L es un homomorfismo
de anillo o de cuerpo respectivamente, si para todo a,b € F

(1) =1, ¢la+b)=g¢(a)+¢b) y ¢(ab) = p(a)o(b).

Un elemento no nulo a € F' se dice divisor de cero, si existe un elemento b € F' no
nulo tal que a.b = 0 o b.a = 0. Un anillo que no contiene divisores de cero se llama
dominio integro.

Un subconjunto S de un anillo F' que es cerrado bajo las operaciones de suma y
producto se llama subanillo. Un subanillo I se dice ideal si parar € F'y x € I tenemos
que rx € I 'y xr € I. Sea X un subconjunto de F'y {A; : i € J} la familia de todos los
ideales de F' que contienen a X. Entonces el ideal N;c;A; se llama ideal generado por
X y se denota (X) y los elementos de X se llaman generadores. Un ideal (z) generado
por un sélo elemento se denomina el ideal principal. Un anillo de ideales principales es
un anillo en el cual todos sus ideales son principales.

Un ideal P de un anillo F' se dice primo si P # F y para cada par de ideales A, B
en F'

ABCP=—ACP 6 BCP.
Un ideal M del anillo F' se dice mazimal si M # F y para todo ideal N tal que
M C N C F se tiene que N = M 6 N = F. Un resultado muy conocido cuya
demostracion no haremos es el siguiente:

Teorema 1.1. Sea M un ideal en un anillo conmutativo con identidad 1p # 0. En-
tonces M es un ideal mazimal si y sélo si el anillo cociente F'/M es un cuerpo. O]

De este resultado se desprende lo siguiente:

Corolario 1.2. Las siguientes condiciones sobre un anillo F' conmutativo con identidad
1 # 0 son equivalentes

1. F' es un cuerpo.
2. F no posee ideales propios.
3. Elideal (0) es un ideal mazimal en F.

4. 51 S es otro anillo, todo homomorfismo de anillos F — S es un monomorfismo.
O

Sea F' un anillo conmutativo con identidad, un elemento ¢ € F' se dice irreducible si
¢ es no inversible y ademés si ¢ = ab entonces a o b es inversible. Por otro lado p € F
se dice primo si no es inversible y ademas si p|ab entonces pla o p|b.

Teorema 1.3. Sean p y ¢ dos elementos no nulos en un dominio integral F'.

1. El elemento p es primo si y solo si (p) es un ideal primo no nulo.

2. El elemento c es irreducible si y solo si (¢) es mazimal en el conjunto de todos

los ideales principales propios.

Todo elemento primo de F' es irreducible.

4. St F es un dominio de ideales principales, entonces p es primo si y solo si p es
wrreducible. 0

©w

Un dominio integro F' tal que todo elemento no inversible distinto de cero se puede
escribir como producto de irreducibles de manera tnica, se llama dominio de factori-
zacion unica.
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Si F es un cuerpo definimos el conjunto de todos los polinomios de una variable con
coeficientes en F' como

Flz] ={p(z) =ay+amz+ ...+ a,2" :neNyy a; € F'}

Con la suma y el producto definidos de manera usual, F/[z] es un anillo. Como F es
un cuerpo, F[x] no contine divisores de cero, por lo tanto es un dominio integro. Més
atn F[z] es un dominio euclideo, es decir dados dos polinomios f(x), g(x) € F[z] con
g(x) # 0 existen polinomios unicos q(z),r(z) € Flx] tales que

f(@) = q(x)g(x) +r(x) conr =0 o gr(r) <gr(g).
Este algoritmo de division es analogo al aprendido en la escuela secundaria para R|x].
Como F[z] es un dominio euclideano, entonces es un dominio de ideales principales y
consecuentemente un dominio de factorizacién tnica.
Si f € F[z] tal que gr(f) > 1, del Teorema 1.3 se deduce que las siguientes propie-

dades son equivalentes

1. Si f(x)|g(xz)h(x) entonces f(x)|g(z) o f(x)|h(x).

2. f(z) es un polinomio irreducible.

3. El ideal (f) es un ideal maximal.

4. El ideal (f) es un ideal primo.

5. El anillo cociente F[x]/(f) es un cuerpo.

En general decidir si un polinomio f(z) € F[z] es irreducible es un problema dificil,
estudiemos un criterio de irreducibilidad

Criterio de irreducibilidad de Fisenstein: Si A es un dominio de factoriazacion tnica
y F es su cuerpo cociente, si f(z) = > 1" ja;a" € Alz], con n > 1y existe un primo
p € A tal que p fa,, pla;, coni=1,...n—1y p? fay, entonces f(x) es irreducible en

Por ejemplo sea f(x) = 22° — 62% + 92° — 15 € Z[z], entonces por el criterio de
Eisenstein tomando p = 3 tenemos que f(z) es irreducible en Q[z] y en Z[z].

Ejercicio 1. Demostrar que el polinomio f(z) = 2P~! 4+ 2?72 + ...+ 2 + 1 es irreducible
sobre Q para todo ntimero primo p.

FEjercicio 2. Sea f € Z[x| un polinomio moénico. Si p es un nimero primo, denotamos
por f € Z,[z] a la imagen de f bajo la proyeccioén canénica Zlx] — Z[x].
(i) Demostrar que si f es irreducible en Z,[z] entonces f es irreducible en Z[z].
(i) Demostrar que el polinomio z* — 5z + 36 es irreducible sobre Z|x].
(iii) Demostrar que el polinomio x°% + 2% + 1 es irreducible sobre Z[z].
(iv) Demostrar que la reciproca de (i) no es cierta.

Un espacio vectorial V sobre un cuerpo F' es un conjunto no vacio junto con dos
operaciones, una suma y una operacién producto externa entre el conjunto V y el
cuerpo F'llamado producto por escalar tales que:

1. V es un grupo abeliano con la suma.
2. El producto por escalar - : F'xV — V. A laimagen de (r,v) la denotaremos ruv.
Se satisface las siguientes propiedades para todo v,w € V' y para todo r, s € F"
a) r(v+w) =rv+rw,
b) (r+ s)v=rv+ suv,
¢) s(rv) = (sr)v,
d) 1FU = .
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Dados dos espacios vectoriales V, W sobre un cuerpo F' una funcion 7" de V en
W es una transformacion lineal si para todo v,w € V y k € F se satisface que
Tw+w)=T(v)+T(w)y T(kv) = kT (v). El conjunto de todas las transformaciones
lineales forman a su vez un espacio vectorial con la suma y producto por escalar usual
de funciones. Denotamos por Homg(V, W) al espacio vectorial de las transformaciones
F-lineales de V en W, Endg(V) = Homp(V,V) y

Autp(V) ={T € Endp(V) : T es biyectiva }.

2. EXTENSIONES DE CUERPOS

Un cuerpo L es una extension de un cuerpo F' si F' es un subcuerpo de L y se denota
L/F. El cuerpo L posee una estructura natural de F-espacio vectorial, este induce la
siguiente definicion:

Definicién 2.1. La dimension de L como F-espacio vectorial se denomina el grado de
L/F y se denota por [L : F|. L se dice una extensidn finita o infinita de F segin si
[L : F] es finito o no.

Por ejemplo el cuerpo de los niimeros complejos C es una extension de grado 2 de
los nimeros reales dado que {1,i} es una base de C como R-espacio vectorial, mientras
que R es una extension infinita de los niimeros racionales Q.

Si L es una extension de F''y A es un subconjunto de L denotamos por F[A] al
subanillo de L generado por F'y A, es decir a la interseccion de todos los subanillos
de L que contienen a F'y a A y denotamos F(A) al subcuerpo generado por F' y
A, que es la intersecciéon de todos los subcuerpos de L que contienen a F'y a A. Si
A es un conjunto finito, A = {aq,...,a,} F[A] y F(A) se escriben Flaq,...,a,] y
F(ay,...,a,) respectivamente.

Teorema 2.2. Si L/F es una extension y A es un subconjunto de L no vacio, entonces:

1. FIA] ={f(aa,...,0,) :m €N, fe F[Xy,...X,], a1,...,a, € A}.
2.

F(A)z{M

neN, fige F[Xy,...X,], a1,...,a, € A,
glag, ..., ap)

glaq, ... o) #0}.
La demostracion queda como ejercicio a desarrollar en las horas de practico del curso.

Definicién 2.3. Sea L una extension de F. Un elemento a € L se dice algebraico
sobre F' si existe un polinomio p € F[z] tal que p(ar) = 0. Si todo elemento de L es
algebraico sobre F se dice que la extension L/F es algebraica. Si o no es algebraico se
dice trascendente.

Por ejemplo i € C es algebraico sobre R y v/2 es algebraico sobre Q. Por otro lado
Hermite prob6 en 1873 que el nimero e es trascendente y Lindemann que 7 lo es en
1882.

Si v € L es algebraico, se define a pp,, al polinomio moénico en F[z] de menor grado
de todos los p € F[z] tales que p(ar) = 0. Resulta que pr, es el generador del ideal
Ker(ev,) C F[z], donde ev,, : F[z] — L es la funcion ev,(f) = f(a). Si F/K es una
extension entonces pg , divide a pp,.
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Ejercicio 3. Sea Q C Q(v/2) € Q(v/2). Demostrar que v/2 es algebraico sobre Q y
sobre Q(v/2). Comprobar que sobre Q el polinomio minimal de v/2 es #* — 2 pero no
es minimal sobre Q(v/2).

Proposicion 2.4. Sea L una extension de F' y o € L algebraico sobre F. Entonces

1. el polinomio pr, es irreducible.

2. Si g € Flz], entonces g(a)) =0 si y solo si pro divide a g.

3. Sin = gr(pra) entonces {1,a,a?, ... a" '} es base de F(a) como F-espacio
vectorial. Ademds F(a) = Flal.

Demostracion. (1) Como Flx]/(pra) ~ Fla] que es un dominio integro, entonces el
ideal (ppq) es primo y asi/ pp, es irreducible.

(2) Sea g € F[z] tal que g(a) = 0, entonces g € Ker(ev,) pero como este ideal esta
generado por pr, entonces pr, divide a g. La reciproca es evidente.

(3) Como el ideal (pr,) es maximal, el cociente F[z]/(pra) =~ F[a] es un cuerpo y
por lo tanto F[a| = F(«). Si § € F(a) entonces 8 = g(«) par algun g € F[z]. Entonces
existen polinomios ¢, € F[x] tales que

9(z) = q(x)pralz) + (),
donde 7 = 0 o bien gr(r) < n. Entonces 3 = r(a). Lo cual demuestra que el conjunto
{1,a,0?% ..., a" 1} es un sistema de generadores de F'(a). Sean a; € F tales que

n—1

Z a;a' =0,

10
entonces f(x) = ZZ;I a; x* es divisible por pg, lo cual implica, ya que gr(f) <n—1,
que f = 0. Luego {1,a,a? ..., a" '} es una base. O

Ejercicio 4. Sea ¢ # 1 una raiz de 3 — 1. Demostrar que [Q(¢) : Q] = 2.

Ejercicio 5. Demostrar que @(\/5, \/§) = Q(ﬂ%— \/ﬁ) y hallar el indice [Q(\/ﬁjt \/§) :
QJ.

Ejercicio 6. Demostrar que [Q(v/2,v/3) : Q] = 8.

Lema 2.5. Sea L/F una extension y K un cuerpo intermedio K C F' C L entonces
1. Si L/F es una extension es finita entonces L es algebraico sobre F.
2. [L:F]l=[L:K][K:F|.
3. Si{an,...,an} € L es un conjunto de escalares algebraicos sobre F entonces
Flag,...,a,] es un cuerpo y

[Flon, .. an] : F] < T [Flew) : F.
i=1
Demostracion. (1) Supongamos que [L : F| = ny sea a € L. El conjunto {1,a,...,a"}
es linealmente dependiente y por lo tanto existen A\; € F no todos nulos tal que
St Aiat = 0. Si denotamos f = Y7 Na' € Flz] entonces f # 0y f(a) = 0
por lo tanto a es algebraico sobre F.
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(2) Sea {ay,...,a,} una base de K como F-espacio vectorial y sea {b1,...,b,} una
base de L como K-espacio vectorial. El conjunto {a;b; : 1 < i < n,1 < j < m} es
una base de L como F-espacio vectorial. La demostraciéon de este hecho queda como
ejercicio para el lector.

(3) Lo demostraremos por inducciéon en n. Asumamos que n = 1. Consideramos
la aplicacion ev,, : Flx] — L, eva, (f) = f(a1). Como ay es algebraico entonces el
nucleo de ev,, es un ideal no nulo de F[z] que es primo. Como todo ideal primo de
F[z] es maximal se tiene que Fx]/ker(ev,,) ~ F[ai] es un cuerpo y por lo tanto
F[al] = F(Oél).

Sea K = Flay,...,a,_1]. Por induccion se tiene que K es un cuerpo y [K : F] <
1= [F(a) : F]. Como p., divide a pp,, entonces tenemos que

[Flag,...,a,) K] < [F(ay) : F],

por lo tanto usando el resultado anterior se deduce que
[Flon, ... a0t Fl = [Flay, ..., on)  K][K : F] <[] [F
=1

OJ

La desigualdad anterior puede ser estricta. Como los polinomios % — 18 y 2* — 2 son
irreducibles sobre Q (demostrar) se tiene que [Q(v/2) : Q] = 4 = [Q(v/18) : Q]. De-
mostremos que [Q(v/2,v/18) : Q] = 8. Para esto demostremos que Q(v/2, v/18) =
Q(v/2,v/3). Para ver esta igualdad notemos que (éf—\gf = 3, por lo tanto /3 €
Q(v/2,v/18), es decir Q(+/2,v/3) es un subcuerpo de Q(+/2, v/18). Como /18 es raiz
del polinomio x2 — 3v/2 € Q(v/2)[z] entonces [Q(v/2, v/18) : Q(+/2)] < 2. Luego

(Q(V2,V18) : Q] = [Q(V2, VI8) : Q(v2)][Q(V2) : Q] < 8 = [Q(V2,v/3) : Q.

Corolario 2.6. Si L es una extension de F' entonces a € L es algebraico si y solo si
[F(a) : F] < oo. O

Fjercicio 7. Sea k un cuerpo. Consideremos el cuerpo de funciones racionales k(t) en
una variable. Sea ¢ € k(t) tal que ¢ ¢ k. Demostrar que [k(t) : k(t)(¢)] < oo.

Definicién 2.7. Sea L/F una extension y f € F[z] un polinomio.
1. Decimos que f se factorea sobre L si existen aq,...a, € L tales que

f(z)=ai(x —az)...(z—ay,).
2. Se dice que L es un cuerpo de raices de f si f se factorea sobre L y ademas

L= F(ay,...a,) donde «; son las raices de f, éste es el menor subcuerpo de
L que satisface esta propiedad.

El siguiente resultado muestra la existencia del cuerpo de raices de un polinomio
dado.

Teorema 2.8. Si F' es un cuerpo y f(x) € F[x] un polinomio de grado mayor o igual
a uno, entonces existe una extension de L de F tal que f(z) = a(z — c1)...(x — ¢,) con
acFyc,..c, €L

Demostracion. La existencia se demuestra por induccion en el grado del polinomio. Si
f(z) € F[z] tiene grado 1, L = F satisface el teorema. Sea gr(f) = n y supongamos que
el teorema es valido para todo polinomio no constante de grado menor que n. Si f(x)
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es irreducible F; = Flz]|/(f(z)) es un cuerpo que contiene a F', pues como F[z| es un
dominio euclideano y f es irreducible entonces el ideal (f(x)) es maximal, por lo tanto el
anillo cociente F[z]/(f(x)) es un cuerpo. Si identificamos a cada k € F' con su clase de
equivalencia k en F[z]/(f(x)), tenemos que I} es una extension de F. Sic, =7 € Fy
es la clase de equivalencia que contiene al polinomio z entonces f(Z) = f(z) = 0.
Luego f(x) = (x — c1)g(x) en Fi[x]. Por hipotesis inductiva existe una extension Fj
de Fi tal que g(z) = (x — ¢3)...(x — ¢,) con cq,...,c, € Fy. Entonces L = Fy. Si
f(z) no es irreducible, entonces f(x) = g(x)h(z) con 1 < gr(g(z)), gr(h(z)) < n. Por
hipotesis inductiva, existe una extension Fy de F' tal que g(z) = a(z — ¢1)...(x — ¢,)
con ¢i,...,¢, € Fj. Como F[x] C Filz], podemos aplicar la hipdtesis inductiva en el
polinomio h(x) € Fi[z]. Entonces existe una extension F» de Fj, y por lo tanto una
extension de F. Por lo tanto podemos tomar L = F5. O

Por ejemplo, consideremos f(x) = 2%+ x + 1 sobre Zy. El polinomio f es irreducible
pues p(0) = 1 = p(1). Dado que Zy no esta contenido en C usaremos la construcciéon
basica del cuerpo de raices de f.

Como f es irreducible, entonces se puede construir una extension Zs(() de Zs si-
guiendo el método del teorema, donde ¢ es una raiz de f. Sea ¢ : Zs|x] — Zs[z]|/(f(x))
siendo ( = ¢(z). El nimero ¢ tiene a f como polindmio minimal sobre Z,, luego
Z5(¢),Zs) =2y ¢+ +1=0, por lo que ¢? = 1+ (. El conjunto {1,(} es una base
de Zs(() sobre Zs, de modo que los elementos de Zy(¢) son 0,1,¢, 1+ (.

Las tablas de suma y producto son las siguientes:

T 0 1 ¢ [1+C|[ - Jo] 1 ¢ [1+¢
0 0 1 C [1+C|[ 0 [o] © 0 0
l l 0 [1+(]| ¢ 1 0] 1 ¢ [1+¢
5 ¢ [1+C[ 0 1 C (0] ¢ [¢+1] 1
1+C 1+ ¢ 1 0 ([T+Cl0[1+C] 1 1§

En Z5(¢)[z] el polinomio f se descompone como

flz)=(z = )z—1-)

Fjercicio 8. Sea F' un cuerpo, f € F[z| un polinomio de grado n. Si L es su cuerpo de
raices entonces [L : F] < nl. Ayuda: demostrarlo por induccion en n.

Ejercicio 9. Demostrar que los polinomios p(x) = 2? — 2x + 2 y ¢(z) = z* + 1 son
irreducibles sonbre QQ y ambos tienen a Q(7) como cuerpo de raices sobre Q.

Ejercicio 10. Construir los cuerpos de raices de f(z) = 23+22+1y g(z) = 23+ 2% +2+2
sobre Zs. Son isomorfos entre si?

Ejercicio 11. Sea f(z) = 2® — 2. Encontrar el cuerpo L de raices de f. Existe un ¢ € C
tal que L = Q(()?

Teorema 2.9. Sea FF C K C L una extension de cuerpos. St K es algebraico sobre F
y L es algebraico sobre K entonces L es algebraico sobre F'.

Demostracion. Sea o € L. Denotemos pg () = ag + a1 — - - - + a,2™. Como K/F es
una extension algebraica el cuerpo Ky = F(ay,...,a,) es una exension finita de F. El
polinomio pg , pertenece a Ky|x] por lo tanto « es algebraico sobre K y por lo tanto

[Ko(a) : F] = [Ko(a) : Ko][Kp : F] < 0.
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Como F(a) C Ky(«) tenemos que [F(a): F] < 0oy asi « es algebraico sobre F. [
Definicién 2.10. Sea L/F una extension. El conjunto
{a € L : « es algebraico sobre L}
es llamado la clausura algebraica de F' en L.
El siguiente corolario se deja como ejercicio para el lector.

Corolario 2.11. Sea L/F una extension y sea K la clausura algebraica de F' en L.
Entonces K es un cuerpo y es la extension algebraica mds grande contenida en L.

Fjercicio 12. Sea L/F una extension y sea a € L tal que [F'(«) : F| es impar. Demostrar
que F(a) = F(a?)

Ejercicio 13. Sea L una extension algebraica de F'y sea 7 C R C L un subanillo.
Demostrar que R es un cuerpo.

3. EL GRUPO DE (GALOIS DE UNA EXTENSION

Si L es un cuerpo los automorfismos de anillo de L forman un grupo Aut(L) con
respecto a la composicién de aplicaciones.

Definicién 3.1. Si L/F es una extension, llamaremos el grupo de Galois de L sobre F
al subgrupo Autp(L) de Aut(L) formado por los F-automorfismos y lo denotamos por
Gal(L/F). Es decir aquellos automorfismos que ademéas son transformaciones lineales
de F-espacios vectoriales.

Fjercicio 14. Demostrar que Aut(R) = {id}.

Por ejemplo si F' = L entonces Gal(L/F) = {id}. Notemos que si ¢ € Autp(L)
entonces o|p = id pues como es un homomorfismo de anillo o(1z) =1, ysia € F

ola) =0(aly) =ac(ly) =al, =«
para analizar ejemplos mas complejos estudiemos primero el siguiente resultado

Lema 3.2. Sea F/L una extension y p € Flx]. Si « € F es una raiz de p y o €
Autp(L), entonces o(a) € I es también raiz de p.

Demostracion. Sip =Y. ka', entonces p(a) = 0 implica

0=0(p(a)) =0 (Z k:a) = Z kio(a)' = plo(a)).
[

Una de las principales aplicaciones de este resultado es en la situacion donde « es
algebraico sobre F' con polinomio irreducible p € F[X] de grado n, pues cualquier o €
Autp(F(a)) esta completamente determinado por su accién en a, pues {1, q,...,a" 1}
es una base de F'(«) sobre F.

Por ejemplo C = R(i) y +i son raices de p(x) = x? + 1, entonces Autg(C) tiene
orden a lo sumo dos. Es facil verificar que la conjugacion compleja (a +ib — a — ib) es
un R-automorfismo de C que es distinto a la identidad, por lo tanto Gal(C/R) ~ Z,.
De manera analoga pruebe que Gal(Q(v/3)/Q) ~ Z,.
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Ejemplo 3.3. Consideremos el polinomio f(z) = (2* — 2)(2? — 3) € Q[z]. El cuerpo
de raices de f es Q(v/2,v/3) y sabemos que [Q(v/2,v/3) : Q] = 4, es decir que

Q(vV2,V3) = {a+bV2+ V3 +dvV6 : a,b,c,d € Q}.

Nos preguntamos cual es el grupo de Galois de la extension Q(v/2,v/3)/Q

Si o € Gal(Q(v/2,v/3)/Q) entonces ¢ aplicada a una raiz de 2> —2 da como resultado
otra raiz de 22 —2. Lo mismo ocurre con las raices de 2 — 3. Por lo tanto o(v/2) = £v/2
y 0(v/3) = £v/3. El valor de o(v/6) queda determinado por los anteriores valores. Por
lo tanto Gal(Q(v/2,v/3)/Q) tiene cuatro elementos: {id, oy, 0y, 03} donde

or(a+bvV2+eV3+dVe) =a—bV2+ V3 — dve,

oa(a+bvV2+ V3 +dV6) = a+bvV2 — V3 — dve,

o3(a+bv2+ V3 +dV6) = a—bV2 — V3 + dV6.
Se puede comprobar facilmente que Gal(Q(v/2,v/3)/Q) ~ Zy @ Zs.

Ejemplo 3.4. En el anterior ejemplo teniamos que el cardinal del grupo de Galois
coincidia con el indice de la extension. Veamos un ejemplo en el cual esto no se cumple.
Determinemos que grupo de Galois de la extension Q(v/2)/Q.

Un automorfismo de Q(+/2) que fije a Q debe aplicar /2 a otra raiz del polinomio
2% — 2, pero v/2 es la tnica raiz del polinomio 2 — 2 en el cuerpo Q(+/2) por lo tanto
Gal(Q(v/2)/Q) es trivial. Sin embargo [Q(v/2) : Q] = 3.

Fjercicio 15. Demostrar que si k es un cuerpo entonces Gal(k(t)/k) ~ PGLy(k). Re-
cordemos que el grupo PG La(k) es llamado el grupo general lineal proyectivo y se define
como el cociente G Lo(k)/{kId}.

Ayuda: Definamos ¢ : GLs(k) — Gal(k(t)/k) como sigue. Si A = <Z 3 ) entonces

B0 = 4

De esta manera queda bien definida la funcion ¢(A) : k(t) — k(t)
<

Lema 3.5. Si L/F es una extension finita entonces | Gal(L/F)

L2 F].

Demostracion. Asumamos que m =| Gal(L/F) |> [L: F] =n.
Sea {o1,...,0nm} = Gal(L/F) y sea {a1,...,a,} una base de L como F-espacio
vectorial. Como m > n el sistema de ecuaciones

(o) + -+ oml(a)x, =0

0'1(0[2)ZE1 + -+ O'm(Oég)Im =0

o)z + -+ opm(an)r, =0

posee una solucion no trivial, digamos (A, ..., \,,) € L™. Esto implica que >\ \io; =
0 en Aut(L). Esto es una contradiccién pues cualquier conjunto finito de elementos
distintos de un grupo son linealmente independientes en el dlgebra de grupo. 0

Si G C Aut(L) es un subconjunto, definimos
F(G)={a€ L:o(a) =a paratodo o € G}.

Las siguientes propiedades son inmediatas de verificar.
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Lema 3.6. 1. F(G) es un subcuerpo de L.
2. Sik C K C L entonces Gal(L/K) C Gal(L/k).
Si G1 C Gy C Aut(L) entonces F(Gy) C F(Gy).
Si G C Aut(L) entonces G C Gal(L/F(G)).
Si G C Aut(L) entonces F(G) = F(Gal(L/F(G))).
Si L/K es una extension entonces Gal(L/K) = Gal(L/F(Gal(L/K))).

& G W

Demostracion. Las partes (1),(2),(3) y (4) son inmediatas y se dejan como ejercicio
para el lector.

Sea G C Aut(L) un subconjunto y F' = F(G) C
Gal(L/F) por lo tanto F(Gal(L/F)) C F(G) = F.
F =F(Gal(L/F(Q))) v (5) queda demostrado.

Para la parte (6) sabemos que K C F(Gal(L/K)) C L, luego sigue de la parte (2)
que

L. Entonces por definicion G C
Pero F' C F(Gal(L/F)), luego

Gal(L/F(Gal(L/K))) C Gal(L/K).
La parte (4) implica que Gal(L/K) C Gal(L/F(Gal(L/K))), lo cual finaliza la demos-
tracion. ]

En conclusion, si L/F es una extension se tiene una correspondencia:

Subgrupos G C Gal(L/F') Subcuerpos de K C L

F(=)

de la forma G = Gal(L/K) _— tales que ' C K
para alguna Gal(L/—) y K = F(G) para algun
extension ' C K C L subgrupo G C Aut(L)

Cabe preguntarse ahora bajo que hipotesis la correspondecia K «— Gal(L/K) es-
tablece una biyecciéon entre todos los sucuerpos de L que contienen a F'y todos los
subgrupos de Gal(L/F). La parte (5) del Lema anterior nos dice que una condicion ne-
cesaria es que K = F(Gal(L/K). Veremos més adelante que esta condicion es también
suficiente.

Proposicion 3.7. Sea L/F una extension finita. Si F = F(G) para un grupo finito
G C Aut(L), entonces | G |=[L : F] y por lo tanto G = Gal(L/F).

Demostracion. Por el lema 3.6 parte (4) se tiene que G C Gal(L/F(G)) y por lo tanto
| G <] Gal(L/F(G)) [< [L: F(G)] < [L: F.

Asumamos que n =| G |< [L : F|. Sean «g,...,a,,1 € L elementos linealmente
independientes sobre F'y G = {01, ...,0,}. Definamos la matriz

o1(a1) o1(ag) ... o1(ans1)

0'2(0[1) 0'2(0[2) UQ(Oén+1>

0'1(0[1) 0'1(0[2) O'l(Ozn+1)

Las columnas de A son linealmente dependientes sobre L. Elijamos un k£ minimal de
tal manera que las primeras k columnas de la matriz A son linealmente dependientes
(permutandolas si es necesario). Por lo tanto existen escalares ¢; € L tales que

(3.1) Z ¢;05(a;) =0
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para todo j. La minimalidad de k implica que ¢; # 0 para todo ¢ = 1...k, por lo que
podemos asumir que ¢; = 1.
No todos los ¢; pertenecen a F' ya que, en este caso, 0 = Zle oj(c;oy) pero esto im-

plica que 0 = Zle c;a; 1o cual no puede ser por que aq, . . ., a, 1 son F-independientes.
Tomemos o € G un elemento y se lo aplicamos a la ecuacion (3.1):
k
0= Z o(ci)ooj(ay).
i=1

Como multiplicar por un elemento en un grupo permuta los elementos, obtenemos que
0=3% o(¢;)o;(e) para todo o € G. De esta iitlima igualdad y (3.1) obtenemos que

k
0="> (o(c;) — ci)oj ().
=2
Recordemos que elegimos ¢; = 1. La minimalidad de k implica que o(¢;) — ¢; = 0 para
todo i = 2...k. Como esto es cierto para todo ¢ € GG entonces ¢; € F. Pero hemos
visto que esto no puede ser por lo cual | G |=[L: F]. O

Ejemplo 3.8. Sea k un cuerpoy F' = k(ty,...,t,) el cuerpo de funciones racionales en
n variables sobre k. Podemos ver al grupo simétrico S,, como un subgrupo de Aut(F’)
de la siguiente manera:

. (f(tl, - ,tn)> _ f(ta(l), - ,ta(n))
g(tl,...,tn) g(tg(l),...7tg(n))

para todo o € S,,. Sea K = F(S,) el cuerpo de funciones simétricas. Por la Proposicion
3.7 tenemos que S, = Gal(F/K) y [F : K| =nl.

9

Sean sq, ..., s, las funciones simétricas elementales, es decir
81:t1—|—"'+tn, S9 = E titj, Sn:tl...tn.
i#]

Entonces k(s1,...,s,) C F(S,). Afirmamos que k(sy,...,s,) = F(S,). En efecto, sea
f(t) =t" — Sltnil +oee (_1)n8n € ]]{(817 AR Sn)[t]

Se puede verificar que f(t) = (t —x1)...(t — z,) € F[t], esto implica que el cuerpo de

raices de f(t) sobre k(sy,...,s,) es F. El ejercicio 8 implica que [F': k(sq,...,s,)] < n!

pero como [F' : K| = n! esto implica que necesariamente k(si1,...,s,) = F(S,). En

otras palabras, cualquier funcién simétrica puede ser escrita en terminos de las funciones

simétricas elementales.

Definicion 3.9. Si L/F es una extension algebraica se dice que L es Galois sobre F
si FF'=F(Gal(L/F)).

Corolario 3.10. Sea L/F una extension finita. Entonces L/ F' es una extension Galois
siy sdlo si |Gal(L/F)| = [L: F]. O
El siguiente corolario queda como ejercicio para el lector.

Corolario 3.11. Sea L/F una extension y sea « € L algebraico sobre F, entonces

L. |Gal(F(a)/F)| es igual al nimero de raices distintas de ppo en F(a).
2. F(«) es Galois sobre F' si y sdlo si pro posee n raices distintas, donde n =

gr(Pra)- O
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Ejercicio 16. Demostrar que Q(+v/2)/Q no es Galois.

Ejercicio 17. Sea f(z) = 2° —4x+2 € Q[x] y sea F el cuerpo de raices de f. Demostrar
que Gal(F/Q) = Ss.

Fjercicio 18. Sea k un cuerpo de caracteristica p > 0. Demostrar que Gal(k(t)/k(t?)
es trivial y que la extension k(¢)/k(¢?) no es Galois.

4. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA TEORIA DE (GALOIS

Sea L/F una extension y a € L. Por el Corolario 3.11 la extension F'(a)/F no es
Galois cuando pr,, no tiene todas las raices en F'(«) o pp, posee raices repetidas. Estas
dos situaciones son tratadas en el contexto de extensiones separables y normales.

Definicién 4.1. Si L/F es una extension, L se dice normal sobre F' si L es el cuerpo
de raices de un conjunto de polinomios con coeficientes en F.

Definicién 4.2. (a) Sea F un cuerpo. Un polinomio irreducible f € F[z] se dice
separable sobre F' si f no posee raices repetidas en su cuerpo de raices. Un
polinomio g € Flz] se dice separable sobre F' si todos los factores irreducibles
de g son separables.

(b) Sea L/F una extension y a € L. Se dice que « es separable sobre F' si pp,
es separable sobre [I'. L se dice separable sobre I’ si todo elemento en L es
separable sobre F'.

El siguiente resultado se utilizard més adelante. Para su demostracion el lector puede
consutlar a [M].

Teorema 4.3. Sea L una extension algebraica sobre F'. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) L es Galois sobre F.
(ii) L es normal y separable sobre F.
(iii) L es el cuerpo de raices de un conjunto de polinomios separables sobre F.

O

Teorema 4.4. Sea L/F una extension finita Galois y G = Gal(L/F). Eziste una
correspondencia biunivoca entre cuerpos intermedios de la extension L/F y subgrupos
de G. Ademds

1. Si K se corresponde al subgrupo H entonces
[L:K|=|H| y |[K:F|=]|G:H]|.

2. 81 K se corresponde al subgrupo H entonces H es un subgrupo normal si y solo
st K/ F es una extension normal y en este caso Gal(K/F) ~ G/H.

Demostracion. Sea FF C K C L extensiones de cuerpos. Como L/F es Galois entonces
L/F es normal y separable, lo que implica que L/K es normal y separable y por lo
tanto Galois. Entonces K = F(Gal(L/K)). Es decir todo cuerpo intermedio es de la
forma F(H) para algtin subgrupo H de G.

Sea H C G un subgrupo. Como H es finito entonces por la Proposiciéon 3.7 se
tiene que H = Gal(L/F(H)). Luego la corresponcencia del Lema 3.6 establece una
correspondencia entre todos los subcuerpos intermedios y los subgrupos de G.
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Si K se corresponde con el subgrupo H entonces por la Proposicion 3.7 se tiene que
| H |=[L : K] ademés
(G| _[L:F]
| 7| [L:K]

G: H|= = [K : F].

OJ

Ejercicio 19. Sea F un cuerpo de caracteristica distinta a 2 y sea L un extension de
F tal que [L : F| = 2. Demostrar que L = F(a) para algun o« € L tal que o? € F.
Demostrar que L es Galois sobre F'.

Ejercicio 20. Determinar cuales de los siguientes cuerpos son extensiones GGalois de Q.
(a) Q(w) donde w = €5,
(b) Q(V2),
(¢) Q(V5,V7).

Veamos una consecuencia del Teorema 4.4.

Teorema 4.5. Sea F' un cuerpo infinito y sea L/F una extensidn. Existe un o € L tal
que L = F(«) si y sdlo si la cantidad de cuerpos intermedios FF C K C L es finita.

Demostracion. Asumamos que existen finitos cuerpos intermedios F C K C L. En-
tonces L = F(aq,...,q,) para algunos aq,...,q, € L. Razonemos por induccion en
n. Sin =1 el resultado es trivial. Si denotamos K = F(ay, ..., q,_1), entonces como
todo cuerpo intermedio entre F''y K es un cuerpo intermedio de la extension L/F
por induccion K = F(B) y asi/ L = F(0,«,). Para cada a € F' denotamos el cuerpo
k, = F(af + ;). Como F' es infinito y los cuerpos intermedios de la extension L/F
son finitos, existen a,b € F' tales que k, = k;. Por lo tanto

(af + o) — (8 + o)

ﬁ =
a—>b
Por lo tanto «,, = (af + ;) — af € kg, luego L = k,.

Reciprocamente, supongamos que L = F(«) y sea K un cuerpo tal que FF C K C L.
Entonces L = K(«). Sabemos que pg ,, divide a pr,, en K[z]|. Supongamos que

PKa =0+ @z + -+ 2" € Klz].
Denotemos Ko = F(ag,...,a,—1) € K. Entonces pg, o divide a px o. Por lo tanto
L : K] =deg(pra) > deg(prya) = [L: Ko| = [L: K|[K : K.

Entonces [K : Ko] = 1y K = Ky, y por lo tanto K estd determinado por pg .
Como hay finitos divisores moénicos de pr, en L]x] entonces existen finitas extensiones
intermedias. UJ

€ k.

Corolario 4.6. Sea F' un cuerpo infinito y sea L/F una extension finita y separable.
Entonces existe un a € L tal que L = F(«).

Demostracion. Como la extension L/F es finita y separable existen «q,...,a, € L
tales que L = F(ay,...,a,). Sea K el cuerpo de raices del conjunto de polinomios
{Pro; : 1 < i < n}. Como cada polinomio pg,, es separable por el Teorema 4.3
la extension K/F es Galois. Ademas K C L. Luego por el Teorema 4.4 los cuerpos
intermedios F' C K’ C K estan en correspondencia con los subgrupos de Gal(K/F).
Como Gal(K/F) es finito la cantidad de dichos cuerpos intermedios es finita. Por lo
tanto los cuerpos intermedios de la extension L/F es finita y el resultado sigue del
Teorema 4.5.
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O

FEjercicio 21. Sea p un namero primo, f(x) = 2" —p € Q[z]| y L el cuerpo de raices de
f. Demostrar que para todo n > 3 el grupo Gal(L/Q) no es Abeliano.

FEjercicio 22. Sea F un cuerpo y f € F[z] un polinomio separable. Denotamos por L
al cuerpo de raices de f. Si a € L es una raiz cualqueira y p es un primo que divide a
[L : F] demostrar que existe un subcuerpo F' C K C Ltalque L = K(a) y [L : K] = p.

Ejercicio 23. Sea f(x) = 2% + bz + ¢ € Q[z] un polinomio irreducible. Demostrar que
si F' es el cuerpo de raices de fy que b > 0 entonces Gal(F/Q) = S;.

Ejercicio 24. Sea f(xr) = 2% — 142® — 1 € Q[z]. Sea F el cuerpo de raices de f.

Encontrar a F y calcular Gal(F/Q). Ayuda: o = v/7+5v2 es raiz de fy a = 33
donde 3 =1+ /2.

5. SOLUBILIDAD POR RADICALES

Definicién 5.1. 1. Una extension L/F se dice una extensidn por radicales si el
cuerpo L = F(ay,...,a,) y existen enteros ni,...,n,, tales que aj* € F'y
a;* € F(ay,...,a;—1) para todo i > 1. Sin =ny = --- = n,, entonces L se dice

una extension n-radical.
2. Un polinomio f € Flx] se dice resoluble por radicales si su cuerpo de raices
esta contenido en una extensién por radicales de F'.

Claramente si L es una extension radical entonces es n-radical. Basta con tomar
n="n...0,.

Ejemplo 5.2. Q(v/2) es una extension 4-radical de Q, pero también es una extension
2-radical. Para ver esto tltimo hay que considerar las extensiones

Q QW) C QWA(VVD) = Q(V3).

El siguiente resultado debido a Galois caracteriza aquellos polinomios que son reso-
lubles por radicales.

Teorema 5.3. Sea I’ un cuerpo de caracteristica cero y f € Flx]. Si L es el cuerpo de
raices de f sobre F' entonces f es resoluble por radicales si y solo si el grupo Gal(L/F)
es soluble.

Ejercicio 25. Sea F' la clausura algebraica de IF,,. Sea L = F'(z) y sea f € L[t] definido
por f(t) =t? —t — x. Llamemos a K al cuerpo de raices de f sobre L. Demostrar que
f no es resoluble por radicales sobre L y que el grupo de Galois Gal(K/L) es ciclico.

6. APENDICE: GRUPOS SOLUBLES

Un grupo G se dice soluble si existe una cadena de subgrupos
tal que G; es un subgrupo normal en G, 1 y Gi41/G; es Abeliano.

Lema 6.1. Sea G un grupo. Las siquientes afirmaciones se satisfacen:

(i) Si G es Abeliano entonces es soluble.
(ii) Si G es soluble entonces todo subgrupo y todo cociente de G son solubles.
(iii) Si N C G es un subgrupo normal entonces G es soluble si y solo si N y G/N
son solubles.
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Ejemplo 6.2. 1. Los grupos Ss, S3, S, son solubles.

2.
3.
4.

[E]
[G]

[M]

[W]

Los grupos S, con n > 5 no son solubles.
Los grupos simples no Abelianos no son solubles.

Todo grupo finito de orden p?¢® con p, ¢ primos es soluble (Teorema de Burn-
side).

. Todo grupo de orden menor a 60 es soluble.
. Todo grupo de orden impar es soluble (Teorema de Feit-Thompson ).
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TEORIA DE MODULOS
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RESUMEN. Comenzamos este curso con la definicion de modulo. Veremos que esta
nocién es una generalizacién natural de las nociones conocidas de grupo abeliano,
de ideal de un anillo y de espacio vectorial. Presentaremos ejemplos de modulos. La
manera natural de comparar modulos entre si es considerar aplicaciones que respeten
las estructuras definidas: morfismos de modulos. Introduciremos el concepto de suce-
siones exactas para obtener herramientas que nos permitan probar diversos teoremas
de isomorfismos de esta teoria. Estudiaremos los médulos libres, esto es, médulos que
admiten bases. Veremos que no todo médulo admite base, y que dos bases de un
moédulo pueden no ser coordinables. Finalizaremos presentando una caracterizacion
de aquellos anillos que tienen la propiedad IBN (invariant basis number), esto es, las
bases de cualquier modulo libre tienen el mismo cardinal.
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1. DEFINICION Y EJEMPLOS

La nocion de modulo es una generalizaciéon natural de las nociones de grupo abeliano,
de ideal y de espacio vectorial.

Si M es un grupo abeliano, existe un morfismo de grupos f, : Z — M definido
por f.(1) = z. Dado n € Z, notemos nx = f,(n). Tenemos entonces que la aplicaciéon
Z x M — M dada por (n,z) — nx verifica las siguientes propiedades:

(1) (n+m)z = nx + ma;

(2) n(xz+y) =nz + ny;

(3) (nm)x = n(mz);

(4) lz ==
paratodon,me Zy z,y € M.

Los espacios vectoriales sobre un cuerpo K son otro ejemplo de una estructura
similar. Recordemos que un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K es un grupo abeliano
V' con una aplicacion K x V' — V, (k,v) — kv, que satisface las condiciones:

(1) (k+K)v = kv+ kv,
(2) k(v +w) = kv + kw;
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(3) (kk')v = k(K'v);
(4) lv=w
para todo k, k' € K y v,w € V.
La similitud de estas estructuras sugiere que ellas son simplemente ejemplos de una
nocién mas general.

Definicién 1.1. Sea A un anillo. Un A-médulo consiste en un grupo abeliano M con
una aplicacion A x M — M que notamos (a, m) — am que verifica:

(1) (a4 b)m = am + bm;

(2) a(m +n) = am + an;

(3) (abym = a(bm);

(4) Im=m
para todo a,b € Ay m,n € M.

Asi tenemos que todo grupo abeliano es un Z-mo6dulo, y todo espacio vectorial es un
K-modulo. De manera similar se puede observar que todo ideal I de un anillo A es un
A-modulo.

Ejemplo 1.2. Dado un anillo A, la multiplicacién define una estructura de A-médulo
sobre el grupo abeliano A de manera evidente con la operacion A x A — A dada por
(a,b) — ab.

Ejemplo 1.3. Si f : A — A’ es un morfismo de anillos, la aplicacion A x A" — A’
dada por (a,a’) — f(a)a’ define una estructura de A-modulo sobre el grupo abeliano

A
Ejemplo 1.4. Si V es un K-espacio vectorial, Endg (V') es un anillo y V admite

una estructura de Endg(V)-modulo via la aplicacion Endg (V) x V. — V dada por
(T,v) — T(v).

Observacion 1.5. En general, dados un anillo A y un grupo abeliano M, es posible
definir distintas estucturas de A-modulo sobre M. Por ejemplo, el cuerpo C de los
ntimeros complejos admite estructura de C-moéddulo via las aplicaciones C x C — C
dadas por (21, 22) — 2122 ¥ (21, 22) — Z129.

2. MORFISMOS

Fijado un anillo A estamos interesados en estudiar la familia de todos los A-mo6dulos.
La manera natural de comparar moédulos entre si es considerar aplicaciones que respeten
las estructuras definidas, esto es, aplicaciones f : M — N que sean morfismos de grupos
abelianos compatibles con la estructura de A-modulo.

Definicién 2.1. Sean M, N dos A-mdédulos. Un morfismo de A-moddulos de M en N
es un morfismo de grupos abelianos f : M — N que satisface f(am) = af(m) para
todoae Ayme M.

Es facil ver que una funcién f : M — N es un morfismo de A-mo6dulos si y sélo si
flam +bn) =af(m)+bf(n)

paratodoa,b € Ay m,n € M. Cuando no haya lugar a dudas, llamaremos simplemente
A-morfismo al morfismo de A-modulos.

Definicion 2.2. Un A-morfismo f : M — N se dice un isomorfismo si existe un
A-morfismo g : N — M tal que fg=1idn y gf = idy.
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Lema 2.3. Un A-morfismo f: M — N es un isomorfismo si y sélo si la funcion f es
biyectiva.

Definicion 2.4. Sea f: M — N un A-morfismo.

(a) f se dice un monomorfismo si fg = 0 implica g = 0;
(b) f se dice un epimorfismo si gf = 0 implica g = 0.

Definicién 2.5. Un subconjunto N de un A-mdédulo M se dice un A-submédulo de
M si N es un A-modulo con las operaciones que hereda de M, es decir, la inclusiéon
N — M es un morfismo de A-moédulos.

Si N es un A-submodulo de M, la operacién
Ax M/N — M/N

definida por (a,m + N) — am + N esta bien definida y verifica los axiomas necesarios
para dar a M /N una estructura de A-mo6dulo. Diremos que M /N es el médulo cocien-
te de M sobre N. Observar que la estructura de A-modulo definida sobre M/N es la
tnica posible para asegurar que la proyeccion canoénica M — M /N sea un A-morfismo.

Notemos que la estrucutra de A-submodulo de N es necesaria para que el cociente
tenga una estructura de A-moédulo inducida por la de M. Por ejemplo, si consideramos
el @Q-modulo Q, y tomamos su subgrupo aditivo Z, el cociente Q/Z no tiene estructura
de Q-modulo.

Observacion 2.6. Si1 N es un A-submoddulo de M entonces:

(1) La inclusion N < M es un monomorfismo;
(2) La proyeccion candénica M — M /N es un epimorfismo.

Dado f: M — N un A-morfismo, notaremos
(a) Ker f={me M : f(m) =0}y ker f : Ker f — M a la inclusion;
(b) Imf = f(M)eim f:Imf < N ala inclusion;
(c) Coker f = N/Im f y coker f : N — Coker f a la proyeccion canédnica.
Una demostracion directa muestra que Ker f es un A-submoédulo de M y que Im f
es un A-submodulo de N.

Lema 2.7. Sea f: M — N un A-morfismo.

(a) f es un monomorfismo si y solo si [ es inyectiva;
(b) f es un epimorfismo si y sélo si f es sobreyectiva;
(c) f es un isomorfismo si y sdlo si f es monomorfismo y epimorfismo.

Demostracién.

(a) Si f es un monomorfismo, como la inclusion ker f : Ker f — M verifica f ker f =
0 tenemos que ker f = 0, y por lo tanto Ker f = 0. Reciprocamente, si f es
inyectiva y fg = 0, tenemos que f(g(z)) = 0 y por lo tanto g(x) = 0. Y esto
para cualquier z en el dominio de g, luego g = 0.

(b) Si f es un epimorfismo, como la proyeccion canoénica coker f : N — Coker f
verifica que coker ff = 0 tenemos que coker f = 0, y por lo tanto Coker f =
N/Im f = 0. Luego Im f = N. Reciprocamente, si f es sobreyectiva y gf = 0,
dado n € N existe m € M tal que f(m) = n, y por lo tanto g(n) = gf(m) =0,
y esto para todo n € N. Luego g = 0.

(¢) Inmediata por (a), (b) y el Lema 2.3.
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Corolario 2.8. Sea f: M — N un A-morfismo.

(a) f es un monomorfismo si y solo si Ker f = 0;
(b) f es un epimorfismo si y solo si Coker f = 0;
(c) f es un isomorfismo si y sdlo si Ker f =0 y Coker f = 0.

3. SUCESIONES EXACTAS

Definicién 3.1. Una sucesion de A-moédulos y A-morfismos
N VAL VARELRG VAR
se dice exacta en M; si Im f;,; = Ker f;. Se dice exacta si lo es en cada M,;.

Observemos que si la sucesion es exacta, las composiciones f;f; 11 son nulas, o equi-
valentemente, Im f;,; C Ker f;. Una sucesion que verifica f; ;11 = 0 para todo i se dice
un complejo. Es evidente que toda sucesion exacta es un complejo, pero la reciproca
no es cierta.

Sea f: M — N un A-morfismo. Las siguientes afirmaciones se deducen directamente
de la definicion:

(1) f es un monomorfismo si y solo si 0 — M L Nes exacta;
(2) f es un epimorfismo si y solo si M LN = 0es exacta;

(3) f es un isomorfismo si y solo si 0 — M TN S 0es exacta;
(4)

4) La sucesion 0 — Ker f — M SN Coker f — 0 es exacta.

Proposicion 3.2. Dado un diagrama conmutativo de A-mddulos y A-morfismos con
filas exactas de la forma

0 S’ M’ N’

existe un unico A-morfismo u que hace el primer cuadrado conmutativo. Ademds u es
un monomorfismo si v lo es.

Demostracion. Dado s € S, g'vf(s) = wgf(s) =0, entonces vf(s) € Kerg' = Im f.
Por lo tanto vf(s) = f'(s'), y ademéas s’ es unico pues f’ es inyectiva. Definimos
u(s) = §'. Veamos que u es A-morfismo. Dados sy, s2 € S existen tnicos s/, s, € 5

tales que vf(s1) = f(s)) ¥ vf(s2) = f'(s}3). Como
F'(ash +bs) = af'(s)) + bf (sh) = avf(s) + buf(ss) = vf(as; +bsy),

tenemos que u(as; + bsy) = as| + bs, = au(sy) + bu(ss).
La unicidad de u es clara por construccion, y u es un monomorfismo si v lo es pues
flu=nuof.

O

Corolario 3.3. Dada 0 — S L M % N una sucesion ezacta de A-médulos y A-
morfismos, existe un unico A-isomorfismo u : S — Kerg que hace conmutativo al
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diagrama

Demostracion. La proposicion anterior nos dice que existe un tinico A-morfismo
que hace el diagrama

0 Syt N
|
g
¥ ker g g

0 Ker g M N

conmutativo. Como idy; es monomorfismo, u también lo es. Por otro lado, dado = €
Ker g, como gkerg(z) = 0y Kerg = Im f, existe s € S tal que f(s) = kerg(z). Por
definicion de u, tenemos que u(s) = z y, por lo tanto, u es un epimorfismo.

O

Proposicion 3.4. Dado un diagrama conmutativo de A-mddulos y A-morfismos con
filas exactas de la forma

|
iu iv | w
f! g N
S’ M’ N’ 0
existe un tinico A-morfismo w que hace el tercer cuadrado conmutativo. Ademds w es
un epimorfismo si v lo es.

Corolario 3.5. Dada S 5> M % N — 0 una sucesion ezacta de A-médulos y A-
morfismos, existe un unico A-isomorfismo w : N — Coker f que hace conmutativo al
diagrama

Lema 3.6 (Lema de los cinco). Dado un diagrama conmutativo de A-mddulos y A-
morfismos con filas exactas de la forma

ul u2

M, M, M; M, M;
f1l le f:sl f4l foi
Ny —> Ny —2> N3 —>> N, —> Nj

tenemos:
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(a) Si f5 es un monomorfismo y fa, fi son epimorfismos, entonces fs es un epi-
morfismo;

(b) Si f1 es un epimorfismo y fo, f1 son monomorfismos, entonces fs es un mono-
morfismo;

(c) Si f5 es un monomorfismo, f1 un epimorfismo y fa, fi son isomorfismos, en-
tonces f3 es un isomorfismo.

Demostracion.

(a) Sea ng € N3. Como fy es un epimorfismo, existe my € My tal que fi(my) =

v3(ns). Ahora
fsua(ma) = vafa(ma) = vyvs(nz) =0

y como f5 es un monomorfismo, us(mg) = 0. Como Keruy = Imug, existe
mg € Mj tal que uz(ms) = my. Entonces

v3(ng — f3(ms)) = fa(ma) — faus(ms) =0

y Kervs = Imw, implica que existe ny € Ny tal que vy(ny) = ng — f3(ms).
Usando que fy es un epimorfismo tenemos que existe my € My tal que ny =
fa(ms). Esto nos dice que

nz — fz(msz) = va(na) = vafo(ma) = faua(ms)

y por lo tanto ng = f3(ms + ua(ma)).
(b) Sea mg € Mj con f3(mg) = 0. Como f; es un monomorfismo y

fauz(ms) = vsfz(ms) =0

se tiene que uz(ms) = 0. Usando que Kerus = Imusy, tenemos que existe
mo € M, tal que uy(ms) = mg. Ahora

Vo fa(msg) = faug(me) = f3(msz) =0

y como Kervy, = Imwy, existe ny € Ny con vi(ny) = fa(ms). Como f; es un
epimorfismo, existe m; € M tal que f1(m1) = n;. Entonces

fz(m2) = Ul(nl) = Ulfl(ml) = f2U1(m1)-
Como fy es un monomorfismo, ms = uy(m;y) y por lo tanto
mz = u2(m2) = u2u1(m1) = 0.
(c) Es inmediato a partir de (a) y (b).
O

Lema 3.7 (Lema de la serpiente). Todo diagrama conmutativo de A-mddulos y A-
morfismos con filas exactas de la forma

S——=M-—>N 0
I
0—= 5 — M = N

mduce una sucesion eracta

Ker f 4 Ker g 2 Ker h % Coker f -3 Coker g -5 Coker h

donde los morfismos uy, vy, u),v] son los inducidos por los correspondientes morfismos
u,v, u', v respectivamente. Ademds, si u es un monomorfismo, el morfismo inducido
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entre los nicleos también lo es, y si v es un epimorfismo, el morfismo inducido entre
los conticleos también lo es.

Demostracion. Aplicando dos veces la Proposicion 3.2 al diagrama conmutativo

0 0 0

i J k
S——>M—"—=N 0
f g h
0 S — M

obtenemos los morfismos u;,v; que completan el diagrama de manera conmutativa.
Veamos la exactitud de la sucesién en Ker g.
La unicidad establecida en la Proposicion 3.2 aplicada al diagrama que se obtiene
considerando soélo la primer y tercer columna nos dice que viu; = 0.
Falta probar entonces que Kerv; C Im u;.
Sea x € Kerwv;. Entonces vj(z) = kv (z) = 0. Como Ker v = Imu, existe s € S tal que
u(s) = j(z). Ahora

u'f(s) = gu(s) = gj(x) =0
y como u’ es un monomorfismo, f(s) = 0. Por otro lado, Ker f = Im i, entonces existe
x' € Ker f tal que i(z') = s. Entonces

(@) = uls) = wile') = jus (&)
y como j es un monomorfismo, x = u;(z’).
Ahora definiremos el morfismo o : Ker h — Coker f.
Dado z” € Kerh, como v es un epimorfismo, existe m € M tal que v(m) = k(z").
Ahora
v'g(m) = ho(m) = hk(z") =0
y como Kerv' = Imu/, existe s’ tal que u/(s") = g(m). Definimos é(x”) = p(s’), donde
p:S" — Coker f es la proyeccion canodnica.
Observemos que el proceso para definir 0 es el siguiente:

lx_”[ = m:o(m)=k")|=|s:d(s)=g(m)

y que como u' es inyectiva, elegido m, el elemento s’ es tnico. Entonces para demostrar
la buena definicion basta ver que p(s’) no depende del m elegido.

Dado z”, repasemos la construccion anterior a partir de my, my verificando v(m;) =
k(x") = v(ms), vy sean s, s, tales que u/(s}) = g(mq), v/ (sh) = g(ms). Entonces v(m; —
ms) = 0y como Kerv = Imu, existe s; € S tal que u(sy) = mq — mo, y se tiene

u'f(s1) = gu(s1) = g(m1 — ma) = u'(s) — ).
Como v’ es un monomorfismo, s§ — s, € Im f y por lo tanto p(s}) = p(sh).
Veamos que § es A-morfismo. Sean z/,x) € Kerh, mi,ms € M tales que v(m;) =
k@), v(me) = k(z3), y s, s5 tales que u'(s}) = g(m1), v'(sh) = g(ms). Como k,v,gy
u' son A-morfismos, tenemos que

v(amy + bmg) = k(ax] +bxy) vy u'(as) + bsy) = glamy + bmy).
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Entonces 0(ax] + bzfy) = p(as| + bsh) = ap(s}) + bp(sh) = ad(x]) + b (xh).

Veamos ahora que la sucesion encontrada es exacta en Ker h, esto es, Kerd = Imv;.
Imwv; C Kerod: Sea 2" = vy(z) para x € Kerg. Entonces v(j(z)) = kvi(z) = k(") y
u'(0) = g(j(z)), por lo tanto 6(x”) = p(0) = 0.

Kerd C Imw;: Sea 2” € Ker h tal que 6(z”) = 0. Esto signfica que el s asociado a z”
es tal que p(s’) =0, y por lo tanto, s’ = f(s}). Entonces

g(m) = u'(s') = u'f(s)) = gu(sy).
Como m — u(s}) € Kerg, m — u(s}) = j(mo) con mg € Ker g. Entonces
k(z") = v(m) = v(j(mo) + u(s1)) = vj(mo) = kvi(mo).

Como k es un monomorfismo, tenemos que x” = v1(mg) € Imv;.
El resto de las afirmaciones del lema se prueban de manera similar.

4. TEOREMAS DE ISOMORFISMOS

Teorema 4.1. Sea f : M — N un A-morfismo. Ezxiste un tnico A-morfismo f :
M/Ker f — Im f que hace el diagrama

M

g

M/Kerffff>1mf

N

conmutativo. Ademds, f es un isomorfismo.

Demostracién. La conmutatividad del diagrama nos dice que si f existe, debe estar
definido por la férmula

f(m) = f(m+Ker f) = fp(m) = f(m).

Veamos entonces que esta formula define un A-morfismo. Es una funcién bien definida
pues dados mqy,my € M tales que m; = Mo, sabemos que m; — my € Ker f y por lo
tanto f(m) = f(ms).

Ademas f es A-morfismo pues dados mq, mg € M, a,b € A

flamy +bms) = fplamy 4 bms) = f(amy + bmy)
= af(mi) +bf(ma) = af (M) + bf (7).
La inyectividad de f es inmediata pues 0 = f(m@) = f(m) nos dice que m € Ker f y
por lo tanto m = 0. Por otro lado, f es sobreyectiva pues dado n € Im f, n = f(m),
tenemos que f(m) = f(m) = n.
O

Del teorema anterior se deduce que todo morfismo se puede escribir como la compo-

sicion de un epimorfismo, un isomorfismo y un monomorfismo.

Teorema 4.2. Sean S, N dos submddulos del A-mddulo M. Entonces
(S+ N)/S — N/(SNN).
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Demostracién. Consideremos el diagrama conmutativo con filas exactas

0—=SAN ——N ~N/(SNN)—=0

o

0 §—le gt N—%(S+ N)/S—=0

donde 1, j, k, h son las inclusiones, p,q las proyecciones canonicas, y w existe por la

Proposiciéon 3.4.

Veamos que w es un isomorfismo. Si w(m) = 0, entonces gk(n) = 0 y como k es la

inclusion y ¢ la proyeccion, tenemos que n € S. Luegon € SN N y n = 0. Por otro

lado, si (s +n) € (S+ N)/S entonces (s +n) =71 = q(n) = gk(n) = wp(n) = w(n).
O

Teorema 4.3. Sean S, N dos submddulos del A-maodulo M tales que S C N. Entonces
existe un unico A-morfismo w : M/S — M/N que hace conmutativo al diagrama

M
M/S-—- -2 - M/N

Ademds, w es un epimorfismo con nicleo N/S e induce un isomorfismo
M/N — (M/S)/(N/S).

Demostraciéon. Por la Proposicion 3.4 existe un diagrama conmutativo con filas

exactas
ps

0 M/S —0

0 M/N*>O

donde ¢, 7, k son las inclusiones y pg,pxn las proyecciones canénicas. Si aplicamos el
Lema de la serpiente a este diagrama, tenemos que existe una sucesion exacta

0 — Kerj — Kerid — Kerw N Coker j — Cokerid — Cokerw — 0.

Como Cokerid = 0, tenemos que Coker w = 0 y por lo tanto w es un epimorfismo. Para
calcular su nicleo observemos que Kerid = 0 = Cokerid, y por lo tanto ¢ : Kerw —
Coker j es un isomorfismo, donde Coker j = N/S.

O

5. MODULOS LIBRES

Comenzamos estas notas mencionando que la definicién de modulos generaliza a la de
los espacios vectoriales. Ahora bien, todo espacio vectorial tiene base, y este resultado
no es cierto en la teoria de modulos, por ejemplo, el Z-méodulo Z/2Z no admite base.
Tampoco es cierto que todo conjunto de generadores minimal sea una base, ni que todo
conjunto linealmente independiente maximal lo sea. Por ejemplo, el Z-mo6dulo Z tiene
base {1}; el conjunto {2} es un conjunto linealmente independiente maximal que no es
base y {2,3} es un conjunto de generadores minimal que tampoco es base.

Sea M un A-moédulo. Un conjunto (xy)rea se dice libre o linealmente indepen-
diente si, para toda familia (ay),ea de elementos de A tal que (a)x))rea tiene soporte
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finito, la relacion ) ,., axxy = 0 implica ay = 0 para todo A € A. Una base de un
A-moédulo M es un conjunto libre de elementos de M que lo genera.

Definicién 5.1. Sea X un conjunto. Un A-moédulo libre esta dado por un A-mdédulo
L(X) y una funcion jx : X — L(X) tal que, si M es un A-moduloy f: X — M una
funcién, existe un dnico morfismo de A-moédulos f: L(X) — M tal que el diagrama

X 2% L(X)

N

conmuta.

Lema 5.2. Sea X un conjunto. Un mddulo libre sobre X, si existe, es unico a menos
de isomorfismos.

Demostracién. Sean L, L' dos A-moddulos libres con las correspondientes funciones
j: X — L,j : X — L' Por la definicién anterior sabemos que existen A-morfismos
f:L— Ly f':L — L que hacen el diagrama

x—21-p

N
j/

X—1I

o
X ——~1L
conmutativo. La conmutatividad del cuadrado externo, y la unicidad del morfismo de
L en L que lo haga conmutativo, nos dice que f’f = id;. Analogamente se prueba que
ff =idyp.
O

Teorema 5.3. Para todo conjunto X existe un A-mddulo libre sobre X, inico a menos
de isomorfismos.

Demostraciéon. La unicidad sigue del lema anterior. Para demostrar la existencia,
consideremos L(X) = @ A, esto es, la suma directa de copias del A-mo6dulo A inde-
xada por X,y jx : X — L(X) la funcion dada por jx(\) = ey = (€}),en donde e} = 1
y €k = 0si p # X. Sabemos que todo elemento de L(X) se escribe como ), _y axex
con (ax)rea una familia de elementos de A de soporte finito. Si M es un A-modulo y
f: X — M una funcién, basta considerar la aplicacion f : L(X) — M definida por

FO_men) =D arflen) =Y anfix(\) =Y arf(N).

Esta formula define un A-morfismo que hace conmutativo al tridngulo correspondiente.
O

Teorema 5.4. Un A-mddulo M es libre si y solo si admite una base.

Demostracién. Si L es libre sobre X, entonces L es isomorfo a L(X) = @ A via
un isomorfismo f : L(X) — L. Es facil ver entonces que el conjunto (f(ex))rex €s un
conjunto linealmente independiente que genera a L, y por lo tanto, L admite base.
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Reciprocamente, si L admite una base X consideremos la funciéon inclusion 7 : X — L
y veamos que (L, j : X — L) satisface la propiedad que define a los médulos libres, ver
Definicion 5.1. Si M es un A-moéduloy f: X — M es una funcién, tomemos para cada
u € L su descomposicon, tnica por definicién, como combinacién lineal en término de
los elementos de la base X, u = ) _y a,x. Es claro entonces que f: L — M definido

por
Fw)=F(> awr) =) afilzx) =) a.f(x)
reX reX reX
es un A-morfismo que hace conmutar al tridngulo

x-1-1

N

M.
U

Vimos que todo modulo libre L(X) admite una base que se puede indentificar con el
conjunto X. La propiedad universal que define a un modulo libre, vista en la Defincion
5.1, nos dice que todo A-morfismo f : L(X) — M esta univocamente determinado por
los valores f(z) que toma en los elementos de la base.

Es natural preguntarse si dos bases de un A-mo6dulo libre tiene el mismo cardinal.
Sabemos que esto es cierto si A es un cuerpo. En la préoxima seccion daremos respuesta
a esta pregunta.

Proposicion 5.5. Todo A-mddulo es cociente de un A-mddulo libre. Ademds, si M es
finitamente generado, el modulo libre puede elegirse con base finita.

Demostraciéon. Sea M un A-moédulo, y sea X un conjunto de generadores de M (por
ejemplo, podriamos tomar X = M). Tomemos L(X) el A-modulo libre sobre X. La
inclusion ¢ : X < M induce un morfismo f : L(X) — M que hace conmutativo al
diagrama

X % L(x)
NP
M.

Como X C Im f y X genera a M, tenemos que f es un epimorfismo y por lo tanto
M= L(X)/Ker f.
OJ

Corolario 5.6. Sea M un A-mddulo. Existe una sucesion exacta Ly — Ly — M — 0
con Lo, L1 dos A-mddulos libres.

Demostraciéon. Por la proposicion anterior sabemos que existen modulos libre Ly, Ly
tales que
Lo LM =0 L, L Kerf—0

son exactas. Entonces

Ly Lo —o0

es exacta.
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Vimos en el corolario anterior que todo A-moédulo M admite una sucesion exacta
Ly — Ly - M — 0 con Ly, L; dos A-moédulos libres. Esta sucesion se llama pre-
sentacion libre de M. Diremos que M es finitamente presentado, o que admite una
presentacion finita, si Ly, L1 son finitamente generados.

Es claro que todo modulo finitamente presentado es finitamente generado, pero la
reciproca no es cierta.

Una presentacion libre de un moédulo se puede pensar como una aproximacion del
modulo por modulos libres. La existencia de presentaciones libres es ttil cuando se
estudian propiedades que son faciles de demostrar sobre los modulos libres. Si esta
propiedad es compatible con los contcleos, la validez del resultado en los modulos
libres implicara la validez en médulos arbitrarios.

6. PROBLEMA IBN (INVARIANT BASIS NUMBER)

Se dice que un anillo A tiene la propiedad IBN (invariant basis number) si las
bases de cualquier A-mo6dulo libre tienen el mismo cardinal.

Veamos un ejemplo de un anillo A que no satisface la propiedad IBN. En particular,
veremos que A = A® A. Sea A = My(K) el conjunto de matrices de tamafio N x N
cuyas columnas tienen sé6lo un namero finito de elementos no nulos. El conjunto A tiene
estructura de anillo con la suma y el producto de matrices, y la aplicacion

FiASADA

definida por f(M) = (M, M), con M, M, las matrices que se obtienen a partir de
M quitando las columnas impares y pares respectivamente, es un isomorfismo de A-
modulos.

Teorema 6.1. Todo anillo conmutativo tiene la propiedad IBN.

Demostracion. Por el Lema de Zorn, el anillo conmutativo A tiene un ideal maximal
M, y por lo tanto A/M es un cuerpo. Sea {m,};c; una base del A-modulo libre M. El
A-modulo cociente M/OMM tiene estructura de A/M-modulo, es decir, es un A/M-
espacio vectorial. Como M = @,;c;Am,;, entonces MM = B;c;Mm;, y por lo tanto

Entonces el cardinal de J es la dimension del A/9M-espacio vectorial M/9MMM. Como
los cuerpos tienen la propiedad IBN, toda base de M tendra el mismo cardinal que J.

O

Proposicion 6.2. Sea M un A-mddulo con X un conjunto de generadores minimal.
St X es infinito de cardinal o, todo conjunto de generadores de M tiene cardinal al
menos . En particular, M no es finitamente generado y todo conjunto de generadores
minimal tiene cardinal o

Demostracién. Sea Y un conjunto de generadores de M de cardinal §. Cada y € Y
se escribe como combinacion lineal de un nimero finito de elementos de X. Sea X, el
conjunto finito formado por estos elementos. Es claro entonces que

UJx,cx

yey
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Por otro lado, el submoédulo generado por Uer X, contiene a Y, y por lo tanto, es

igual a M. La minimalidad de X nos dice que

Ux,=x
yey

Si Y fuera finito, X se podria expresar como una unién finita de conjuntos finitos,
contradiccion pues X es infinito. Entonces Y es infinito y

a=[X[ <)X, <R =0,
yey
Esto muestra que Y tiene cardinal al menos «. Si ademas Y fuera minimal, intercam-
biando los roles entre X e Y, tendriamos 3 < «, y por lo tanto, 5 = a.

O

Corolario 6.3. Un anillo A tiene la propiedad IBN si y sdlo si las bases de cualquier
A-mdédulo libre finitamente generado tienen el mismo cardinal.

Proposicion 6.4. Dado un anillo A, las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) A tiene la propiedad IBN;
(2) A" = A™ implica n = m;
(3) Si C € Myym(A), D € Myyn(A) y CD =1d,,, DC = 1d,,, entonces n = m.

Demostraciéon. La equivalencia entre (1) y (2) es inmediata por definicion y el
Corolario 6.3. La equivalencia entre (2) y (3) se obtiene considerando a C'y D como
las matrices que describen al isomorfismo entre A™ y A™.

O

Proposicion 6.5. Sea f : A — A’ un morfismo de anillos. Si A’ tiene la propiedad
IBN entonces A también.

Demostraciéon. Si A no tiene la propiedad IBN, existen matrices C' € M, «m(A),
D € M,,xn(A) tales que CD = 1d,, DC = Id,,, con n # m. Aplicando f a dichas
matrices, obtenemos dos matrices rectangulares (no cuadradas) de elementos en A’ que
verifican las mismas igualdades. Contradiccion pues A’ tiene la propiedad IBN.

0

Ejercicios.

1. Sea & : A — S un morfismo de anillos. Probar que si M es un S-mdbdulo,
entonces M es un A-moédulo con la accion dada por am := ®(a)m. Decimos
que la estructura de A-modulo de M esta dada por el pullback a lo largo de ®.

2. Demuestre que si N es un A-submodulo de M entonces la operacion Ax M /N —
M /N definida por (a,m+N) — am-+ N esta bien definida y verifica los axiomas
necesarios para dar a M /N una estructura de A-modulo.

3. Sea M un A-moédulo. Pruebe 0 y M son submodulos de M .

4. Sea A un anillo, y sea M el modulo regular. Demuestre que los submodulos de
M son exactamente los ideales izquierdos de A.

5. Sea M un grupo abeliano, es decir un Z-moé6dulo. Pruebe que todo subgrupo de
M es un submodulo de M.

6. Sea M un A-moédulo. Demuestre que el morfismo de M en M que manda a
todos los elementos de M al elemento neutro 0 es un morfismo de A-mdulos,
llamado morfismo cero. Demuestre también que la funcién identidad de M en
M es un isomorfismo de A-modulos.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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a) Sea M un A-modulo tal que para cualquier A-modulo N existe un anico
morfismo f: M — N. Demuestre que M = 0.

b) Sea M un A-modulo tal que para cualquier A-modulo N existe un tnico
morfismo f: N — M. Demuestre que M = 0.

. Sea A un anillo cualquiera (no necesariamente conmutativo), y sea M un A-

modulo. Sea a € A arbitrario, y sea f : M — M dada por f(m) = am.
Demuestre que f es un morfismo de A-modulos.

. Demuestre que la composicion de dos morfismos de modulos es un morfismo de

modulos.
Demuestre que el inverso de un isomorfismo de modulos es un isomorfismo de
modulos. Concluya que si M = N entonces N = M.
Demuestre que un A-morfismo f : M — N es un isomorfismo si y so6lo si la
funcion f es biyectiva.
Demuestre que si M = N y N = K entonces M = K.
Dé un ejemplo de un anillo A y dos A-mo6dulos M y N distintos de cero tales
que el tnico morfismo de M en N sea el morfismo cero, y el iinico morfismo de
N en M sea también cero.
Sea f: M — N un morfismo de médulos.

a) Demuestre que Ker f es un submodulo de M .

b) Demuestre que Im f es un submoédulo de N.
Sea f : M — N un epimorfismo de A-mo6dulos, S un submodulo de My
j S — M la inclusién. Mostrar que:

a) Si SN Ker f =0 entonces fj es un monomorfismo;

b) Si S+ Ker f = M entonces fj es un epimorfismo.
Sea, M un A-moéduloy f: M — M un morfismo de A-moédulos tal que fof = f.
Probar que M = Ker f & Im f.
Sea

00— M —N-—K-—0

una sucesion exacta de modulos. Demuestre que K = (N/M).

Demuestre que toda sucesion exacta es un complejo, v que la reciproca no es
cierta.

Dado un diagrama conmutativo de A-mddulos y A-morfismos con filas exactas
de la forma

L M N 0
|
iu iv | w
/ ’ Y
[y 0

existe un unico A-morfismo w que hace al tltimo cuadrado conmutativo. Ade-
méas w es un epimorfismo si v lo es.
Sea A un anillo. Probar que todo A-moédulo ciclico es isomorfo a un A-modulo
de la forma A/J, donde J es un ideal a izquierda de A.
Sean K cuerpo, V un K-espacio vectorial y 7' : V' — V una transformacion
lineal. Probar que:
a) V es un K[z]-modulo con la accion dada por fv = f(T)(v), para todo
feKx],veV.
b) S CV esun KJ[z]-submodulo si y solo si S es un K-subespacio vectorial y
T(S) CS.



22.

23.

24.
25.

26.

27.

TEORIA DE MODULOS 69

Dados los A-moédulos M, N, S'y f: M — N un morfismo de A-mo6dulos, probar
que la aplicacion f, : Homa(S, M) — Homy(S, N) dada por f.(h) = foh es
un morfismo de grupos abelianos.

Sea A anillo y sean M, N, C'y D A-mo6dulos. Probar que si

f g
0— M -—N-—=C
es una sucesion exacta, entonces

0 — Homu(D, M) -2 Homu(D, N) -2 Homu(D, C)

es una sucesion exacta de grupos abelianos.
Demuestre que Q no es un Z-modulo finitamente generado.
Probar que Z no admite ninguna estructura de Q-moédulo. ;Admite Q alguna
estructura de R-modulo?
Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
a) Q es un Z-modulo libre.
b) R es un Q-mddulo libre.
Si V' es un K-espacio vectorial de dimension infiinta, probar que A = End (V)
no posee la propiedad IBN.
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