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POR QUÉ ESTUDIAR CATEGOŔIAS TENSORIALES??

* Variedades topológicas de baja dimensión

* Computación cuántica

*Teoŕıa racional y logaŕıtmica de campos

* Mecánica estad́ıstica

* Teoŕıa de subfactores

* Álgebras de Hecke af́ınes

* Teoŕıa de álgebras de Hopf

*......
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Álgebras de Hopf

H es un álgebra de Hopf si
* H un álgebra

m : H ⊗ H → H, u : k → H

* H una coálgebra

∆ : H → H⊗H, ǫ : H → k

* Ant́ıpoda S : H → H

+{...}
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Categoŕıa de Corepresentaciones de un álgebra de Hopf

H álgebra de Hopf.

Comod(H) es la categoŕıa tensorial donde:

* Objetos: espacios vectoriales V dotados de

ρ : V → V⊗H

tal que
(id⊗∆)ρ = (ρ⊗id)ρ, (id⊗ǫ)ρ = ⊗1

* Morfismos: f : V → W transf lineal tq

(f⊗id)ρM = ρN⊗f
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* ⊗ = producto tensorial ⊗k con coacción inducida por ∆

* 1 = cuerpo k con coacción inducida por ǫ

* dual = duales de espacios vectoriales con coacción inducida por
la ant́ıpoda
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Suma directa

C = Comod(H) ⊕ Comod(H) es la categoŕıa tensorial donde

* Objetos: pares (V ,W ) donde V ,W ∈ Comod(H)

* Morfismos: (f1, f2) : (V1,W1) → (V2,W2) tal que
fi : Vi → Wi ∈ Comod(H)

* Producto tensorial
(V , k)⊗(W , k) = (V⊗W , k)
(V , k)⊗(k,W ) = (k,V⊗W )
(k,V )⊗(W , k) = (k,V⊗W )
(k,V )⊗(k,W ) = (V⊗W , k)

* 1 = (k, k)

* asociatividad trivial
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* C es una C2-graduación

* C es una C2-extensión de Comod(H)

* C es un C2-producto cruzado con sistema trivial

es necesario el sistema trivial ???
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Álgebras de Super-grupo A(V , u, F ) = H

F grupo finito Abeliano, u ∈ F de orden 2 y V un F -módulo con
u · v = −v si v ∈ V .

Como álgebra A(V , u,F ) está generada por v ∈ V , g ∈ F

vw + wv = 0, gv = (g · v)g , si v ,w ∈ V , g ∈ F .

Coproducto y ant́ıpoda

∆(v) = v⊗1 + u⊗v , ∆(g) = g⊗g , S(v) = −uv , S(g) = g−1.

V = 〈{v1, v2}〉 espacio vectorial de dimensión dos,
F = C2 =< u >.
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C0(1, id,±1) [MM]

C0(1, id,±1) = Comod(A(V , u,C2))⊕ Comod(A(V , u,C2))

V ,W ,Z ∈ Comod(A(V , u,C2)) y g ∈ C2.

Producto tensorial

[V , 1][W , g ] = [V⊗W , g ], [V , u][W , g ] = [V⊗U0�HW , ug ],

Duales
[V , 1]∗ = [V ∗, 1], [1, u]∗ = [k, u],

Asociatividad

α[V ,u],[W ,u],[Z ,u] = [±(idV⊗U0�W⊗ǫϕ⊗idZ )(idV⊗ξuW ,U0�Z ), u].
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Quien es U0:

Sea H = A(V , u,C2)

* Es un H-comódulo a izq y der:

Definir T : V → V

T (v1) = v1, T (v2) = −v2.

Como álgebra está generada por (T (v), v), eg con v ∈ V , g ∈ F

egeh = egh,

eg (T (v), v) = (T (g · v), g · v)eg ,

(T (v), v)(T (w),w) + (T (w),w)(T (v), v) = 0,
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Coacción izquierda y derecha

λ(T (w),w) = T (w)⊗1 + u⊗(T (w),w),

λ(ef ) = f⊗ef , ρ(ef ) = ef⊗f ,

ρ(T (w),w) = eu⊗w + (T (w),w)⊗1,

* + {......}
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Quien es U0�HW

* U0 es un objeto de la categoŕıa Comod(H)

* U0�HW es un subespacio relevante de U0⊗W llamado producto
cotensorial
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asociatividad:

1) ξuW ,U0�Z : U0�(W⊗U0�Z ) → (U0�W )⊗(U0�U0�Z )

es un isomorfismo de comódulos álgebras tal que su inversa
satisface

(a, b)⊗(c , d , e) 7→ (ac , b, d , e)

2) ϕ : U0�HU0 ≃ H tal que su inversa satisface

v 7→ (TT (v),Tv)⊗1 + eu⊗(Tv , v)

eg 7→ eg⊗eg
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