ESTRUCTURAS DE HODGE

ELENA 2014
Temas:
Estructuras de Hodge
Grupos de Mumford-Tate
Conjetura de Hodge
Comologia automorfa
Variacién de EH

Clase I: panoramica
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Estructura de Hodge de peso k > 0 pura racional: espacio vectorial Hg
y descomposicién

C® HQ _ Hk,O D Hk—l,l Q.0 Hl,k—l D HO,k

s.t.
HP-9 — Ha.p

conj. relativa a Hg = R ® Hg. EH reales y enteras.
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Estructura de Hodge de peso k > 0 pura racional: espacio vectorial Hg
y descomposicién

C ® H@ _ Hk,O D Hk—l,l Q.0 Hl,k—l D HO,k

s.t.
HP-9 = Ha:p

conj. relativa a Hg = R ® Hg. EH reales y enteras.
Ejemplo motivante: para V C CPN algebraica no-singular,
Hi-(V,C) = HO(V) @ HYY(V) @ ... @ HOK (V)

HP9(V) = clases de De Rham representables por formas de tipo (p, q):
localmente,
Z fiy dzy N dzy
l=p,lJ|=q
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Estructura de Hodge de peso k > 0 pura racional: espacio vectorial Hg
y descomposicién

C ® H@ _ Hk,O D Hk—l,l Q.0 Hl,k—l D HO,k

s.t.
HP-9 = Ha:p

conj. relativa a Hg = R ® Hg. EH reales y enteras.

Ejemplo motivante: para V C CPN algebraica no-singular,
Hi-(V,C) = HO(V) @ HYY(V) @ ... @ HOK (V)

HP9(V) = clases de De Rham representables por formas de tipo (p, q):
localmente,
Z fiy dzy N dzy
l=p,lJ|=q

Teoria subsiguiente: generalizacidn de la teoria de integrales algebraicas de
Abel-Riemann a varias variables
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Significado geométrico: mayormente conjetural.
Por ejemplo, ya que HPP(V') estd definido sobre R, qué es

HPP(V) N H?P(V,Z)?

Clase de una subvariedad j : S < V: clase de De Rham [a] de V' t. q. V[3

/\/aAB=/Sj*(B)-

Para S algebraica, c/(S) € HPP(V) N H?P(V,Z).

L Avgust 5, 2014 3/15



Significado geométrico: mayormente conjetural.
Por ejemplo, ya que HPP(V') estd definido sobre R, qué es

HPP(V) N H?P(V,Z)?

Clase de una subvariedad j : S < V: clase de De Rham [a] de V' t. q. V[3
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Significado geométrico: mayormente conjetural.
Por ejemplo, ya que HPP(V) esta definido sobre R, qué es

HPP(V) N H?P(V,Z)?

Clase de una subvariedad j : S < V: clase de De Rham [a] de V' t. q. V[3

/\/aAB—/Sj*(B)-

Para S algebraica, c/(S) € HPP(V) N H?P(V,Z).
Conjetura original de Hodge: vale la reciproca.
Es falsa (Atiyah-Hirzebruch). Enunciado actual:
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Significado geométrico: mayormente conjetural.
Por ejemplo, ya que HPP(V) esta definido sobre R, qué es

HPP(V) N H?P(V,Z)?

Clase de una subvariedad j : S < V: clase de De Rham [a] de V' t. q. V[3

fone fyo

Para S algebraica, c/(S) € HPP(V) N H?P(V,Z).
Conjetura original de Hodge: vale la reciproca.
Es falsa (Atiyah-Hirzebruch). Enunciado actual:

Conjetura de Hodge: HPP(V)N H?P(V,Q) estd generado /Q por las
clases de subvariedades algebraicas de V' de codimension p.
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Significado geométrico: mayormente conjetural.
Por ejemplo, ya que HPP(V) esta definido sobre R, qué es

HPP(V) N H?P(V,Z)?

Clase de una subvariedad j : S < V: clase de De Rham [a] de V' t. q. V[3

/VaAﬁ—/Sj*(ﬂ)-

Para S algebraica, c/(S) € HPP(V) N H?P(V,Z).
Conjetura original de Hodge: vale la reciproca.
Es falsa (Atiyah-Hirzebruch). Enunciado actual:

Conjetura de Hodge: HPP(V)N H?P(V,Q) estd generado /Q por las
clases de subvariedades algebraicas de V' de codimension p.

— Clases algebraicas son dificiles de construir
— Consecuencias misteriosas hacen dudar, no hay consenso.
— Ver Deligne en claymath.com, abelprize.no
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Otras definiciones de EH
— Filtracion
H=F">Fl>..>F>0

s.t. Vp,
H = FP @ Fk—p+1,

Relacion con anterior:

FP=H"q .@HPkP  HPI=FPNFA.

] August 5, 2014
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Otras definiciones de EH
— Filtracion
H=F">Fl>..>F>0

s.t. Vp,
H = FP @ Fk—p+1,

Relacién con anterior:
FP=H'q .. @ HPkP  HPI=FPNFa.
— Representacion de grupos algebraicos reales
¢ C* — GL(HR)

t.q.
¢:Q" = GL(Hg),  ¢(-1)=(-1)~

L P B, 200
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Otras definiciones de EH
— Filtracion
H=F'>F'>...oFk>o0

s.t. Vp,
H = FP @ Fk—pt1,

Relacién con anterior:
FP=H"q .@HPkP  HPI=FPNFA.
— Representacion de grupos algebraicos reales
¢ C* — GL(HR)

t.q.
¢:Q" = GL(Hg),  ¢(-1)=(-1)~

Relacién con anterior: esto implica ¢(r) = rkI Vr real y

He= @ HP9,  ¢(z) = 2Pz en HP.
p+q=k
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Polarizacion
Forma bilineal no degenerada
Q : Hg x Hyp — Q, Qu,v) = (—l)kQ(v, u)

(1) Q(FP, Fk=p+1) = 0

(2) Q(u, ¢(i)v) >> 0.

Equivalentemente:

H =D, -« H" es ortogonal bajo Q(u, V) y en HP9

iP9Q(u,v) >> 0.

] August 5, 2014
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Polarizacién
Forma bilineal no degenerada

Q:Hypx Hyp—Q,  Qu,v)=(-1)Q(v,u)

(1) Q(FP, FiPil) =0

(2) Q(u, 6(i)7) >> 0.

Equivalentemente:

H =D, -« H" es ortogonal bajo Q(u, V) y en HP9
iP9Q(u,v) >> 0.

Caso geométrico: w = forma de Kahler en V (clase de VN(hiperplano))

Q(lal () = [ anbrwt
v
polariza a la EH en la comologia primitiva

H:. (V,C) = ker(w" 1 A )

prim

(1) y (2): Relaciones Bilineales de Riemann-Hodge.
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Las Estructuras de Hodge forman una categoria abeliana.
Las que tienen dimFP fijas forman una variedad real homogenea.

Las EH polarizadas forman una categoria abeliana semisimple.
Las que tienen dimFP fijas forman una variedad compleja homogénea

M = Aut(Q,R)/V.

L P B, 200
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Las que tienen dimFP fijas forman una variedad compleja homogénea
M= Aut(Q,R)/V.

Para k impar Q es antisimétrica y

Sp(m,R)

M= Tlm) x . x Ofmy)
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Las Estructuras de Hodge forman una categoria abeliana.
Las que tienen dimFP fijas forman una variedad real homogenea.

Las EH polarizadas forman una categoria abeliana semisimple.
Las que tienen dimFP fijas forman una variedad compleja homogénea
M= Aut(Q,R)/V.

Para k impar Q es antisimétrica y

Sp(m,R)
U(my) x ... x U(m,)

M =
> mj=m.

Para k par: Q es simétrica y
O(2m, m;R))
U(my) X ... x U(m,) x SO(ny) x ... x SO(ns)
>mi=m, > n;=n.
V' compactos de rango = rango G, pero no maximales.

e Avgust 5, 2014 6/ 15
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Grupo de Mumford-Tate de una EHP (Hg, F, Q) = (Hg, ¢, Q):
#(SY) € Gut(Ho, F, Q) C Aut(Q,R)

clausura de ¢(S') como subgrupo algebraico real definido /Q.

Dominio de Mumford-Tate: érbita
Gut(Hg, F, Q) - F = M1y F.q)

Siempre = G/V con G semisimple real y V compacto de la forma
V = GN[parabdlico de Gc¢].
G/V

es compleja y el centralizador de ¢(S') en V es toro maximal de G.

L P B, 200
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Grupo de Mumford-Tate de una EHP (Hg, F, Q) = (Hg, ¢, Q):
#(SY) € Gut(Ho, F, Q) C Aut(Q,R)

clausura de ¢(S') como subgrupo algebraico real definido /Q.

Dominio de Mumford-Tate: érbita
Gut(Hg, F, Q) - F = M1y F.q)

Siempre = G/V con G semisimple real y V compacto de la forma
V = GN[parabdlico de Gc¢].
G/V

es compleja y el centralizador de ¢(S') en V es toro maximal de G.
Relacion con las clases de Hodge HPP(V) N H?P(V, Z):
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Vectores de Hodge:

Hp7p m HQ
Tensores:
T(H)PP NT(Hy)
bajo
HP9(A® B) = GB HPLaL(A) @ HP>%(B)

p1+p2=p,q1+ag2=q

Teorema: Gu7(Hg, F, Q) es el subgrupo de Aut(Q,R) de elementos que
fijan los tensores de Hodge.
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Vectores de Hodge:

HPP N HQ
Tensores:
T(H)PP N T(Hg)
bajo
HP9(A® B) = @ HPL9(A) @ HP>%2(B)

p1+p2=p,q1+ag2=q

Teorema: Gu7(Hg, F, Q) es el subgrupo de Aut(Q,R) de elementos que
fijan los tensores de Hodge.

Comologia automorfa
Forma automorfas clasicas (Harish-Chandra):

HY(G/K,E)"

— G/K simétrico hermitiano.

- I C G discreto, vol(I'/G) finito.

— E — G/K fibrado holomorfo homogéneo.
] August 5, 2014 8 /15



Formas automorfas no-clasicas (Griffiths-Schmid):

Analogo para G/V de Mumford-Tate, o sea
— V compacto y G/V complejo, pero no simetrico. i.e.,
- V = GnN[parabdlico de G¢] compacto, pero no maximal.
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Formas automorfas no-clasicas (Griffiths-Schmid):

Analogo para G/V de Mumford-Tate, o sea
— V compacto y G/V complejo, pero no simetrico. i.e.,
- V = GnN[parabdlico de G¢] compacto, pero no maximal.

Pero en tal caso H%(G/V/, E) = 0! En efecto,
HY(G/V,E) =0

Vg # 2dimK/V.

L P B, 200
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Formas automorfas no-clasicas (Griffiths-Schmid):

Analogo para G/V de Mumford-Tate, o sea
— V compacto y G/V complejo, pero no simetrico. i.e.,
- V = GnN[parabdlico de G¢] compacto, pero no maximal.

Pero en tal caso H%(G/V/, E) = 0! En efecto,
HY(G/V,E)=0
Vq # 3 dim K/V. Para este g,
H9%(G/V,E) # 0

y representa unitariamente a G (Schmid).
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Formas automorfas no-clasicas (Griffiths-Schmid):

Analogo para G/V de Mumford-Tate, o sea
— V compacto y G/V complejo, pero no simetrico. i.e.,
- V = GnN[parabdlico de G¢] compacto, pero no maximal.

Pero en tal caso H%(G/V/, E) = 0! En efecto,
HY(G/V,E)=0
Vq # 3 dim K/V. Para este g,
H9%(G/V,E) # 0

y representa unitariamente a G (Schmid).

Comologia automorfa:
H%(G/V,E).

— Dimension finita?

— Geometria de G/V7?

— Compactificaciones?

Ver Proceedings de Griffiths TCU 2013
] August 5, 2014 9/ 15



Variacion de estructuras de Hodge

(S, Hz, F)

— S variedad compleja suave

— Hz — S sistema local de Z-modulos libres
— F filtracion holomorfa de C ® Hy,

t.q. ((Hz)s, Fs) esuna EH y

OxFP C FP7,

Equivalentemente: fibrado holomorfo 2 — S con una conexién playa V,
una estructura entera Hyz playa, y una filtracién holomorfa F t.q.

VxFP c Fr1

Polarizada, si Hz viene con una forma Q playa que polariza en cada fibra.
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Ejemplo: f:V — S familia de variedades algebraicas,
Hx — S
fibrado vectorial con fibra (Hk)s = H*(Vs,K) y haz de secciones
() = RE(K)
Conexién playa de de Gauss-Manin.
Teorema (Griffiths):
He = HO(V,) & ... & HO* (V)

es una variacion de EH, polarizada en la parte primitiva.
+ obvio, excepto por
VxFP c FrP1

Transversalidad u horizontalidad de Griffiths, sistema diferencial
no-integrable.
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Lugares de Hodge
(S, Hz, F, Q)
variacion de EH polarizada de peso 2p sobre S algebraica.
v el (Hz)
seccién, en general multivaluada. El locus de Hodge de v es

Sy ={seS: v(s) e HEP}

Teorema (Cattani-Deligne-K). S, es una subvariedad algebraica de S
— No hay demostracién algebraica, aun en caso geometrico.

— En este caso seria consecuencia de la CH.
— A. Weil sugirié refutar la CH encontrando un contraejemplo ... etc.
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Estructuras de Hodge mixtas

(HQv w, F)

L CW,CW1 C...CHy
Hc > ..DFP > FPHL 5

t.q.
(6r'(Hy), Gr™*(F))

es una EH.

Teorema (Deligne): Para toda V algebraica (posiblemente singular o
abierta) H*(V,Q) tiene una EH mixta funtorial.

W se representa por clases de De Rham [a] en V'’ = puntos suaves de V,
de acuerdo al crecimiento de « cerca de V — V'.
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Teorema (Schmid):  Sea ((Hz)s, Fs) una variacion de EHP sobre A* con
monodromia unipotente exp N. Entonces
log s

F, = SI|_n>10 exp(— ] N)Fs

existe y define una EH mixta con W = W(N).
— El borde de dominios de Mumford-Tate consiste de EH mixtas.
— Las EH mixtas forman una categoria abeliana.

— Las que tienen W y dim F fijas y las EH en Gr"Y polarizadas, forman
una variedad homogénea compleja.
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Clase Il: Conjetura de Hodge. Lugares de Hodge y Variaciones.

Clase Ill: Descomposiciéon de Hodge para variedades proyectivas: idea de la
demostracién y consecuencias geométricas,

o)

Geometria de G/V. Comologia caracteristica.
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La estructura de Hodge de una variedad

Riemann (1835): Para toda superficie de Riemann cerrada suave:

HY(V,C) = QY (V)@ Ql(V)

Hodge(1935): Para toda V' compleja proyectiva suave
HY(V,C) = H*O(V) @ HK" 2L (V) @ ... @ HOK(V)

— No vale para toda V compacta compleja.

— Kahler-Hodge: si para toda compacta kahleriana.

— V C CP" algebraica implica kahleriana, porque la métrica de

Fubini-Study lo es.

F-S estd definida por

CP” ~ 52n+1/51

que viene de la fibracién de Hopf ST — §2"*t1 — CP", que viene de

restringir la proyeccion canénica (C™! —0) — CP" a §?*1 c ¢! — 0.
] August 6, 2014 1/ 16



La forma de Kahler de la métrica grs
w(X,Y) = grs(X,JY)

resulta

ooy Plogl XI5

dzi A\ dz;
82,8zj zi \ dz;

i<j
que es cerrada.

La forma de Kahler de la métrica inducida en una subvariedad compleja es
la restriccidn de la forma de Kahler ambiente. Por lo tanto, kahleriana
induce kahleriana, QED.

— Kahler compacta es algebraica sii [w] € HX(M, Z)
— No se sabe cuando una variedad compleja es kahlerizable.
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Teorema de Hodge. Para toda variedad compleja compacta V' que admite

una metrica de Kahler hay una descomposicion funtorial

HY(V,C) = H*O (V) @ HK2L(V) @ ... @ HOK(V)

donde HP9(V') = clases de De Rham representables por formas que de

tipo (p, q), localmente ZH\:P,IJIZq fiy dzy A dzy.

Mas aun,
(a) Hay isomorfismos canonicos

HPA(V) = (V,Qf) = HF9(V)

0

haces

QF, = p-formas holomorfas
HE(V) = comologia (de Dolbeault) del diferencial

g NP9 /\p,q+1

L P (), 2
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(b) Si g es una metrica de Kahler, d* el adjunto de d

g(daaﬁ) = g(aad*ﬁ)

A =dd* + d*d

entonces
HPI(V) = {a € AP9(V): Aa =0}

L P (), 2
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Consecuencias inmediatas:

— bors1(V) es par (mientras que byx (V) # 0, porque [w] # 0).
— Generalizacion del Teorema de Riemann:

QK (M) =2 HXO(M)
- QK(CP™) = 0 para todo k > 0:
H?*F1(CP",C) =0, dimH*(CP",C)=1
de manera que H?<*19(CP") =0, y
H?kK(CP",C) = HFK(CP™) = C[w¥]

y por lo tanto tambien H2K(M) = 0.

L P (), 2
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— Para V algebraica, hay construcciones algebraicas de la filtracion de
Hodge
FP(H*(V,C))
(= H*O @ ... @ HP*=P) [p.ej. Deligne-lllusie 1989] ... Pero no hay
demostracion algebraica de
HY(V,C)= @ FPnFa.
p+q=k

El TdeH usa:
— El Teorema de Hodge para formas suaves en variedades riemannianas o
hermitianas compactas: dimker A < ooy

AN(M) = ker A @ imA = H & dNHM) @ d*NFL(M)

— Kahler = dd* + d*d = 2(09* + 0*9) = 2(09* + 0*9).
Esto implica que A preserva tipo, las componentes de Hodge de una
forma armonica son armonicas = descomposicion en tipos.
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Conjetura de Hodge
La clase de una subvariedad j : S < V es la clase de comologid de De
Rham
cl(S) € H*P(V,Z)

[ons= o

Que subvariedades tienen sus clases en (HP9 @& H?P) N Hi(V,Z), o en

de Vt. q. V3

(HP9 @ HP~Latl g @ HITLP=L g HIP) N Hy(V, Z)

o al menos en
HPP(V) N H?P(V,Z)?

Teorema: Si S es algebraica de codimensién compleja p, entonces

cl(S) € HPP(V) N H?P(V,Z)
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Demostracién:

/MCI(S)/\,u: 3 /MC/(S)/\M(a’b)Z > /Zua,b

a+b=2m-2p a+b=2n-2p
Si (a, b) # (p, p), esto es 0: S esta dada localmente como
S=H(0,...,0,zp41,.... Zm) }

Las dz;,dZzy, ..., dzp, dZ, se anulan on S. Las lnicas formas de grado
2m — 2p que no involucran a éstas son de la forma

f de+1 N A dZm A d2p+]_ VANAN dZm

de tipo (m — p, m — p). Por lo tanto

/C/(S)/\MZ/#("_’J’"_"):/ c/(S)(P”’)/\u(”_P’”—P):/ cl(S)PPI AL,
X z X X

de manera que c/(S) = c/(S)(PP) QED.
e August 6, 2014 8/ 16



Conjetura de Hodge original: HPP(V) N H?P(V,Z) son exactamente las
clases de subvariedades algebraicas de V' de codimension p.

Atiyah-Hirzebruch: falsa, reemplazada por

Conjetura de Hodge: HPP(M) N H?P(M,Q) esta generado por las
clases de subvariedades algebraicas de codimension p.

CIERTA PARA:

— Para toda M™y p =1, m — 1 — demostracion abajo.

Por lo tanto,

— Para dim M = 2,3 y todo p — porque las subvariedades son de dimension
o codimension 1.

Tambien

— Variedades bandera.

— Hipersurperficies de grado < 2.

— Algunas Fermat; algunas abelianas; etc.
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Demostracion para p=1
0Z—-Q—-Q"—=0

2 = haz de funciones holomorfas sobre V, Q* = ... nunca 0. De la
sucesion larga en comologia,

HY (M, Q*)—H?*(M,Z)—H*(M, Q)
HY (M, Q*)—=H?*(M, Z)—H%?(M)
Por Hodge
H*(M,C) = H*°(M) @ HYY(M) @ H*?(M)
y se ve que H?(M,Z)—H%2(M) es la proyeccién. Entonces
HY (M, Q") —=H*(M, Z)—H%?(M)—0
es exacta y
ker[H*(M, Z)—H%2(M)] = HY (M) N H*(M, Z)

(H%? no est4 porque la aplicacién es real).
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La s.exacta
HY (M, Q*)—=H?*(M, Z)—H%*(M)—0

deviene
HY(M, Q*)—=H (M) N H*(M,Z)—0

L+ Ch(L).
Conclusion: toda clase entera de tipo (1,1) es la clase de Chern de un

fibrado en rectas.

Si L es un fibrado en rectas, s una seccion holomorfa no trivial de Ly
S C M sus ceros, entonces Ch(L) = c/(S). Por lo tanto

Toda clase entera de tipo (1,1) es la clase de una hipersuperficie algebraica

L P G, 2
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Pero ciertas consecuencias hacen dudar ... Por ejemplo, asociada a toda
variedad proyectiva suave hay un numero finito de otras de la misma
dimension.
Sea

M — M x M

la diagonal,
c(M') € H*™(M x M,Z) N H™™(M x M)
su clase. Mayer-Vietoris:

H>™(M x M,Z) = Y H'(M,Z)® H*(M,Z)
r+s=2m

Z " ®c’

r+s=2m

con cada sumando de tipo (m, m):
c"®@c® e H*™(M x M,Z) N H™™(M x M).
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Si la conjetura de Hodge es cierta, deben existir subvariedades algebraicas
Mjr’s < M x M de dimension (y codimension) m y numeros racionales

u}’s t.q.

r s __ r,s r,s
c'®c *Zﬂj cl(M;).
J
Si bien M, I\/Ijr’s son algebraicas, seguramente
r,s
M — {I\/Ij }
es trascendente.

Otra consecuencia sospechosa (A. Weil, 1980): “In an algebraic family,
generically smooth, the condition for an integral cycle to be (p, p), is
algebraic”

... pero demostrada cierta independientemente, "evidencia mas fuerte en
favor de la validez de la CH"

L August 6,201 13/ 16



e Explicacion:
Sea f : M — T algebraica, propia, suryectiva, con M, T algebraicas
conexas no-singulares. Las fibras

son suaves para t € T° = complemento de un divisor.
H2P(Mta Q) ~ H2P(Mt07 Q)

mod monodromia (accion de m1(T°)), asi que tiene sentido hablar de un
g € H?P(M;, Q) fijo, cuyas componentes de Hodge ¢ = >_ ¢7'9 dependen
de t.
Es

Lg)={teT°| g=gPh

algebraico?

Es decir, es la interseccidén con T° de algun LT C T algebraico?

Si vale la CdeH, una seccion de Hodge (entera y de tipo (p,p)) u en
comologia define una familia subvariedades algebraicas.
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Mas precisamente, dados enteros enteros a, b, sea
1,4 _
T.o=1{teT: U(t)zg(yt - Y}

con Yti efectivos de grado < b. Entonces Baire = T, ;, es denso en un
abierto para a, b >> 0. Pero la variedad de Chow de ciclos agebraicos
efectivos de grado acotado es algebraica, QED.

— Deligne's generalization of Weil: Sea V variacion de estructuras de
Hodge polarizadas de peso 2p sobre T° quasi-proyectivo. Sea ¢ seccion
entera (multivaluada). Entonces

(a) LT® donde o es (p, p), es algebraico

(b) o es invariante bajo la monodromia.

[CDK]: (a) verdadero, (b) falso
Cattani-Kaplan (1985): contrajemplo a invariancia por monodromia.

— C Voisin improved: if flat integral section is defined over k C @, so is
Te.
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If (Vz, F) is a variation of polarized Hodge structure of weight 2p on a
complex manifold S, its integral Hodge locus is

L={(s,u): s€S, ueFPN(Vz)s}

If Q is a fixed polarizing form of (Vz, F) and K any positive number,
define
Lx = {(s,u)s.t. Q(u,u) < K}.

What we actually prove is that

Theorem If S is algebraic, then Lk is an algebraic subvariety of FP, finite
over S.

Esto es

(a) Mas fuerte que lo implicado por la CH

(b) En contra de lo previsto por geometria (contraejemplos de Kollar a la
CH entera).
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Demostracion de la CH para p=1

Teorema (1,1) de Lefschetz: Toda clase entera de tipo (1,1) en una
variedad algebraica suave es la clase de una hipersuperficie algebraica.
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Demostracion de la CH para p=1

Teorema (1,1) de Lefschetz: Toda clase entera de tipo (1,1) en una
variedad algebraica suave es la clase de una hipersuperficie algebraica.

Dem:.:
02Z—-Q—=0"=0

) = haz de funciones holomorfas sobre V, Q* = ... nunca 0. De la
sucesion larga en comologia,

HY (M, Q*)—=H?*(M, Z)—H*(M, Q)

que es
HY(M, Q*)—H?*(M, Z)—H%?(M)

que es
[L] — Ch(L)  proy. segun
H?*(M,C) = H*°(M) & H*(M) & H%?(M)
D August 8, 2014 1/ 14



Entonces
HY (M, Q*)—=H?*(M, Z)—H%*(M)—0

es exacta y
ker[H(M, Z)— HO*(M)] = H (M) 1 H2 (M, Z) =aer H" (M)
(HO’2 no estd porque la aplicacién es real). Resulta
HY (M, Q)= H} (M)—0
L+ Ch(L).

Conclusién: toda clase entera de tipo (1,1) es la clase de Chern de un
fibrado en lineas.

Sicel(L)noes=0y S C M su divisor de ceros, entonces
Ch(L) = cI(S), QED.
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Pero ciertas consecuencias hacen dudar ... por ejemplo



Pero ciertas consecuencias hacen dudar ... por ejemplo

M proyectiva suave,
M — M x M

la diagonal,
c(M') € H*™(M x M,Z) N\ H™™(M x M)
su clase como subvariedad de M x M. Mayer-Vietoris:

H>™(M x M,Z) = Y H'(M,Z)® H*(M,Z)
r+s=2m

Z c®c’

r+s=2m

Cada sumando es de tipo (m, m):

c"@c® e H*™(M x M,Z) "\ H™™(M x M).
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Si la conjetura de Hodge es cierta, deben existir I\/Ijr’s CMxM
algebraicas y niimeros racionales ,ujf’s t.q.

c"®c®= Zu}’s cl(M;).
j

Si bien M, I\/Ij”s,,ujf’s son algebraicos,
M = (M), 0%}

es seguramente trascendente.

L P, 2
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Si la conjetura de Hodge es cierta, deben existir Mjr’s CMxM
algebraicas y niimeros racionales ,ujf’s t.q.

c"®c®= Zu}’s cl(M;*).
j

Si bien M, I\/Ij"s,uj’s son algebraicos,
M (M )

es seguramente trascendente.

Otra consecuencia sospechosa (para A. Weil): “In an algebraic family,
generically smooth, the condition for an integral cycle to be (p, p), is
algebraic”

— Demostrada cierta independientemente y "evidencia mas fuerte en favor
de la validez de la CH" (Voisin), quien demostré

—Si la seccién plana estd definida sobre k C Q, tambien lo estd T°.

— Si la familia es toda suave, no hay problema.
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Explicacion:
Sea f : M — T algebraica, propia, suryectiva, con M, T algebraicas
conexas no-singulares. Las fibras

son suaves para t € T° = complemento de un divisor.
H2P(Mta Q) ~ H2P(Mt07 Q)

mod monodromia (accion de m1(T°)), asi que tiene sentido hablar de un
g € H?P(M;, Q) fijo, cuyas componentes de Hodge ¢ = >_ ¢7'9 dependen
de t.
Es

Lg)={teT°| g=gPh

algebraico?

Es decir, es la interseccidén con T° de algun LT C T algebraico?

Si vale la CdeH, una seccion de Hodge (entera y de tipo (p,p)) u en
comologia define una familia subvariedades algebraicas.
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Mas precisamente, dados enteros enteros a, b, sea

Top={te T+ u(t)= (Y7~ ¥)

con YtjE efectivos de grado < b. Entonces Baire = T, ;, es denso en un
abierto para a, b >> 0. Pero la variedad de Chow de ciclos agebraicos
efectivos de grado acotado es algebraica, QED.

— Deligne's generalization of Weil's question: Sea V variacion de
estructuras de Hodge polarizadas de peso 2p sobre T° quasi-proyectivo.
Sea o seccion entera (multivaluada). Entonces

(a) LT® donde o es (p, p), es algebraico

(b) o es invariante bajo la monodromia.

Deligne para superficies de Riemann
Cattani-K.: (a) verdadero, (b) falso en general, pero no importa
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El locus de Hodge de una variacion de EHP de peso 2p sobre una variedad
compleja S, es

L={(s,u): s€S, ue FPNn(Hz)s}.
If Q is a polarizing form of (Vz, F) and K any positive number, define
Lk = {(s,u)s.t. Q(u,u) < K}.

[CDK] dice que
Si S es algebraica, entonces Lk es algebraica en FP y finita sobre S.

Voisin:
— Mas fuerte que lo implicado por la CH

— En contra de lo previsto por geometria

L P E——



La distribucion horizontal en dominios de Mumford-Tate
Fijamos Hz, Q, dimFP.

D=G/V ={F t.q. (Hz, F, Q) es una EHP}.

Dominio de periodos de Griffiths, o de Mumford-Tate

Métrica de Hodge es G-invariante pero no Kahler, a menos que sea
simétrico. Pero es un abierto en

D= Gg/P={F: Q(FF,F-=PT) =0}
variedad proyectiva.
Un EH de peso k en Hg determina una EH de peso 0 en g = Lie(G)
gc =EPo”*
gP P ={Xecg: X(H"®) C H PP}
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gc actua infinitesimalmente en D, con isotropia en F

Lie(P) = @gp’_p.

p<0
Entonces
Te(D) = @Qp’fp
p>0
Distribucion horizontal:
Uc T(D)

Ug.r = dg(g"™1).

L P, 2
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gc actua infinitesimalmente en D, con isotropia en F

Lie(P) = @ g P,

p<0
Entonces
Te(D) = @Qp’fp
p>0
Distribucion horizontal:
Uc T(D)

Ug.r = dg(g"™1).
Dada una VESP (M, Hz, F, Q), fijamos o € M y definimos su aplicacién
de periodos
¢ : M — D/(monodromia)
por ®(x) = filtracién de H, que es traslacién paralela de F.
"Paralela” y "monodromia” se refieren a la conexién playa en H definida
por Hz (Gauss-Manin).
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Teorema (Griffiths):

® es holomorfa y tangente a U



Teorema (Griffiths): & es holomorfa y tangente a U

— La VEHP es equivalente a su 9.
— Para una familia de curvas, ®(x) = periodos de integrales algebraicas de
M, vistas en el semiespacio superior de Siegel Sp(n,R)/U(n).

Algunos Problemas:

— Determinar las subvariedades horizontales maximales de D, o las
aplicaciones de periodos ® inextendibles.

— Determinar las que provienen de geometria (Grothendieck).

— Propiedades aritméticas. Ciclos de Hodge.

— Compactificacién parcial D C D en direcciones horizontales.
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Orbitas Nilpotentes y sI(2)

En 1 variable: dados
— N € g nilpotente y definido /Q
-FeD
s.t.
— N(FP) c FP1st.
— (W(N), F) estructura de Hodge mixta polarizada por N.
Entonces
®(z) eD
para ¥(z) >> 0, es horizontal, y
P(z+1) =exp(N) - ¢(2)
Cualquier horizontal
fiA* DT

se levanta a

f:U—=D
horizontal t s.t. f(z+ 1) = exp(N)f(z), y
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Comologia caracteristica

M variedad real o compleja

D c T(M) distribucién en M

Comologia que detecte subvariedades integrales de D

D+ c T*(M) 1-formas que se anulan en D

Ip C Q*(M) ideal de formas generado por las secciones de D+ y sus
diferenciales.

Q*(M)/Zp es graduado y

d: Qk/ID — Qk+1/ID
Comologia caracteristica de (M,D):

Hp(2*(M)/Ip, d)

L P 6, 2
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Por ejemplo, si D es complemente no-integrable (genera todo T bajo
[X,Y]), las tnicas funciones horizontales Df = 0 son las constantes. Si M

es conexa,
dimHp = 1.

Equivalente a decir que todo par de puntos de M se puede unir por curvas
D-horizontales (Teorema de Chow)

Teoria de Hodge para Com. Caract.?
Conjetura: Hy tiene una estructura de Hodge real funtorial.
Sea g = subriemanniana or subhermitiana con soporte en D. Entonces d*

existe en Q*(M)/Z y
L =dd* +d*d

Problema: L es hipoeliptico sobre funciones, pero no sobre formas. Es
necesario redefinir d*. Para el caso de contacto, ver Rumin.
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La distribucion horizontal en dominios de Mumford-Tate no es integrabl
porque

[91,—1791,—1] C g> 2

Tampoco es siempre completamente no-integrable, pero

b= subhaz generado por D bajo corchetes. Supongamos dim D
constante, D C T subfibrado. Es involutiva == M se foliada por

€,

subvariedades integrales de D donde D es completamente no-integrable.

Ver Griffiths-Robles.
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