ALGEBRA III - 2019
Practico 5

Descomposicion en sumas directas invariantes. Descomposicion primaria.

. Encontrar una proyeccién E que proyecte R? sobre el subespacio generado por (1, —1) segtn el
subespacio generado por (1,2), es decir segun ker E' = ((1, 2)).

. Si N y R son subespacios de V y E es la proyeccién sobre R segin N, entonces [ — F es la
proyeccién sobre N segin R.

. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F. Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas
o falsas. Justificar.

(a) Si Ey y E, son proyecciones sobre subespacios independientes, entonces Ej + Fo es una

proyeccion.
(b) Si T € L(V) es diagonalizable y sus tinicos autovalores son 0 y 1, entonces T' es una proyec-
cion.
. Sea F un cuerpo, con carF = 0. Probar que si Fy,..., E; son proyecciones de un F-espacio

vectorial tales que Ey + --- + Ej, = I, entonces E;E; = 0 para todo i # j.

. Sea V un R-espacio vectorial y E € L(V') idempotente. Probar que I + FE es inversible y hallar
su inversa

. Sea T el operador lineal en R? cuya matriz en la base canonica es (31). Sea W el subespacio
generado por e; = (1,0). Probar que:

(a) Wi es T-invariante.
(b) No existe ningin subespacio Wy complementario a Wy que sea T-invariante.

. Sea T un operador lineal en un espacio vectorial de dimensién finita V. Sea R la imagen de T’y
N el nucleo de T'. Probar que R y N son independientes si y sélosi V = R® N.

. Sea T' un operador lineal en V. Supongamos V = W1 @ - --® Wy, donde cada W; es T-invariante.
Para cada j, 1 < j <k, sea T} el operador restriccion a W;.

(a) Probar que det(T") = det(7) - - - det(T).

(b) Probar que el polinomio caracteristico de T" es el producto de los polinomios caracteristicos
de T1,..., T}, es decir pr = pr, - - D13, -

(¢) Probar que el polinomio minimal de T' es el minimo comun multiplo de los polinomios mini-
males de 11, ..., T}, es decir mp = m.c.m.{mr,,...,mr,}.

. Sea T el operador lineal sobre R? representado en la base canoénica por

5 —6 —6
-1 4 2
3 -6 —4

y sean Wy, Ws los autoespacios de 1. Hallar las proyecciones E; y E5 asociadas a la descomposi-
cion R? = Wy @ W y escribir T'= ¢ B + ca2 Fs.
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O = O =

10
Hallar las matrices Ey, Fo, E3 tales A = c1Fy + coFa +c3b3, By + Eo+ E3 =1y E;E; =0, si
1% .

Sea T el operador lineal sobre R? representado en la base canonica por

6 -3 -2
4 -1 =2
10 -5 -3

(a) Expresar el polinomio minimal my de T en la forma pips, donde p; y pa son polinomios
moénicos irreducibles sobre los niimeros reales.

(b) Sea W; = ker(p;(T")) y T; el operador restriccion de T a W;. Encontrar una base B; del
espacio W; y la matriz de T; en esa base.

(c) Hallar la matriz de T" en la base B; U Ba.

Sea V el espacio de los polinomios de grado menor o igual que n sobre un cuerpo F. Probar que
el operador derivacién es nilpotente.

Sea T un operador nilpotente en un espacio de dimension finita n. Probar que el polinomio
caracteristico de T es z".

Sea T el operador sobre R3 representado en la base canénica por la matriz

3 1 -1
2 2 -1
2 2 0

(a) Demostrar que existen un operador diagonalizable D y uno nilpotente N sobre R3 tales que
T=D+NyDN=ND. [Ayuda:
i. Descomponer el polinomio minimal my de T en factores coprimos p1, pe y hallar poli-
nomios hq, hs tales que 1 = p1hi + p2hs.
ii. Sean Ey1 = poha(T), Ey = pihi(T). Mostrar que D = c1E1 +coFy y N =T — D
satisfacen lo requerido.
iii. Mostrar que E; es la proyeccion al subespacio W; = ker(pi(T)).]
(b) Hallar las matrices de D y N en la base canonica.

dy

Sea T un operador sobre V' con polinomio caracteristico pr = (z —¢1)% - -+ (x —cx)% y polinomio

minimal mp = (z —c1)™ -+ (z = ¢x)"™. Sea W := ker((T' — ¢;I)™).

¢

(a) Probar que Wj es el conjunto de todos los vectores v € V tales que (T — ¢;I)*v = 0 para

algin natural ¢ (que dependera de cada v € W;).

(b) Mostrar que (T — ¢;I) es nilpotente en W;. Si n; := dim W;, entonces jcual es el polinomio
caracteristico de (T' — cZ-I)‘W_ (usar el Ejercicio 13) y cual el de T‘W ?

i

(c) Usar el Ejercicio 8 (b) para mostrar que dim W; = d;.
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Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre C. Sea T un operador lineal en V y sea
D la parte diagonalizable de T'. Probar que si g es un polinomio sobre C, entonces la parte
diagonalizable de g(T') es g(D).

Sea T un operador lineal sobre V que conmuta con todo operador lineal diagonalizable. Probar
que T es un multiplo escalar del operador identidad.

Dar un ejemplo de dos matrices nilpotentes 4 x 4 que tengan el mismo polinomio minimal (por
lo tanto, el mismo polinomio caracteristico) pero que no sean semejantes.

Sea T' un operador lineal en un espacio vectorial V' de dimension finita. Sea mp = pi'... pZ’“
el polinomio minimal de T'y V = W1 & --- & W}, la descomposicion primaria de 7', i. e. W; =
ker(p;'(T')). Probar que si W es un subespacio T-invariante de V, entonces

W=Wnwy)a(WnWws)---& (WnWg).



