ALGEBRA III - 2019
Practico 6

Forma racional y forma de Jordan de un operador lineal.

. Sea T un operador lineal en F2. Probar que todo vector no nulo que no sea un vector propio de
T, es un vector ciclico de T'. Concluir que o bien T tiene un vector ciclico o bien 7' es un multiplo
escalar de la identidad.

. Sea T el operador lineal de R? representado en la base canénica por la matriz
2 0 0
02 0
0 0 -1

Probar que T no tiene vectores ciclicos. ;Cudl es el subespacio T-ciclico generado por el vector
(1,—1,3)? Hallar el T-anulador del vector (1,—1,3).

. Sea T el operador lineal de C? representado en la base candnica por la matriz

1 74 0
-1 2 —
0 1 1

Hallar el T-anulador del vector o = (1,0,0) y del vector o’ = (1,0,1).
. Probar que si T? tiene un vector ciclico, entonces T tiene un vector ciclico. ;Es cierta la reciproca?

. Sea V un F-espacio vectorial de dimension n, y sea N un operador lineal nilpotente sobre V.
Supongamos que N"~1 £ 0, y sea o € V tal que N" 'a # 0. Probar que a es un vector ciclico
de N. Dar la matriz de N en la base ordenada {a, Na,--- , N" ta}.

. Sea T un operador diagonalizable sobre un espacio vectorial de dimensiéon n.

(a) Probar que si T tiene un vector ciclico, entonces T' tiene n autovalores distintos.

(b) Supongamos que T tiene n autovalores distintos y que {vi,...,v,} es una base de autovec-
tores de T'. Probar que v = v1 + - - - + v, es un vector ciclico de T

. Encontrar el polinomio minimal y la forma racional de cada una de las siguientes matrices reales.

0 -1 -1 c 0 -1 0 sing
Lo o). 0 e 1. (ot ).
-1 0 0 -1 1 e o

. Sea T el operador lineal de R3 representado en la base canénica por la matriz

3 -4 -4
A=|-1 3 2
2 —4 -3
Hallar vectores no nulos aq, ..., a, que satisfacen las condiciones del Teorema de descomposicion

ciclica. Hallar una matriz real P inversible tal que P ' AP esté en forma racional.
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1 3 3
. Sea Alamatrizreal A= | 3 1 3 |. Hallar una matriz real P inversible tal que P~'AP
-3 -3 =5

esté en forma racional.

Sea T un operador lineal, con polinomio caracteristico f(x) = (22 4 1)(z —1)®. Dar todas las
posibles formas racionales de T.

Clasificar por semejanza todas las matrices A € M5(R) tales que
(A24+1)(A—-1)=0.

Probar que si A, B € M3(F), con F cuerpo, una condicién necesaria y suficiente para que A y B
sean semejantes es que tengan el mismo polinomio caracterfstico y el mismo polinomio minimal.
. Es esto cierto para matrices 4 x 47

Sea A una matriz n X n compleja, tal que todos sus valores propios son reales. Probar que A es
semejante a una matriz con coeficientes reales.

Sea T un operador lineal en un espacio vectorial V' de dimensién finita. Probar que T tiene un
vector ciclico si y sélo si todo operador lineal U que conmuta con 7' es un polinomio en 7.

Sea I un cuerpo.

(a) Sean N, Ny € M3(F) nilpotentes. Demostrar que N; y N2 son semejantes si y solo si tienen
el mismo polinomio minimal.

(b) Usar la parte (a) y la forma de Jordan para probar que si A, B € M, (F) con el mismo
polinomio caracteristico

fl@) = (& =)™ (x—ep)™,
el mismo polinomio minimal y ningan d; es mayor que 3 entonces A y B son semejantes.
Sea A una matriz compleja con polinomio caracteristico
pa(z) = (x —2)3(x +7)*
y polinomio minimal m4(z) = (z — 2)?(x + 7). Encontrar la forma de Jordan de A.

i.Cuantas posibles formas de Jordan hay para una matriz compleja 6 x 6 con polinomio carac-
teristico f = (z + 2)*(z — 1)%?

Clasificar, salvo semejanza, las matrices 3 x 3 complejas tales que A% = I.

Sean € N, n > 1, y sea N una matriz n x n sobre el cuerpo F tal que N™ = 0, pero N"~! #£ 0.
Probar que NN no tiene una raiz cuadrada; es decir, que no existe una matriz A, n x n, tal que
A? = N. M4s aun, si £ > 2, entonces N no tiene una raiz f-ésima.

Sean Ni, Ny € Mg(F) matrices nilpotentes, que tienen el mismo polinomio minimal y la misma
nulidad. Probar que N7 y N3 son semejantes. Muestre que esto no es cierto para el caso 7 x 7.

Sea N una matriz nilpotente elemental k x k, es decir, N¥ =0 y N¥=1 £ 0. Probar que N* es
semejante a N. Demostrar que toda matriz compleja n X n es semejante a su transpuesta (ayuda:
usar la forma de Jordan y el resultado anterior).



