Resumen

Este trabajo trata sobre racks, quandles y conjuntos cruzados finitos. Se da las prin-
cipales propiedades algebraicas de los mismos junto con una gran cantidad de ejemplos.
Se introduce la nocién de rack simple y se los clasifica en término de teoria de grupos.
Dicha clasificacién se divide en dos casos distintos, cuando el cardinal del rack es divi-
sible por la potencia de un niimero primo o no. Se considera, luego, el grupo de trenzas
y las ecuaciones conjuntistas de trenzas y se ve que estan en correspondencia biyec-
tiva con las soluciones conjuntistas de la ecuacion cudntica de Yang-Bazter (QYBE).
Finalmente, se da una manera completa de cémo construir soluciones de la QYBE a
partir de los racks finitos.
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1. Introduccion.

La ecuacion cudntica de Yang-Bazter (QYBE) es una de las ecuaciones basicas de la fisica
matematica y yace en la fundamentacién de la teoria de grupos cudnticos. Esta ecuacién
involucra a un operador lineal R: V®V — V ® V| donde V es un espacio vectorial, y tiene
la forma

R12R13R23 — R23R13R23 (11>
en End(V @ V@ V), donde RY es el operador R actuando en las componentes 4, j.

En los ultimos veinte anos, se han encontrado soluciones a esta ecuacion y las estructuras
algebraicas relacionadas (Algebras de Hopf) han sido intensamente estudiadas. Sin embargo,
estas soluciones eran usualmente deformaciones de la solucién identidad.

Cabe destacar, que la ecuacién (1.1) tiene ain sentido si R no es un operador lineal
VeV — VeV, sino también cuando es una funciéon V xV — V x V', con X un conjunto. En
efecto, a cada solucién conjuntista de (1.1) le corresponde una solucién lineal, considerando
el funtor de X al modulo libre generado por X.

Ahora bien, en [Dr|, Drinfeld sugiere estudiar las soluciones conjuntistas a la QYBE
ademds de las lineales; afirmando a partir del Ejemplo 2 (B.B. Venkov) que la QYBE es
equivalente a la condicién de racks. Un rack es un conjunto con una operacién binaria tal
que la multiplicacion a izquierda es un automorfismo. De esta manera, es importante tener
una clasificacion de los mismos. Nos interesa, en particular, los racks finitos. En este sentido,
la determinacién de todos los racks finitos es una tarea para nada sencilla. No obstante,
sabemos que cualquier rack finito es una unién de componentes (subracks) indescomponibles
(Proposicién 2.31). Sin embargo, los racks indescomponibles pueden ser combinados de mu-
chas maneras distintas como sumas amalgamadas y la descripcién de todas las formas de
hacerlo es nuevamente dificil.

La teoria de racks esta fuertemente conectada con la teoria de grupos, médulos cruzados
y presentaciones de grupos. También aparecen en el estudio de espacios topoldgicos. En
[FR], se menciona que un rack es un conjunto con una operacién binaria satisfaciendo dos
leyes sencillas que son la destilacion algebraica de dos de los movimientos de Reidemeister
(Q v Q2). Ademés, los racks proveen un contexto algebraico completo y elegante para el
estudio de vinculos (links) y nudos (knots) en 3-variedades y también para el estudio de
las 3-variedades mismas. En este contexto topolégico, la teoria de racks da la posibilidad
practica de encontrar una sucesién completa de invariantes para vinculos y 3-variedades.
Por ejemplo, cualquier subvariedad de codimensién tiene un rack fundamental, el cual es un
invariante para vinculos irreducibles de cualquier 3-variedad, que contiene mas informacion
que el grupo fundamental.

Los racks han sido estudiados por muchos autores bajo una gran variedad de nombres
usando diferentes notaciones y terminologia. Los primeros trabajos en los que se ha utilizado
este concepto son debido a Conway y Wraith, en forma de correspondencias no pubicadas.
Ellos usaron el nombre wrack y se lo ha adoptado no solamente por ser el nombre original,



sino también por ser una palabra inglesa sencilla sin otro significado matematico. Ademas,
rack es usado en el mismo sentido que en la expresion inglesa “rack and ruin”. El contexto
de los trabajos de Conway y Wraith es la operacion conjugacién en un grupo y se recuerda
a un rack como los “restos”de un grupo después de que la operacién de grupo es olvidada
y s6lo permanece la nocién de conjugacion. Luego, por degeneracion de la palabra wrack
ha quedado rack. Otro trabajo que trata con este concepto es dado por Joyce en [J1], v el
nombre que se utiliza es el de quandle. Aqui, Joyce establece el algebra basica de quandles,
dando varios ejemplos, y define quandles aumentados y sus grupos asociados. Este trabajo
de Joyce ha sido muy estudiado, entre otros, por Matveev. Este dltimo desarroll$ el concepto
independientemente de Joyce dandole el nombre de grupoide distributivo. Notar que un
rack no es un grupoide en el sentido usual. Por tltimo en un trabajo de Kauffman se estudian
racks bajo el nombre de cristales, pero dado que esta terminologia se utiliza en otra éarea
de la matematica se decidié no usarla.

La nocién de conjunto cruzado aparece en la tesis de Grana, [G], introducida por consi-
deraciones originadas en problemas de clasificacién de Algebras de Hopf punteadas.

Este trabajo estd basado en [AG|, donde se estudia la estructura fina de los racks. Los
resultados de las secciones 4 y 5 son extraidos de [AG].

Se describe ha continuacion el contenido de este trabajo.

En la seccion 2, se dan las definiciones y nociones basicas de racks, quandles y conjuntos
cruzados. Se estudian algunas propiedades de morfismos de racks y la descomposicién de un
rack como union disjunta de subracks indescomponibles.

En la seccién 3, se exhibe una gran cantidad de ejemplos. Se ve, mediante las sumas
amalgamadas, como se puede formar un nuevo rack a partir de ciertos racks dados. Ademas,
se estudian los conjuntos cruzados afines y se dan algunas consideraciones categoricas acerca
de quandles.

En la seccion 4, se tratan las extensiones de un rack por un conjunto no vacio, y se prueba
que todo rack finito indescomponible es una extension de un conjunto cruzado indescompo-
nible exacto.

En la seccién 5, se estudian los racks simples. Se dice que un rack no trivial es simple si
no tiene cocientes propios. Entonces cualquier rack finito indescomponible con cardinalidad
mayor que uno es una extension de un rack simple. Uno de los principales resultados es la
clasificacién explicita de todos los racks simples finitos, Teoremas 5.31 y 5.33, cuyas pruebas
estan basadas en la teoria de grupos.

En la seccién 6, se presenta el grupo de trenzas como asi también las ecuaciones de
trenzas y de Yang-Baxter. Se muestra que las soluciones de la ecuacién de trenzas estdn en
correspondencia biyectivas con las soluciones de la QYBE. Se exhibe una manera de dar
soluciones de la ecuacién de trenzas, Teorema 6.13, y se caracterizan a las soluciones no
degeneradas de la misma, Teorema 6.20.



2. Racks, quandles y conjuntos cruzados.

2.1. Definiciones.

Definicién 2.1. Un rack es un par (X,>) donde X es un conjunto no vacioy > : X x X — X
es una funcion, tal que

¢ X — X, ¢i(j)=1ir>j, esuna biyeccién para todo i € X, (2.2)
iv(jok)=(Gvj)>(ivk) Vi, j ke X.
Un quandle es un rack (X,) que verifica
i>1 =1, para todo i € X. (2.4)
Un conjunto cruzado es un quandle (X,>) que verifica ademés
j>1 =1 siempre que i>j = j. (2.5)

Definicién 2.6. Sean (X,>) e (Y,>) racks. Se dice que ¢ : (X,>) — (Y,>) es un morfismo
de racks si

Y(ivj) =v()>v(j)
para todo 7,5 € X.

Morfismos de quandles (resp. conjuntos cruzados) son morfismos de racks entre quandles
(resp. conjuntos cruzados).

Definicién 2.7. Un subrack de un rack (X,>) es un subconjunto Y no vacio, tal que y>Y =
Y, para todo y € Y

Es claro que todo subrack de un quandle (resp. conjunto cruzado) es un quandle (resp.
conjunto cruzado). Cabe destacar que si X es finito Y es un subrack si y sélosi y>Y C Y,
para todoy € Y.

Ejemplo 2.8. Sea G un grupo cualquiera y X C G un subconjunto no vacio de G. Si
definimos > : X x X — X por i>j := iji~! entonces

(I) si X es estable por conjugacién en todos los elementos de G entonces (G,>) es un rack
ya que

(i) > estd bien definido pues X es estable por conjugacion.



(ii)sii € Xyo¢: X — X con ¢(j) = i>7j entonces ¢; es biyeccién pues si
bi(7) = ¢i(j') implica que iji ' = ij/i" o sea j = j' y si k € X se tiene que

iki™' € X y ¢;(iki™') = k, por lo que ¢; es suryectiva.
(iii) i>(jo k) =igkj it = iji tiki Y (ijim )" = (i>j) > (i> k), para todo 4,5 € X.
Maés atn, (X, ) es un conjunto cruzado puesto que

(iv) >4 =4t~ =4, para todo i € X.

1 1

(v) siip>j =7 implica que ¢ji~' = j, es decir i = jij ' = j> 1.

Al conjunto cruzado X se lo llama conjunto cruzado estindar.

(IT) si X es estable por conjugacién en sus propios elementos y X es finito entonces ¢;
resulta suryectiva y (X,>) es un rack.

Por otra parte, si X no es finito puede ocurrir que ¢; no sea suryectiva para todo + € X
como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.9. Sean

G :=Sg ={f : R — R/ f es biyectiva },
X ={feSg/ f(z)=ar+b, Vr€ERconacZ—{0,1,-1} ybeZ }.

Notemos que si f € X, con f(x) = ar+b para todo x € X, dondea € Z—{0,1,—-1} y b € Z,
entonces f~H(z) = a 'z —ba”!, paratodozr € Ry f~' ¢ X, puesa™ ¢ Z —{0,1,—1}. Si
definimos ahora

b X xX =X, fog:=fgf!

tenemos que > estd bien definido ya que si f,g € X, con f(x) = ax+by g(r) = cx +d,
donde a,c € Z — {0,1,—1} y b,d € Z, se tiene que

(frg)(r)=cr—bc+ad+b, =x€Z.

Ademas, si g5 : X — X, ¢f(g9) = f > g resulta que ¢; es inyectiva, pues si ¢r(g) = ¢¢(¢')
entonces fgf~!' = fgf™'y g = ¢, pero ¢ no es suryectiva pues si f € X, con f(z) =
2z + 3 para todo x € Ry sea h € X tal que h(xz) = 4z 4+ 6 y supongamos que existe
g con g(z) = ax + b tal que ¢s(g) = h entonces se tiene que ¢s(g) = ar — 3a + 2b + 3;
asila=4¢€Z—{0,1,—1}, perob¢ Z y g ¢ X. Luego (X,>) no es un rack.

Definicién 2.10. Sea (X,>) un rack y sea Sx el grupo de simetrias de X. Por (2.2) tenemos
una funcién ¢ : X — Sx. Se define

Aut, (X) :={g € Sx / g(i>j) = g(i) > g(j)},
Inn, (X) := el subgrupo de Sx generado por ¢(X).



Por (2.3), Inn,(X) es un subgrupo de Aut,(X). Por otro lado, es facil ver que
gbrg "t = bg(z), Vg € Aut,(X),z € X. (2.11)

Por lo tanto, ¢(X) C Aut,(X) es un conjunto cruzado estdndar, ¢ : X — Aut,(X) es un
morfismo de racks e Inn, (X) es un subgrupo normal de Aut,(X). En general, no es verdadero
que Inn, (X) = Aut,(X), como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.12. Sea X = {+i,£j} un subconjunto estdndar del grupo de unidades de los
cuaterniones. Entonces Inn, (X) # Aut,(X).

Demostracion. Sale por computacién directa. O

Veremos ahora como se relacionan entre si racks, quandles y conjuntos cruzados.

De racks a quandles.

Sea X un rack y sea C,(X) el centralizador en Aut,(X) de Inn,(X). Para ¢ € C,(X)
definimos >¥ por

a>¥b=avp(b) =(a>b) =(a)>p(b).

Luego, (X,>%) es un rack pues

(i) si ¢¥ : X — X dada por ¢¥(y) = x>y =a>9U(y) = Y(z>y) = ¥(x)>Y(y) se tiene

que ¢¥ = ¢, y por lo tanto es una biyeccién ya que ¢, € Aut,(X) C Sy.
(i) ver que zp¥ (y>¥ 2) = (x>¥ y) ¥ (¥ 2), para todo x,y, 2 € X. Tenemos que

zo¥ (yo¥ 2) = 2 ¥ (W(y) > o(2)) = (@) > YY) > Y(2) =
= p(z) > (V2 (y) > ¥*(2)) = (V(2) b (y) > (P(2) > 93 (2)).
Mientras que por otro lado se tiene que
(o y)p¥ (zpY 2) = (20 Y(y) B¥ (2>9(2)) = Y(z> YY) > (> P(2)) =
= (Y(@) ey (y)) > (Y (@) > 9*(2)).

A (X,p¥) se lo llama el conjugado a (X,>) respecto de 1.

Sea ahora ¢ : X — X dada por a>i(a) = a, la cual estd bien definida por (2.2). Entonces
por (2.3)
a>b=av (b>u(b)) = (axb) > (a>i(b)),



luego a > 1(b) = t(a>b), pues como (atb)>ila>b) =a>b= (a>b)>(a>i(b)) se tiene
que Gap(L(a> b)) = dasp(a> (b)) y como gy es biyectiva resulta que t(a>b) = a>¢(b). En
particular, a = ¢(a>b) por lo que ¢ es suryectiva. También

a> (t(a)> (b)) = (a>i(a)) > (a> (b)) =ar (a>(d)),

asi que por (2.2) t(a) > (b)) = a>1(b) = t(a>b), es decir v € Auty(X). Supongamos que
t(a) = 1(b), entonces

a=av(a)=1a)>ila) =1b)>c(b) =b>i(b) =0.

Esto es, ¢ es inyectiva y pertenece a C,(X). Podemos entonces considerar el quandle (X, ")
pues a>' a = a>i(a) = a. En conclusion, cualquier rack (X,>) es conjugado a un tnico
quandle llamado el quandle asociado a (X,>).

Observacion 2.13. Si F': X — Y es un morfismo de racks, entonces
Fo=F

ya que F(x) > o(F(z)) = F(x), para todo x € X. Ademds, como z > t(x) = x se tiene que
F(z>(z)) = F(x), es decir F(z)> F(c(z)) = F(x); con esto se tiene que

Or@) (L(F(2))) = @ (F(u(z)))

y como ¢, es biyectiva para todo x en X resulta que «(F'(z)) = F(i(z)), para todo z € X.
Por otra parte,

F(zp' ") = F(zou(2') = F(z)> F((1(2) = F(x) > o(F(2') = F(x) > F(2').

Por lo tanto, F' es un morfismo de los quandles asociados.

Observacion 2.14. Por la Observacién anterior se puede ver que Aut,(X) ~ Aut,.(X), pero
Inn, (X) y Inn,. (X) pueden ser muy diferentes. Para ver esto tomemos X un conjunto cual-
quieray f € Sy. Sea x>y := f(y). Asi (X,>) es un rack ya que las funciones ¢, : X — X
dadas por ¢,(y) = x>y son biyectivas para todo z en X y

> (y>z) = f(f(2) = Fy) > f(2) = (zpy) > (2> 2).

Pero si f # id entonces (X,>) no es un quandle pues si lo fuera tendriamos que z >z = =,
para todod = € X, es decir f(z) = x para todo z € X, entonces f = id contra lo supuesto.
A (X,>) se lo lama rack de permutacion. De esta manera, se tiene que si X es no vacio y
f € Sy, con f # id entonces el rack de permutacién satisface Inng.(X) = (¢, /x € X) = id
mientras que Inn,(X) = (f).



De quandles a conjuntos cruzados.

Sea (X,>) un quandle finito y sea ~ la relacién de equivalencia generada por
x ~ 7 siexistey tal que xby=yey>xr =21 (2.15)

Se ve que ~ coincide con la relacién identidad si y s6lo si X es un conjunto cruzado. Para
ver esto supongamos que ~ es la relacién identidad, esto ocurre si y s6lo si x ~ 2’ con 2’ = x
para todo x en X. Sean x,y € X tales que x>y = y. Luego, x ~ y>x, o sea, v = y>x. Por
lo tanto, X es un conjunto cruzado. Reciprocamente, si X es un conjunto cruzado y sean
x,r’ € X que satisfacen que existe y € X con x>y =yey>xr = 2. Como x>y = y se
tiene que y > x = x. Luego, x = 2'; por lo que ~ resulta la relacién identidad en X. Sea
X; := X/ ~. Supongamos que z,z’,y son como en (2.15). Entonces

ey =(yra)>(yry) =y>(z>y) =y
Ahora, para z € X tenemos
yo(@'pz)= (@ vy)e(@pz)=2">(y>z)=(y>z)>(y>2)y =y (z>2),

de ahi que ' >z = x> 2z, para todo z € X, es decir que ¢, = ¢, y entonces ¢, = ¢,» para
algin x” con z” ~ x. De esta manera, tiene sentido considerar > : X; x X — X. Finalmente,
tenemos para z € X

(zpx)>(2>y)=z2p(x>y) =2DY
(zoy)>(zpz)=z2>(y>z)=2>2"

lo cual implica que (2> x) ~ (z>2'), y tiene sentido considerar > : X; x X; — Xj. Con esto
se ve que X7 hereda la estructura de quandle de X. Observar que por lo visto anteriormente
card(X) > card(X;) y se da la igualdad si y sélo si ~ es la relacién identidad, es decir, si
y sélo si X; es un conjunto cruzado. Si X; no es un conjunto cruzado entonces tomamos
Xy := X1/ ~ y asi siguiendo. De esta forma,construimos una sucesién X que se estabiliza
en k = n para algin n, pues X es finito; X,, resulta un conjunto cruzado. De esta manera,
hemos exhibido un functor @) de la categoria de quandles finitos a la de conjuntos cruzados,
el cual asigna a un quandle X un conjunto cruzado cociente Q(X) que tiene la propiedad
universal: cualquier morfismo de quandles X — Y se factoriza de manera tnica a través de
Q(X) siempre y cuando Y sea un conjunto cruzado.

2.2. Nociones basicas.

Definicién 2.16. Sea (X, ) un rack. Se dice que X es trivial sii>j = j, para todo i,j € X.



Lema 2.17. Sean (X,>) un rack, H un grupo y ¢ : X — H un morfismo inyectivo de
racks tal que la imagen es invariante por conjugacion en H. Entonces (X,>) es un conjunto
cruzado y el mapa ¢ : H — Sx, dado por

en(x) = ¢ (hp(x)h ™)

es un homomorfismo de grupo cuya imagen estd contenida en Aut,(X).

Demostracién. Sea xz € X. Luego, p(x>x) = p(x)>@(x) = o(x)p(x)p(z) ™ = ¢(x) y como
 es inyectiva se tiene que x >z = x. Ademas, si x,y € X con x>y = y resulta que

o(y) = pla>y) = (@) > ey) = e(x)e(y)e(z) ™

y esto implica que
p(x) = oy)e(x)e(y) " = ey ),

entonces y >x = z y (X,>) resulta un conjunto cruzado. Sean h,h’ € H. Veamos que
Ohr = Prpp. Tomemos x € X, luego

(BnPw) (@) = Bu(e ' (Wo(@)h' ™) = ¢ (hp(e (W o(x) ™))™ =
= o (W p(@)l' " h7Y) = G (@)

por lo que ¢ : H — Sx es un homomorfismo de grupos. Por otro lado, sean h € H y x,y € X.
Luego

(@n(2) > 2r(Y)) = on(@) > ePn(y) = hp(z)h™' > he(y)h ™' =
= ho(z)h " he(y)h ™ (he(z)h ™)1 = ho(z)p(y) ((z) " Th™! =
= h(p(z) > p(y)h ™ = h(p@py)h ™" = p(Pn(z>y)).

Como ¢ es inyectiva se tiene que
en(z>y) = on() > @nly)

con lo que se ve que @, € Aut,(X), para todo h € H. O

La asignacién X — Inn,(X), en general, no es funtorial. Tomar i € X con ¢; # id, la
inclusién {i} C X no se extiende a un morfismo Inn, ({i}) — Inn,(X). Sin embargo, se tiene
el siguiente Lema.

Lema 2.18. Sea (X,>) un rack finito. Si m: X — Y es un morfismo suryectivo de racks
entonces se extiende a un homomorfismo de grupos Inng(m) : Inn, (X) — Inn, (V).
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Demostracion. Observemos que como X es finito entonces Sx es finito y, por lo tanto,
Inn,. (X) es finito. Luego, se cumple para y en X que

¢;1 :¢y1'--¢yr
con yi, ...,y € X. Sea ¢ € Inny(X), con ¢ = ¢y, ... d,, definimos

Inn, (7)(9) = Gr(zy) - - - Pr(as)-
Esta bien definida pues si ¢ = ¢y, ... 0z, = @ = @y, ... @y, OcCurre que

¢w(11) s (bﬂ(xs) = (bﬂ(yl) s (bﬁ(yr)’
ya que 7 es suryectiva, esto es
Pr(zr) - - - Pre)(2) = W(@1) > (m(@2) D (... (7(25) > 2)...)) =7(@1 > (22> (.. (2> 2)) ... ) =

=7 > (Yo (. (> 2).) =7) e (ry2) > (- (t(y) b 2) ... ) =
= ¢7r(y1) cee ¢7T(y'r)(z)7

donde z € X y m(2') = 2. Por otra parte, Inn,(7) es un homomorfismo por definiciéon. O
Determinaremos ahora la estructura de Inn,(X) cuando X es estdndar.

Lema 2.19. Sea H un grupo y sea X C H un subconjunto estandar.

(a) Inn,(X) ~ C/Z(C), donde C = (X) es el subgrupo de H generado por X, el cual es
claramente normal.

(b) Si X genera H entonces Inn,(X)~ H/Z(H).
(c) Si H es simple, no abeliano y X # {e} entonces H = Inn,(X).

Demostracion. (a) Se sigue de (b).

(b) Consideremos la funcién ¢ : H — Sy, dada por ¢p,(z) = hah™'. Como X es estdndar
entonces ¢ estd bien definida y resulta obvio que es un homomorfismo de grupos. Ademas,
siy € X se tiene que p,(r) = yry ' = y>x = ¢,(x), para todo = € X; es decir (p(X)) =
Im ¢ = Inn, (X). Por otro lado

ker(p) ={h € H | op =id} ={h € H /| hah™' =2, Vo € X} =
= Z(X) = Z((X)) = Z(H).
Luego, H/Z(H) ~ Inn,(X).

(c) Como X # {e} y H es simple se tiene que (X) = H. Luego, por (b) Inn,(X) ~
H/Z(H). Ahora bien como H no es abeliano tenemos que Z(H) # H, entonces Z(H) = {e}.
Por lo tanto, Inn,(X) ~ H. O
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Corolario 2.20. Sean (X,>) un rack, H un grupo y v : X — H un morfismo de racks. Si
Z({(W(X))) es trivial entonces ¢ se extiende a un morfismo de grupos ¥ : Inn,(X) — H.

Demostracion. Sea H' el subgrupo de H generado por Y = #(X). Ahora bien, si h € H’
entonces h = ¥ (x1) ... ¢ (x,), donde x1,...,x, € X. Luego, si x € X se tiene que

hp(2)h ™ = (1) .. ()Y (@)(z,) ()t =l > (. (). )) €Y.

De esta manera, Y es estable por conjugaciéon en H’, es decir Y es un conjunto cruzado
estandar de H’'. Por los Lemas 2.18 y 2.19 existe un homomorfismo

U o= Inn, (¢) : Inng (X) — Inn, (V) ~ H'/Z(H') = H'.

Ahora si ¢ : H — H es el mapa inclusion entonces ¥ = W es el morfismo buscado. O

El mapa ¢ : X — Inn,(X), en general, no es inyectivo, pues si card(X) > 1y (X,>y) es
un rack de permutacion tenemos que ¢, = f para todo x en X, por lo que ¢ no es inyectiva.

Definiciéon 2.21. Se dice que el rack (X,>) es exacto si la funcién ¢ correspondiente es
inyectiva.

Observacion 2.22. Si X es un rack exacto entonces X es un conjunto cruzado ya que

(1) Guve = PePrd,' = ¢, lo que implica que z>x = z.

(i) si 2>y = y se tiene que ¢uy = ¢udyd,' = b, lo que implica ¢, = dydod, ' = dyoa ¥
como ¢ es inyectiva tenemos que r = y > x.

Observacion 2.23. Si (X, ) es exacto entonces el centro de Inn, (X)) es trivial. Mas general-
mente, si ¢ € Z(Inn, (X)) entonces @) = ¢, para todo x € X.

Demostracion. Tomemos z € X y ¢ € Z(Inn,(X)); luego

G2(p(y)) = p(y) = 0b2(y) = w(x>y) = p(z) > V(Y) = Ppa) (¥ (),

y como ¢ € Sx se tiene que ¢, = @y (y). O

Veamos ahora cuando se puede escribir un rack como unién disjunta de algunos de sus
subracks.

Definicién 2.24. Una descomposicion de un rack (X,>) es una unién disjunta X =Y U Z
tal que Y y Z son subracks de X.

En particular, Y y Z son conjuntos no vacios.
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Definicién 2.25. Un rack (X,>) se dice descomponible si admite una descomposicién e
imdescomponible en caso contrario.

La imagen de un rack indescomponible X por un morfismo 7 : X — Y es indescomponible
puesto que si m(X) es descomponible existen subconjuntos no vacios Y3, Y de Y, disjuntos,
que son subracks, tales que m(X) = Y; UY,. Luego, X = X; U X, donde X; = 77 1(Y]) y
Xy = 7 1(Y3) con X, X, subconjuntos no vacios, que son subracks de X y disjuntos lo cual
contradice la hipdtesis de indescomponibilidad de X.

Denotaremos i" > j := ¢'(j), para todo n en Z.

Definicién 2.26. La orbita de un elemento x € X es el subconjunto

O, = {iF' o (i o (.. .(F' va)...) [, i, € X}

Es decir, O, es la érbita de x bajo la accién natural del grupo Inn,(X). Si X es finito,
entonces

Op = iyt (i1 5 (.. (15 7)...)) [ i1, ig € X}

Lema 2.27. Sean (X,>) un rack finito, Y # X un subconjunto no vacio de X y7Z = X —Y.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) X =Y UZ es una descomposicion de X.
>4 C >Y CY.
b)) Y>ZCZyZrYCY

(c) XY CY.

Demostracion. (a)=(b). Sean y € Y, z € Z. Como Y es un subrack de X se tiene que
¢y Y — Y es una biyeccién. Luego, si y> 2z € Y entonces existe un unico y' € Y tal que
oY) =yry =y 2z y como ¢, : X — X es biyectiva entonces y' = z € Y lo cual es
absurdo pues YN Z = (). Por lo tanto, y>z € Z para todo y € Y, z € Z. De manera andloga
se prueba que Z>Y CY.

(b)=(c). Sea x € X. Si x € Z se tiene que x>y € Y para todo y € Y, por hipétesis.
Ahora bien, si z € Y sabemos que ¢, : X — X es biyectivay ¢,(Z) C Z y como X es finito
entonces ¢,(Z) = Zy ¢.(Y) =Y, para todo x € X. Luego, XY C Y.

(c)=(a). Basta ver que Y y Z son subracks de X. Y es subrack de X pues Y > Y C
XY CY por hipétesis. Sea z € Z; luego ¢, : X — X es biyectivay ¢,(Y) CY y como X
es finito implica que ¢,(Y) =Y y por lo tanto ¢,(Z) C Z y Z resulta un subrack. O
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Lema 2.28. Sea (X,>) un rack finito. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(a) X es indescomponible.

(b) X = O, para todo (o para algin) x € X.

Demostracion. (a)=-(b). Supongamos, por el absurdo, que existe z € X tal que O, # X.
Tenemos que O, A0y Z =X -0, # (). Sea z € X y seaw € O; luego zbw = ¢,(w) € O,.
Entonces X >0, C O,. Por Lema 2.27 se tiene que X es descomponible, contra lo supuesto.
Por lo tanto, X = O,, para todo =z € X.

(b)=(a). Si X fuera descomponible entonces existen subconjuntos de X, no vacios, dis-
juntos, Y y Z tales que X =Y U Z. Sea y € Y; luego

O, = {igt (515 (... (i15y)...)) [ ir,... . is € X}

por ser X finito y por Lema 2.27 O, C Y # X lo cual es absurdo. O

Observacion 2.29. Sea H un grupo no trivial. Si consideramos a H como un conjunto estandar
entonces no es indescomponible. En efecto, si C C H es una clase de conjugacion entonces C
es un subrack. Por lo tanto, H = C U (H — C) es una descomposicién de H. En particular,
H ={e} U(H —{e}).

Sea X un conjunto estandar de un grupo no trivial H. Se puede ver, a partir de la
observacion anterior, que si X es indescomponible entonces X es una clase de conjugacién
en H. La reciproca solamente es cierta si X = {e}, la clase de conjugacién de la identidad en
H (ver Ejemplo 2.30). Sin embargo, si H es simple y X es una clase de conjugacién entonces
X es indescomponible. En efecto, si X # {e} se tiene, por Lema 2.19, que O, = X, para
todo z € X, es decir, X es indescomponible. Mientras que si X = {e} la afirmacién es obvia.

Ejemplo 2.30. Sea A un grupo abeliano y G el grupo de isomorfismos de A. Consideremos
H=AxGysea X ={(g(a),1)/g € G}. Con la identificacién a < (a, 1) se ve que X es la
6rbita de a por la accion de G. Entonces X es trivial ya que

para todo f,g € G.

Proposicion 2.31. Todo rack finito X es union disjunta de sus subracks indescomponibles
mazimales.
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Demostracion. Dado x € X sea A, = {a">x / n € Z}. Luego, A, es un subrack in-
descomponible que contiene a x pues si y,z2 € A, con y = z">xry 2z = 2™ > se tiene
que

y>z = ("> x)e ("> x) = op(r) > o) () = op(we o7 "(z)) =

= 0 (du(ey " (7)) = o7 (2) € A,

y A, resulta un subrack de X. Es indescomponible pues si y € A, con y = " > x entonces
A, =0, yaquesi z € A, con z = 2™ > x tenemos que

2= ¢ (x) = ¢ (¢ (x)) = 9" (y) € O,
y por Lema 2.28 se tiene que A, es indescomponible.
Sea Y C X, un subconjunto cualquiera de X. Definimos
Y :=YU{YeY)U(Y 'sY),

donde Y'Y = {gb;l(z) /y,z € Y}. Es obvio que Y C Y’ y es facil ver que todo subrack
de X que contiene a Y contiene a Y, pues si Z es subrack de X que contiene a Y entonces

YoY CZZCZ

Yo Y = {6, (2)/y2 €Y} C {6, (2)/y.2 € 2}y C 2 v 2 C L.

Luego, si definimos que el subrack generado por Y, (Y), es el subrack de X més pequeno
que contiene a Y entonces

(V) =U,enY™, donde Y"!' = (Y")Y e Y =Y .

Para ver esto, tomemos Z subrack de X que contiene a Y. Luego, Y’ C Z por lo visto
anteriormente. Como Y? = (Y'!) = Y” entonces Y? C Z; asf siguiendo (Y") C Z, para todo
n € N. Luego, U,enY™ C Z. Es facil ver que U,enY™ es un subrack de X. Esto implica que
UnenY ™ es el subrack de X mas pequeno que contiene a Y.

Sean y1,y2 € Y. Diremos que y; e yo son conectables (o que estan conectados) si existen
Uy, ..., U, €Y tales que

yo =uit s (uit e (L (u oy L),

Diremos que Y es conexo si y; e yo son conectables, para todo y;,y, € Y.

A continuacién verificamos por casos que si Y es conexo entonces Y’ es conexo. Sean
Y1,Y2 € Y' = YU(YDY)U (Y71I>Y)

(1) siyp,y2 €Y entonces y; e yo estdn conectados pues Y es conexo.
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(2) siy1 €Y ey €YY, donde yo = y21> Yoz cON Y1, y22 € Y. Como Y es conexo existen

U, ..., u, €Y tales que yoy = uf' > (uit o (... (uF' > y1)...)). Luego,

Yo =y & (uf' o (ui' v (. (W e y) L)
resultando y; e yo conectables.

(3) sigr €Y eyy €Y 1Y con yy = ;' > Y2 Se tiene que y; e y, estdn conectados de la
misma manera que en caso anterior.

(4) siy1,y2 €YY con y; = 11> Y12 € Y2 = Yo1 > Yoo con y;; € Y. Como yq; € y12 estan
conectados con yo; € yo9o, respectivamente, existen uq, ..., u,,vy,...,vs € Y tales que

Yo =uite (uit e (. (uF e yn) L)

Yoo = it > (03 b (. (v B ya) ).

Luego,

Y2 = Yo1 > Yoz = Py, (Y22) = ¢uli1[>(ui1|>(_,,(u}1.>yu),.,))(y22) =

2
+1 +1 1 1 ,.+1 +1 ,—1
= Puq - ¢uT (byll (bjr s (bjl v ottt (bvs Y11 ((byll (y12)) =

= ufl D(...(ufl > (yp > (uflb(...(uflb(vflb(...(vflb (yl_llb(ynbyu)))...)

con lo que y; e yo estan conectados.

Los demas casos son analogos.

Ademas, (Y') es conexo pues si y1, ys € (Y), digamos que y; € Y e yo € Y y suponiendo
que r > s entonces yo € Y. Como Y" es conexo se tiene que

Yo = uit o (uft o (. (e yr) . L)

donde uy,...,us € Y" C (Y). De esta manera, (Y) es un subrack indescomponible por 2.28.

Por 1ltimo afirmamos que si {Y;}ier es una familia de subracks de X, indescomponibles
tales que M;erY; # 0 entonces U;erY; es conexo; para ver esto tomemos yi,ys € U;erYj, con
Y1 €Y, ey €Y,,. Sea x € NierY;. Como yy,y, estan conectados con = tenemos que

y=uit s (e (L (uF e x) L)

=o' (v e (L (v e y) L)

CON Uiy ..., Up,V,...,Us € UjerY;. Luego,
y =uf o (e (L (e (0 s (0 e (L (0 e ye) ) L)

con lo que y; e yy resultan conectados.
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Sea z € X. Definimos

M,=( U Y).

YCX
Yindescomponible

Luego, M, es un subrack indescomponible y maximal (el subrack indescomponible mas

grande que contiene a z). Es obvio que X = U,ex M,. Ahora bien si M, N M, # () entonces
(M, U M,/) es un subrack indescomponible que contiene a x y z’. Por lo tanto,

anMaz’ - Mx U Mx’ - <Mz U Mx’) - Mx’aM:p;

y por maximalidad de M, y M. esto implica que M, = M, U M, = M,,. Llamamos
a M, la componente indescomponible de x. Asi, X es la unién disjunta de componentes
indescomponibles, las cuales son subracks indescomponibles maximales. Ademads, si M es un
subrack indescomponible maximal entonces M = M, para algin x € M. Con esto se finaliza
la prueba. O

Salvo la situacién del Lema 2.27 las componentes indescomponibles pueden no ser estables
bajo la accién de X.

El caso de dos componentes es més satisfactorio porque podemos describir cémo pegar

dos racks.

Lema 2.32. (a). Sean Y, Z dos racks y X =Y U Z la union disjunta. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes

(i) X tiene una estructura de rack tal que X =Y U Z es una descomposicion.

(ii) Existe un par (o,7) 0 :Y — Aut.(Z), 7 : Z — Autp(Y) de morfismos de racks tales

que
Yo 7(u) = T, ) (y > ), YyueY, z€Z, i€, PyT: = To,(2)Py, (2.33)
2> oy(w) = 0. ) (2 >w), YyeY, zweZ, i.€., $.0y = Or ()@= (2.34)

(b) Supongamos que Y y Z son conjuntos cruzados y se cumplen (2.33) y (2.34). Entonces
X es un conjunto cruzado exactamente cuando

o (2) =2 siysolosi T,(y)=y, VyeY, zelZ (2.35)
Demostracion. (a). (1)=-(ii). Supongamos que X tiene estructura de rack tal que X =Y UZ
es una descomposicién de X. Notemos que esto dice que bx|yxy =Dy ¥ que bx|zxz = >z,

donde >x = >, by y >y denotan la operacién > en X, Y y Z, respectivamente. Definimos
o:Y = Aut,(Z) y 7: Z — Aut.(Y) por

oy(2) =ypz

T.(y) == 2>y,
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para todo y € Y, z € Z. Por Lema 2.27 se tiene que o,(z) € Z y como o, = ¢,|z entonces
o, € Aut,(Z), para todo y € Y y por lo tanto o estd bien definida. Por otra parte, como
¢ X — Aut.(X) es un morfismo de racks resulta que ¢ = ¢ly : ¥ — Aut,(X) es un
morfismo de rack, entonces o también lo es. De manera analoga se puede ver que 7 esta bien
definida y es un morfismo de racks. Ahora bien

yo7.(u) =yo (zou) = (y>2) > (you) = 0y(2) > (Yo u) = T4, (y > u),

2> oy(w) =zp (ypw) = (zpy) > (2pw) =7.(y) > (2> w) = 0 (2> W),
para todo y,u € Y, w, z € Z. Luego, se satisfacen (2.33) y (2.34).
(ii)=-(i). Definimos > : X — X por

y>z = 0y(2),
2>y = T1,(y),

para todo y € Y, z € Z; mientras que

=Dy enY XY,

D:=Dy ens X 4.
Sea x € X y supongamos que = € Y; luego ¢, : X — X dada por ¢,(z') = x>’ es biyectiva
puesto que ¢.|ly : Y — Y loesy ¢,z : Z — Z cumple que ¢, |z = 0, que es biyectiva ya que

o, € Aut,(Z). Si x € Z se procede de la misma manera. Resta mostrar la propiedad (2.3),
que se verifica por casos. Hay que ver que at (b>c¢) = (a>b) > (a>c), para todo a,b,c € X.

(1) Si a,b,c € Y se satisface dicha propiedad pues Y es un rack. Lo mismo ocurre si
a,b,c € 7.

(2) Sia,b€Y yc€ Z entonces
av (bec) = avay(c) = (0.00)(c) = (7400, ) (0a(€)) = (00> 03)(0u(c)) =
= Oap(0a(€) = (@D b) > 0,4(c) = (a>b) > (avc).
(3) Sia €Y yb,c € Z se tiene
0t (b c) = 04(b> ¢) = 04 (b) > 0a(c) = (a>b) > (ab ).
(4) Sia,c€Y ybe Z resulta
av (b c) = ab my(c) = 7o (at¢) = oo(b) > (abc) = (asb) b (a>c).

Los demds casos son similares a estos.
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(b). Supongamos que se cumple (2.35). Como Y, Z son conjuntos cruzados entonces
x> x =z, para todo x € X. Ahora bien, sean z,2’ € X tales que z> 2’ = 2'.

1) Sixz,2’ € Y entonces 2’ >x = x pues Y es un conjunto cruzado.
2) Six, 2’ € Z ocurre lo mismo que antes.

3) SizeY ya e€Z xva' =2 implica o,(2') = 2’ entonces por suposicién 7,/ (z) = z,
es decir 2’ > = x.

4) Sizx e Zya' €Y, x> =2 implica 7,(2') = 2’ lo cual implica que o,/ (z) = z, o sea
¥rr=ux.

Por lo tanto, X es un conjunto cruzado. La reciproca es obvia. O

Si las condiciones del Lema son satisfechas, diremos que X es la suma amalgamada de
Y v Z. Si oy 7 son triviales decimos que X es la suma disjunta de Y y Z. Andlogamente,
se puede definir la suma de cualquier familia de racks (resp. quandles, conjuntos cruzados).
Sea {Y;}ic; una familia de racks tales que para cada par (i, j) € I x I existe un morfismo de
racks 0 : Y — Aut,(Y”), dado por = +— ¢¥, que satisface
gk ik

ik _jk
Ty o (y)

para todo 4,7,k € I, distintos entre si y para todo z € Y}, y € Yj. Si consideramos X =
|lc; Y:, la unién disjunta de dicha familia de racks, y ¢ : Y* — Aut,(Y"), dada por
o(y) = x>y, y, definimos > por

r>y =0 (y)
siz €Y}, y € Y;. Resulta sencillo verificar que (X,>) es un rack y X es la suma amalgamada
de la familia {Y;}ier.

Por otro lado, sea X un rack (resp. quandle, conjunto cruzado) y sea 2X = X x {1,2}.
Luego, es ficil ver que 2X es un rack (resp. quandle, conjunto cruzado) con

(z,0) > (y,7) = (x> y, j).

Ademds 2X no es indescomponible ya que 2X = X; U X5, con X; = X X {i}, es una
descomposicién; y no es exacto pues ¢ : 2X — Inn,(2X) no es inyectiva puesto que ¢, 1) =
®(z,2)- En forma andloga, se define el conjunto cruzado n.X para cualquier entero positivo.

Podemos enunciar esto de manera mas general.

Ejemplo 2.36. Sean X, Y dos racks (resp. quandles, conjuntos cruzados). Entonces X x Y
es un rack (resp. quandle, conjunto cruzado) con (z,y) > (u,v) := (z>wu,y>v). Esto es el
producto directo de X e Y en la categoria de racks (resp. quandles, conjuntos cruzados).
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Lema 2.37. Sean X, Y dos racks.

(a) Si X XY es indescomponible entonces X eY son indescomponibles.

(b) St X,Y son indescomponibles y X 0Y es quandle entonces X XY es indescomponible.

Demostracion. (a). Como las proyecciones X X X — X | Y x Y — Y son morfismos suryec-
tivos de racks entonces X e Y resultan indescomponibles.

(b). Supongamos que X es quandle. Sean (z1,y1),(22,72) € X X Y entonces existen
ULy ... Uy € X VU,...,0, €Y tales que

xo =ul > (ug > (... (wr>xy)...)),

Yo = 0 b (02 (L (VS )LL),

donde €;, €; € {£1}. Agregando, si es necesario, y,y, ' al final de la sucesién en Y podemos
suponer que m > n. Luego, agregando al final de la sucesion en X elementos x; podemos
suponer que m = n. Entonces,

(w2, 42) = (g, vi) & (2, 02 b (o (UG, 05 B (21,31)) -+ 2),s

con lo que X x Y resulta indescomponible. O

Como un contraejemplo de 2.37(b) citamos los rack de permutaciéon dados por X = Z,,
Y =Z4y fi: Z; — Z;, f(clase de n) := clase de (n+ 1), i = 2,4. Luego,

O, ={f5(x) [ r€Z} =X,

Oy ={fi(x) [ rel} =Y,

para todo z € X, y € Y; por lo tanto X, Y son indescomponibles. Pero X x Y no lo es ya
que

O = {(£3(0), f1(0)) / r € Z} = {(0,0); (1,1); (0,2); (1,3)} # X x Y.

Sea X un rack y tomemos ¢ : X — Inn,(X) como antes. Denotaremos F, := ¢~ '(y), una
fibra de ¢. Si X es un quandle entonces cualquier fibra F), es un subquandle trivial ya que si
z,2’ € F), se tiene que ¢upy = ¢pdw ¢yt = yyy~ ' = y, lo que implica que z>2’ € F,; ademds

y(x> ') =gp(zra) =@ vx)> (' >r) = (2'>r)s2’ = yd),

y por lo tanto x>z’ = 2/, para todo z, 2’ € X.
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Lema 2.38. Sea f : X — Y un morfismo suryectivo de racks. Si denotamos por G a la
fibra f~(y), para todo y € Y, entonces

(a) las fibras Gy y Gusy tienen la misma cardinalidad para todo u,y € Y.

(b) si X es indescomponible entonces todas las fibras de f tienen la misma cardinalidad.

Demostracion. (a). Sean u,y € Y, donde u = f(i) e y = f(j). Definimos ® : G}y — Gy por
(k) :=iv k= ¢i(k).

Notemos que f(i> k) = f(i) > f(k) = up>y, es decir ®(k) € Gy, lo que nos dice que P
esta bien definida. Ademas, ® es morfismo inyectivo de racks pues ¢; lo es. Finalmente, sea
k' € Guy; sabemos que existe k € X tal que i>k = k' y aplicando f tenemos que

uby = f(K) = flivk) = f@)> f(k) = uv> f(k).

Como Y es rack resulta que f(k) =y, o sea, k € G,. Por lo tanto, G, y G, tienen la misma

cardinalidad. De manera andloga, podemos ver que dicha afirmacion también se cumple para
las fibras G y Gy-15y-

(b). Si X es indescomponible entonces Y es indescomponible. Sean u,y € Y. Luego,
existen uq,...,u, € Y tales que

u=ui'>uyZ> (... (wrvy)...)),
con ¢; € {£1}. Por (a) tenemos que
Gya Guf{bby% SR Guilb(u?b((uznby))) =Gy

tienen la misma cardinalidad, como queriamos mostrar. O

Observacion 2.39. En el caso particular en que Y = Inn,(X) y f = ¢, y si denotamos por
F, a una fibra de ¢, entonces las fibras F, y F,, tienen la misma cardinalidad para todo

u,y € ¢(X).

Corolario 2.40. Sea X un rack finito indescomponible y f : X — Y un morfismo suryectivo
de racks. Si denotamos por Gy, a la fibra f~'(y) entonces

card(X) = card(Y) card(G,)),

para todo y € Y.

Demostracion. Dado que X es igual a la unién disjunta U,ey G, tenemos que card(X) =
> yey card(Gy). Por Lema 2.38 la afirmacién se satisface trivialmente. O
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Definicién 2.41. Sea (X,>) un quandle. Se dice que X es involutivo si ¢? = id para todo
r e X.

Definicién 2.42. Se dice que X es abeliano si
(xpw)>(y>z) = (x>y)> (w>2)

para todo w, x,y,z € X.
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3. Ejemplos.

3.1. Contraejemplos.
De rack que no es quandle.

Sea X un conjunto no vacio. Si f € Sx con f # id entonces el rack de permutacién
asociado no es un quandle.

De quandle que no es conjunto cruzado.

Sea X = {a, b, c} con
a>a=a,a>b=c,arc=">

y &y, ¢ = id. Es facil ver que, (X,>) es un quandle, pero no es un conjunto cruzado ya que
bra=ayarb=c#b.

3.2. Sumas amalgamadas.

Sea Z un rack. Describiremos todas las sumas amalgamadas X = YUZ para el rack trivial
Y = {0,1}. Denotamos Aut(Y) = {+ =id,—}. Sean 0 : Y — Aut,(Z) y 7: Z — {+,—}
morfismos de racks como en el Lema 2.32. Podemos ver que Z se descompondria como una
unién disjunta de subracks Z = Z, U Z_, donde 7(Z1) = £. Ahora bien la condicién (2.33)

yo 7. (u) = 1o, (y>u), Vy,ueY;z€ 2

es equivalente a que Z4 permanezcan estables por o y 0. Para ver esto supongamos que se
satisface tal condicion, entonces
y>7.(u) = 7.(u)

y

Toy(2) (U > 1) = Toy () (W),
pues Y es un rack trivial. Ahora, (2.33) dice que 7. = 7,,(.), para todo y € Y, z € Z. Sea
z € Zy; como T, = + = T, () entonces 0,(z) € Z,, para todo y € Y. Esto implica que Z,
permanece estable por g y 0;. De la misma manera, se puede ver que Z_ es estable por og
y o1. La reciproca es clara.

Por otro lado, la condicién (2.34)
2> oy(w) = o (zpw), YyeY; z,we Z
es equivalente a

¢ZUO = O'O(bzw (bzo-l = 01¢Z7 Vz € Z+> (31>
¢z00 = 01¢z7 ¢z0—1 = O—O¢za Vze Z_. (32)
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Supongamos que (2.34) se satisface y sea z € Z. Si z € Z entonces ¢,00(w) = op¢.(w), para
todo w € Z,y = 0,1 mientras que si z € Z_ e y = 0 entonces 7,(0) = 1 lo cual implica que
¢.00(w) = 010, (w), para todo w € Z y siy = 1 se tiene que 7,(1) =0y ¢.01(w) = 0p¢,(w),
para todo w € Z, como queriamos probar. La reciproca es obvia.

Otra manera de describir la situacion es considerar Z = Z, U Z_ una unién disjunta.
Tomemos Cy = ({¢,/x € Z;}) el subgrupo generado por ¢z, , C_ = ({¢.0,/x,y € Z_}) y
sea C' = (C} U C_). Entonces

(00, C] := {[00, ] = o0pog ¢ /o € C} =1 €8y, (3.3)
g1 = ¢:1:00¢;l Ve e Z_. (34)

Para ver esto, tomemos primero x € Z,. Luego, por (3.1) ¢,00 = 9@, lo cual implica que
(00, be] = 0ope05 ;! = 1. Ahora, si ¥,y € Z_ entonces por (3.2)

(00, Guy] = T002ty05  (G20y) ™" = Gu010,04 0, 6, = dudhyo005 0, b, = 1

como querfamos mostrar. Por otra parte, (3.4) es (3.2).

Proposiciéon 3.5. Sean Y, Z, X como antes.

(a) Si Z es un quandle entonces X es un quandle.
(b) Si Z es un conjunto cruzado entonces X es un conjunto cruzado si y sdlo si
Zy =2%"={z€Z/o;(z) = 2}
cont=0,1.

Demostracion. (a). Sea z € X. Si z € Z entonces x > x = x por hipdtesis, mientras que si
r €Y se tiene que x > x = x, trivialmente.

(b) Supongamos que X es un conjunto cruzado y sea z € Z,. Luego, z>0=0y zp1=1
entonces 0>z = zy 1> 2 = z lo cual implica que z € Z9° y z € Z°'. Ahora, tomemos
z € Z% entonces o0y(z) = z lo que implica z1>0 = 0. Como 7, € Aut,(Y) C Sy resulta que
z>1 =1, 0sea 7, = +y 2 € Z,. De manera analoga se ve que Z°* C Z,. Para ver la
reciproca, consideremos z,z’ € X con z >’ =z’ y verifiquemos por casos.

(1) Siz, 2’ estan ambos en Y o en Z entonces ' >x = x pues éstos son conjuntos cruzados.

(2) Siz €Y ya € Z entonces x> 12’ = o,(x') = 2’ lo que implica que 2’ € Z7* = Z,, o
sea T, = +, por lo que 2/ > o = 7.

(3) Sixz € Zya' €Y entonces x>2' = 7,(2') = 2’ lo que implica que 7, = +, es decir
x€Z, =7 =27 oseaoy(x) =z conz =01

Luego, «' > x = x como queriamos ver. 0
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3.3. Ejemplos geométricos.
Conjuntos cruzados poliedrales.

Sea P C R un poliedro regular con vértices X = {x1,...,x,} y centro 0. Para 1 <i <mn,
sea T; el mapa lineal ortogonal que fija a x; y rota el plano ortogonal en un dngulo de 27 /r
con la regla de la mano derecha (dirigiendo el pulgar hacia x;), donde r es el nimero de
aristas que salen de cada vértice. Definimos > : X x X — X por

x; > = Tj(z;).

Entonces (X, >) es un conjunto cruzado. Para ver esto consideramos G el grupo de las trans-
formaciones ortogonales con determinante 1 y notamos que {7},...,7,} es una clase de

conjugacion de G cuyo conjunto subyacente es un conjunto cruzado estandar e isomorfo a
X.

Es claro que a cada poliedro también le corresponde un conjunto cruzado andlogo dado
por las caras, que resulta isomorfo al conjunto cruzado dado por los vértices del poliedro

dual.

Se puede ver,por computacién directa, que el conjunto cruzado dado por los vértices del
tetraedro, el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro son indescomponibles.

Claso 1: Tetraedro.

X3

X1

X2

X4
Figura 1: El tetraedro.

Vemos que x5 = ¢3(21), €3 = ¢s(x1) y 4 = Po(x1). Luego, O,, = Xr, lo que dice que
Xr = {x1, 29, 23,24} es indescomponible.

Claso 2: Octaedro.
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Figura 2: El octaedro.

De la figura vemos que xo = ¢3(x1), 3 = ¢4(x1), T4 = O5(x1), 5 = Po(1) ¥y 6 =
¢3¢3(x1), con lo que O,, = Xo y resulta X indescomponible.

Caso 3: Icosaedro.

Figura 3: El icosaedro.

De acuerdo a la Figura 3 es facil chequear que zy = ¢1¢2(z1), 13 = ¢3(x1), T4 = d5(1),

Ty = g195(21), T6 = Pa(x1), T = P3(x1), x5 = GoP5(w1), g = PE(21), T10 = Pi(21),

T = P3(11), T12 = P2gs(x1). Luego,O,, = X y entonces X7 es indescomponible.

Caso 4: Dodecaedro.

Figura 4: El dodecaedro.
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De la figura, se puede chequear que xy = @23 (1), T3 = P2¢3(11), T4 = dr0P2(71), T5 =
Ga(71), 6 = ¢5(71), 17 = ¢3(71), 15 = G3(21), B9 = du(w1), w10 = G4(21), T11 = 503 (1),
T2 = clﬁlcbz(iﬁ), T3 = ¢7¢%($1), T14 = ¢8¢$¢%(9€1), Ti5 = ¢9¢§(9€1), Tie = ¢%O¢§($1),
Ti7 = ¢11¢2(9€1), T8 = ¢%o¢11¢2(ﬂf1), T19 = ¢20¢11¢2($1), Too = ¢17¢%0¢2($1)-

Entonces O,, = Xp como querifamos mostrar.

En el caso del cubo tenemos que si d es la distancia de Hamming * sobre el cubo entonces
d(z;,T;(z;)) = 2 si x; no es ni x; ni el vértice opuesto (por el centro del cubo) a x;. Luego,
Oy = {1 € Xo [/ d(xj,7,) =200 }, y card(Oy,) = 4.

X4

X3

X1
X2
X8

X5

X6

Figura 5: El cubo.

Luego, X = X7 U Xo, con Xy = {z1, 23,26, 28} v Xo = {22, 24, 25,27}, es una descom-
posicién. Es facil ver que cada una de estas componentes es isomorfa al conjunto cruzado
dado por los vértices del tetraedro.

Por otra parte, resulta claro que en los casos indescomponibles Inn, (X) ~ G.

Racks de Coxeter.

Sea (V, <>) un espacio vectorial sobre un cuerpo k, provisto de una forma bilineal
simétrica no isotropica, es decir si v € V y v # 0 entonces < v,v ># 0. Definimos para
u,v €V —{0}

2 <u,v>
— .
<v,v >

vbu=u—

Vemos que vi>u € V — {0} pues si vi>u = 0 entonces < u,v >= 0 y resulta que u = 0,
contra lo supuesto.

La distancia de Hamming es una funcién d : X¢ x Xo — {0,1,2,3}, dada por d(z;,z;) :=cantidad
minima de aristas necesarias para ir de z;a x;.
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Afirmamos que (V —{0},>) es un rack. Para ver esto tomemos v € V' —{0} y consideremos
¢y V —{0} -V — {0} dada por ¢,(u) = v>u. Si ¢,(u) = ¢,(u') entonces
2 <u,v> , 2<d v>

vy——-ro=UuUu — ——V
<wv,v> <wv,v>

lo que implica que
2<u—u,v>
v

(u—u")— =0,
<v,v >
por lo tanto, u — v’ = 0 y ¢, resulta inyectiva. Para ver que ¢, es suryectiva tomemos
. _ _ 2<w,v>
weV —{0};seau=vew=w— ==, luego
2 <w,v> <w,v>—-2<w,v> 2 <w,v> 2 <w,v>
VDU =W — v—2 V=W — v+ V= w.
<v,v> <v,v> <v,v> <v,v>

Veamos que se satisface la condicién (2.3). Sean u, v, w € V — {0}; entonces

2<w,v>
2<w,v> <w,u>——<vv> <vU,u >
ub (vow) =w— ———v — 2 : u=
<v,v > < u,u >
2 <w,v > 2 <w,u > <w,v >< v,U >
=w — v — u—+4 U
<v,v > < u,u > <v,v>< u,u >

mientras que, por otro lado

2 < w,u > <ubw,udv >
u—2 (upw).
<u,u > <ubv,ubv >

(ubv)>(u>w)=w—

Pero como <, > es simétrico se tiene que

2 <v,u> 2<v,u>
<Uubv,udbv >=< UV — ———U,V — ————U >=
< u,u > <u,u >
<wv,u > <wv,u > <wv,u >
=< 0,0> 22— < v, u> 22— < U, v > 44— < v, u >=
<u,u > <u,u > <u,u >
=< 0,0 >
y ademas
2 <w,u > 2 <v,u>
<ubw,upv >=< W — —— U,V — ——————U >=
< uu > < uu >
<v,u> <w,u > <w,u >
=< w,v>2——" <wu>-2——"— <uv>+4—" < v, u>=
<u,u > <u,u > <u,u >
=< w,v > .
Por lo tanto
2 <w,u > 2 <w,v > 2 <v,u>
(ubv)> (ubw)=w— u— (v — u)
< u,u > <wv,v > < u,u >
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como queriamos mostrar.

Para convertir esto en un quandle se puede tomar el cociente por la relacion v ~ —v ya
que v >v = —v. También se puede tomar el quandle conjugado (V — {0},>") como en la
subseccién 1.1. Dado que ¢ satisface u = u > t(u) = t(u>u) = 1(—u) se tiene que

. 2 <u(u),v > 2 <u,v>
vty =1(u) - —————v=—u+ ————.
<v,v > <v,v >

<u,v>

oS U por lo que

Ademas, si v >* u = u entonces u =

. 2 <wv,u> <v,u>< U, u >
uptv=—-v+——-u=-—-v+2 v=—v+2v=v
< u,u > <u,u><v,v >

con lo que (V — {0},>*) es también un conjunto cruzado.

Ejemplo 3.6. Consideramos el sistema de raices de un algebra de Lie semisimple compleja
con respecto a una subalgebra de Cartan h. Si V' = b y consideramos > como antes se
obtiene que (V' —{0},>) es un rack donde la accién ¢, coincide con la accién de w, € W, el
grupo de Weyl.

3.4. Conjuntos cruzados afines.
Conjuntos cruzados homogéneos.

Sea G un grupo finito y sea ® : S¢ — Fun(G, S¢) una funcién dada por
3 (y) = s(yr )z, s €Sq,x,y €G.
Entonces

;' (y) = s(tlya™"))w = s(t(ya™)za™ ) = Py (t(ya™")z) = ;P (y)

es decir que si consideramos a Fun(G,Sg) como un grupo con la multiplicacién punto a
punto, ® resulta un morfismo de grupo. Si ademas, s : G — G es un automorfismo de grupo
se define

vy = ®(y) = s(yr ).

Vamos a mostrar que (G,>) es un conjunto cruzado. Para ver esto, tomemos = € G y sea
¢, + G — G dada por ¢,(y) := z>y = ®5(y). Como P2 € S entonces ¢, es biyectiva.
También podemos ver que si z,y, z € G se tiene que

> (y > z) = PPy (2)) = s(s(2y ya™a = s*(zy™)s(ya™ o =
= s"(z2 ) 22y Ds(yr™x = s(s(za™a(s(ye™)z) s(yz™ e =
—‘Ds( ) > @3(2) = (zpy) e (z>2),
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pues s es un automorfismo de G. Con esto vemos que (G,>) es un rack. Por otra parte, x>z =
s(xz~!)z = x para todo x € G y si x>y =y se tiene que s(yx™1)zr =y, o sea s(yz Nz =y
lo cual implica que s(xy~') = zy~!, es decir s(xy~!)y = 2 como querfamos mostrar. Luego,
decimos que (G, >) es un conjunto cruzado homogéneo principal y lo denotamos por (G, s).

Seat: G — G dada por t(x) = s(z71)x. Luego, x>y = s(y)t(x) y es claro que ¢, = ¢, si
y sblo si t(x) = t(z); por consiguiente las fibras de ¢ como conjunto cruzado son las mismas
que las fibras de ¢. Notar que ¢ es un homomorfismo de grupo si y sélo si I'm(t) C Z(G), el
centro de GG. Esto es cierto ya que

tay) = t(x)t(y) <= sy e ey =t(x)s(y Ny <= sy Hi(z) = t(x)s(y™")

para todo =,y € G, y como s es biyectiva se tiene que la 1iltima condicién es equivalente a

t(z) € Z(G).

Mas generalmente, sea H C G° un subgrupo, donde G* es el subgrupo de elementos de
G fijos por S. Entonces H\G es un conjunto cruzado con

Hx> Hy = Hs(yx ')z

llamado conjunto cruzado homogéneo. Ademads, se puede ver en [J1] que un conjunto cruzado
es homogéneo si y sélo si es una érbita bajo la accién de Aut, (X).

Conjuntos cruzados homogéneos torcidos.

Sea G un grupo como antes y sea s € Aut(G). Si consideramos a G con x>y = zs(yx~')
entonces (G, >) es un conjunto cruzado que, en general, es distinto al anterior. A una érbita
cualquiera de éste la llamamos un conjunto cruzado homogéneo torcido.

Conjuntos cruzados afines.

Sea A un grupo abeliano finito y sea g : A — A un automorfismo de grupo. Al con-
junto cruzado homogéneo principal correspondiente lo llamamos conjunto cruzado afin y lo
denotamos por (A4, g). Luego,

zey=x+g(y—z)=f(z)+9(y),

donde f = id —g. Por otra parte, como g = id —f se tiene que x>y = f(z —y) + y con lo
cual se puede ver por inducciéon que

> (2> (. (2> y)...)) €y + f(A),

y mostrar de esta manera que O, = y + Im f. De esta forma, tenemos que (A,g) es
indescomponible si y sélo si es exacto puesto que si (A,g) es indescomponible entonces
z+Imf = A;luego Im f = Ay como A es finito f resulta inyectiva, y si ¢, = ¢, entonces
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2+ f(r—z) =2+ f(y — 2z) para todo z € A lo que implica que f(z) = f(y), es decir x =y
y (A4, g) resulta exacto. La reciproca es inmediata.

Veamos ahora cuando dos conjuntos cruzados indescomponibles afines son isomorfos.

Lema 3.7. Dos conjuntos cruzados indescomponibles afines (A, g) y (B,h) son isomorfos
st y solo si existe un isomorfismo de grupo T : A — B tal que Tg = hT. Si esto sucede,
cualquier isomorfismo de conjunto cruzado U : (A, g) — (B, h) puede ser escrito de manera
unica como U = 7, T, donde 7, : B — B es la translacion my(z) =x+byT : A— B esun
isomorfismo de grupo.

Demostracion. Supongamos que existe un isomorfismo de conjuntos cruzados U : (A, g) —
(B, h) y consideremos 7, : B — B dada por 7,(z) = = + b la translacién por b. Entonces, 7,
es isomorfismo de conjuntos cruzados ya que

x> )=x+h(x —2)+b=(z+0b)> (2 +b) = 7(x) > 7(2).
Definimos ahora, T := 7, 'U con b = U(0). Luego, T es un isomorfismo de conjuntos cruzados
y T(0) = 0. Sean f =id —g y k = id —h; entonces

T(f(x) +9(y) =T(xry) =T(x)>T(y) = k(T (x)) + h(T(y))

para todo x,y € A. Tomando x = 0 vemos que T'g = hT lo que implica que T'f = kT. Por
lo tanto,

T(f(z)+9(y) =T(f(x)) +T(g9(y))

Como (A, g) es indescomponible entonces f es biyectiva y T resulta morfismo de grupo. Para
ver la reciproca tomamos 7' : A — B un isomorfismo lineal tal que T'g = hT. Luego,

T(xry) =T(f(x) +9(y) =T(f(2) +T(g(y)) = k(T(x)) + (T (y)) = T(z)>T(y)

y T es un isomorfismo de conjuntos cruzados. O

Corolario 3.8. Si (A4, g) es un conjunto cruzado indescomponible afin entonces Auty (A, g) es
el producto semidirecto Ax Aut(A)?9 donde Aut(A)? es el subgrupo de todos los automorfismo
lineales de A tales que T'g = gT.

Demostracion. Definimos ® : A x Aut(A)? — Aut.(A, g) dada por
®(a,T) = 1,T.

Asi, ® estd bien definida y es biyectiva. Pues si 7,7 = 7,7 entonces 7.,'7, = T'T 1 y
evaluando en 0 tenemos que —a’ +a = 0, o sea a = @’ y por lo tanto T' = T”; luego, ® es
inyectiva. Para ver que ® es suryectiva tomemos U € Aut,(A,g) entonces U = 7T como
vimos en el Lema 3.7. Por otra parte, ® es morfismo de grupo ya que

P((a, 7)., T"))(x) = P(a+ T(a), TT")(z) = Tosr@)TT (z) =T(T"(z)) +a+T(d') =
=117 (2) = ®(a,T)®(a", T")(2)
para todo x € A. O
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Observacion 3.9. Si (A, g) no es indescomponible el Corolario puede no ser cierto. Por ejem-
plo, si g = id entonces f =0y (A, g) es trivial. Por lo tanto,

Aut.(A,g9) =Sa % A x Aut(A)7.
Observacion 3.10. El grupo Inn,. (A, g) es usualmente pequeno ya que Inn,. (A, g) ~ Im f x(g).

Demostracion. Solamente hay que mostrar que ®(Im f x (g)) = Inn.(A, g), donde ® es la
del Lema anterior. Dado que

¢a = Tf(a)9d = (b(f(a)ag)a
entonces Inn, (A4, g) C ®(Im f x (g)). Por otro lado, teniendo en cuenta que ¢y = g, se tiene
que

©(f(a),g")(b) = Ty’ (b) = dalg’ (b)) = dudt ' (D),
para todo j € Ny b € A. Esto implica que ®(f(a),¢’) € Inn.(4,g). O

En particular, Inn, (A, g) es soluble ya que si G =Im f x (g) y

GV = {lz,y] = zyz 'y fu,y € GY).

Entonces GV € Im f x {id} = H y por lo tanto G ¢ H® = {id} pues A es abeliano.

Observacion 3.11. Un conjunto cruzado estandar O donde O es una orbita no trivial de un
grupo finito no abeliano simple G no puede ser afin ya que por Lema 2.19 Inn,(O) ~ G y si
O fuera afin, por lo visto anteriormente, se tiene que G ~ Im f x (g) que no es simple.

De la misma manera, discutimos si los conjuntos cruzados poliedrales son afines.

El conjunto cruzado de los vértices del tetraedro es afin e isomorfo a
01
(A_ZQXZ279_<1 1))

Por su parte, el conjunto cruzado dado por los vértices del cubo no es afin ya que los
posibles grupos subyacentes serfan: Zg, Zy X Zy y Zs.

(i) Zg no puede ser pues Aut(Zg) = {1 =1d, 3,5,7}, donde Z denota la clase de = en Zs.
Luego, para cualquier elecciéon de g € Aut(Zg) v a € Zsg se tiene que

¢a(b) = a—g*(a) + g*(b) = b,

para todo b € Zg. Esto dice que ¢? = id, para todo a € Zg, mientras que las rotaciones
T;, en el cubo, satisfacen que T? # id. Por lo tanto, no puede ocurrir este caso.

(ii) Aut.(Zs x Z4) tiene orden 8 mientras que Inn,(X) contiene elementos de orden 3,por
lo que no puede darse este caso.
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(iii) Mientras que Z3 puede ser excluido mirando los automorfismos g € Aut(A) tales que
3 .
g° =id.

Para el caso del octaedro tenemos que Inn,(X) es Sy mientras que para el icosaedro y el
dodecaedro es Aj. Por lo tanto, el conjunto cruzado dado por los vértices de ellos no es afin,
por Corolario 3.8.

Ejemplo 3.12. Sea A = Z,, = Z/nZ y sea q € 7 = {p € Z, | (p,n) = 1} tal que
(1 —¢q) € Z). Entonces tenemos una estructura de rack sobre Z,, dada por
zoty = (1—q)z+qy.

Maés atn, este rack, que es denotado por (Z,,>?) es un conjunto cruzado indescomponible
porque es exacto y se puede ver que

(Z, %) ~ (Zn,bq,) — g=¢(.

Para ver esto suponemos que (Zy,,>?) ~ (Z,,>?), luego por Lema 3.7 existe T : Z, — Zy,
isomorfismo lineal tal que

Tg,=g9,T=Tgy <= T(9,—9y) =0 <= g, — gy =0 <= g=¢q

ya que Aut(Z,) es abeliano.

Ejemplo 3.13. Se tiene que (Z3,>?) es el tnico conjunto cruzado indescomponible con
tres elementos y que cualquier conjunto cruzado con tres elementos es o bien trivial o bien
isomorfo a (Zsz,>?). Para ver esto, sea X = {a,b,c} un conjunto cruzado; luego a>a = a y
tenemos dos posibilidades para a> b

(i) si a>b = b entonces a>c = ¢ pues ¢, es biyectiva. Como X es un conjunto cruzado
resulta que ba = a y c>a = a. Por iltimo, dado que ¢, es biyectiva se tiene que
b c = c. Por lo tanto, X es trivial.

(ii) si a>b = ¢ entonces a>c¢ = b y como no puede ocurrir que b>a = a se tiene que
b>a = cy bpc=a. De manera similar se puede ver que c>a =by c>b = a. Por lo
tanto, X es isomorfo a (Zy,>?) via la identificacién

a+—0, b—1, c+— 2.
En [EGS] estd probado que cualquier rack indescomponible de orden primo p es o bien

isomorfo a (Z,,>?) para algiin ¢ € Z o bien es isomorfo al rack de permutacién (Z,,>) con
r>y=1y-+1.

En [G] estan clasificados los racks indescomponibles de orden p?; en particular se prueba
que cualquier quandle indescomponible de orden p? es afin.
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Racks afines.

Estos son una generalizacién de los conjuntos cruzados afines. Sean A un grupo abeliano,
g € Aut(A), f € End(A) tales que fg = gf y f(id —g— f) = 0. Definimos, x>y := f(z)+g(y)
para todo x,y € A. Luego, (A,>) es un rack pues

(I) ¢, es biyectiva para todo x € A

(1) ¢2(y) = ¢=(y) siy sélosi f(x) +g(y) = f(z) +g(f) siy sélosigly) = g(y') siy
sélo si y = v/, pues g € Aut(A).

(ii) sea z € A. Como g es biyectiva se tiene que existe y € A tal que g(y) = z — f(x)
lo que implica que ¢, es suryectiva.

(IT) la propiedad (2.3) se cumple ya que

e (yvz) = f(@)+9(f(y) +9°(2) = f2(x) + fl9w) + 9(f(2)) + g°(2) =
= (f(z) +g9(y) > (f(x) +9(2)) = (x>y)> (v>2)

pues f — fg— f* =0y por lo tanto f(z) = f(g(x)) + f*(2).

Es claro que A es un quandle si y sélo si f =id —g pues a>a = a si y sélo si f(a)+g(a) =a
para todo a € A siy sélosi f(a) = (id— g)(a) para todo a € A. Se puede observar que como
f@id —g — f) = 0 entonces

0=g ' flid—g—f)=flg™ —id—g7"f)

y por lo tanto
(id—f)(id+g ' f) =id—f + g7 f — fg ' f = id.
Luego, id —f es un automorfismo de A. De esta manera, se puede considerar el quandle

afin (A,id —f). Es facil ver que este quandle es el quandle asociado al rack. Para ver esto
consideremos que

<A7 g) = <A7 l>) y <A7 id _f) = <A7 I>I)
Tenemos que ver que (A,>) = (A,>) donde ¢ € Cp(X) y cumple que a>(a) = a, es decir
t(a) = ¢, (a) = g7 (a) — g7 (f(a)) para todo a € A. Luego,

e’y = flx)+y—fly) = flx) +g9(uly) =v>'y

cOomo querfamos Ver.

Ejemplo 3.14. Como caso particular de la construccién anterior, podemos tomar A = Z,2,
g=idy f(x) = px.
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Uniones amalgamadas de conjuntos cruzados afines.

Sean (A, g) y (A, h) dos conjuntos cruzados indescomponibles afines y definamos f =
id —g, k = id —h. Buscamos o : (A, g) — Aut,(A,h), 7 : (A, h) — Aut.(A, g) morfismos de
racks que sean de la forma
0p = ofx) + 3, Le. 0z(y) = alz) + B(y),
Ty =7 +0(y), ie. 7y(z) = () +0(y),
donde o, d € End(A) y 5,7 € Aut(A). Ahora bien

ou(y>y) = afz) + B(k(y)) + B(h(y'))

es igual a

oa(y) > ou(y) = () + B(y)) » () + B(Y)) =
= k(a(x)) + k(B(y)) + h(e(x)) + h(B(Y),
para todos x,,y’ € A siy sélosi Bh = h3, y por lo tanto 3 € Aut(A)". De manera andloga,
se ve que T es un morfismo de rack si y sélo si v € Aut(A)?. Queremos construir una suma

amalgamada usando o y 7. Para ello debemos establecer bajo qué condiciones se satisfacen
(2.33) y (2.34). La condicién (2.33)

x> 1y(2") = 7o, (x> 2"),
para todo x,z" € (A,g), y € (A, h), es equivalente a

f(@) +g(v(2") + g(8(y) = v(f(2)) +~(g(2")) + d(alz)) +3(B(y)),

para todo z, 2’ € (4,9), y € (A, h). Tomando 2’ = y = 0 se tiene que f — fy — da = 0
mientras que si tomamos x = 2’ = 0 resulta que 00 — gd = 0. Por otra parte, la condicién

(2.34)
ye Ux(y,) = Ory(x) (y > y/)a
para todo x € (A,9), ¥,y € (A, h), es equivalente a

k(y) + h(a(x)) + h(B(Y)) = aly(x)) + a(6(y)) + B(k(y)) + B(A(y))

para todo = € (A, g), y,y' € (A, h). Tomando ' = x = 0 tenemos que k — k3 — ad =0y si
tomamos y = 3’ = 0 obtenemos ay — ha = 0. De la misma manera podemos obtener una
condicién equivalente a la (2.35). En conclusion

(2.33) es equivalente a f—fy—906a=0, 03 — g0 =0, (3.15)
(2.34) es equivalente a k—kB—ad=0, ay — ha =0, (3.16)
(2.35) es equivalente a a(z)+By) =y <= ~(z)+d(y) = =. (3.17)

Si (3.15), (3.16) y (3.17) se satisfacen entonces la unién disjunta X = (A, g) U (A, h) adquiere
una estructura de conjunto cruzado descomponible.
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Ejemplo 3.18. Supongamos que f es inversible y consideramos h = —gf ! =id—f"'y
definimos ¢ y 7 tomando a = id, = g, 7 = h, 6 = id. Entonces es facil ver que ¢ y 7 son
morfismos de rack y satisfacen (3.15), (3.16) y (3.17).

Ejemplo 3.19. Sea A = Z, y sea q € Z) tal que (1 —q) € Z). Consideremos g € Aut(A)
dada por la multiplicacién por ¢. Luego, f = id —g es inversible. Si h = —gf ! =id—f~!
entonces los conjuntos cruzados afines (4, g) y (A, h) son isomorfos si y sélo si (1 —¢q)? = 1.

Demostracion. Por Ejemplo 3.12 tenemos que (4, g) y (A, h) son indescomponibles. Ahora
bien, por Lema 3.7 (A, g), (A, h) son isomorfos si y s6lo si existe un isomorfismo de grupos
T:A— Btal que Tg = hT; y esto ocurre si y sélo si

Tg=—gf'T <= T -Tf=T—f'T < Tf=f'T,

y esta tltima condicién es equivalente a (1 —¢)? = 1. O

Lema 3.20. Si (A, g) es un conjunto cruzado afin entonces sus drbitas son isomorfas como
conjuntos cruzados.

Demostracion. Sabemos que O, = x + Im(f) para cualquier x € A. Sea entonces
{$0 = 0,1’1, c. ,an}

un conjunto completo de representantes de las coclases en A/ Im(f). Si definimos ¢; : ; +
Im(f) — Im(f) dada por ¢;(y) = y — z; tenemos que ; es un isomorfismo de conjuntos
cruzados pues ¢; es claramente biyectiva y como ocurre que

iy y) = oi(fy) +9) = fy) +9() — 2 = fly) + 9(¢) — f2:) — g(as) =
= fly —xi) + g(Z// —x;) = (y — ) > (3/ — ;) = @i(y) > go,-(y/)

entonces ; resulta un morfismo de rack. O

Como una consecuencia de esto podemos decir que si (A, g) y (B, h) son dos conjuntos
cruzados indescomponibles afines no isomorfos entonces cualquier suma amalgamada X =
AU B no es afin. Esto es cierto ya que las tnicas érbitas en X son A y B; pues si ¢ € X,
digamos = € A, entonces

Or ={ts, .. s, () | 21, 20 € X} DA{Puy -, (x) [ 1,..., 2 € X} = A,

y como O, C A se tiene que O, = A.
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3.5. Conjuntos cruzados involutivos.

Sea S un conjunto con una coleccién de funciones {;};cs, donde I es un conjunto cual-
quiera de indices, tal que 7; : Z — Sy para todo z,y € S existe ¢ € [ tal que z,y € Im(y;).
A las v; las llamaremos geodésicas.

Consideremos g : Z — Z dada por g(n) = —n. Si definimos
ne>m:= (id —g)(n) + g(m) = 2n — m,
entonces (Z,>) es un conjunto cruzado afin que denotamos por (Z, —1).

Supongamos que S satisface que dados x,y € S que pertenecen a dos geodésicas vy v/,
oseax = y(n) =), y =~v(m) =~'(m), con n,n’;m,m" € Z, entonces y(n>m) =
7' (n’ > m’). Podemos definir sobre S una tnica operacién binaria > de forma tal que las
geodésicas respeten a >, y de la siguiente manera

x>y :=y(nem)=y2n—m),

para cualquier geodésica v tal que v(n) = x y v(m) = y. Notemos que > estd bien definida
por la suposicién anterior.

Afirmamos que (S,>) es un quandle involutivo si x>y es una geodésica para todo = € S
y para toda v geodésica, ya que

(i) Sea ¢, : S — S dada por ¢,(y) = z>y. Notemos que si x = y(n), y = y(m) entonces
20 (259) = 1(n) > (Y (nbm) = 1(nb (16 m)) = 3(20 — (20— m)) = A(m) = y.
Luego, ¢2 = id y por lo tanto ¢, es biyectiva.
(ii) Sean x,y,z € Sy supongamos que y = y(n), z = y(m). Entonces
rp(y>z) =x>y(n>m) = (zey(n) > (z>y(m)) = (zey) > (z>2),
pues z >y es una geodésica.

(iii) Sea x € S y v una geodésica que pasa por x, digamos © = (n). Luego, z >z =
1(non) = 7(n) = z.

Por lo visto en (i) se tiene que (S,>) es involutivo. Mds atn, se puede ver en [J1] que cualquier
quandle involutivo se origina de esta manera.

Corazén de un grupo.

Sea G' un grupo. Si definimos z >y := xy~ 'z entonces (G,>) es un conjunto cruzado
involutivo pues
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1

(i) seaz € G. Luego, ¢2(y) = ¢ (xy~'x) = xa~lyx~ z = y por lo que ¢, resulta biyectiva.

(ii) se cumple (2.3) ya que

1 1 1

r=2xYy TXx !

v (y>z) =2y ey za”tey e = (x> y) o (20 2).

(iii) 22 =z to.

1

iv) si x>y =y entonces xy tx = y. Luego, r = yr 'y =y .
(iv) y=1y y y. Luego, yr~ly =y

A (G,») lo llamamos el corazén de G. Si G es abeliano entonces (G,>) es el conjunto
cruzado afin dado por g = —id. Como un ejemplo particular veremos el corazén de un loop
de Moufang.

Loops de Moufang.

Definicién 3.21. Un [oop es un par (L, -) donde L es un conjunto no vacio con una operacion
binaria - sobre L tal que

(i) dados a,b € L las ecuaciones
a-xr=0>, y-a=>o (3.22)
tienen soluciones tnicas en L.

(i) existe un elemento identidad 1 € L que satisface
l-x=x2-1=2x, Vzel. (3.23)

Definicién 3.24. Un loop de Moufang es un loop que satisface
v (y-(z-2)=((z-y) z)- 2 (3.25)

Notaremos zy por x - y.

Proposicién 3.26. Sea (L,-) un loop de Moufang. Entonces:

1

(i) six € L existe un tunico elemento x=' en L tal que

rr =2t =1,

(i1) z(yzx) = (zy)x para todo x,y € L.

Demostracion. (i) Sea x € Ly sean a’,2” € L las soluciones a las ecuaciones za = 1y
bxr = 1, respectivamente. Luego, za’ = 1y 2”2 = 1. Ahora bien, sea w € L tal que 2’ = 2" w.
Luego,

x// — x// — JZ”(JZZE,) — :E”(:L‘(xﬂw)) — ((I'I/ZL’)ZL‘H)IU — (11‘”)“} — l'/,w,

por loque w =1y 2’ = 2".

(ii) Se obtiene de (3.25) tomando z = 1. O
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Proposicién 3.27. Si (L,-) es un loop de Moufang entonces

(i) (L,-) tiene la propiedad de inverso a izquierda, o sea

v zy) =y, Va,yclL. (3.28)

(ii) (L,-) tiene la propiedad de inverso a derecha

(zy)y™' ==, Vr,yel. (3.29)

Demostracion. (1)Como
z(z™ (zy)) = (w27 "))y = 2y,
entonces, por (3.22), se tiene que 7' (zy) = y.
(ii) Sabemos que zy = (y(y~'x))y = y(y~'=)y) y que 2y = y(y~'(vy)). Luego, por (3.22)
se tiene que (y~'z)y = y~(zy). Ahora

y Hay) =y (@) 'y) = (v (=y)y )y,

y por (3.23) resulta que y~*(zy)y~' = y~'z. Por lo tanto, (xy)y~! = z por (3.22). O

Proposicién 3.30. Si (L,-) es un loop de Moufang entonces (xy)~' = y~'z~! para todo
x,y € L.
Demostracién. Sea z = xy. Luego, x7'2 = y e yz~! = 2%, Por lo tanto, y to~! = 271 =
(zy)~'. O

Definicién 3.31. Sea (L,-) un loop de Moufang. Se define Cor(L) := (L,r), el corazén de
L, donde >: L x L — L esta dada por

>y = xyilx.

Proposicién 3.32. Si (L,-) es un loop de Moufang entonces Cor(L) es un conjunto cruzado
involutivo.

Demostracion. Para x € L, sea ¢, : L — L dada por ¢,(y) = x> y.

(i) Sea z € L. Luego,
2o (20 y) = alay~0) e = 2(e~ya e = (o(a (o ))e = gl =,

para todo y € L, o sea ¢> = id y por lo tanto ¢, es biyectiva para todo = € L.
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(ii) Veamos que x> (y>z) = (x> y)> (x> 2) para todo z,y, z € L.

(zoy)>(r>2) = (vy o) (zz'2) oy o) = (oy o) (z 7 2a™h)

I

= (zy o) (27 2)2™ )2y "2)) = (ay~ @) (a7 (2(2”
)
(

— ~
E%
/-\
8
<
=l
8
~
~—
~—
~—

Il

= (zy '2) (@ (2(y 7)) = ( (@ 2y 1%)

~—

@
,_n

\_/

y 1(2 Yy~ '2)))

( Zf((( 2y ) =2((y 'z
(v 'zy Nr=a(y 'z

lr=a>(yzly) =20 (Yo z).
iii) Sea z € L. Luego, x> x = xz ™'z = .

(ii) 80,

(iv) Sea z,y € L y supongamos que x>y = ¥, es decir zy 'z = y. Por (3.29) xy~! = yz 1,

y nuevamente por (3.29) z = yx~ly =y .

Por lo tanto, Cor(L) es un conjunto cruzado involutivo. O

3.6. El quandle libre de un conjunto.

Sea C' un conjunto cualquiera y sea F'(C) el grupo libre generado por C. Para ¢ € C
denotamos por O, a la érbita de ¢ en F(C), o sea O, = {ucu™' / v € F(C)}. Definimos
Xe = Upee Oc. Luego, X¢ es un conjunto cruzado ya que cada O, es estable por conjugacién
en F(C) y Xc¢ resulta estandar.

Afirmamos que X es el quandle libre sobre el conjunto C| es decir si (X, >) es un quandle

y ¥ : C — (X,>) es una funcién cualquiera entonces existe un unico ¢ : X¢ — X morfismo
de rack tal que el siguiente diagrama es conmutativo

C

‘! /

es decir 1t = 1, con ¢ la inclusién de C en el grupo libre F ().

Sea (X,r) un quandle y sea ¢ : C' — (X,>) una funcién cualquiera. Definimos i[j C —
Inn, (X) dada por 1(c) := by(e)- Como F(C) es un objeto libre sobre C' en la categoria de
grupos entonces existe un tnico morfismo de grupo ® : F(C) — Inn,(X) tal que &1 = 7;5
Ahora definimos 12 : X¢ — X dada por

~

P(y) = S(u)(¥(c)),

donde y = yeu™!, con ¢ € C' 'y u € F(C). Veamos que @/D\ estd bien definida. Para ver esto
usaremos los siguientes resultados que probaremos més adelante
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(a) sic,de Cy O.= O, entonces ¢ = d.

(b) sea ¢ € C, el centralizador de ¢ en F(C') es (c).

Sea y € X¢ y supongamos que y = ucu ' = vdv™!, con ¢,d € C y u,v € F(C). Luego,
¢ = u tvdvtu por lo que O, C Oy vy como d = v ucu™'v se tiene que Oy C O.. Asi,
O. = Oq4. Por (a) tenemos que ¢ = d. Ademds, cv'u = v uc, es decir v u € Zpy(c) = (c)
por lo que

Uu=cy...ce¢"y v=cy...qc",

con cy,...,c, € C'yn,méeNU{0}. Luego,

O(u)(P(c) = () > (Y(c) > (- (Plen) (((0)" > Y(c))) .. .)) =
= (er) > (P(e2) > (- (Ylen) 2 (e) ) =
= Plea) > (Y(e2) > (- (W(en) C((e)™ 2 p(c))) .. ) =
= ®(v)(¥(c)),

pues (X,>) es un quandle. De esta manera, hemos visto que {b\ esta bien definida.

Probemos (a). Como O, = Oy se tiene que d = ucu™! para algiin u € F(C). Entonces,
€11

u=ci'...cpr,conc €C,ee{l, =1}y e # 1 para todo i. Luego

—€1

— A€l €n —€n
d=cf...crec,™...c]

€ —€n : en — —1 : —€n — 1
Por lo tanto, c*cc, = c ya que, o bien c¢i» = ¢ * o bien ¢," = ¢~ pues la manera de
escribir a d en F'(C) es tnica y de no ser asi el miembro de la derecha no serfa un elemento
en C. Siguiendo de esta manera se tiene que u = ¢ o u = ¢~ "; entonces d = c.

Probemos (b). Sea ¢ € C'y u € Zp(c)(c). Luego, ¢ = ucu™*. Por lo visto anteriormente
u=c"ou=c" Luego u € (c).

A continuacién mostraremos que

(i) ¥ X¢ — X es un morfismo de quandles.
(ii) QZZ Xc — X extiende a v, es decir QZL = ).

(iii) ¥ es tinica satisfaciendo (i) v (ii).

Demostracién. (i) Sean x,y € X, digamos z = ucu™, y = vdv™!, con ¢,d € C y u =
it ...cr v e F(C). Entonces

Y(xey) = p((ueu " v)d(ucu™v) ™) = d(ucu ) (1(d)) = (ucu")(D(v)(d)) =
= Di(er) - - Pen) Do) P - - Dupien) (P(V) (¥(d))) =
(

41



(ii) Sea ¢ € C. Luego

(00)(e) = Dle) = B(1)(W(e) = v(e),
ya que ®(1) = id por ser & un morfismo de grupos.

(iii) Supongamos que existe 1 1 Xo — X tal que ¢ es morfismo de quandles y que 1t = 1.
Veamos que () = @D( ) para todo z € X¢. Sea x € X¢. Luego, existe c € C'y u € F(C)
tales que z = ucu~". Si u = 1 entonces = ¢ y tenemos que (P1)(c) = ¥(c) = ¥(c) = ¥(c);

mientras que si u = cf' ..., con ¢; € C'y ¢; € {1,—1}, para todo i se tiene que
P() = Dlucu™) = (e > (55 (- (e v ) ) =
=) > (") > (- (W) > (o) . ) =
= ((c1)” > (((e2))? o (- ((W(en)) ™ 2 (e)) ) =
= () & (D)) > (- (D)) 2 Ae)- ) =
= () > (P(e) > (- (Dleg) > () ) = (e > (> (o (e b)) =
= P(ucu™) = P(a

Con esto se finaliza la prueba. O

Observacion 3.33. X¢ no es un rack libre pues puede fallar la buena definicién de la 12
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4. Extensiones.

En esta seccién mostraremos cémo se relacionan los racks finitos con los conjuntos cru-
zados indescomponibles exactos.

Lema 4.1. Sea X un rack y S un conjunto no vacio. Sea o : X x X — Fun(S x S,S) una
funcion tal que para cada i,j € X ys,t € S se tiene un elemento «; ;(s,t) € S. Escribimos
a;;(s) : 8 — 8 como la funcion o, j(s)(t) = a; ;(s,t). Entonces

(I) X xS es un rack con la operacion
(i,5) > (5,8) i= (5, @i (5,1))
sty solo si se satisfacen las siguientes condiciones
a; j(s) es una biyeccion; (4.2)

@i ok (8, ikt 1) = ausjiok(ij(s,t), air(s,u)),  para todoi,j k€ X; s t,ucs.
(4.3)

En otras palabras, o jui(S)ojk(t) = sk (s, 1)) k(s).

(1I) Si X es un quandle, entonces X x S es un quandle si y solo si se satisfacen (4.2), (4.3)
)

Oém’(S, S) =S, (44)
para todo i € X, s € S.

(III) Si X es un conjunto cruzado, entonces X x S es un conjunto cruzado si y sélo si se
satisfacen (4.2), (4.3), (4.4) y
a;i(t,s) =s siempre que i>j =7 ya,;(s,t) =t (4.5)
para todo i,j € X, s,t € S

Demostracion. Se obtiene directamente de las definiciones bésicas. O

Definicién 4.6. Si se satisfacen estas condiciones decimos que « es un cociclo dindmico y
que X X S es una extension de X por S, y lo denotamos por X x, S.

Sea X un quandle y supongamos que la extension de X por S, X X, S, es también un
quandle. Para ¢ € X definimos
sp; t = Ckiﬂ'(S, t)
Es facil ver que (5,1;) es un quandle para todo ¢ € X. Entonces, cuando j = k la condicién
(4.3) dice que
O[i’j(87 t > U,) = (S, t) Pinj O 5 (S, U)7 (47)
para todo s,t,u € S, es decir, el mapa «; ;(s) : (S,>;) — (5, >s;) es un morfismo de quandles.

Por otro lado, la proyeccion X x, S — X es claramente un morfismo.
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Lema 4.8. Sea (X,>) un quandle el cual es una union disjunta X = U;ey X;, tal que
exviste > 1 Y XY — Y que satisface X; > X; = Xis;, para todo i, € Y. Supongamos que
card(X;) = card(Xj), para todo i,j € Y (esto sucede, por ejemplo, si X es indescomponible).
Entonces (Y,5) es un quandle.

Mas ain, sea S un conjunto tal que card(S) = card(X;) y para cadai € Y sea g; : X; — S
una biyeccion. Consideremos a:Y x Y — Fun(S x S,S) dada por

@ j(s,t) == gisj(g; " (s) ng_l(t))-

Entonces a es un cociclo dinamico y X ~Y X, S.

Demostracion. Veamos que (Y,5) es un quandle.

Sea i € Y. Consideremos ¢; : Y — Y, dada por ¢;(j) := i5j.

(I) ¢; es biyectiva ya que

(i) si ¢i(j) = ¢i(j') se tiene que X;> X; = X;> X;/. Supongamos que j # j' entonces
X;N Xy =0.Sean x € X;, y € X;. Luego, x>y € X;>X;. Como ¢, : X — X es
biyectiva y card(X;/) = card(X;>X}/) entonces ¢, |x, : Xy — X;> X es biyectiva.
Luego, existe z € X tal que x>z = x>y y esto implica y = z € X; N X;/; lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, j = j' y ¢; resulta inyectiva.

(i) sean k € Y, z € X; y z € Xj. Luego, existe y € X tal que x>y = 2. Suponiendo
que y € X; se tiene que X; > X; = Xj. Luego, Xj5; = Xj, o sea ibj = k.

(IT) Sean 4,j,k € Y. Luego
Xisgskey = Xi > (X; 0 Xp) = (Xi> Xj) o (Xi > Xi) = Xisj © Xisk = X(isj)ssk)
lo que inplica que i>(jbk) = (i57)>(ibk).
(III) Sea i € Y. Como X es un quandle se tiene que
X,={zvzx /ze X;} CX;> X,

Entonces, X; > X; = X;, es decir i>1 = 1.

Ahora bien, si S es un conjunto no vacio tal que card(S) = card(X;) y para cada i € Y
existe una biyeccién g; : X; — S entonces

(i) paracadai,j €Y, s e S la funcién o, ;(s) : S — 5, dada por
@;j(s)(t) = @i j(s,t) = gilSj(gi_l(S) > gj_1<t)) = giw%;l(s)gj_l(t),
es biyectiva pues es composicién de biyecciones.
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(ii) sean i,j,k € Y y s,t,u € S; luego
i gk (8, k(t 1) = gissry (9 (5) > G (gssr (g5 (1) > g ' (1)) =
= gisisky (9 () > (g7 () > gy ' (u)) =
= gaspstsm) (9 ()2 g () > (g7 (5) > g ' () =
9(isH)s zbk)(gl_i (gl ( ( )ng_ (t))

> Gk (9isk(g; ' (s) > g ' () =
9sistsk) (Gisy (g (5,8)) > gisp(in(s, u))) =

= aysjsk(Qi (s, 1), air(s,u)),

g9 (s
g9; (s

V\l V‘

lo que muestra que se cumple la condicién (4.3) del Lema 4.1 y « resulta un cociclo
dindmico.

Maés ain, como Y es un quandle entonces Y x, S resulta un quandle ya que

-1

aii(s,8) = gisi(g; ' (5) > ;' (s)) = gi(g; ' (5)) = s,

paratodoi €Y, s e S.
Finalmente, sea ® : Y x, .S — X dada por ®(i,s) := g; '(s). Luego,
(I) ® es biyectiva, ya que

(i) si ®(i,s) = (i, s") entonces g; '(s) = g;'(s') € X; N Xy; luego i = 7, lo que

implica que s = s'.
(i) sea z € X. Luego, existe i € Y tal que z € X;. De esta manera, ®(i, g;(z))
Y(gi(z)) = z, y ® resulta suryectiva.

9
(IT) Dado que

®((i,5) & (,1) = (i, 05(5,1)) = g5 (955 (9:7 ' () > g5 (1)) =
=g; (5)>g; ' (t) = (i, 5) > ©(j, 1),

se tiene que ® es morfismo de racks.

Por lo tanto, X ~Y %, 5.0

Observacion 4.9. (1) Supongamos que se satisfacen las condiciones del Lema anterior. Si

X es indescomponible entonces Y también lo es.

(2) El Lema anterior puede enunciarse en término de racks.

(3) Para enunciar el Lema en término de conjuntos cruzados es necesario suponer que

(Y,5) es un conjunto cruzado.
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Corolario 4.10. Sean (X,>) y (Y,5) quandles (resp. racks, conjuntos cruzados). Sea f :
X — Y un morfismo suryectivo de racks tal que las fibras f~'(y) tienen todas la misma
cardinalidad (lo que sucede, por ejemplo, si X es indescomponible). Entonces X =Y X, S
es una extension.

Demostracion. Sabemos que X = U,cy X, donde X, = f~!(y). Por hipétesis card(X,) =
card(X, ), para todo y,y’ € Y.

Ademéds, si x € X, ' € X,y entonces x>’ € X5, ya que f(z>a') = f(2)5f(2) = yby'.
Por otro lado, si z € X5, entonces f(z) = y>y’. Como f es suryectiva tenemos que y = f(z).
Dado que ¢, es biyectiva existe " € X tal que z = z > 2”. Luego, y>y' = y>f(2”), por lo
que y' = f(a"), es decir z € X, > X,,. Con esto se ve que X, > X,y = X5,

Se define S := X, con yy € Y fijo. Luego, card(S) = card(X,), para todo y € Y. Esto
implica que existe una biyeccién g, : X, — S. Por Lema 4.8 X =Y x, .S es una extension.
O

Proposicién 4.11. Sea X un rack finito indescomponible. Entonces X es isomorfo a una
extension Y X, S, donde Y es un conjunto cruzado indescomponible exacto. Mds aiun, Y es
unico con la propiedad que cualquier morfismo suryectivo de racks X — Z, con Z exacto, se
factoriza a través de 'Y .

Demostracion. Consideremos la sucesion
X = Xy =0(X) = Xo = 0(X1) ...

como X es finito la sucesion se estabiliza, digamos en Y = X, el cual es claramente exacto e
indescomponible. Por ser exacto Y resulta un conjunto cruzado. Sea f : X — X, el morfismo
suryectivo dado por la sucesion anterior. Como X es indescomponible las fibras f~!(y) tienen
la misma cardinalidad. Por Corolario 4.10 se tiene que X =Y x, S.

Sea ahora v : X — Z un morfismo suryectivo con Z exacto. Por Lema 2.18 se tiene un
morfismo suryectivo ¢; : X; — Z, y asi siguiendo. Luego, 1 : X — Z se factoriza a través
de Y por el morfismo v, : X,, — Z. 0O
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5. Racks simples.

5.1. Conjuntos cruzados indescomponibles exactos.

Los conjuntos cruzados indescomponibles exactos pueden ser caracterizados como sigue.

Proposicién 5.1. (1) Si X es un conjunto cruzado indescomponible exacto entonces exis-
te un grupo G y un morfismo inyectivo de conjuntos cruzados ¢ : X — G tal que Z(Q)
es trivial y p(X) es una sola drbita que genera a G como grupo. Mds ain, G es tinico
con estas condiciones, salvo isomorfismo.

(2) Si X es una sola drbita en un grupo G con Z(G) trivial y X genera G como grupo
entonces X es un conjunto cruzado indescomponible exacto.

(8) Eziste una equivalencia de categorias entre

(a) €; la categoria de conjunto cruzados indescomponibles exactos, con morfismos
suryectivos.

(b) B; la categoria de pares (G, O), donde G es un grupo con Z(G) trivial y O es una
orbita que genera G y un morfismo f: (G,0) — (K,U) es un homomorfismo de
grupo f: G — K tal que f(O) =U.

Demostracion. (1). Tomamos G = Inn,(X) y ¢ = ¢ : X — Inny(X). Luego, ¢ es morfismo
inyectivo y ¢(X) = ¢(X) es una sola drbita que genera a G como grupo, por definicion.
Ademads, Z(G) es trivial por Observacién 2.23. Para ver unicidad supongamos que existen
G'y ¢’ : X — G’ que cumplen con estas condiciones. Si consideramos X' = ¢’(X) entonces
¢+ X — X’ es un isomorfismo de racks. Por Lema 2.18 la funcién A := Inn,(¢’) : Inn, (X) —
Inn, (X’) es un isomorfismo de grupos; mientras que por Lema 2.19 (b) Inn,(X’) ~ G'. Por
lo tanto, Inn, (X) ~ G'.

(2). Como X es una 6rbita existe z € G tal que X = {grg~' / g € G}, entonces es
estable por conjugacién, lo que implica que X es un conjunto cruzado. Ademas, O, = X
pues si y € X, con y = grg~ !, se tiene que

y=x1> (x> (... (x,>2)...)) € O,.
Por otro lado, si ¢, = ¢, entonces zzz~' = yzy~! para todo z € X; luego 27 'y € Z(G), es
decir x = y. Con esto se ve que X es un conjunto cruzado indescomponible exacto.

(3). Sea S : € — P el funtor que a cada objeto X en € le asocia el objeto (Inn, (X), (X))
en PB. Usando (2) podemos definir un funtor 7" : 8 — €. A partir de esto y (1) es facil ver
que existe una equivalencia de categorias entre € y B. O

Definicién 5.2. Sean XY racks y sea 7 : X — Y una proyeccion de racks, es decir, un
morfismo suryectivo de racks. Decimos que 7 es trivial si card(Y) =1 o card(X).
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Definicién 5.3. Un rack X es simple si X no es un rack trivial y cualquier proyeccién de
racks 7 : X — Y es trivial.

Observacion 5.4. Sea X un rack descomponible, digamos X = X; U Xy ysea Y = {0, 1}, el
rack trivial. Luego, f : X — Y dada por f(X;) =0y f(X3) =1 es un morfismo suryectivo
de racks.

Por lo tanto, todo rack simple Z es indescomponible. Para ver esto notamos que si
card(Z) = 2 entonces es indescomponible por ser no trivial. Ahora bien, si card(Z) # 2 y
supongamos que Z es descomponible entonces, por lo anterior, existe 7 : Z — Y = {0, 1}
morfismo suryectivo de racks. Como Z es simple y card(Y) # 1 se tiene que card(Z) = 2
contra lo supuesto.

Observacion 5.5. Sea X un rack simple con n elementos. Como ¢(X) es un rack y ¢ : X —
¢(X) es una proyeccién de racks entonces card(X) = 1 o n. Si card(¢(X)) = n se tiene
que X es exacto y, por lo tanto, es un conjunto cruzado. También notamos que en este caso
card(X) > 2. Por otra parte, si card(¢(X)) = 1 entonces ¢(X) = {¢} e

Inn, (X) = {¢* / k€ NU{0}}.
Como X es simple entonces X es indescomponible. Luego, si z € X
X=0,={¢"2) | keZ} ={¢"(x) | ke NU{0}} = {¢"(x) /0< k <m -1},

pues X es finito y orden de ¢ es igual a m. Sea M el minimo entero positivo entre los j tales
que
X =A;={¢ @)/ 0<k <3}

Luego, M = n, pues si M < n entonces card(Ay;) # n lo cual contradice el hecho de que
X = Ay Asi, X es un rack de permutacién definido por un ciclo de longitud n.

Proposicién 5.6. Sea X un rack indescomponible, con card(X) primo, entonces X es sim-
ple.

Demostracion. Sean Y un rack y f : X — Y un morfismo suryectivo de racks. Por Corolario
2.40 se tiene que card(X) = card(Y') card(G,), para todo y € Y, donde G, es una fibra de
f. Ahora bien, como card(X) es primo entonces card(Y) =1 6 card(X). Por lo tanto, X es
simple. O

Proposicion 5.7. Sea X un rack de permutacion con n elementos definido por un ciclo de
longitud n. Entonces X es simple si y solo si n es primo.
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Demostracién. Supongamos que X es simple. Sabemos que X = {z,¢(z),...,0" (z)}
donde ¢ es el ciclo que define al rack y x es un elemento cualquiera de X. Sea d un divisor
de n. Consideramos en X la siguiente relacién de equivalencia

O'(x) ~ ¢l (1) <= i=j modd.
Luego, definimos Y := X/ ~. Entonces, card(Y') = d y notamos que

Y ={la], [p(@)],.... [ (@]},

donde [p?(x)] es la clase de ¢’ (x). Ademéas Y tiene estructura de rack con

o' (@)] > [’ (2)] = [¢"* ()]

Notar que & estd bien definido ya que si ¢*(z) ~ o*(x) v ¢/ (z) ~ ¢"(x) entonces /T (z) ~
"1 (z), lo que nos dice que

Ahora bien, la proyeccion al cociente 7 : X — Y es un morfismo de racks. Como X es simple
se tiene que card(Y) = 1 o n. Por lo tanto, n es primo.

Reciprocamente, supongamos que n es primo. Como n # 1, X es no trivial. Sea Y un
rack y sea f: X — Y un morfismo suryectivo de racks. Luego,

f@'(@) = fla> (@e (.. (@pa)..)) = fl@) > (f@) e (. (fl@)e f(@)...) =
= ¢'(f(2)),

donde 9 = ¢y). Ahora bien, como f es suryectiva se tiene que 1 < card(Y) < n. Si
card(Y) < n existen 4,j con i # j y 0 < 4,5 <n — 1, tales que

fl¢'(@) = (¢ (),

o equivalentemente existe r con 1 < r < n — 1, tal que

De esta manera, f(z) = ¢"(f(z)) lo que implica que ¥"™*(f(x)) = f(z), para todo k € N.
Como n y r son coprimos entonces f(x) = ¢’(f(z)), para todo j con 1 < j < n — 1. Luego,
Im(f) ={f(z)}, es decir card(Y) = 1. Por lo tanto, X es simple. O

Proposicion 5.8. Sea X un conjunto cruzado indescomponible exacto, el cual corresponde
al par (G,0). Entonces, X es simple si sélo si cualquier cociente de G, distinto de G, es
ciclico.
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Demostracion. Supongamos que X es simple y sea 7 : G — K epimorfismo de grupos. Dado
que por Proposicién 5.1 G ~ Inn,(X) entonces tenemos que ¢ := 7¢ : X — 7(4(X)) es un
morfismo suryectivo de conjuntos cruzados y como 7 es homomorfismo de grupos entonces
(X)) genera a K como grupo. Por la Observacién 5.5 se tiene que o bien ¢ (X) es un solo
punto o bien 1) es biyectiva. Si ¢(X) es un solo punto entonces K es ciclico. Mientras que si
1 es biyectiva tomamos g € Ker(m); luego,

ﬂ-(g(bxgil) = TPy,

y como go.g ' € ¢(X), pues ¢(X) es estandar, entonces g¢,g~' = ¢,, para algin y € X.
Esto implica que ¢(z) = ¢ (y) y, por ser ¢ biyectiva, x = y, es decir ¢, = ¢,. De esta manera,
se tiene que g¢, = ¢.g, para todo x € X, o sea g € Z((G), que es trivial. Por lo tanto, 7 es
isomorfismo de grupo y K no es un cociente propio de G.

1

Reciprocamente, supongamos que cualquier cociente no trivial de G es ciclico. Sea 7 :
X — Y un morfismo suryectivo de conjuntos cruzados. Luego, ® = Inny(7) : Inn,(X) —
Inn,(Y) es un epimorfismo de grupo. Como G ~ Inn,(X) se tiene que o bien ¢ es una
biyeccion, en cuyo caso X ~ Y y card(Y) = card(X), o bien Inn.(Y) es ciclico, digamos
Inn, (Y) = (p). En este dltimo caso, como ¢(Y') es un conjunto cruzado indescomponible
dentro de un grupo abeliano entonces ¢(Y) es un punto. Ahora bien, si y € Y entonces

Y=0,={iF'v (@' >(..(iF'>y)...)) [i1,...,is €Y} =
={o:' ... (y) [ irs...is €Y}
={¢,"(y) / n € N} = {y},

lo que implica que Y tiene un solo elemento. Por lo tanto, X es simple. O

Observacion 5.9. Notar que si X es conjunto cruzado indescomponible exactoy 7: X — Y
es un morfismo suryectivo de racks entonces Y, y por ende ¢(Y’), son conjuntos cruzados
indescomponibles.

Ejemplo 5.10. Sea X el conjunto cruzado de las caras del cubo (que es el mismo que el
dado por los vértices del tetraedro). Podemos realizar X como la 6rbita dada por 4-ciclos de
S4 ya que X es exacto e Inn,(X) ~ S,. Considerando el cociente

S4 — S4/K ~ Sg,

donde K es el subgrupo de Klein, podemos ver que X no es simple puesto que S3 no es
ciclico.

Veamos a continuacion algunos resultados de grupos finitos, por completitud.
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Proposicién 5.11. Sea n un entero positivo,con n # 4. Luego

(1) Si N es un subgrupo normal no trivial de S,, entonces N = A,, ¢ N =§S,,.

(2) Si C es un cociente de S,,, distinto de S, entonces C ~ Zy ¢ C' ~ {id}.

Demostracion. (1). Se tiene que N N A,, es un subgrupo normal de A,,. Como A,, es simple
tenemos que

NNA,=4A, 6 NNA,=/{id},
Si NNA, =A, entonces A,, C N C S, lo que implica que

2=[S,:A,] =[S, : N|[N: A,

por lo tanto, [S, : N] =16 2. Sies 1 entonces N =S, y si es 2 entonces N = A,,.

Veamos ahora que el segundo caso no puede ocurrir. Supongamos que N N A,, = {id}.
Como N # {id} existe ¢ € N, con ¢ # id. Luego, 0? € N y 0% € A, pues es el producto
de una cantidad par de transposiciones. Entonces 0? = id. Sea o = (a1b;)(agbs) ... (a,b,) la
descomposicion de ¢ como producto de 2-ciclos disjuntos.

(I) Sir =1 entonces o = (a1by).

(i) Si 1 < ay < by entonces (1b1)(a1b)(1b1) = (lay) y (lay)(aibr)(lay) = (1by), v
como N es normal se tiene que (lay), (1) € N. Luego, (la;)(1b;) = (laiby) €
NN A, lo cual es absurdo pues (lajby) # id.

(ii) Sia; =1 < by tomemos a, con a # 1y a # by. Entonces (1a)(1by)(1la) = (aby) €
N, y por (i) tenemos que (lab;) € A,,, absurdo.

(IT) Sir > 1 entonces (byaz)o(biaz) € N entonces (byaz)o(bias) # id, ya que o # id; por lo
tanto (a1by)(agbe) = (araz)(b1bs), lo cual es absurdo.

(2). Es claro a partir de (1). O

Ejemplo 5.12. Sea n un entero positivo distinto de 4. Si X es una érbita no trivial de S,
digamos X = {pop™ / v € S,}, entonces N := (X), el subgrupo de S, generado por X, es
normal en S,,. Por la Proposicion 5.11 se tiene que N = A, o N =8S,,.

Si N = §,, tenemos que como X es una Orbita de S, entonces es indescomponible.
Ademss, si ¢, = ¢, se tiene que 7'y € Z(S,), que es trivial. Por lo tanto, X es exacto. Por
Lema 2.19 (b) resulta que

Inn, (X) ~S,,/Z(S,) =S,

que satisface que los tinicos cocientes propios son ciclicos. Luego, por Proposicién 5.8 se tiene
que X es simple.
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Si N = A, puede ocurrir que X no sea una 6rbita en A,,. En rigor, X no es una orbita
en A, siy sélo si los centralizadores de los elementos de X estan en A,,, pues el orden de la
orbita es el orden del grupo dividido el orden del subgrupo centralizador de X.En este caso,
X se descompone como una unién de dos érbitas las cuales son isomorfas via conjugacién
por cualquier elemento de S,, \ A, (un ejemplo de este caso aparece para n =5y X los 5-
ciclos). Por otra parte, si los centralizadores de los elementos de X no estdn en A,, entonces
X resulta una orbita en A, y de manera analoga al caso anterior se puede ver que X es
indescomponible; por lo tanto X resulta simple por la Proposicién 5.8.

5.2. Clasificacién de racks simples.

Caracterizaremos a los racks simples en términos de teoria de grupos. Para ello, primero
clasificamos los grupos finitos G tales que Z(G) es trivial y G/N es ciclico para cualquier N,
subgrupo normal no trivial de G.

Notaremos: si GG actia sobre H, el producto semidirecto H x G tiene estructura de grupo
dada por (h,g)(W,q') = (hg - W', gg’).

Teorema 5.13 (Guralnick). Sea G un grupo finito, no trivial, tal que Z(QG) es trivial y G/H
es ciclico para cualquier subgrupo normal, no trivial H. Entonces existe un grupo simple L, un
entero positivo t y un grupo finito ciclico C' = (x), donde x € Aut(N) y N := L' = Lx---X L
(t veces), tales que se satisface una de las siguientes posibilidades

(1) L es abeliano, asi N es abeliano de orden p', x es no trivial y actia irreduciblemente
sobre N. Mas aun, G ~ N x C.

(2) L es no abeliano, G = NC ~ N x C/Z(N x C) y x actia por
xZ - (ll, Ce ,lt) = (9<lt),ll, ce ,ltfl), (514)

para algin 6 € Aut(L).

Reciprocamente, todos los grupos que satisfacen (1) o (2) tienen las propiedades deseadas.
Mas atun, dos grupos en una de las listas son isomorfos si y solo si los correspondientes
grupos L son isomorfos, los correspondientes enteros t son iguales y los correspondientes au-
tomorfismos x definen, salvo conjugacion, el mismo elemento en Out(N) = Aut(N)/Int(N).

Veremos algunos resultados previos que nos seran ttiles para probar este Teorema.

Lema 5.15. Si G es un grupo entonces

(i) |G,G] = {a,b] = aba"'b""/a,b € G}) es un subgrupo normal.
(i) G/|G,G] es abeliano.
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(i1i) Si N es un subgrupo normal de G entonces G/N es abeliano si y solo si [G,G] C N.

Demostracion. (i) Si a,b, g € G entonces
gla,blg™" = gaba™'b7' g™ = [gag™", gbg~'] € [G, G].

Luego, |G, G] es subgrupo normal de G.
(ii) Sean g, h € G. Luego,

(91G. G))(h[G. G]) = (h[G,G])(9]G.G]) «= gh(hg)™' € G,

pero gh(hg)™' = ghg™'h™! = [g, h] que pertenece a [G,G]. Asi, G/|G, G| es abeliano.

(iii) Sean g,h € G. Si G/N es abeliano de la misma manera que en (ii) se tiene que
gh(hg)™' € N, es decir [G,G] C N. La reciproca es facil. O

Observacion 5.16. Si G es un grupo no abeliano tal que G/H es abeliano para cualquier
subgrupo normal no trivial H, entonces G tiene un tinico subgrupo normal no trivial minimal,

que es [G, G].

Lema 5.17. Si G es un grupo no trivial tal que G/N es ciclico para todo subgrupo normal
no trivial N entonces G es no abeliano si y sdlo si Z(G) es trivial.

Demostracion. Supongamos que G es no abeliano y que Z(G) es no trivial. Sea z € Z(G),
con x # e, y sea N := (x). Luego, N es un subgrupo normal no trivial de G; esto implica
que G/N es ciclico, digamos G/N = (yN), con y € G — N. Por lo tanto, todo elemento g de
G se puede escribir como g = y"x®, con r, s € Z, resultando GG abeliano, contra lo supuesto.
La reciproca es obvia. O

Observacion 5.18. El caso (2) del Teorema 5.13 contempla el caso en el que G es simple no
abeliano tomando L =G, C =idy t = 1.

Observacion 5.19. En el caso (1), identificamos L con F, y el automorfismo = con T €
GL(¢,F,). Entonces x actia irreduciblemente si y s6lo si el polinomio caracteristico de T es
irreducible, y por lo tanto, igual al polinomio minimal de 7. En este caso, si n es igual al
orden de x y si d divide a n, con d # 1y d # n, entonces ker(T? — id) = 0. Esto implica que
N —{0} es una unién de copias de C. Por lo tanto, |C| divide a p' — 1. Claramente, podemos
asumir que z actia por la matriz companera de un polinomio ménico irreducible en F,[X]
de grado t.
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Observacion 5.20. Sean N, C dos grupos, donde C' actia sobre N por automorfismos. Si
(n,c) € Z(N x C) entonces (n,c)(m,d) = (m,d)(n,c), es decir

(nc-myed) = (m d-n,de),

para todo (m,d) € N x C. Esto implica que ¢ € Z(C) y n ¢-m =m d-n. Tomando d = e
se tiene que ¢-m = n~'mn y tomando m = e obtenemos que d - n = n, para todo d € C, es
decir n € N¢ := {m € N/C -m = m}. Por lo tanto,

Z(N x C) = {(n,c)/c € Z(C),n € N c-m =n""mn,Vm € N}.
En particular, sim: NxC — N xC/Z(N xC) es la proyeccién candnica al cociente entonces
m(N) ~ N/Z(N)C. (5.21)

Lema 5.22. Si G es un grupo entonces

(i) si Py M son subgrupos tales que [P, M| = {e} entonces p : Px M — G, p(x,y) = xy
es un homomorfismo de grupos.

(ii) si Py M son subgrupos normales y PN M = {e} entonces [P, M] = {e}, y PM es un
subgrupo normal de G.

Demostracion. Directa. O

Lema 5.23. Sea A un grupo y sean Ay, ..., A, subgrupos normales no triviales de A entonces
Ay ... A, es un subgrupo normal de A.

Demostracion. Por induccién en n y el Lema anterior. O

Demostracion. (Del Teorema 5.13)

Paso I. Sea G un grupo finito y sea N un subgrupo normal no trivial minimal tal que
G/N es ciclico.

Entonces existe x € G tal que [z], la clase de z, genera G/N. Definimos C' := (x). Luego,
G = NC ya que si g € G entonces gN = 27 N para algin j, o sea gz—/ € N vy, por lo tanto,
g € NC'. Sea L un subgrupo normal no trivial y minimal de N. Se define

L= 2" Lo~
(N )
para todo ¢ € N. Luego, afirmamos que

(i) L; es un subgrupo normal minimal de N.
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(11) (Ll Ce LJ) N Lj+1 es trivial 6 es Lj+1.

Para ver (i) tenemos que
net = Lot = o (g (- il ) € I,

para todo n € N y | € L. Ademds, L; es minimal pues L lo es. Por otro lado, (ii) es
cierto ya que L;...L; es un subgrupo normal de N, por Lema 5.23; lo que implica que
(Ly...Lj)N L+ es un subgrupo normal de N contenido en Ljiq. Como Lj; es minimal se
tiene que (L;...L;) N Ljy es trivial 6 L;i;. Consideremos ¢ el entero positivo méas pequeno
tal que

(Ly...Ly) N Ly = Lyyq.

Entonces
Ll...LtZLl Xoee XLt.

Primero veamoslo para el caso t = 2. Sea ® : L; x Ly — L;Ly dada por
O (l1l2) == lyls.
Es obvio que ® es suryectiva; ademas si [;ly = [}l} entonces
() =11 € LN Ly = {e},
pues t = 2. Por lo tanto, [ = [} y lo = [}, resultando ® inyectiva. Ahora bien,
Liy = Ll € Loy,
Liy = Iyl iy € LoLy,
por lo que [, = lll2l1_1, es decir lyl; = l1l5. De esta forma
(I, 1) (11, 15)) = (LY, bly) = Lililaly = Lilblily = @(Ll)P(11),

con lo que ® resulta un isomorfismo de grupos. Luego, se procede por induccién en 7,
1 < j <t Por otra parte, Ly...L; >~ L X --- X L; es un subgrupo normal de G ya que
es normal en N y es estable por conjugaciéon por x. Por lo tanto, N = L;...L;. Si S es
subgrupo normal de L entonces

S~Sxex---xe
y S Xex---Xeesnormal en
N=Lx--+xL, ~Lx---xL.

Como L es minimal se tiene que S = {e} 6 S = L, por lo tanto L es simple.

Paso II. Ahora, mostramos que cualquier grupo G que satisface los requerimientos del
Teorema es o bien como en el caso (1) o bien como en el caso (2). Supongamos que G no es
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simple (ver Observacién 5.18). Mantenemos la notacién del Paso (I) y suponemos que Z(G)
es trivial y que cualquier cociente propio de G es ciclico. Sea N = [G, G|, subgrupo normal
no trivial minimal por Observacién 5.16. Por el paso I, N = L x --- x L (t veces).

(A). Si L es abeliano entonces N es abeliano y se tiene que N NC' C Z(G), que es trivial
por hipdtesis. Si consideramos ahora a N x C, donde C actiia por conjugacién sobre N, y
a la proyecciéon p : N x C' — G dada por p(n,c) = nc se tiene que p es un epimorfismo de
grupos. Luego,

Z(N % €) € (Z(G)) = p(€) = ker(p). (5.24)
Por otra parte, si (n, ¢) € ker(p) entonces ¢ = n!, lo que implica que ¢ acttia por conjugacién
sobre N por n™'. Ademds, c = n=' € NN C = {e}. Luego, (n,c) = e y ,por lo tanto,
Z(N »x C) = {e}. Con esto se ve que

G~NxC.

Mas aun, x actia irreduciblemente ya que si P es un subgrupo de N z-estable entonces P
es normal en G lo que implica que P = {e} 6 P = N. Por lo tanto, G es como en el caso (1).

(B). Si L es no abeliano y ¢ > 1 tenemos que
[xLix™t L] = x[Ls, Li 1]z ™! = e, (5.25)
para todo 1 < ¢ < t. La primera igualdad es cierta ya que

w e [.Z'Ltl’_l,Li] oo = (xxt—lltx—t-i—lx—l)(:L,i—llil,—i—i-l)(xl,t—llt—ll,—t—i-ll,—l)(xi—lli—ll,—i—kl) —
— :L,[(:L,t—lltl,—t—l—l)(l,i—Qlix—i—&—Q)(xt—llt—lx—t-i-l)(l,i—Qli—ll,—i+2)]$—1 _
=w' € x[Ly, Li_1]z ",

mientras que la segunda igualdad sale del Lema 5.22. De aqui sacamos que x lleva L; isomérfi-
camente a Ly y = actia como en el caso (2) del enunciado. Para ver esto, recordamos que
N =1Lx---x L (t veces). Sean

u=(up,...,u) € xLaw

v =1(e...,0,....e) € L.

Por (5.25) se tiene que [u,v;] = e, para todo [ € L. Entonces [u;,[] = e, para todo | € L,
1 < i < t. Como L es simple no abeliano, esto implica que u; € Z(G) = {e}, para todo

1 < i <t. Luego, u = (uy,e,...,e),osea xLyz~! C L;. Més ain, xL,x~! = L.
Ahora bien, sea u = (e,...,e,l) € Ly, con | € L. Por lo visto anteriormente
r-u=auyxr = (0(),e,...,e),

donde § € Aut(L). Por otro lado, si i < t tenemos que xL;xz~' = L;; por definicién, lo que
dice que si v; = (e,...,l,...,e) € L; entonces

rou=x-(e,..., 0. .. e)=(e,...,el,....€) € L.



Por 1ltimo, si consideramos la proyeccién p como en (A), entonces por (5.24) se tiene que
Z(NxC) C ker(p). Ahora bien, si (n, ¢) € ker(p) entonces ¢ = n™!, lo que implica que ¢ actiia
por conjugacién sobre N por n~!. Por Observacién 5.20 tenemos que (n,c) € Z(N x C). De
esta manera, Z(N x C') = ker(p). Por lo tanto

G>~NxC/Z(N x(C).

Paso II1. Unicidad. N es tnico pues, como observamos, N = [G,G]. Por su parte, L
es unico por Jordan-Holder, entonces t es tunico. Puesto que = fue elegido médulo N se
tiene que z y x’ generan al mismo grupo si conciden en Out(/N). Ademads, como cualquier
automorfismo G — G debe dejar invariante a N entonces = es unico salvo conjugacién en

Out(N).

Paso 1V. Mostramos ahora que los grupos descriptos en el Teorema tienen las propiedades
deseadas.

Sean L, N,C, G como en el caso (1). Por la irreducibilidad de la accién de C', siendo x no
trivial, se ve que Z(G) es trivial pues por la Observacion 5.20 si (n,c¢) € Z(N x C') entonces
r-nm=mnyc-m=m, para todo m € N, lo que implica que ¢ = e y n = e, ya que si
n # e se tendria que z-(n) C (n) y « no actuaria irreduciblemente. Afirmamos que cualquier
subgrupo normal no trivial M de G contiene a

N := N x {e}.

Como~ﬁ es subgrupo normal de G entonces M N N es subgrupo normal en Gy como
M NN C N se tiene que B
M NN = N'"x{e},

con N’ subgrupo de N. Ahora bien, sea (m,c) € MNN, digamos (m, ¢) = (m, e) conm € N'.
Luego,
(e,x)(m,e)(e,x ') = (x-m,e) € N x {e},

lo que implica que x - m € N’, para todo m € N’. Por lo tanto, N’ es un subgrupo de N
z-estable y dado que z actia irreduciblemente sobre N se tiene que N' = {e} 6 N = N, es
decir B o

MAN={ 6 MNN=N.

Sia€e Gymée M, m# e, entonces

[a,m] e MN[G,G]C M NN.

Si M NN = {e} se tendria que am = ma, o sca m € Z(G) = {e} contra lo supuesto. Por
otro lado, si G/M es un cociente de G, existe un epimorfismo de grupos

C ~G/N — G/M,

con lo cual G/M resulta un cociente de C'y por lo tanto es ciclico, como querfamos mostrar.
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Sean L, N,C,G como en el caso (2). Identificamos a N con su imagen en G, por (5.21).
Afirmamos que Z(G) es trivial. Para ver esto consideramos la proyecciéon p: N x C — Gy
sea (n,c) tal que p(n,c) = nc € Z(G). Esto implica que

ncemd = mdnc,

para todo m € N,d € C, y tomando m = e, d = x vemos que n € N? mientras que
si tomamos d = e vemos que c¢ acttia sobre N por conjugaciéon por n~'. Luego, (n,c) €
Z(N x C) =ker(p) ync=eenG.

Veamos finalmente que todo cociente de GG es ciclico. Cualquier subgrupo normal P de
N es de la forma
114

jeJ
para algin subconjunto J de {1,...,t}. Si P es xz-estable entonces o bien P es trivial o bien
es igual a N pues x permuta las copias de L. Como en el caso (1), concluimos que cualquier

subgrupo normal no trivial M de G contiene a N, por lo tanto cualquier cociente no trivial
de G es ciclico. Con esto se finaliza la prueba. O

Teorema 5.26 (Etingof-Guralnik-Soloviev). Sea G un grupo finito y sea v € G. Sea C, la
clase de conjugacion de x y N = (C,) el subgrupo de G generado por C,. Si el cardinal de C,
es la potencia de un primo entonces N es soluble.

Demostracion. Ver [EGS], Lema 8. O

Observacion 5.27. Sean N y C grupos finitos con C' actuando sobre N por automorfismos
de grupo y sea G = N x C. Si (m, z), (n,y) € G entonces

(m, 2)(n,y)(m, 2)~" = (m(z - n)(zyz""-m™), zyz7").
Consideremos la accién de N sobre si mismo dada por
m —, n:=mn(y-m). (5.28)
y denotemos por O, a la érbita bajo esta accion. Luego, si C' es abeliano se tiene que
C(n,y) ={(m(z-n)(y-m™),y) / € C;me N} = | ] Oy(z-n) x {y}, (5.29)
zeC
donde C(n,y) es la clase de conjugacién en N x C. Ademds, n™* —, n = y-n, lo que implica

que

m—y,y-n=m-—, (n ' —=,n)=mn’

y Oy(y - n) € Oy(n). Ahora bien, como

—y 1 € Oy(n)

1

m—yy*-n=m—=y,((y-n)" =, y-n)=my-n)" =, y-necO,y- n),
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entonces se tiene que

Oy(y* - n) € Oy(n),

y asi siguiendo. De esta manera, vemos que

U 0y(z-n) =0,(n). (5.30)

ze<y>

Podemos ahora enunciar la clasificacion de racks simples. Comenzamos dando el siguiente
teorema importante.

Teorema 5.31. Sea (X,>) un conjunto cruzado simple y sea p un nimero primo. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) X tiene p* elementos, para algin t € N.
(2) Inn,(X) es soluble.
(3) Inn.(X) es como en el caso (1) del Teorema 5.185.

(4) X es un conjunto cruzado afin (F,',T) donde T € GL(t,F,) actia irreduciblemente.
Demostracion. (1) = (2). Como (X,>) es simple entonces ¢ es una biyeccidn, es decir
#(X) tiene p' elementos. Por Teorema 5.26, Inn,(X) es soluble.

(2) = (3). Si G = Inn,(X) es soluble entonces sus factores de composicién en la serie
de Jordan-Holder son abelianos. Por lo tanto, G es como en el caso (1) del Teorema 5.13.

(3) = (4). Se obtiene a partir de la Observacién 5.19. Por otro lado, como ¢(X) C
Inn, (X) es una clase de conjugacién entonces, por (5.29), se tiene que ¢(X) = N x {z"},
donde N y x son como en el caso (1) del Teorema 5.13. Dado que ¢(X) genera a Inn,(X), r
debe ser coprimo con el orden de . Tomamos y = 2" y llamamos 7" € GL(t,F,) a la acciéon
de y, la cual es también irreducible. Entonces

(m,y) > (n,y) = (m,y)(n,y)(m,y) ™" = (Tn + (id =T)m,y),
da una estructura de conjunto cruzado afin a X.

(4) = (1). Es obvio. O

Corolario 5.32. La clasificacion de racks simples con p' elementos, para algin nimero
primo p yt € N es la siguiente

(a) el rack de permutacion correspondiente al ciclo (1,2,...,p) sit = 1.
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(b) conjuntos cruzados afines (F,',T) donde T es la matriz companera de un polinomio
monico irreducible en F,[X] distinto de los polinomios X y X — 1.

Demostracion. Por Observacién 5.5 ocurre que ¢(X) tiene un solo elemento o ¢ es una
biyeccién. En el primer caso, X es un rack de permutacion definido por un ciclo de longitud
p'. Como X es simple, por Proposicién 5.7, se tiene que t = 1. Mientras que en el segundo caso
X resulta un conjunto cruzado (con card(X) > 2), y por el Teorema 5.31 y la Observacién
5.19, X es como en (b). Luego, = actiia por la matriz companera de un polinomio ménico
irreducible f en F,[X]. Ahora bien, si xr y my son el polinomio caracteristico y minimal de
T, respectivamente, entonces

Xt =mr = [.
Por lo tanto, si f = X se tiene que mp(T) = T = 0, lo cual es absurdo; mientras que si
f =X —1entonces mp(T) =T —id = 0, es decir T' = id, contradiciendo la hipétesis de que
x es no trivial. O

Teorema 5.33. Sea (X,>) un conjunto cruzado cuyo cardinal es divisible por al menos dos
numeros primos distintos. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) X es simple.

(i1) Eziste un grupo simple no abeliano L, un entero positivo t y x € Aut(L') donde x
actia por (5.14), para algin 60 € Aut(L), tal que X = O,(n) es una drbita de la
accion —, de N = L' en si mismo como en (5.28) (n #m™ sit =1 y x es interior,
x(u) = mum™). Mds aiin, L y t son tnicos, y x solamente depende de su clase de
congugacion en Out(L'). Si m,u € X entonces

mu = ma(um ). (5.34)

Demostracién. (i) = (ii). Como X no tiene p' elementos, con p primo y ¢ € N, entonces,
por Teorema 5.31, Inn,(X) no es como en el caso (1) del Teorema 5.13; luego, ocurre el
caso (2). De esta manera, existen un grupo simple no abeliano L, un entero positivo ¢ y
x € Aut(L?). Denotamos N = L' y C' = (x). Luego,

G:=NxC/Z(N xC) ~Inn,(X). (5.35)

Sean G := N x Cym: G—Gla proyeccién canénica, y denotamos por C y C las clases de
conjugacién en G y G, respectivamente. Ahora bien, si C(n,y) es una clase de conjugacién

en G entonces, por ser m un homomorfismo suryectivo de grupos, se tiene que 7(C(n,y)) es
una clase de conjugacién en GG; mas aun

m(C(n,y)) = C(m(n,y)).

Ademss, C| (n,y) v C(m(n,y)) son conjuntos cruzados estandares en G y G, respectivamente;
y no es dificil ver que 7 : C(n,y) — C(m(n,y)) es un isomorfismo de conjuntos cruzados.

60



Por otro lado, por (5.29), se puede ver que C(n,y) y U,cc Oy(2 - n) son isomorfos como
conjuntos cruzados, donde O, es la érbita en N dada por (5.28). Notar que | J,. Oy(z - n)
tiene estructura de conjunto cruzado dada por

mem =my-m'y-m,

para todo m,m’' € (J,.» Oy(z - n).

Como ¢(X) es una 6rbita en Inn,(X) se tiene que, por (5.35), ¢(X) es de la forma

C(m(n,y)) = 7(C(n,y)), para algin (n,y) € N x C. Por lo visto anteriormente, resulta que
X tiene la estructura de | J,.» Oy(z - n).

Ahora, ny € G debe ser tal que 7(C(n,y)) genere a G. Como el subgrupo generado por
ny es invariante sabemos, por la prueba del Teorema 5.13, que es trivial o contiene a N. Es
trivial si (n,y) € Z(N x (), es decir t = 1 e y actiia sobre N por conjugacién por n~'; asf que
debemos excluir este caso. Con este caso excluido, y debe generar C', y entonces podemos
tomar y = x en la prueba del Teorema 5.13. Por lo tanto,

U Oy(z-n) = U O.(z-n) = O(n),

zeC zeC
por (5.30). Con esto se ve que X tiene la estructura de O,(n), como queriamos probar.

(i) = (i). Es andloga a la anterior. O

Conclusiones.

Podemos enunciar la clasificacion de los racks simples de la siguiente manera: si X es un
rack simple entonces puede ocurrir

(1) card(X) = p, con p primo, X ~ F, un rack de permutacién dado por x>y =y + 1.
(2) card(X) = p*, con p primo, X =~ (F,", T) es afin como en el Corolario 5.32 (1).

(3) card(X) es divisible por al menos dos primos distintos y X es un conjunto cruzado
homogéneo torcido como en Teorema 5.33.

Los conjuntos cruzados simples en (2) pueden ser alternativamente descriptos como
(X,>*) donde X ~F,, con ¢ =p'y a € F, que genera a F, sobre F, y

>ty =(1—a)x+ay.

Por Corolario 3.8 se sigue facilmente que Aut(X,>%) es el producto semidirecto Fy x Fy.
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Es natural preguntarse cudntos conjuntos cruzados simples diferentes con ¢ = p' elemen-
tos existe. Este es un resultado elemental bien conocido que utiliza la funcién de Mobius.

La funcion de Mdbius es una funcién p: N — {—1,0,1} dada por

(1) p(n) =0, si n es divisible por el cuadrado de un nimero primo.

(2) p(n) = (=1)*, si n no es divisible por el cuadrado de un nimero primo y k es la
cantidad de divisores primos de n.

Proposicién 5.36. (i) La funcion p es la inica aplicacion de N en Z tal que u(1) =1 y
> nld) =0, (5.37)
dln

para todo n € N.

(i) Sean s y t dos aplicaciones de N sobre un grupo conmutativo notado aditivamente.

Entonces
s(n) = D td) <= tn) = Y uld)s(5),

dn din

para todo n € N.

Demostracién. (i). Tenemos que p(1) = (—1)° = 1. Por otro lado, sea n € N tal que n > 1.
Sea P = {p € N/ p es primo, p|n} y sean = Hpep p®(™ la descomposicién de n en factores
primos. Luego, si d es un divisor de n entonces p(d) = 0 salvo que d = Hpe y b, donde H es
un subconjunto de P. Por lo tanto,

card(P)
Zﬂ(d) _ Z (_1>card(H) _ Z ( Car(]i{:(P) ) (_1)k _ (1 _ 1)card(P) —0.
dln HCP k=0

Para ver la unicidad supongamos que existe 7 : N — Z tal que 7(1) = 1y >, 7(d) = 0,
para todo n > 1. Veamos por induccién que pu(n) = 7(n), para todo n € N. Por definicién
(1) = 7(1). Supongamos ahora que existe k € N tal que para todo j < k se cumple que

wu(7) = 7(j). Luego, como
> uld)=0="73 (d),

dk+1 dlk+1

se tiene que

0= > (u(d)—7(d)+pk+1)—7(k+1)=pk+1) - 7(k+1),
d|k+1,d#£k+1

como queriamos mostrar.
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(ii). Supongamos que s(n) = 3_,,, t(d). Luego,

S nld)s(z) = D ul(d) Y tE) = D07 pld)(s) =
dln

dn a5 din 6|5
= S i) = 3 46) S uld) = tn),
dén dln d%

ya que si § # 1 entonces Ed|% p(d) =0, por (5.37).
Reciprocamente, si t(n) = >_, 1(d)s(%) entonces
d
Doty =2 > p0)s(5) =) sd) D n(d) =
din dln é|d din a5
= s(n),

pues si 7 # 1 entonces Za|% p(0) =0, por (5.37). Con esto finaliza la prueba. O

Observacion 5.38. Si I,(n) denota el nimero de polinomios ménicos irreducibles en F,[X]

de grado n entonces
1 n
I “n <_> d’
() =—> n(7)r

din
donde p es la funcién de Mobius.

Demostracién. Sabemos que p" = >, dI,(d) es la cantidad de polinomios ménicos en I, [X]
de grado n. Luego, considerando las funciones s,¢ : N — R dadas por

s(n) = p",
t(n) = nly(n),
se tiene que s(n) = >_, t(d). Por Proposicién 5.36 (ii) obtenemos que
n n
nly(n) =Y p(dpt = p(5)p'
din dln

Por lo tanto,

1 n
I,(n)=— —)p?
p(n) =~ ;u( '
como queriamos mostrar. O

Una consecuencia importante de esto es la siguiente: si p es un niimero primo entonces,
por Corolario 5.32 (b), se tiene que

(1) existen p — 2 conjuntos cruzados simples con p elementos, esto es la cantidad de poli-
nomios ménicos irreducibles en [F,[X] distintos de X y X — 1.

(2) existen I,(n) conjuntos cruzados simples con p" elementos, donde n # 1.

63



6. Ecuacién cuantica de Yang-Baxter.

6.1. El grupo de Trenzas.

Sabemos que el grupo simétrico S,, n € N, podemos definirlo a través de generadores y
relaciones de la siguiente manera

Sn ~ F/N,

donde F' es el grupo libre sobre el conjunto de las transposiciones {oy,...,0,_1}, con o; =
(i, + 1), y N es el subgrupo normal de F' generado por las siguientes relaciones

oca 0,0 = 0;0, sili—j| >

L) Local =0 i i —j| > 2
(T) Trenza 0,0j0; = 0,00}, si|i—jl=1
(I) Idempotencia ol =id, para todo 1,

(ver [Bou)).

De manera analoga, podemos definir el grupo de trenzas B,, como

B, = F/M
donde F es el grupo libre sobre un conjunto de generadores {s1,...,s,-1}y M es el subgrupo
normal generado por
(L) 8iSj = $;8i, si i —j| > 2,
(T) $iSjSi = $;8iS;, sili—j]l=1.

Claramente, se tiene un epimorfismo canénico
pn B, — S, dadopor p,(s;) = o;.
Ademads notamos que card(S,,) = n! mientras que card(B,,) = oo.
Definicién 6.1. Sea V' un espacio vectorial y sea ¢ € Aut(V @ V). Se dice que ¢ satisface
la ecuacion de trenzas si vale la siguiente igualdad de morfismos de V ® V' ® V' en si mismo
(c®id)(id ®c)(c ® id) = (id ®c)(c ® id)(id ®c). (6.2)

Observacion 6.3. Seac: V@V — V®V isomorfismo y tomemos un entero n > 2. Definimos
¢; € Aut(V®") dado por
C; i — idv®(i—1) XKec R idv®(n—z‘—1),

para cada i. Afirmamos que ¢ satisface (6.2) si y sélo si la funcién ¢ : B, — GL(V®") dada
por ¢(s;) := ¢; define una representacion.
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Definicién 6.4. Sea X un conjunto no vacio y S : X x X — X x X una biyeccién. Se dice
que S satisface la ecuacion de trenzas conjuntista si

(S x id)(id xS)(S x id) = (id x.9)(S x id)(id x.5), (6.5)

como funciones de X x X x X en s{ mismo.

Al par (X, S) se lo llama un conjunto trenzado mientras que a S se la llama una solucion
conjuntista de la ecuacion de trenzas o, brevemente, una solucion.

Ejemplo 6.6. Sea 7: X x X — X x X la transposicién 7(z,y) = (y, z). Entonces, aplicando
solamente las definiciones, se obtiene que 7 es una solucién de (6.5).

Observacion 6.7. Sea X un conjunto no vacio, k un cuerpo y V := kX (el espacio vectorial
de base (7)zex). Sea S : X x X — X x X una biyeccion con S(z,y) = (S1(x,y), S2(z,y)) vy
S1,53 : X x X — X, y consideremos ¢: V@V — V ®V donde

C('I ® y) = Sl(x7y> ® 52<I7y)
Entonces resulta sencillo mostrar, por computaciéon directa, que
S es solucién de (6.5) y sélo si ¢ es solucién de (6.2) .

Observacion 6.8. Sea X un conjunto no vacio y S : X x X — X x X. Entonces si (X, 5) es
un conjunto trenzado se tienen morfismos de grupos p, : B, — Sx» donde

Pn(s;) = idxi-1 XS X idxn—i—1 =: g it

6.2. La ecuacién cuantica de Yang-Baxter (QYBE).

Definicién 6.9. Sea X un conjunto no vacioy R: X x X — X x X una biyeccion. Se dice
que R satisface la QYBE conjuntista si

R12R13R23 — R23R13R12 (610)
como funciones de X x X x X en si mismo, donde

RY¥(z,y,2) = (R(x,y), 2)
R*®(x,y,2) = (z, R(y, 2))
R13(:r,y, z) = (Ri(z, 2),y, Ro(x, 2))

para todo x,y,z € X y donde R(u,v) = (Ry(u,v), Ra(u,v)).

65



Proposicién 6.11. Sea X un conjunto no vacio, S : X x X — X x X una biyeccion y
T la transposicion del Ejemplo 6.6. Entonces S es una solucion de la ecuacion de trenzas
conjuntista si y solo si R =715 es una solucion de QQYBE conjuntista.

Demostracion. Por calculo directo. O

Observacion 6.12. Si (X, .S) es un conjunto trenzado existe una accién del grupo de trenzas
B,, sobre X", donde los generadores s; actian por S% %,

En particular, un conjunto trenzado finito origina cocientes finitos de B,, para todo n, a
saber, la imagen del homomorfismo de grupo p, : B, — Sx» inducida por la acciéon anterior.

Finalizamos el trabajo caracterizando a las soluciones de la ecuacion de trenzas conjun-
tista a partir de los racks.

Teorema 6.13 (Brieskorn). Sea X un conjunto no vacio y sea>: X x X — X una funcion.
Consideramos
c: X xX—-XxX, c(x,y) = (x> y,x). (6.14)

Entonces, ¢ es una solucion si y sélo si (X,>) es un rack.

Demostracion. Supongamos que ¢ es una solucién. Para x € X, definimos ¢, : X — X dada
por ¢.(y) := x >y. Luego, ¢, es biyectiva pues

(i) si ¢.(y) = ¢.(y') entonces x>y = x>y, lo que implica que ¢(z,y) = ¢(z,y’). Como ¢
es biyectiva se tiene que y = y/'.

(ii) si z € X entonces existe y € X tal que c¢(z,y) = (2, z). Esto nos dice que z = ¢.(y).

Por otro lado, como ¢ es solucion entonces
(c x id)(id x¢) (e x id)(z,y, z) = (id x¢)(c x id)(id x¢)(z, y, 2), (6.15)

para todo z,y, z € X. Efectuando la evaluacién se tiene que la expresién (6.15) es equivalente
a

x> (y>z) = (z>y)> (x> 2).
Con esto se ve que (X,>) es un rack.

La reciproca es obvia. O
Definiciéon 6.16. Sean X, X dos conjuntos no vacios y sean § : X x X — X x X y

S:X xX — X x X dos blyecmones Se dice que (X,S) y (X, S) son equivalentes si existe
una familia de biyecciones 7" : X" — X" tales que

n @i, i+1 __ Qi, i+1qm
s = §b

paratodon >2,1<i<n-—1.
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Observacion 6.17. Si (X,S) vy (X,S) son equivalentes y (X,S) es una solucién entonces
(X, S) es también una solucién y las biyecciones 7" entrelazan las correspondientes acciones
del grupo de trenzas.

Demostracién. Como (X, S) y (X,S) son equivalentes entonces existe una biyeccién T3
X3 — X3 tal que T3S% 1 = §4 13 para ¢ = 1,2. Dado que S es solucién se tiene que

51,25«2,351,2 — 52’351’282’3.
Aplicando T? a esta tltima igualdad obtenemos
§1,2§2,3§1,2T3 _ §2,3§1,2§2,3T3

lo que implica que

§12G23G1.2 _ §2.351,2 G523
Por lo tanto, (X, S) es una solucién. O

Definicién 6.18. Sea (X, S) una solucién y sean f,g: X — Fun(X, X) tales que

S(@,y) = (9:(), fy(x))- (6.19)

Se dice que la solucién S (o el conjunto trenzado (X, S)) es no degenerada si las imégenes
de f y g estan dentro de Sy.

Teorema 6.20. [So, LYZ1] Sea S una solucién no degenerada, con la notacion de 6.18, y
definamos > por

woyi=fo (9500) (6.21)
Entonces:
(1) se cumple que
foly = Trwfo@,  Vo,y€X. (6.22)
[ preservas, ie. fulyb ) = fuly) > ful2); (6.23)

(2) Sic estd dada por (6.13) entonces ¢ es una solucion, que llamamos solucién derivada
de S. Las soluciones S y ¢ son equivalentes, y (X,>) es un rack.

(8) Sea (X,>) un rack y sea f: X — Sx. Definimos g : X — Sx por
9:(y) = f1, () (fu(2) > 9). (6.24)

Sea S : X x X — X x X dada por (6.19). Entonces S es una solucion si y sdlo si se
satisface (6.22) y (6.23). Si esto sucede, las soluciones S y ¢ son equivalentes, y S es
no degenerada.
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Demostracion. (1). Como S es solucién tenemos que
(S x id)(id x.S)(S x id)(x,y, z) = (id xS)(S x id)(id xS)(x, y, 2),

para todo z,y, z € X. Efectuando la evaluacién se tiene que la expresion anterior es equiva-
lente a

fofy(@) = frow fo, 0 (@), (6.25)
9:95(2) = 9g. () 91,() (2), (6.26)
fgfy(z)(z)gz(y) = gfgy(z>(x)fz(y)’ (627)

para todo z,y,z € X.
(i). Por (6.25) se tiene que fify = ff, () fg,(x), Para todo z,y,z € X.

(ii). Sean x,y, z € X. Luego,
fx(ybz) = fxfygfgl(y)(z) = ffz fgy V951 () ( )

Por otro lado,

fo(y) > fa(z) = ffx(y)gff;tz)(fx(y))fx(z>‘

Como S es no degenerada se tiene que fy, () € Sx. Por lo tanto, fo(y>2) = fo(y) > fa(2) si
y s6lo si

fgy(z)gfz—l(y)(z) = gff_xl(z)(fx(y))fm('z) (6.28)

Eligiendo adecuadamente los elementos x,y, z en (6.27) el miembro de la izquierda de la
igualdad anterior es

gfgz(:r) (f1 fx( )

Luego, (6.28) es cierta si y sélo si vale la siguiente igualdad
fou [ () = f1 ) o v). (6.29)
Por (i) tenemos que f, f, = Jfuw)fgo(u), Para todo u,v € X. Entonces
Friwfu = Fou £

para todo u,v € X. Eligiendo u = z y v = z se tiene que (6.29) es cierta. Luego, vale (6.28),
y f preserva > como queriamos probar.

(2). Es suficiente mostrar que S y ¢ son equivalentes; automdticamente, ¢ es solucién vy,
por lo tanto, (X, ) es un rack.

Sea ¢ dada por (6.14). Definimos @ : X x X — X x X,
Q(x,y) = (fy(x), y)-
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Es facil verificar que () es biyectiva. Ademas,

QS(z,y) = Q(g:(y), fy(2) = (f1,@ (W), [y(2)) = (f1,) (9111, @) ®)): fy(@)) =
= (fy(@) >y, fy(2) = c(fy(x),y) = cQ(z,y),
para todo z,y € X. Luego, c = QSQ~! y ¢ es una biyeccién.

Ahora bien, sean T™ : X™ — X" definidas inductivamente por
T? .= Q, T = Q,(T" x id),

donde Qn (21, ..., Zn41) = (foni (@1), .-+, fonit (@0), Tni1). Resulta sencillo mostrar que @, :
X"l — X"*! es una biyeccién, para todo n > 1. Ademds, si T* es biyectiva entonces T* x id
es biyectiva. Por lo tanto, las funciones T™ son biyecciones.

Veamos ahora que
" S i+1 b H—lTn’

para todon > 1,1 <7 <n— 1. Si n = 2 dicha igualdad ya estd probada. Supongamos que
la afirmacién vale para un cierto n > 2; vamos a ver que la afirmacion es valida para n + 1.

(i). Sea i tal que 1 <i <n — 1. Entonces
Qnc” w1, nin) = Qul@y, (@, Tiga), - Eeg) =
= (fxn+1 (xl)a R 7frfcn+1 (xl > Q:iJrl)v ce 7fxn+1(xn)7 xn+1>'

Por otro lado,

Ci’ i+1Qn(x17 s an+1) = Ci’ i+1<fzn+1 (371)7 R f:vn+1 (:Ij'n), anrl) =
= (fl‘n+1 (xl)’ s >C(f90n+1 (951), fxn+1 ($i+1))a ceey f:cn+1 (xn)7 xn—&-l) =
= (fwn+1 (Il)v s 7f$n+1 (1‘1) > f$n+1 (Ii-l-l))a fwn+1 (x”L)? ) f:cn+1 (xn)7 xn+1)‘

Luego, por (6.23) se tiene que
O, c = Q.
Usando la igualdad anterior podemos escribir
Tvn—&-l‘svi7 i+1 Qn(Tn % ld)Sl’ +1 Qn(TnSZ, i+1 % ld) — Qn<ci, i—i—lTn % ld) —
— ani, i+1<Tn % ld) — Ci, i+1Qn(Tn X ld> — Ci, i+1Tn+1'

(ii). Sea i = n. Notamos que se puede ver por induccién que

TnJrl(xla s 7$n+1) = (f:l:n+1fxn QR fx2($1)7 fxn+1f$n <. fl‘g(xQ)) <. 7fxn+1fxn(xnfl):

9 fxn+1 ("L‘n>a xn—&-l)-
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Por la igualdad anterior podemos escribir

TS g ) = T (2, 1, S (T, Tng)) =
= TnH(xh vy Ty 179xn($n+1) fmn+1($n))
= (ffznﬂ(mn)fgzn @) Sony - S (@1) s @) fomn (@ngn) (Tnm1),
s S tenn @) (Gon (Tng1))s S ()

Por (6.22) tenemos que ff, ' (z0)fgu, (@ns1) = fony1 Sz, Entonces

TS i) = (o Fonfon s oo Foa(00)s o Fonis fon (Enn),
) f:cn+1 (20) D> Tpg1, fxn+1 (zn)) =
= Fanp Jon Sy oo Jan(@0)s o fa Jan (En1)s (a2 (T0), Tnga)) =
=c" n+1(fwn+1fxnfwn,1 e fzz <x1>7 cee 7fxn+1fwn (xnfl)v fxn+1(xn)a xn+1> =

= "2y, Tag).

De esta manera, hemos visto que S y ¢ son equivalentes. Como S es solucion se tiene
que, por Observacién 6.17, ¢ es solucién; y por Teorema 6.13, (X, ) es un rack.

(3). Dado que
9:(Y) = f1 (P50 (),

se tiene que g, € Sy, para todo x € X, o sea g : X — Sy esta bien definida.

Ahora bien, supongamos que S es solucién. Luego, S es no degenerada y es facil ver que
el > definido por (6.21) coincide con el > en X. Por lo tanto, por (1) se satisfacen (6.22) y
(6.23).

Reciprocamente, supongamos que se satisfacen (6.22) y (6.23). Veamos que S es solucion.
En primer lugar, S es biyectiva ya que

(a) si S(z,y) = S(2',y') entonces (¢.(y), fy(z)) = (9(¥'), fiy (2)). La igualdad en la pri-

mer componente nos dice que
-1 —1
Frw®n@ W) = I, w1, W),
lo que implica que y = 3/, y por ende, x = z’.
(b) Sea (z,y) € X x X. Luego, es facil verificar que

(ZL’, y) = S(fy_fllbfy(x) (y)7 y_l > fy(x))

Por otro lado, si consideramos ¢ : X x X — X x X, como en (6.14), se tiene que c es
solucién. Pero, por (2), sabemos que ¢ y S son equivalentes y, por lo tanto, S es solucidn.
Maés atn, S es no degenerada. Con esto finalizamos la prueba. O
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