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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacidon

., Qué nos motiva a estudiar algebras de von Neumann?

Nuestro interés en estudiar representaciones de grupos localmente compactos y més
precisamente representaciones de grupos discretos infinitos. Esto nos condujo a profun-
dizar en representaciones de este tipo de algebras.

En efecto, sea (m,’H) una representacion del grupo topoloégico G sobre el espacio de
Hilbert separable complejo H. Esta da lugar a n(G) = {n(z) € B(H) : « € G}, un
subgrupo del algebra B(H) de endomorfismos continuos de H. La teoria de algebras
de von Neumann asegura que existe un algebra de von Neumann minimal A, en B(H)
que contiene a 7(G). Mas atn, si la representacion es unitaria, es decir los operadores
m(z)m(x)* = w(x)*w(x) = I para todo x € G, A, es igual al doble conmutador 7(G)" de
7(G). Aqui denotamos por M’ ={T € B(H) : T'S = ST VS € M} al conmutador de
un subconjunto M y por M" = (M') > M.

En particular, esto nos dice que (7, H) da lugar a una representacion del algebra de
von Neumann A,. Por lo tanto, la teoria de representaciones de estas élgebras nos da
informacion sobre las representaciones del grupo G.

A lo largo de las notas especificaremos con mayor detalle lo arriba expuesto.

Quiero agradecer a mi alumna de doctorado Claudia Egea, ya que su tema de tesis,
el estudio de familias especiales de representaciones de grupos de trenzas, nos indujo
a profundizar en estos temas. Estas notas son las notas de clase del curso de postgra-
do "Algebras de von Neumann y representaciones de grupos'que dicté en el segundo
semestre de 2007 en la Facultad de Matematica, Astronomia y Fisica (FAMAF) de la
Universidad Nacional de Cordoba, Argentina. También quiero agradecer a César Galin-
do, otro estudiante de este curso, por sus ganas de aprender y sus importantes aportes
en el desarrollo del mismo.
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1.2. Contenidos de las notas

Quiero aclarar que no soy especialista en algebras de von Neumann y me dié mucho
gusto profundizar en el tema. De la bibliografia que tuve a mi alcance me parecidé que
las notas de V. F. R. Jones "Algebras de von Neumann" [J| era lo méas adecuado para
brindar un buen panorama del area en el tiempo que disponiamos.

Es por ello que en general he seguido la misma disposicién y presentacion de los
temas. No es una traduccion textual del texto en inglés porque he agregado varios argu-
mentos para hacer més comprensible algunas afirmaciones a quienes s6lo cuentan con una
formacion general bésica en algebra, funciones reales, topologia y teoria de representa-
ciones de grupos finitos. También cuenta con una demostracion del Teorema Espectral
para operadores autoadjuntos y normales y algunos ejercicios extras.

En el Capitulo 2 comenzamos con aspectos basicos de la teoria de operadores y
presentamos el Teorema Espectral para operadores autoadjuntos y normales. La de-
mostracion que presentamos de este teorema estd inspirada en la que dié von Neumann
alrededor de 1950. Consultamos para ello el texto de Lang [L] y las notas del curso de
Analisis Funcional I de la Licenciatura en Matemética de FAMAF que dicté el Prof.
Amblard [A]| cuando yo era estudiante de cuarto afo.

En el Capitulo 3 se introducen las algebras de von Neumann con los Teoremas de
Densidad y del Doble Conmutador de von Neumann y se dan algunos ejemplos, espe-
cialemente el del algebra de von Neumann generada por la representacion regular de un
grupo discreto.

En el Capitulo 4 se dan las propiedades esenciales de las algebras de von Neumann
que luego seran usadas para obtener los resultados posteriores.

En el Capitulo 5 las proyecciones comienzan a jugar un papel importante para el
estudio de estas dlgebras. Se define cudndo un algebra de von Neumann es un factor,
se clasifican los factores de tipo I y se caracterizan las algebras de von Neumann de
dimensioén finita.

En el Capitulo 6 se presenta el Teorema de Densidad de Kaplansky.

En el Capitulo 7 se define un orden en el conjunto de proyecciones y se distinguen
los distintos tipos de factores. Se estudian los factores de tipo II; y se presenta una
manera de construir factores de tipo II; dada por Gelfand, Naumark y Segal llamada
construccion GNS.

En el Capitulo 8 se da la forma estdndar de los factores de tipo II; y se definen los
de tipo Il.

En el Capitulo 9 se clasifican los médulos separables de factores de tipo I1; y se define
su dimension.

Finalmente en el Capitulo 10 se construyen nuevas élgebras de von Neumann, lla-
madas productos cruzados, a partir de otras donde actia un grupo. Ademés se dan
ejemplos de productos cruzados de distintos tipos, se definen los factores de tipo III y
se dan condiciones suficientes para que un producto cruzado sea de tipo III.



Capitulo 2

Cuestiones basicas

Aqui repasaremos algunos conceptos y resultados basicos para iniciarnos en el tema
de nuestro interés.

2.1. Espacios de Hilbert

Definiciéon 2.1.1. Un espacio de Hilbert complejo es un par (H, ( ,)) con H un espacio
vectorial complejo y

(,) : HxH—C

un producto interno hermitiano, es decir que satisface para todo £,1,( € Hy todo A € C

L€+, Q) = (0 + A <n,0),
2. (&) = (n,€),
3. (£,6) >0 for £ £0,
y H es completo respecto de la norma definida por ||€] = /(€, €).

Ejercicio 2.1.1. Probar la identidad del paralelogramo
1€ = nll* + 1€ +nl* = 2(/|€[* + lIn]1*)
y la desigualdad de Cauchy-Schwartz

(& m < lI€llnl

Proposicion 2.1.2. Si C' es un subconjunto convero de 'H y & es cualquier vector en
H, entonces existe un unico n € C' que minimiza la distancia de & a C, es decir

IE=nll<l€=nl vn'eC
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Demostracion. Este resultado es esencialemente un resultado de la geometia del plano.

Probemos la unicidad. Supongamos que 7 y 7' son dos vectores distintos en C' que
minimizan la distancia. Sea ( = tn+ (1 — t)n’ en el segmento que une 7 y n’. Por ser C'
convexo, ¢ € C. Usando la propiedad de la norma respecto de la suma,

1€ =l < IS =nll+ @ =) =7l = 1€ =l

Pero la igualdad se da tnicamente cuando £ — 7 y £ — n’ son miultiplos positivos uno del
otro, o equivalentemente &, n, n’ estan alineados y & no esté al medio de los otros dos. Por
lo tanto la desigualdad anterior es estricta para vectores genéricos. En el caso particular
mencionado la tnica posibilidad es que n = n’. Obteniendo asi una contradiccion en
ambas situaciones.

Para probar la existencia, sea d la distancia entre C' y £ y sea 7, una sucesion en
C' tal que || —n,|| < d+ 1/2". Para cada n, los vectores &, n,, 1,41 definen un plano.
Geométricamente, si los dos tltimos no estan muy proximos, algin punto en el segmento
que los une tendria una distancia a £ menor que d. Formalmente, lo podemos ver asi

g o F i L= e 2: [ Sall/ N Sl 25| 2+ =t &=t |’
2 2 2 2 2 2
-9 f_nn 2+ 5—77n+1 ?
2 2

1\?2 1
<(|ld+—) <&+ K—
<(a+5) =iy,

para alguna constante K .Esto dice que

22 < €_Un+77n+1

2 11
5 §d2‘|‘K——ZH77n—77n+1H2

2n

Por lo tanto, la sucesion 7, es una sucesiéon de Cauchy, converge y su limite estd en C'
por ser este cerrado. ]

Ejercicio 2.1.2. (Teorema de Riesz, 1906) Si ¢ esta en H*, el espacio de Banach dual
a H que consiste en todas las funcionales lineales continuas de H en C, el Nu¢ es un
subconjunto convexo cerrado de H. Mostrar que se puede elegir un vector , ortogonal al
Nu ¢ tal que ¢(n) = (n,&s) vy tal que la aplicacion ¢ — &4 sea un isomorfismo conjugado-
lineal de ‘H* en 'H.

Trabajaremos especialemente con espacios de Hilbert separables, es decir que tienen
una base ortonormal numerable.

Ejercicio 2.1.3. Si {{;} es una base ortonormal numerable de H, mostrar que la ex-
pansion lineal de {;} es densa en H.
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2.2. Operadores autoadjuntos

Definicién 2.2.1. Un operador lineal a : ' H — K se dice acotado si existe una constante
K tal que ||a¢|| < K||&|| para todo £ € H. El infimo de todos esos K se denomina la
norma de a y se denota ||all.

Sea B(H) el conjunto de operadores lineales acotados de H en si mismo.

Ejercicio 2.2.1. Probar que es equivalente para un operador el ser acotado que el ser
continuo.

Dado operador lineal acotado a : ' H — IC, el ejercicio 2.1.2, permite definir otro
operador a* : ' H — K llamado el adjunto de a y esta dado por la férmula

(ag,m) = (& a™n)
Un operador a € B(H) se dice autoadjunto si a = a*.

Ejercicio 2.2.2. Probar que ||al| =  sup |{(a&,n)| = ||a*| = ||a*al*/2.
I€l<L,[Inl<1

Lema 2.2.2. Si existe una constante K tal que |(a&, &) < K||€||* para todo & € H,
entonces

[(a&,m)| + [(§, am)| < 2K []l[|n]
para todo £,m € H.

Demostracion. Analicemos las siguientes desigualdades.
2|(a&, n) + (an, &)| = Ka(§ +n), & +n) — (a(§ —n),§ =)

< [(a(§ +n),§+m|+ [(al§ —n),§ —n)|
< K€ +l? + K[1€ —nll* = 2K(|€I1° + Inll*)

Resultando
[(a&,n) + (an, )] < K(|€]1* + [In]1?)

Multiplicando 7 por un apropiado nimero complejo ¢ de modo el lado izquierdo sat-
isfaga la siguiente igualdad, observemos que a su vez el derecho no varia,

e (ag,m) + € {an, )| = [{a&,n)| + [{an, )| < K (&l + [ln]l*)

Ahora reemplacemos en la desigualdad anterior £ por t£ y n por t~*n con t > 0. El lado
izquierdo permanece igual y el derecho es

g(t) = K(@[lg]* +¢*nl*)

Sea t, tal que ¢'(t,) = 0, alli g(¢) alcanza su tinico minimo para ¢ > 0. Resulta asi que
to = (IInll/1I€IN"? v por lo tanto g(t,) = 2K|n||||¢, dando la desigualdad buscada. [
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Proposicion 2.2.3. Sea a € B(H) un operador autoadjunto, entonces
(i) ||a|| es igual al infimo de los K tales que |{(a&, )| < K|[€||%;

(ii) [lal] = sup|(a&, )|

l€l=1

Demostracion. En general tenemos que

[{a&,m < [laglfinll < llalllIE]n]

En particular, si n = £ tenemos que ||a|| satisface la desigualdad de (7).
Por otro lado, de acuerdo al lema anterior, por ser a = a*,

2(a&, m)| = [{a&,n) + (& an)| < 2K]n|[|[€]]

para todo &,n € ‘H. Es decir que

lall = sup  [(a&n)| < K
l€l=Llinll=1

para todo K que satisface la desigualdad de (7). Entonces, ||a|| es igual al infimo de los
K que satisfacen la desigualdad de (7).
La afirmacion (i7) se deduce inmediatamente de (7). O

Definicién 2.2.4. La aplicacion identidad en H es un operador acotado denotado por
1.

Un operador p € B(H) se dice proyeccion si p = p* = p*.

Un operador a € B(H) se dice positivo si (a&,&) > 0 para todo £ € H. Decimos
ademés que a > b si a — b es positivo.

Un operador u € B(H) se dice isometria si u*u = 1.

Un operador u € B(H) se dice unitario si uu* = u*u = 1.

Un operador u € B(H) se dice isometria parcial si u*u es una proyeccion.

Las tdltimas tres definiciones se extienden a operadores lineales acotados entre difer-
entes espacios de Hilbert.

Ejercicio 2.2.3. Probar que todo operador a € B(H) es una combinacién lineal de dos
operadores autoadjuntos.

Ejercicio 2.2.4. Probar que todo operador positivo es autoadjunto.

Sea a un operador autoadjunto, consideremos m = inf|¢ =, (a§, &) y M = sup¢; (a&, ),
esto dice que
ml <a< MI

Entonces, como consecuencia de la Proposicion 2.2.3,

lall = max(|m], |M])
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Sea p un polinomio a coeficientes reales y sea a un operador autoadjunto. Si
plt) = " + -+

Definimos
p(a) = apa” + -+ apl

Sea Rla] el algebra generada por R y a. Nuestro interés sera analizar la clausura
de R[a] en el espacio de Banach real de todos los operadores lineales. Obtendremos
que dicha clausura es equivalente al anillo de funciones continuas sobre un subconjunto
compacto de los reales. Primero observaremos que los operadores autoadjuntos forman

un subespacio cerrado de End(H) y que Rla] es un subespacio cerrado del espacio de
operadores autoadjuntos.

Ejercicio 2.2.5. Sea « real y a, una sucesion de operadores autoadjuntos monoétona y
acotada por «, en particular a, > a,+1 > al 6 a, < a,y1 < al para todo n. Entonces,
dado & € 'H, la sucesion a,& converge en H. Méas ain, si denotamos dicho elemento a&,
la aplicacion & — a& es un operador autoadjunto y acotado.

Ejercicio 2.2.6. Sea a autoadjunto y f una funciéon definida en [m, M| que puede ser
expresada como un limite de polinomios p,,. Probar que lim,,_, . p,(a) es independiente
de la sucesion p,.

Teorema 2.2.5. Todo operador positivo a tiene una inica raiz cuadrada positiva a'/?.

Mads atin, a'/? € Rla] y pertenece al doble conmutador de a.

Demostracion. Considerando ﬁ podemos suponer que 0 < a < 1.Sib=1—ay
d = 1 — ¢, también tenemos que 0 < b < 1. Encontrar un operador positivo cuyo
cuadrado es a es equivalente a encontrar d tal que (1 — d)? =1 — b, o equivalentemente
que d = (b+ d?*)/2.

Sead, =0,d; =b/2,..., dpy1 = (b+d?)/2,... . Por induccién se ve que ||d,|| < 1, por
lo tanto d,, < 1. Méas atn, se deduce que d,, = p,(b) con p,, un polinomio con coeficientes
no negativos y que

Prt1(b) =pn(b) = dniy —dn = %(di—di_l) = %(dﬁdnl)(dn—dnl) = q(b)q'(b) = qq'(b)
ya que los d,, conmutan entre si. El polinomio ¢ tiene coeficientes no negativos por
ser suma de dos polinomios de coeficientes no negativos, y por hipotesis inductiva ¢
también. Esto dice que ¢q¢’ tiene coeficientes no negativos, o sea que en [m, M], 0 <
pu(t) < poa(t) < g (t) < llgd'll = Supiepnan q¢'(t). Esta sucesion es monotona y
acotada con la norma del supremo. Por lo tanto, converge uniformemente en [m, M].

Entonces, sea f = limp, € R[t] y d = f(a) = limp,(a) = limd,. Pero d es acotado, pues

[d|| = lim supy¢ =1 (dn&, §) < supje=1(€,§) <1
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También es facil ver que es autoadjunto.

Esto implica que d*> = limd?2, es decir que d = (b + d?)/2, entonces ¢ = a como
querfamos probar.
La ltima afirmacion es inmediata ya que a'/? = d € R[a]. O

Corolario 2.2.6. St a y b son operadores positivos que conmutan, entonces ab es posi-
tivo.

Demostracion.
(ab¢, &) = (a'/?b¢, a'/%¢) = (ba'/?¢,a'?¢) > 0
O]

Proposicion 2.2.7. Sea a un operador autoadjunto y p € Rlt] tal que p(t) > 0 para
todo t € [m, M|]. Entonces, p(a) > 0.

Demostracion. Sea Z ={z; : j =1,...,n} los ceros en C de p. Es decir,

ﬁt—zj

Como los coeficientes de p son reales, Z; € Z. Por lo tanto, si z; = x;+1y;, (t—z;)(t—%;) =
(t — 2;)* + y;. Por otro lado, por ser p(t) > 0 en [m, M], los z; € (m, M) reales son de
orden par.

Si vy y w; son los ceros en (—oo, m] y [M, 00) respectivamente, resulta que en [m, M],

= K[t =2)* + o) ][]t = v) [J(wr = 1)

j k !

para algin K > 0.
Entonces,

p(a) :KH((a—x] —{—y] H a—vkl)H(wll—a)

J k l
Por ser a autoadjunto,
((a = 21)%,6) = ((a — 2;1)¢, (a — 2;1)§) = 0

Entonces, (a — 2;1)? es un operador positivo. Como y]2-1, a — vl y w1l — a también son
operadores positivos, por Corolario 2.2.6, se tiene que p(a) > 0. ]

Ejercicio 2.2.7. Probar que si p,q € R]t] son tales que p < ¢ en [m, M|, entonces
pla) < q(a) y [lp(a)l| < [|p]-
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La aplicacion p — p(A) del espacio de polinomios definidos en [m, M] en Rla] es
un morfismo de anillos. Considerando la topologia dada por la norma del supremo,
la aplicacion resulta continua. Por el Teorema de Extensiéon Lineal, por continuidad
podemos extender esta aplicacion al espacio de Banach de funciones continuas en [m, M|
no negativas. Por lo tanto podemos definir f(a) para cualquier funcién continua f > 0
en [m, M|, por el Teorema de Stone-Weistrass.

Sea 0 < p,, € R[t] una sucesion que converge uniformemente a f > 0 en [m, M].
Denotemos

fla) = lim pp(a) € Rla]

n—oo

Dadas dos sucesiones p, — f v ¢, — g, como p,q, — fg, tenemos que (fg)(a) =
f(a)g(a) para cualquier par de funciones continuas f, g. En otras palabras, nuestra apli-
cacion es un morfismo de anillos continuo.

Por otro lado, tenemos que a cualquier funcion continua definida en [m, M] la pode-
mos escribir como diferencia de dos funciones no negativas. Esto nos dice que la aplicacion

C([m, M]) — R[a]
f — f(a)
también es un morfismo de anillos continuo.

Ejercicio 2.2.8. Hallar una isometria en un espacio de Hilbert que no sea unitaria.

Ejercicio 2.2.9. Si K es un subespacio cerrado de H mostrar que la aplicacion Py :
'H — K que asigna a cada punto de H el elemento de K més proximo, es lineal y es una
proyeccion.

Ejercicio 2.2.10. Mostrar que la correspondencia IC — Py del ejercicio anterior es una
biyeccion entre subespacios cerrados de H y proyecciones de B(H).

Si S es un subconjunto de H, definamos el subespacio ortogonal a S por S+ = {£ €
H:{(£n) =0 Vne S} Notemos que St siempre resulta cerrado.

Ejercicio 2.2.11. Si K es un subespacio cerrado, entonces K+ = Ky Per =1 — P.

Es facil ver que si u es una isometria parcial también lo es u*. Por lo tanto, el
subespacio u*H resulta cerrado y se denomina dominio inicial de u. El subespacio uH
también es cerrado y se llama dominio final de u.

Ejercicio 2.2.12. Probar que una isometria parcial es una composiciéon de una proyec-
cién sobre su dominio inicial y un unitario entre el dominio inicial y el final.

Denominemos conmutador de a,b € B(H) al operador [a,b] = ab — ba.



14 CAPITULO 2. CUESTIONES BASICAS

Ejercicio 2.2.13. Si K es un subespacio cerrado y a es autoadjunto, probar que
ak CK <= [a,Pc]=0

En general vale
aK CKya'KCK < [a,Pc]=0

Para cualquier a € B(H), definamos |a| = (a*a)'/?.

Ejercicio 2.2.14. (Descomposicion polar) Probar que existe una isometria parcial u tal
que a = ula|, y que u es tinica bajo la condiciéon de que su dominio sea Nua*. El dominio
final de v es Ima = (Nua*)*.

2.3. Teorema Espectral

Jones en sus notas [J|, dice que para acostumbrarse a usar el Teorema Espectral lleva
algtn tiempo y que su prueba no ayuda demasiado en este sentido. Agrega que si uno no
puede “ver” la descomposicion espectral de un operador serda muy dificil obtenerla, salvo
en dimensiones pequenas donde es exactamente lo que conocemos por diagonalizacion.
Contintia diciendo que afortunadamente no hay nada como un curso en algebras de
operadores, ya sea de C*-algebras como de &lgebras von Neumann, para ayudar al uso
de ese teorema que es el corazon del dlgebra lineal en espacios de Hilbert.

Nosotros incluiremos en este curso una demostracion del Teorema Espectral, in-
spirada en la demostracion de von Newmann realizada alrededor de 1950. Los textos
consultados han sido [L| y unas notas de un curso |[A] dictado por Prof. Amblard en
FAMAF, Universidad Nacional de Cérdoba.

Como hemos visto en la seccion anterior, dado a un operador autoadjunto, existe
una morfismo de anillos continuo de las funciones continuas definidas en [m, M| en R[a).
Sea N el nicleo de dicho morfismo que resulta ser un ideal cerrado en el conjunto de
funciones continuas en [m, M]. Sea o(a) el conjunto de ceros de dicho ideal. Por su
definicon o(a) resulta ser un conjunto cerrado.

Si f es una funcién continua en o(a), extendamos f a una funcién continua f; en

[m, M| con la misma norma. Definamos,

fa) = fi(a)

Dicha definicién es independiente de la extension elegida pues si f; es otra extension de
f en [m, M], fo — f1 se anula en o(a), entonces esa diferencia esta en N, es decir que
fa(a) = fi(a) como queriamos ver. Denotaremos con || ||, a la norma del supremo con
respecto a o(a). Es decir que

1flla = sup)lf(t)l

teo(a
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Por lo tanto,

1 (@)l < 1flla

Como resultado obtenemos un morfismo de anillos continuo entre las funciones continuas
en o(a) sobre R[a]. El siguiente teorema profundiza atn maés.

Teorema 2.3.1. Dado a un operador autoadjunto en B(H), la funcion f — f(a) es
un isomorfismo de dlgebras de Banach del dlgebra de funciones continuas en o(a) sobre
Rla]. Mds ain, si f es una funcion continua, f > 0 en o(a) sty solo si f(a) > 0.

Demostracion. Probemos primero la segunda afirmacion. Ya hemos probado la afirma-
cion sobre la positividad en un sentido, ahora analicemos la direccién opuesta asum-
iendo que f(a) > 0. Supongamos que existe A € o(a) tal que f(A) < 0. Sea n tal que
m<A—1/n<A<A+1/n< M, definamos

A —1/n—a)f(N) a€X—1/n, )]
gla) =< (a—=(A+1/n))f(N) a € [AA+1/n]

0 en otro caso

g es una funcién cuyo soporte esta contenido en [m, M], g > 0y tiene un pico positivo en
A. Elijamos n lo suficientemente grande de modo que —fg > 0, ya que —f(A)g(A) > 0.
Por lo tanto, —f(a)g(a) > 0. Pero f(a) > 0y g(a) > 0, entonces por Corolario 2.2.6,
f(a)g(a) > 0. Esto implica que f(a)g(a) = 0, lo que resulta imposible porque fg no se
anula en o(a). Con lo cual concluimos que f > 0.

Es facil ver que la aplicaciéon dada es un isomorfismo de anillos. Falta ver que es
continuo y con inversa continua. Sea § = || f(a)||, observemos que 51 £ f(a) > 0. Por lo
que acabamos de probar tenemos que 1 + f > 0, es decir que 51 > |f]|. Por lo tanto,
teniendo en cuenta la desigualdad ya obtenida,

1flla = 11f (@)

Entonces, el isomorfismo de anillos es continuo. Esto concluye la demostracion. ]

Observacion 2.3.2. Como consecuencia del teorema anterior, una sucecion f,(a) converge
si y solo si la sucesion de funciones continuas f, converge uniformemente en o(a).

Ejercicio 2.3.1. Mostrar que todo operador autoadjunto a se descompone de una tinica
manera como a = a, — a_ para ciertos operadores positivos ay,a_. Estos operadores se
denominan parte positiva y parte negativa de a respectivamente.

Definiciéon 2.3.3. El espectro de a € B(H) es el conjunto dado por

Sp(a) = {X € C: a — Al es no invertible}
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Ejercicio 2.3.2. Si a es un operador autoadjunto, probar que Sp(a) C R.

Muchos autores denominan a o(a) como el espectro de a. La razon de ello la da el
siguiente Corolario.

Corolario 2.3.4. Si a es un operador autoadjunto, entonces o(a) = Sp(a).

Demostracion. Sea A € C tal que a — Al es no invertible, por lo tanto A es real. Sea A
real tal que A\ € o(a). Entonces t — \ es invertible en o(a), y por lo tanto a — A1 también
lo es. Es decir, o(a) D Sp(a).

Veamos la inclusion en el otro sentido. Supongamos ahora que A € o(a). Sea

g(t):{l/]t—)\\ it— Al >1/n

n lt—A <1/n

Si a—A1 es invertible, sea b su inversa. Como |(t—\)g(t)| < 1 tenemos que ||(a—\)g(a)|| <
1. Por lo tanto,

lg(@)ll = llbla = Ng(a)]| <[]

Pero el supremo de g(t) es n, entonces si n > ||b|| da una contradiccion. O

Ejercicio 2.3.3. Si p es un polinomio y a es autoadjunto, probar que Sp(p(a)) =

p(Sp(a)).

Ejercicio 2.3.4. De lo expresado anteriormente podemos conluir que si a € B(H) es
autoadjunto, el espectro de a es un subconjunto cerrado de [—||a||,||al]] € Ry |la]| o
—|la|| pertenecen a Sp(a).

Lema 2.3.5. Siml < a < M1, sean Py = xx(a) con x» la funcion caracteristica del
intervalo (—o0, \|, entonces
(1) Py es proyeccion.
(1)) P,=0siA<myP\=1si A\> M.
(ZZ) P)\ S P,\/ st A S )\/.
Ejercicio 2.3.5. Dar la demostracion del lema anterior.
Definicién 2.3.6. La familia { Py} se denomina familia espectral asociada a a.

Proposicion 2.3.7. Sea Py la familia espectral asociada a a, si X' < \, entonces

N1 < alimpy—py,) < AL
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Demostracion. Sean fy y g, funciones continuas no negativas con soporte [\, 00) y
(—o0, A] respectivamente, tales que fy + gn = |t — A|. Por lo tanto,

(t =M1 =xa@) = fa()

Evaluando en a, obtenemos
(@ — A1 = Py) = fi(a)

a— Al = fy(a) — gx(a)
Lo cual implica que
(@ = A1) Py = —ga(a) Py = —ga(a)

Sea X < A. Tenemos que a — N'1 = fy(a) en el complemento ortogonal de Im Py. Es
decir que en ese complemento vale la desigualdad \N'1 < a por ser fy > 0.

Por otro lado, a — A1 = —g,(a) en Im Py, y como —g, < 0, tenemos que a < Al en
esa imagen. Lo que prueba el teorema. Il

Proposicion 2.3.8. La familia espectral {P\} es fuertemente continua por la derecha,
es decir

P)\+s§ ’ P)\§
e—07t
para cada & € H.

Demostracion. Sea h.(t) una funciéon continua tal que 0 < h(t) <1, h.(t) =14 1/cen
(—o0, A+ 1/¢], he(t) = 1/e en (A + 2¢,00) con € > 0, y afin en (A + €, A 4+ 2¢]. Por lo
tanto, para cada t,

XA() < xage(t) < ho(t) — xa(?)

e—0t
Esto implica que
Py < Pyye < he(a)

Como la familia {h.(a)}.~0 es mondtona y acotada. Entonces, de acuerdo al Ejercicio
2.2.5, para cada £ € ‘H tenemos que

he(a)§ — Px§

e—0t

De esto conluimos que

P)\—i-sg - P)\f
e—0t
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Teorema 2.3.9. (Primer version del Teorema FEspectral) Si a es un operador autoad-
gunto o normal ([a,a*] = 0) en B(H), entonces existe una medida de Borel de Sp(a) a
valores en el conjunto de proyecciones de B(H), A\ — E), tal que

a= lim Y \Ey, = / A dE)

|7 —=0

A dicha medida la llamaremos medida a valores en proyecciones. Las proyecciones
FE)\ se denominan proyecciones espectrales de a 'y sus imagenes subespacios espectrales de
a.

Demostracion. Haremos la demostracion para a = a*. Sea m = {\, <m < A} < A\ <
.. A\n = M} una particion, definamos para t € [m, M|

X)) = 1= Meloa (8) = X, (1))
k=1

Observemos que si t € (A1, Ak}, Xx(t) =t — A\ ¥ que X € R[t]. Ademds, si denotamos
|7]| = maxy<gp<pn (A — A1)

0< Xl
[l
Por lo tanto, por || — x.(a)|| < ||=||. Entonces,

la =D " A(Py, = Pay )l < I
k=1

Si hacemos tender ||| a 0, tenemos

[[x]|—=0

a= lim Z )\k(PAk - P)\k71)
k=1

Si llamamos Ey, a la proyecciéon Py, — Py, _,, tenemos el resultado del teorema. O

Ejercicio 2.3.6. Si n es normal probar las siguientes afirmaciones.
(1) Existen a,b operadores autoadjuntos tales que n = a + ib.
(17) Existen m, M € R tales que m1 < a,b < M1.

(7ii) Los operadores

Eng = Py, = Py ) (Py = Py )

son proyecciones y Ey, Ey, , =0 si (Me1s A] X (o1, A 0 (A, Al X (Mg, A = 0.
(iv) Demostrar el Teorema Espectral para operadores normales donde A\g; = A\, +1iA;

a= lim Y AyEy, < /)\ dE)y

[[7[[—0

y
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Como consecuencia del Teorema Espectral, ya que la convergencia en norma implica
la convergencia fuerte, para cada & € 'H,

al = / A dENE
Asi también en términos de funciones medibles
(an.€) = [ A (@Bsn.6)

A su vez, dada una funcion f de Borel acotada a valores complejos en Sp(a), tiene
sentido definir

o) = [ £V dEy

Ejercicio 2.3.7. Si a es un operador autoadjunto sobre H tal que dim ’H < oo, obtener
el espectro y la medida a valores en proyecciones de a.

Ejercicio 2.3.8. Si p es una medida sigma-finita en X y f € L>®(X, u), el operador
My : L*(X, ) — L*(X, p) multiplicacion por f, dado por Myg(z) = f(z)g(x), es un
operador acotado y || M| = ess-sup,ex(|f(z)]). Si f es a valores reales entonces My es
autoadjunto. Hallar Sp(My) y la medida a valores en proyecciones E.

El ejemplo del ejercicio anterior es genérico ya que la siguiente es una version equiva-
lente del Teorema Espectral.

Teorema 2.3.10. (Sequnda version del Teorema Espectral) Si a es un operador autoad-
gunto de B(H) y K = R[a|¢, entonces a define un operador autoadjunto en K y eziste una
medida finita en Sp(a) tal que K y L*(Sp(a), 1) son isomorfos como espacios de Hilbert
y el operador a se corresponde con el operador “multiplicacion por la funcion identidad”.

Esta version es anédloga al Teorema 2.3.1, en vez de considerar funciones continuas
en Sp(a) consideramos L?(Sp(a), j1).

2.4. Producto tensorial de espacios de Hilbert

Si H vy K son dos espacios de Hilbert, se puede definir el producto tensorial algebraico
H ®Raig K en la categoria de espacios vectoriales. Sobre ese espacio vectorial

(Eon g en) =8 nn

determina un producto interno hermitiano. El espacio de Hilbert producto tensorial
H ® K es la completacion de H ®4, K. Es facil ver que si a € B(H) y b € B(K), existe
un operador acotado a ® b en H ® K definido por a ® b(§ ® ) = a& ® bn.
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Ejercicio 2.4.1. Sea L*(X,H,u) el espacio de Hilbert de funciones f : X — H de
cuadrado integrable, con H un espacio de Hilbert separable. Para cada £ € Hy f €
L*(X,p) sea fe € L*(X,H,u) definida por fe(z) = f(x)¢. Probar que la aplicacion
£ ® f — f¢ define un operador unitario suryectivo de H ® L*(X, u) sobre L*(X,H, ).



Capitulo 3

Algebras de von Neumann

En este capitulo daremos la definicion de dlgebras de von Neumann y ejemplos basicos
para su estudio.

3.1. Topologias en B(H)

En B(H) se pueden considerar varias topologias que a continuacion definiremos.

Definicion 3.1.1. La topologia de la norma o uniforme en B(H) es la dada por la norma
|| || de operadores acotados definida en el capitulo anterior.

Definicion 3.1.2. La topologia fuerte de operadores en B(H) es la dada por la conver-
gencia puntual en H, es decir a,, —¢ a si a,§ — a§ para todo § € H.

Una base de entornos de a de la topologia fuerte en B(H) esta dada por
N(a;&y,....&6ne)={beBH): |[(b—a)&| <e Vi=1,...,n}

Definicion 3.1.3. La topologia débil de operadores en B(H) es la dada por la conver-
gencia débil en H, es decir a,, —4 a si (a,§,n) — (a&,n) para todo &, n € H.

Una base de entornos de a de la topologia débil en B(H) esta dada por
N(a; &1, &nim, - mnie) ={b € B(H) : [{((b—a)§i,mi)| <e Vi=1,....n}

Ejercicio 3.1.1. Mostrar que las topologias tienen el siguiente orden donde < significa
“tiene menos abiertos”.

topologia débil de operadores < topologia fuerte de operadores

topologia fuerte de operadores < topologia de la norma

Ejercicio 3.1.2. Probar que la bola unidad en H es compacta con la topologia débil de
H y la bola unidad de B(H) es compacta con la topologia débil de B(H).

21
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3.2. Definiciones

Definicion 3.2.1. Un dlgebra normada compleja (B, | ||) es un algebra con unidad 15
y a la vez es un espacio normado que satisface

sl =1, labll < flall[[b]l  Va,be B

Si B es un espacio de Banach respecto de esa norma, se dice que es un dlgebra de
Banach.

Definicion 3.2.2. Sea B un algebra de Banach compleja, una involucion en B es una
aplicacion
B—B

a—a*

que satisface para todo a,b € By todo «a, 3 € C,
(1) (o + Bb)* = @a* + Bb*,
(1) (ab)* = b*a*,
(737) (a*)* = a.

En este caso (B, *) se dice que es una *-dlgebra.

Definicién 3.2.3. Una C*-dlgebra (B, *) es un algebra de Banach compleja con una

involucién que satisface
(iv) [la*all = ||al*.

Observacion 3.2.4. La condicion (iv) asegura que la involucion es continua y preserva
normas.

Definicion 3.2.5. Un s-morfismo ¢ : B — B es un morfismo de algebras de Banach, es
decir que es lineal, multiplicativo y ¢(15) = 15, y que ademas satisface ¢(a*) = (¢(a))*
para todo a € B.

Un subconjunto F C B se dice autoadjunto o *-subconjunto si es cerrado para la
involucion.

Teorema 3.2.6. Sea M una subdlgebra autoadjunta de B(H) tal que 1 € M. Sin =
dim H < oo, entonces M = M".

Demostracion. La inclusion M C M” es evidente.

Probemos la otra inclusion. Dada {v;} una base ortonormal de H podemos identificar
HQH=P,., H como espacio de Hilbert.

Si x € M podemos pensar que x actd en H ® H por z(n ® v) = zn ® v. Bajo el
isomorfismo anterior, eso se traduce en z{ = z(&,...,&,) para todo £ € @, ..., H. Es
decir, podemos pensar M C M, (B(H)) con la inclusion natural ©z — z1. o
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Observemos que M = {#l : v € M} es una subélgebra autoadjunta de M, (B(H)).
Observemos también que M’ = M,,(M’), entonces

M" = {yl :ye M}

Sea & = (&1,....6) € @D<,<,, H, entonces el conjunto K = M .£ es invariante por la
accion de M por ser M un algebra. Como M es autoadjunta, P¢ conmuta con M por
Ejercicio 2.2.13.

Siyl € M, [y, Pc] = 0, entonces yM¢ © ME. En particular, y(1€) = y& = z€ para
algun I € M, entonces y&; = x&; para todo i =1,...,n. Es decir que y =z € M. O

Teorema 3.2.7. (Teorema de Densidad de von Neumann, 1929) Sea M una subdlgebra
autoadjunta de B(H) tal que 1 € M. Entonces, M = M" (clausura en topologia fuerte o
débil).

Demostracion. Como los conmutadores son siempre cerrados con ambas topologias,
Mt c m.

Sea a € M", para probar la otra inclusion basta con encontrar un & € M en cada
entorno fuerte N(a;&y,...,&,;€) de a.

Consideremos € = (&1, ...,&,) € @y;,, H C HOH. Sea M como en la demostracion

del teorema anterior. Observemos que M conmuta con Pﬁé. Por lo tanto, e M,

— P &
entonces al conmuta con PMff. Es decir que aM¢ C ME.

Comol e M, al = (aly,...,a&,) € M_§ Es decir, existe x € M tal que ||z&§;—a&;|| < €
para todoz=1,...,n. Il

Corolario 3.2.8. (Teorema del Doble Conmutador de von Neumann) Si M es un dlgebra
autoadjunta de B(H) tal que 1 € M, las siguientes afirmaciones son equivalentes,

(i) M =M",

(1) M es fuertemente cerrada,

(1ii) M es débilmente cerrada.

Definicion 3.2.9. Una subalgebra que satisface las condiciones del corolario es un dl-
gebra de von Neumann.

Corolario 3.2.10. Una subdlgebra autoadjunta de B(H) que contiene al 1, es cerrada
con la topologia de la norma si y solo si es una C*-dlgebra.

Definiciéon 3.2.11. Dado un subconjunto S de B(H), el dlgebra de von Neumann gener-
ado S es (SUS*)", es decir la clausura fuerte (o débil) del algebra autoadjunta generada
por 1y S.
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La propiedades del subconjunto S no siempre se preservan en el algebra de von
Neumann generada por S. No se puede tener mucho control sobre los operadores que
se le agregan a S. Si las propiedades se pueden expresar en término de los coeficientes
matriciales (a&,n) con a € S'y &, n € H, esas propiedades se van a preservar para limites
débiles, entonces valen para todos los elementos de la clausura del algebra autoadjunta
generada por S.

Veremos en la seccion siguiente algunos ejemplos de se esta situacion.

3.3. Ejemplos basicos

3.3.1. Los obvios

Los ejemplos obvios son B(H) y cualquier subalgebra autoadjunta de dimension finita
de B(H).

3.3.2. L®(X,p)

Sea (X, u) un espacio de medida finita, sea L*°(X, u) vista como la subélgebra au-
todajunta de B(L*(X, 1)) dada por

A={M; € B(L*(X, ) : f € L*(X,p)}

Si vemos que A = A’, i.e. A es abeliano maximal, se obtiene inmediatamente que A es
un algebra de von Neumann.

Por ser A abeliana tenemos que A C A'.

Veamos la inclusion en el otro sentido. Sea x € A" C B(L*(X, 1)) y consideremos f
la imagen por = de la funcién idénticamente 1. Es facil ver que f € L*(X, ). Veamos
que x = M;. En efecto, para cada g € L®(X, ) C L*(X, ) (recordar que u(X) < 00)

xg =Myl = Mgzl = Myf =gf = fg= Mg

Como L (X, p1) es denso en L*(X, p1), tenemos que = = M; € A.

3.3.3. Algebras de von Neumann de grupos discretos
Si I' es un grupo topologico y
7: 1 — B(H)

es una representacion de I', podemos considerar el dlgebra de von Neumann generada
por 7(T).
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En particular podemos considerar I' un grupo discreto. Sea
PI)={f:T—=C: Y |If()F < oo}
el
el espacio de Hilbert con producto interno

(f.9)=>_f(1g(7)

vyel

Una base ortonormal de (*(T") es {e, },er donde £,(7') = d,.,. Entonces,

f= Zf(’Y)gv

vel’

Para cada 7 definamos el operador unitario de [%(T)
uy f(Y) = F(Y)
Observemos que
UnyUp = Unp Uy(€p) = Ep
Por lo tanto, la aplicaciéon
L:T — B(I*(I")
Y Uy
es una representacion unitaria de I' llamada la representacion regular a izquierda de T'.
Como los u son linealmente independientes, generan el algebra de grupo CI'. Deno-
taremos el algebra generada por los u, por vN(I') (otras notaciones que se utilizan son

L(T), U(T), A(T)). A de algebra de von Neumann de este tipo la llamaremo dlgebra de
von Neumann de grupo.

Caso I' =7,,.
Una base de vN(I") es {ug, u1,...,u,—1} con
01 00
loo 1o
= o001
1 000
y ui = (u1)".

Observemos que combinaciones lineales de esta base dan matrices con constantes en
las diagonales

UL =

S0 QR
0O L o
QL T O
Q@ ot 0o Q.
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Estas matrices se dicen matrices circulantes pues provienen de un grupo ciclico. Ob-
servemos que el lugar (i, j) sélo depende del valor j —i mod (n).

Si T es discreto infinito sigue valiendo que el coeficiente matricial del lugar (v, p) solo
depende del valor v~ 1p € I

El coeficiente matricial del lugar (v, p) de u, es

(ren ) = Y wyen(V)e, (V) = tyen(p) = e,(v"p)

Por lo tanto, para que el coeficiente sea no nulo, pr—! = ~.
Sea ¢, el valor de la diagonal correspondiente a ~y. Entonces, si x € vN(I),

T = E Cy U~

vel’

No es claro en qué sentido converge esta suma, pero debe definir un operador acotado.
Por lo tanto,
(¢) la funciéon v — ¢, tiene que estar en (*(T), pues

z(e1) = ZCWUW(‘gl) = 26’78’7

yel’ vyel

(i) (Zwer Cw“v) <Zp€F dp“p) = Zper <Zwer Cvdv—1p> Up

donde la suma del lado derecho que define el coeficiente de u, converge ya que v — ¢,
y ¥ — dy-1, estan en [*(T).

Esto solo dice que los coeficientes ¢, de un tal elemento de vN(I') tienen que estar
en [*(T"), pero no dice exactamente cuales son. Para tratar de desarrollar un poco de
intuicion analicemos algunos ejemplos para tratar de imaginarnos cuales podrian ser las
condiciones que los determinen.

Caso I' = Z.
Es conocido que el operador lineal

Ve PzZ) — L*SY

E CnEn — E ¢, e

nez neL
es unitario y que vu,v"! = M_ins pues

i(n+k)6

vu,v~H (€*) = vuy, (e) = vep g = €'l inf g iko

=€

La teoria espectral cléasica dice que {M_ino }nez genera L=(S') como algebra de von
Neumann. Si My € L®(SY), v™'Mp = 3, cagn donde Y, o, c,e™ es la serie de

n
neL
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Fourier de f. Esto dice que las funciones v — ¢, que definen v/N(Z) son exactamente
las series de Fourier de las funciones L*°.

Seguramente veremos después que vale en general que las funciones que definen v N (T)
son las funciones que definen operadores acotados de [?(T").

Ahora consideremos un grupo altamente no conmutativo, el grupo libre de n gener-
adores para n > 2.

Caso I' = F,.

Calculemos el centro Z(vN(F,)) de vN(F,). Usando limites débiles, es equivalente
que x =) . cyu, esté en Z(vN(F,)), a que z conmute con cada u,. Esto es lo mismo
que decir que ¢, -1 = ¢, para todo v, p. Es decir que la funcién c es constante en las
clases de conjugacion. Pero en [, las clases de conjugacion, salvo la de la identidad, son
infinitas. Como habfamos dicho que v — ¢, est4 en [*(F,,), entonces ¢, = 0 para todo
v # 1. Es decir que Z(vN(F,,)) = CI.

Observemos que la tnica propiedad que usamos del grupo F,, fue que las clases de
conjugacion no triviales son infinitas. Més atn, este argumento nos dice en general que
Z(vN(I")) es el espacio generado por los u, tales que la clase de conjugacion de v es
finita.

A los grupos cuyas clases de conjugacion no triviales son infinitas les diremos grupos
de clases de conjugacion infinitas (g.c.c.i.). Hay muchisimos ejemplos de este tipo de

grupos como Sy, (el grupo de permutaciones de soporte finito de un conjunto numerable
infinito), PSL(n,Z) y Q x Q*.

Ejercicio 3.3.1. ;Son los grupos de trenzas B,, g.c.c.i.? ;Y el de infinitas trenzas B.?

Observacion 3.3.1. Problema no resuelto en dlgebras de von Newmann:
i Es vN(F,) =2 vN(F,,) para n # m, ambos > 27

Es obvio que las dlgebras de grupos CF,, y CF,, son no isomorfas, pero no se sabe si se
extiende a sus algebras de von Neumann.

Definicion 3.3.2. Un factor es una algebra de von Neumann cuyo centro es Cl1.
Ejercicio 3.3.2. Mostrar que B(H) es un factor.

Ejercicio 3.3.3. Sea H = K1 ® Ky y M = B(K;) ® 1. Mostrar que M’ = 1 ® B(Ks),
por lo tanto M y M’ son factores.

Este ejercicio explica el origen del término “factor” cuando M y M’ provienen de una
factorizacion de H como producto tensorial.

El factor v N (I') que hemos analizado, proveniente de un grupo c.c.i., es de naturaleza
totalmente diferente a la de B(H). Para comprender eso consideremos la funcion

Tr:oN(') - C
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definida por Tr(a) = (ae1,€1) o Tr(3_ o cyuy) = c1. Esta funcion es claramente lineal,
débilmente continua, y satisface

Tr(ab) = Tr(ba), Tr(z*x) = Z lc,? >0 cuando z = Z Cy Uy
vyel vyel

2m

Ejemplo 3.3.3. En el caso en que I' = Z, Tr(My) = |,

entre vN(Z) y L>(Sh).

f(0) db bajo el isomorfismo

Ejercicio 3.3.4. (i) Si Tr : B(H) — C es una aplicacion lineal tal que Tr(ab) = Tr(ba)
y dim ’H < oo, entonces Tr es un miltiplo de la traza usual de matrices.

(77) No existe ninguna aplicacion lineal débilmente continua Tr : B(H) — C tal que
Tr(ab) = Tr(ba) cuando dim H = oo.

(#7i) No existe ninguna aplicacion lineal Tr : B(H) — C tal que Tr(ab) = Tr(ba) y
Tr(z*z) > 0 cuando dimH = oo.

(1v) (Mas dificil) No existe ninguna aplicacion lineal Tr : B(H) — C tal que Tr(ab) =
Tr(ba) cuando dim H = oc.

Esto nos dice que, a pesar que los factores vN(I') con I' c.c.i. son de dimension
infinita, la existencia de una traza los hace parecerse mas a B(H) cuando dimH < oo
que cuando dim H = oo. Esta propiedad nos asegura que estos factores no provienen de
una factorizacion de ‘H como producto tensorial.

Proposicion 3.3.4. Los factores vN(I'), con ' c.c.i., tienen las siguientes propiedades:
1. No contienen ningin operador no nulo de rango finito.
2. Tr(a) =0 = a =0 para todo a > 0.
3. uwu* =1= u*u=1, i.e no contiene isometrias no unitarias.

Demostracion. (1) Sea x = .

los ¢, si es no nulo significa que (ze,,e,) = ¢, si y solo si v = pr~'. Es decir que hay

infinitos pares (p, ) que lo satisfacen, contradiciendo el hecho que z tiene rango finito.
(2) Como a es positivo, a = (a'/?)?. Por lo tanto,

cyu, un tal operador. De acuerdo a como definimos

Tr(a) = (ae1,e1) = (a"%e1,a"%er) = [|a'?e1]| 2 0

Si Tr(a) = 0, entonces a'/2¢; = 0. Pero 0 = a'/?¢; = > ver GUn(E1) = X2 cp ¢85, lo que
nos dice que ¢, = 0 para todo v € I, es decir a'/? = 0. Esto dice que a = 0.
(3) Si w*u = 1, uu* es una proyeccion pues uvu*uu* = wu*. Por lo tanto, 1 — uu*

también lo es. A su vez, Tr(1—uu*) = 1—-Tr(u*u) = 0. Entonces, por (2), l —uu* = 0. O

Ejercicio 3.3.5. (Kaplansky) Mostrar que en vN(T"), ab =1 = ba = 1, y que si F es
cualquier cuerpo de caracteristica 0, ab=1=ba =1 en FT.
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Esta parece ser una afirmacion atun abierta para caracteristica no nula.

La afirmacion dice que si existe inverso a izquierda, lo es a derecha. Kaplansky en
[K] también prob6 que las tnicas algebras de division (todo elemento no nulo tiene
inverso, este inverso lo es a izquierda y a derecha) con unidad tal que ||ab|| = ||al||b|
son R, C,H, O, tanto en dimensién finita como infinita. Sacando la restricciéon de tener
unidad y que el inverso sea a ambos lados y s6lo pidiendo que sea de division a izquierda
en el siguiente sentido, para todo v # 0 existe v;l tal que

vt (vw) = w Yw

Por el ejercicio, en dimension finita no cambia nada. Kaplansky conjetur6 que considerar
dimension infinita no agregaria nada a la lista . Sin embargo, en esta situaciéon abun-
dan los ejemplos. Los primeros ejemplos de ello aparecieron en [C| y [RP| y son casos
particulares de las grandes familias de ejemplos de [GKS].

Proposicion 3.3.5. Si =F,, {Tr(p) : p* = p} = [0,1].

Demostracion. Por ser 0 < p < 1, es claro que 0 < Tr(p) < 1. Para ver que realmente se
puede obtener una proyecciéon para cada uno de los valores en el intervalo, consideremos
el subgrupo (p) generado por p € F,.. Debido a la descomposicién en coclases de F,,, la
representacion de (p) en [*(F,,) es la suma directa de una cantidad numerable de copias
de la representacion regular de (p). En efecto, como todo elemento de f € I*(F,) se

puede escribir
f= § , § :dmvgpmv = E : (E :dmwupmgw)
yeJCI' meZ yeJCI' \m€eZ

donde J es numerable. Pero cada + el espacio de Hilbert generado por {u,me, : m € Z}
es isomorfo a [2(Z) como representacion de Z. Entonces, tenemos que

B(F.) = P E@)

yeJ

Por lo tanto, podemos pensar a u, como una matriz infinita en bloques diagonales
todos iguales. De esta manera el doble conmutador de u, es vIN(Z) visto como matri-
ces diagonales en bloques iguales. Asi hemos identificado v/N(Z) con una subalgebra
de vN(T'). Con esta identificacion la traza de las dos algebras coinciden. Pero como
observamos antes, cualquier elemento de f € L*(0,27) define un elemento de vN(Z)
cuya integral es su traza. En particular, como la funcion caracteristica de un intervalo
define una proyeccion, eligiendo intervalos de longitudes apropiadas podemos realizar
proyecciones de cualquier traza en [0, 1]. O

Observacion 3.3.6. FEn la demostracion anterior hemos usado el doble conmutador para
identificar vN(Z) con una subalgebra de vN(I'), valiendo esto no sélo para I' = F,,. Mas
atin, hemos descompuesto (?(I") como suma directa numerable de 1?(Z).
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3.4. Otras topologias en B(H)

Senalemos un problema que aparece cuando usamos la topologia débil o fuerte. De
acuerdo a la Observacion 3.3.6, un vector en [*(T") es una sucesion de cuadrados sumables
de vectores en [%(Z). Por lo tanto, un entorno fuerte bésico de a € B(I*(T")) correspondera
a un entorno de la forma {b: Y > |[(a — b)&,||* < e} donde los &, € 1*(Z), y satisfacen
que Y o7 |I€.]|* < oo. Entonces podemos concluir que convergencia fuerte en 1?(Z) no
implica convergencia fuerte en [?(T"). Esto nos conduce a definir otras dos topologfas en

B(H).

Definicion 3.4.1. La topologia definida por los entornos basicos de a
{b:) la=b&l* <<}
n=1

para cualquier ¢ > 0 y cualquier sucesion {&,} en [*(Z) tal que > 7, [|&.]|* < oo, es
llamada topologia ultrafuerte de B(H).

Definicién 3.4.2. La topologia definida por los entornos bésicos de a
{0 [{(a =), m)| <}
n=1

para cualquier € > 0 y cualquier par de sucesiones {£,} y {n,} en I*(Z) tal que

[e.9]

D (&l + l1all?) < oo

n=1
es llamada topologia ultradébil de B(H).

Notemos que estas topologias son precisamente las restricciones a B(H) = B(H)® 1
de las topologias de B(H) ® B(K) cuando dim K = oo.

Ejercicio 3.4.1. Mostrar que la topologia ultrafuerte y topologia ultradébil son mas
fuertes que la topologia fuerte y la topologia débil respectivamente. Probar ademas que
las topologias ultrafuerte y fuerte coinciden en un subconjunto acotado de B(H), y
también para la ultradébil y la débil.

Ejercicio 3.4.2. Probar que el Teorema de Densidad de von Neumann 3.2.7 vale reem-
plazando la topologia fuerte por la ultrafuerte.
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3.9.

Algunas preguntas

Luego del analisis de los ejemplos estudiados en las secciones anteriores surgen las
siguientes preguntas que intentaremos responder en los capitulos siguientes.

1.

Si un factor posee una traza débilmente continua, jes tnica salvo un miltiplo
escalar?

. Si un factor M posee una traza Tr, jes cierto que {Tr(p) : p* = p} = [0,1]?

. Cualquier factor no isomorfo a B(H) posee una traza?
.Son todos los factores de dimension infinita con traza isomorfos?

Si M es un factor con traza, ;{ M’ también lo es? (observar que el conmutador de
de un factor es factor).

i Es vN(T')" el algebra de von Neumann generada por la representacion regular a
derecha?

Si ¢ : M — N es isomorfismo de *-algebras entre algebras de von Neumann en
espacios de Hilbert H y K respectivamente, ; existe un operador unitariou : H — K
tal que ¢(a) = uau* para a € M?

Ejercicio 3.5.1. Si (7, H) es una representacion unitaria de un grupo localmente com-
pacto G. Probar que

(7, H) es irreducible <= vN(7(G)) = B(H)

Si quitamos la condicién de ser unitaria, jsiguen valiendo ambas implicaciones?
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Capitulo 4

Propiedades elementales de aAlgebras de
von Neumann

4.1. Propiedades

En este capitulo M denotara un algebra de von Neumann sobre un espacio de Hilbert

H.

PE1l. Sia = a* € M, todas las proyecciones espectrales y todas las funciones bore-
leanas acotadas de a estdn en M. Por lo tanto, M estd generada por todas sus proyec-
CLOMES.

Demostracion. En la demostracion del Teorema Espectral 2.3.9 construimos las proyec-
ciones espectrales E) de a como limites fuertes de polinomios en a, por lo tanto dichas
proyecciones estan en M. Por otro lado, como cualquier funcién de Borel acotada f a
valores complejos en Sp(a) también es limite fuerte de polinomios, f(a) € M.

Como todo operador de M es combinacién lineal de dos operadores autoadjuntosde
M (ver Ejercicio 2.2.3), tenemos que la clausura fuerte del subespacio generado por las
proyecciones de M contiene a M, por lo tanto son iguales. O]

PE2. Todo elemento de M es combinacion lineal de cuatro operadores unitarios de

M.

Demostracion. Ya sabemos que todo operador de M es combinacion lineal de dos op-
eradores autoadjuntos. Sea a = a* € M tal que |la] < 1. Sea u = a + iv/1— a2
y u* = a—1v/1—a? Como uu* = uw*u = a* + (1 — a*®) = 1, u resulta unitario y
a=(u+u*)/2. O

33
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PE3. M es el conmutador del grupo unitario de M.

Demostracion. Sea U(M') el grupo unitario de M’. Observemos que M’ esté generada
como espacio vectorial por U(M'), porlo tanto M"” es el conmutador de U(M"). Entonces,
UMY = M" = M. O

Observacion 4.1.1. Por lo tanto, una deficiéon alternativa de algebra de von Neumann
es: un dlgebra de von Neumann es el conmutador de una representacion de un grupo
unitario.

Ejercicio 4.1.1. Mostrar que multiplicaciéon por operadores es fuertemente continua en
subconjuntos acotados, pero no en todo B(H). Mostrar ademas, que * : B(H) — B(H)
es débilmente continua pero no fuertemente continua, incluso en subconjuntos acotados.

Teorema 4.1.2. Si {a,} es una red de operadores autoadjuntos con a, < ag si o < f3
Y llaal| < K para algin K € R, entonces existe un operador autoadjunto a = limf a,
e

(convergencia en topologia fuerte).
Mds aiin, a es la menor cota superior de {a,} para el conjunto parcialmente ordenado
de operadores autoadjuntos.

Demostracion. Un cadidato a ser el limite fuerte de la red es el limite débil ya que la
bola unidad de B(H) es compacta con la topologia débil.

La red (a,&, &) es creciente y acotada y su limite es (a&, ) para todo £ € H. Esto
dice que a, < a para todo a. Por la existencia de la raiz cuadrada de operadores
positivos que pertenece al doble conmutador del operador, tenemos que h’nalf Va—a, =

0. Como multiplicaciéon de operadores es fuertemente continua en subconjuntos acotados,
2
limf a—a, = (h’mf va— aa> = 0. Por lo tanto, a = limf a,,. ]
(07 (0% (0%

Si {as} esta en las condiciones del teorema diremos que es mondtona convergente.

PE4. M es cerrada bajo convergencia mondtona de operadores autoadjuntos.
Demostracion. Es inmediato a partir del teorema. Il

Las proyecciones en B(H) forman un reticulado ortogonal en el siguiente sentido,
(1) p<q < Imp C Img,

(77) p A q es la proyeccion ortogonal sobre Im p N Im g,

(ii1) p- =1 —p,

(iv) pVq = (pAgt)* es la proyeccion ortogonal sobre la clausura fuerte de Im p+Im q.

Ejercicio 4.1.2. Mostrar que p A ¢ = limf (pgq)".
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Observemos que p A q < p,q vy que pV q > p,q. Por lo tanto, el reticulado de las
proyecciones de B(H) es completo, en el sentido que es cerrado bajo supremos e infimos
arbitrarios, pues la intersecciéon de subespacios cerrados es cerrado.

PES5. Las proyecciones en M generan M como &lgebra de von Neumann y forman
un subreticulado completo del reticulado de proyecciones de B(H).

Demostracion. Si S es un conjunto de proyecciones de M, el conjunto de subconjuntos
finitos de S es un conjunto dirigido (si Fy, Fy C S, existe I C S tal que Fy, Fy C F).
Como

F— \/pEFp

es una red en M que safisface el teorema, existe 11'1% f (Vperp) y estd en M. A este limite

lo denotamos V,ecgp. Il

PES6. Sea A una *-subalgebra de B(H) y sean W = (,., Nua y K = W=. Entonces,
K es A-invariante, y si B = {a | : a € A}, entonces 1x esta en la clausura fuerte de B.
De este modo B resulta ser un algebra de von Neumann.

Demostracion. Dado £ € K y n € VW tenemos que

(ag,m) = (§,a™n) =0

Esto dice que K es A-invariante.

Consideremos p, ¢ proyecciones, entonces p V ¢ estéa en el dlgebra generada por p y ¢.
Sia = a*, laimagen de Py,,t = 1 — Pnug esta en la clausura fuerte del 4dlgebra generada
por a pues Pxyq = X{o}(a). Entonces, por PE5, VaeaPyyqt estd en la clausura fuerte de
B, y no es més que la proyeccion ortogonal sobre la clausura fuerte de la suma sobre
todos los a € A de las imagenes de Py, ... Es decir, es la identidad en K. n

Si hubiéramos definido un algebra de von Neumann como una subéalgebra cerrada
con la topologia débil o fuerte de B(H), una tal algebra como algebra abstracta tendria
unidad pero ésta podia no ser la identidad de B(H). Sin embargo, en el complemento
ortogonal de los vectores distintos de esta identidad seria un algebra de von Neumann
en el sentido usual.

PET7. Si M es un dlgebra de von Neumann yp € M es una proyeccion, pMp = (M'p)’
y (pMp)' = M'p como dlgebra de operadores en pH. Es decir que pMp y M'p son dlgebras
de von Neumann.
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Demostracion. Es evidente que pMp y M'p conmutan entre si al restringirlas a pH pues
siae Mybe M,

(pap)(bp) = papbp = pabp® = pbap = bp*ap = (bp)(pap)

Entonces, (M'p)’ D pMp.

Ahora supongamos que x € (M'p) C B(pH) y definamos & = zp = pxp € B(H). Por
lo tanto, si b € M’, bx = bxp = bpxp = (bp)(zp) = (zp)(bp) = zp*b = Tb. Es decir que
Z € M. Entonces, (M'p) C pMp.

Si supiéramos que M’'p es un algebra de von Neumann en pH, ya estaria porque
(pMp) = (M'p)" = M'p. Pero un intento directo de probar que es fuerte o débilmente
cerrado falla al querer tratar de extender el limite de una red en M'p sobre pH a M'.

Por lo tanto, probaremos directamente que (pMp)" C M'p usando una extension de
sus elementos a H.

Por PE2 es suficiente tomar u € (pMp)’ unitario. Sea K = MpH C H. El subespacio
K es claramente invariante por M, luego K+ también lo es. Entonces, P¢ conmuta con
M. En efecto,siae My f eH,

Peaf = Pea(Pcf + (1 — Px)f) = PcaPcf + Pea(l — Pc)f = PeaPxf = aPxf

Por otro lado, K también es invariante por M’ pues bMpH = MpbH = MpH para todo
b € M'. Entonces, Pc conmuta con M’ o sea que Pg € M. Por lo tanto, P¢c € Z(M).

Extendamos u a K por
i i

para z; € M y & € pH. Veamos que % es una isometria.

I Z n&ll” =) (wiug, wjug;)

0,J

= Z <p$;$z'pufia ug;)
i,J

= Z <Up$;$ipfia ug;)
0,J

= Z <p$;$z'pfz'> &)
0,J

= [lzi&ill?

Este céalculo prueba que @ esta bien definido y que se extiende a una isometria en
KC. Por construccion o conmuta con M en MpH, por lo tanto en K. Consecuentemente,
uPc € M' y u= uPxp; o sea, (pMp) = M'p. ]
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Corolario 4.1.3. Si M es un factor, pMp y pM’' son factores en pH. Mads ain, la
aplicacion
M/ N M/p
x — Tp

es un isomorfismo de x-dlgebras débilmente continuo.

Demostracion. Por PET, Z(pMp) = pMp N pM' = Z(M'p). Pero por ser M un factor,
pMpnpM"=p(MNM')p=pZ(M)p=Clyy.

Es facil ver que es débilmente continua y que es un morfismo suryectivo de x-algebras.
Veamos que es inyectivo. Siz € M’y xp = 0, entonces x = 0 en M pH. Pero la proyeccion
sonbre MpH esta en Z(M), de acuerdo a la demostracién de PE7. Como M es un factor,
esa proyeccion es exactamente 1. Entonces, x = 0 pues 0 = x Pc = Pex = . Il

Corolario 4.1.4. Si M es un factor, a € M y b € M', entonces ab = 0 implica que
a=00b=0.

Demostracion. Supongamos que a # 0. Sea p la proyeccion sobre la imagen de a. Ob-
servemos que p € M, eso sale para operadores autoadjuntos y por lo tanto para op-
eradores en general. Ahora, como ba = 0 tenemos que bp = 0, entonces aplicando el
corolario anterior otenemos que b = 0. ]

Ejercicio 4.1.3. Probar que si M es un &lgebra de von Neumann generada por el
subconjunto S autoadjunto y cerrado bajo multiplicacion, entonces pSp genera pMp (si
p es una proyeccion en M o M'). Mostrar ademés que el resultado es falso si S no es
cerrado por el producto.

Ejercicio 4.1.4. Probar que si M es un factor y V' y W son subespacios de dimension
finita de M y M’ respectivamente, entonces la aplicacion a®b — ab define un isomorfismo
lineal entre V ® W y el espacio VW generado por todos los vw conv e Vy w e W.

PES8. Sia € M y a = ula| es la descomposicion polar de a, entonces u € M.

Demostracion. Sabemos que |a| conmuta con cualquier elemento de M’. Sea u’ unitario

de M’, entonces u'ula] = v'a = av’ = ula|u’ = wu'|a|]. Por lo tanto, la unicidad de la
descomposicion polar asegura que u'u = uu’ para todo unitario v’ € M’. Ahora por PE2,
ue M= M. O

Ejercicio 4.1.5. Mostrar que si V' es un subconjunto convexo y balanceado de H tal
que 0 es un punto interior, entonces

|bly = inf{a:a >0, be aV}

define una seminorma. Mas atin, si V' es un entorno basico de 0 definido por ¢ de alguna

de las topologias de B(H) dadas
V={beH:|bly <&}
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PE9. Ninguna de las topologias, excepto la de la norma, es metrizable en B(H) pero
todas lo son en la bola unidad (cuando H es separable) y B(H) es separable para todas
salvo para la de la norma.

Demostracion. Primero observemos que una sucesion de operadores débilmente conver-
gente es acotada pues en particular, si &, n € H tal que ||£|| = ||n|| = 1, tenemos que

[{an&sm] — [(a&m] < |la]
Por lo tanto, [ja,|| = sup [{(a.&,n)| < |la|| para n suficientemente grande.

€lI=Inll=1
Sea {n; :i=1,...,00} una base ortonormal de H y para cada i sea e; la proyeccion

sobre Cn;. Consideremos la familia
{em + me, : m,n € N}

Sea V un entorno basico ultrafuerte de 0 definido por e y J = {& : >, [|&]* < 0o} Sea
| [v la correspondiente seminorma. ‘
Si escribimos a cada § = ), &/n; tenemos que >, . 1€/]? < oo. Elijamos m y n de

modo que
m|2 52 n|2 52

Observando que ||e,(&)]]* = |£*|* tenemos que

lem +menly < len|v + mlen|v

= A [Z Hemsz2 + m« IZ Hengin

+

IA
N ™
DI ™

Por lo tanto, e,, + me, € V.

Por otro lado, ninguna subsucesion de {e,, + me, : m,n € N} puede tender a 0, ni
siquiera débilmente, pues de lo contrario deberia ser acotada en norma, lo que causaria
que algiin m fijo ocurra infinitas veces en la sucesion, entonces tendria una subsucesion
del tipo {em, + men, }jen y esta no converge a 0. La libertad de elegir m y n tales que
em + me, € V podria dar una cantidad no numerable de bases de cero para cualquier
topologia, exceptuando la de la norma, con s6lo variar el conjunto J que determina a V'
una cantidad numerable de veces.

Si consideramos la bola unidad, podemos elegir una sucesion densa de vectores uni-
tarios &; y definir

1/2
da.h) = (Z 27 a - b)@«w)
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que resulta ser una distancia en la bola unidad que define la topologia fuerte. Analoga-
mente, podemos obtener el resultado para la topologia débil. Il

Ejercicio 4.1.6. Demostrar que B(H) no es separable para la topologia de la norma.

PE10. Un dlgebra de von Neumann abeliana sobre un espacio de Hilbert separable
estda generada por un solo operador autoadjunto.

Demostracion. Sea {e,, e, eq,. ..} una sucesion de proyecciones fuertemente densa en
en el conjunto de todas las proyecciones del algebra de von Neumann M. Esta sucesion
existe por EP9.
Sea ]
a = Z 3—n€n
n>0
La suma converge en la topologia de la norma, por lo tanto a € M. La norma del
operador autoadjunto
1
ap = Z 3_716"

n>1

es a lo sumo 1/2, por lo tanto la proyeccion espectral para el intervalo [3/4,2] para a
es eg. Continuando de esta manera se puede ver que e, € {a}” para todo n. Entonces,
M C {a}". La otra inclusion es obvia pues a € M. O

Esta ultima propiedad resume el estudio de las dlgebras de von Neumann abelianas
al Teorema Espectral. Se puede probar que cualquier algebra de von Neumann abeliana
en un espacio de Hilbert separable es isomorfa a [*({0,1,...,n}) (incluyendo n = oo
también) o a L>([0, 1], dx) o a la suma directa de ambos. Esto es salvo isomorfismos de
algebras abstractas.

Para entender la acciéon en un espacio de Hilbert, tendremos en cuenta la multiplici-

dad.
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Capitulo 5

Algebras de von Neumann de
dimension finita y
factores de tipo I

5.1. Definicién de factores de tipo I

El resultado crucial sobre factores (recordemos que un factor es un algebra de von
Neumann con centro trivial) es la siguiente propiedad ergddica.

Teorema 5.1.1. Si M es un factor y p y q son dos proyecciones no nulas de M, existe
x € M tal que prq # 0. Mds aun, x puede ser elegido unitario.

Demostracion. Supongamos que para cualquier operador unitario v € M, pug = 0. En-
tonces, u*pug =0y [ \ u*pu | q=0.Pero \/ u*pu conmuta con todos los operadores

ueM ueM
unitarios de M pues para todo unitario u € M,

( \/ u*pu> U= \/ u put = \/ an uput

ueM ueM ueM

Por lo tanto, \/ u*pu es la identidad ya que es una proyeccion en Z (M), conduciendo
ueM
as{ a una contradiccion. 0

41
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La razon por la cual hemos llamado a esta propiedad ergodica es por ser analoga a
una propiedad de la teorfa ergddica de sistemas dinamicos. Mas atin, resulta ser més que
una analogia.

Definiciéon 5.1.2. Dado (X, 1) un espacio de medida, una transformacion 7" : (X, p) —
(X, 1) que preserva la medida p se dice ergddica si T~'(A) C A implica que u(A4) =0 o
1(X ~ A) = 0 para cualquier conjunto medible A C X.

Ejercicio 5.1.1. Si T es ergodica e invertible se puede probar que, para cualquier par
de subconjuntos no vacios A, B C X, existe una potencia T™ de T tal que u(7T™(A) N
B) # 0. O, como operadores en L*(X, ), AT™B # 0 cuando identificamos A y B
con los operadores multiplicacion por sus funciones caracteristicas (Ayuda: Considerar
el subconjunto U, T"(A) invariante por 7).

Corolario 5.1.3. Sean p y q proyecciones en un factor M, entonces, existe una isometria
parcial no nula u en M tal que uvu* < p y u*u < q.

Demostracion. Sea u la isometria parcial de la descomposicion polar de pzq para z tal
que prqg # 0. Como Imu = Impzrq C Imp, resulta que uu* < p. Usando el mismo
razonamiento para u* obtenemos la otra desigualdad. O]

Definicion 5.1.4. Si M es un algebra de von Neumann, una proyeccion p € M no nula
se dice minimal o dtomo si

q<p=>q=00q=p
Ejercicio 5.1.2. Mostrar que p es minimal en M si y solo si pMp = Cp.

Definicion 5.1.5. Un factor de tipo I es un factor con una proyecciéon minimal.

5.2. Clasificacién de los factores de tipo 1

En esta seccion clasificaremos todos los factores de tipo I. Comensaremos con el
ejemplo que ya hemos visto.

Consideremos B(H) ® 1 sobre el espacio de Hilbert H ® K. Se puede identificar con
el conjunto de matrices diagonales en H ® K = @, H. Su conmutador es 1 ® B(K), es
el dlgebra de todas las matrices que definen operadores acotados con todas sus entradas
matriciales un miltiplo escalar de la matriz identidad en H.

Una matriz con un sélo 1 en la diagonal y ceros en el resto de los coeficientes de las
entradas es evidentemente una proyeccién minimal.

Teorema 5.2.1. Si M es un factor de tipo I sobre un espacio de Hilbert L, existen
espacios de Hilbert H y IC y un operador unitario u : L — H ® K tal que uMu* =
B(H)® 1.

Mds aiin, si L es separable H = [*(X) donde X = {1,2,...,n} para alginn (n < oo)
y IC = pL para alguna proyeccion minimal p.
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Demostracion. Asumiremos en la demostracion que L es separable.

Sea {p1,pa,...} una familia maximal de proyecciones minimales de M tales que
pip; = 0 para todo 7 # j.

Veamos que \/,p; = 1, es decir que £ = ®; p,L. Si 1 —\/, p; fuera no nulo, por el
Corolario 5.1.3, existirfa una isometria parcial u # 0 tal que

uu® < py, ﬁuﬁl—VM
)

Por minimalidad uu* = pq, o sea que es minimal. Pero eso dice que v*u también lo es. En
efecto, si ¢ < u*u tenemos que uqg < uu*u < uu*, entonces uqg = 0 o uqg = uu*. Si uqg = 0,
como Im g esta contenido en el dominio inicial de v y Nuu N Imu* = 0 por Ejercicio
2.2.12, resulta ¢ = 0. Si ug = uu*, como u = WPy, .+ con w unitario, Py, ,+q = u*, pero
Pryurq=q.

Por lo tanto, se contradice la maximalidad del conjunto de los p; pues u*u < 1-\/, p,
es una proyeccion minimal distinta a todos los p;.

Ahora, para cada ¢ elijamos una isometria parcial e;; tal que eyej;, < p1 v ej;en < pi.
Por minimalidad

e1i€y; = Pi, ele1i = Di

Por lo tanto M esta generada por los ey;. Si a € M tenemos que a = Z” piap; donde
la suma converge fuertemente y

Como e’{ielie’{iae’{jelje’{j € pitMp: = Cpy, hay escalares \;; tales que a = Z” Aij€lipie1;
(los detalles de la convergencia de la suma son irrelevantes, s6lo necesitamos que a esté
en la clausura fuerte de sumas finitas).

Si n es la cardinalidad de {p;} y X = {1,2,...,n}, definamos la aplicacion u por

uw:P(X, ;L) — L
foouf =Y enfli

Observemos que u es unitario y u*ej;u es una matriz en [*(X,p;£) con el operador
identidad en el lugar (1,7) y ceros en el resto. El dlgebra generada por estas matrices es
B(I*(X)) ® 1 en I*(X) ® p1 L. Asi, obtenemos el resultado buscado. O

Observacion 5.2.2. Hemos evitado todo tipo de problemas en el teorema anterior cons-
truyendo el isomorfismo usando operadores unitarios entre los espacios de Hilbert sub-
yacentes. En general, dadas algebras de von Neumann M y N generadas por S y T
respectivamente, para construir un isomorfismo entre ellas es suficiente construir (si es
posible) un operador unitario u entre sus respectivos espacios de Hilbert tal que T esté
contenido en uSu*. Resulta mucho mas complicado construir un isomorfismo directa-
mente desde S.
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5.3. Producto tensorial de adlgebras de von Neumann

Si M y N son dos algebras de von Neumann sobre H y K respectivamente, definimos
el dlgebra de von Neumann M ® N al algebra de von Neumann sobre H ® K generada
por {ry:x€ M,y N}.

Ejercicio 5.3.1. Probar que el producto tensorial algebraico M ®g4, N resulta una
x-subalgebra densa de M ® N.

Definicion 5.3.1. Sea M un algebra de von Neumann. Un sistema de unidades ma-
triciales (s.u.m.) de tamano n es una familia {e;; : 4,7 = 1,2,...,n} (n < oo) tal
que

() €;; = €ji,

(i1) e;jen = djkeir,

Observacion 5.3.2. Tanto los e; como los operadores e;je;; y €7e;; son proyecciones.

Ejercicio 5.3.2. Mostrar quesi {e;; : 4,7 = 1,2,...,n} es un s.u.m. en un algebra de von
Neumann M, entonces los e;; generan un factor de tipo I isomorfo a B(1*({1,2,...,n}))
y M es unitariamente equivalente al dlgebra de von Neumann B(I*({1,2,...,n})) ®
enMen.

Ejercicio 5.3.3. Dado M un factor de tipo I, probar que existe un sistema de unidades
matriciales {e;; : 7,7 =1,2,...,n} en M que generan M.

5.4. Multiplicidad y algebras de von Neumann de di-
mension finita

El Teorema 5.2.1 muestra que los factores de tipo I sobre un espacio de Hilbert estan
completamente clasificados por dos parametros (ny, ny) dados por:

ny = rango de una proyecciéon minimal de M (= dim K), y

ny = rango de una proyeccion minimal de M’ (= dim H).

El problema del isomorfismo se descompone en dos aspectos:

(i) el isomorfismo espacial: la equivalencia unitaria L=HQK = @2, H, y
(1) el isomorfismo abstracto: M = B(H), determinado sélo por na.

Definicion 5.4.1. Un factor de tipo 1,, es un factor de tipo I para el cual ny, = n.

Definicion 5.4.2. La multiplicidad del factor de tipo I es el valor n;.
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Ahora determinaremos la estructura de todas las élgebras de von Neumann de di-
mension finita. Denotemos por M,,(C) al 4lgebra de von Neumann de todas las matrices
n X n en un espacio de Hilbert de dimensiéon n.

Teorema 5.4.3. Sea M un dlgebra de von Neumann de dimension finita sobre el espacio
de Hilbert H. Entonces, M es abstractamente equivalente a @le M, (C) para ciertos
enteros positivos k,ny, ..., ny.

Mds avn, existen espacios de Hilbert KC; y un operador unitario

k
u* @ZQ(X“IQ) —H
i=1

con | X;| = n; tal que
k
uMu' = @ B(P(X:) @ 1
i=1

Demostracion. El centro Z(M) es un algebra de von Neumann de dimension finita. Por
lo tanto tiene una proyecciéon minimal. En efecto, por ser abeliana de dimensién finita
estd generada por una cantidad finita de proyecciones ¢;. Como es conjunto {g;} es
parcialmente ordenado y finito, tiene un elemento minimal.

Observemos también que cualquier par de proyecciones minimales p y ¢ de Z(M)
satisfacen pg = 0 ya que pAq € Z(M) por ser el conjunto de proyecciones en un algebra
de von Neumann un reticulado completo (PE5). Por lo tanto, Z(M) = @®F_,Cp; donde
p; son las proyecciones minimales de Z(M). Entonces, como 1 € Z(M), 1 = p;+-- -+ pg,
es decir que H = @, p;H.

Por otro lado, por ser cada p; una proyeccion minimal de Z (M), el centro de p; Mp;
es p; Z(M)p; = Cp;, esto dice que p; Mp; es un factor en p;H. Es de tipo I pues M tiene
una proyeccion minimal p por ser de dimension finita. Entonces, p;pp; es minimal en
piMp; pues q < pipp; < p.

Ahora, supongamos que H es separable, por el Teorema 5.2.1, existen operadores
unitarios u; y conjuntos X; = {1,2,...,n;} tales que

wip;Mpyui = B(piH) @ 1 = B(I*(X;)) @ 1 = M,,(C)

Como cada p; Mp; es de dimensioén finita, n; es un entero positivo. Entonces, como

pues p;Mp; = Mp;p; = 0 cuando 7 # j, podemos construir un operador unitario u =

S tal que
k

k
uMu® = @UipiMpiu: = @ M,,(C)
i=1

i=1
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]

Observacion 5.4.4. Notemos que en el teorema anterior no se requiere que la dimension
de H sea finita.

El estudio de las algebras de von Neumann resulta de esta manera mas sencillo. Se
hace mas interesante cuando si se consideran subélgebras N C M. Analicemos primero
el caso de los factores y recordemos que la identidad de M es la misma que la de N. Si
N es un factor diremos que N es un subfactor de M.

Teorema 5.4.5. St M es un factor de tipo 1,,, todos sus subfactores de tipo 1,, estan
determinados en forma unica por una proyeccion minimal p del subfactor y por 0 < k <

oo tal que pMp es de tipo I, y mk = n, salvo conjugacion por operadores unitarios de
M.

Demostracion. Sea N7 un subfactor de tipo I,, con sistema de unidades matriciales
generadora {e;;}. Por el Ejercicio 5.3.2, M = N; ® e;3Meyy, es decir que existe k tal
que n = mk y e;1Meq; es de tipo Ix. En efecto, podemos asegurar que e;;Mej; es de
tipo I pues Z(ey3;Meqy) = ennZ(M)ey; y, como M tiene alguna proyeccion minimal p,
ep1per es proyeccion minimal de ejg Meq;. Lo mismo vale para N, con {f;;} sistema de
unidades matriciales.

Por Corolario 5.1.3, existen isometrias parciales u; no nulas tales que w;u < ej; y
wiu; < f11. Tomemos una familia maximal de estas u; tales que las proyecciones u;u; sean
mutuamente ortogonales y ufu; también. En particular, eso dice que Imu; C Nu(u]) y

. . . e A . .
Imu; C Nu(u;) para todo i # j. Por lo tanto, w;u} = 0 = uju; para todo i # j. Sea
u =), u; veamos que esta isometria parcial satisface

wu’ = E wu; = ey uru = E wiu; = fin
i ;

Es claro que satisfacen desigualdades. Como e;; y f11 son proyecciones minimales de /V;
y Ns respectivamente, si fueran diferentes p = 1 — uu™ es una proyeccion tal que p < ey
y pp* es ortogonal a uju; para cada j, lo que contradice el conjunto de proyecciones
{uju;‘} sea maximal. Por lo tanto, uu* = e;;. Lo mismo para fi;.

Luego, es facil verificar que

w = Z €j1uf1j

J
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es unitaria y satisface que w fjrw* = eg;. En efecto,

w frrw® = (Z €j1Uf1j> fri (Z filU*eli>

J

= Z ejlufljfklfilu*eli = ekluf11U*61l
i

* * *
= g ex1U; f11uje1 = E €1 Ui Uy, U U5 €17
ij

ym

* *
= g CL1U;U; UU; €17 = €51€11€61] = €Cfl

(2

Por lo tanto, wNyw* = Nj. O

Ahora podemos hacer el caso general donde las algebras de von Neumann no son
factores.

Sea N una subéalgebra de von Neumann del algebra de von Neumann de dimension
finita M. Por Teorema 5.4.3, tenemos que

N =@ M(©) ¢ M =DM, (©)

Sean p; las proyecciones minimales centrales en M y ¢; las de N. Entonces, para cada
par (i,7), pj@;Mq;p; es un factor y p;¢;IN es un subfactor, por lo tanto podemos formar
la matriz A = (\;;) donde \;; es el entero asociado a la inclusion p;j¢; N C p,q; M q;p; por
Teorema 5.4.5.

Ejercicio 5.4.1. Mostrar que el entero \;; definidos arriba es el siguiente: si e; es una
proyeccion minimal del factor ¢; N, A;; es la traza de la matriz p;e; € M, (C).

Ejemplo 5.4.6. Sea M = M;(C) & M = M;(C) y sea N la subalgebra de matrices de
la forma

X 0 0

0 X 0]a (i)( S)

0 0 =z

donde z € Cy X es una matriz 2 x 2. Entonces, N es isomorfo a My(C)SCy p; = 180,
G1=180,p,=081y ¢ =06 2. Por lo tanto, tenemos que

()



48 CAPITULO 5. FACTORES DE TIPO I

0

En efecto, calculemos por ejemplo A1; = Trpie;. Como e; = (O 0

) € M5(C) es una

proyecciéon minimal de ¢; NV,

€ M;5(C)

pie1 =

o OO O -
S OO OO
O O = OO
S OO OO
S OO OO

resultando lo que esperdbamos. Observemos que si hubiéramos calculado dicho niimero

0 O), el resultado no

con otra proyeccion minimal de ¢; N, por ejemplo con e; = <O 1

hubiera variado.

La matriz A suele ser representada por un grafo entre dos subconjuntos de vértices,
tantos como el tamano de las algebras de matrices correspondientes, y la cantidad de
lineas con el nimero \;;. El diagrama correspondiente al ejemplo es

p1 Q1
P2:Z. 92
Este diagrama es llamado diagrama de Bratteli para N C M.

Ejercicio 5.4.2. Generalizar el ejemplo anterior para mostrar que hay una inclusion
N C M correspondiente a cualquier diagrama de Bratteli con cualquier conjunto de
dimensiones para las componentes simples de .

5.5. El indice

Si N C M son factores de tipo I, hemos visto que existe un k < oo tal que M =
@le N como espacio vectorial. Por lo tanto, si vemos la accién por multiplicaciéon a
izquierda de M en si mismo, tenemos que M es isomorfo al algebra de matrices k X k
sobre N. Si k es finito, M resulta un N-moédulo libre a izquierda de rango k2.

Si H es un subgrupo del grupo G, y CH C CG son sus respectivas algebras de
grupos, la descomposiciéon en coclases de de G dice que CG es un CH-modulo libre de
rango [G : H]. Entonces parece razonable dar la siguiente definicion.

Definicién 5.5.1. Si N C M son factores de tipo I, el indice de N en M es [M : NJ, el
rango de M visto como N-moédulo libre.



Capitulo 6

Teorema de Densidad de Kaplansky

6.1. Algunos resultados significativos sobre funcionales
lineales

Comensaremos con algunos resultados sobre funcionales lineales de interés en si mis-
mos.

Teorema 6.1.1. Sea V' un subespacio de B(CH) y sea ¢ : V — C una funcional lineal.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes,
(1) Hay vectores en &1, ..., &y Y M1,y ..., Nn en H tales que

n

o(x) = 3 (ai, m)

=1

(17) ¢ es débilmente continua,
(1ii) ¢ es fuertemente continua.

Demostracion. (i) = (ii) = (iii) es obvio.

Veamos (iii) = (i). Como ¢ es fuertemente continua, existe un entorno N (0; vy, ..., vy,; 1)
contenido en {z € V : |¢(x)| < 1}. Entonces, existe una constante K > 0 tal que
lp(x)| < K/, ||zv;||?. Para ello usar el hecho que |¢(x)| < ||¢||||z]| ¥ que existe una

constante K’ tal que ||z]| < K'\/>_, ||lzv; 2.

Sea v = (v1,...,v,) € P, Hysea K= (V®1)(r). Definamos ® en (V ® 1)(r) por
O (zvy, ..., 21,) = ¢(x). Observemos que P esta bien definida y es continua. En efecto,
si (zva,...,20,) = (yva,...,yvy), por linealidad de @, tenemos que ver que ®(0) = 0
para que esté bien definida. Pero eso es cierto por la desigualdad del parrafo anterior.
La continuidad es evidente. Por lo tanto, ® se extiende a K, entonces existe un vector

n=(m,...,m) € K tal que ¢(z) = ¢((x @ 1)(v)) = (z @ 1)(¥),n) = >y (wvi,mi). O

49
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Ejercicio 6.1.1. En el teorema anterior reemplazar débil por ultradébil, fuerte por
ultrafuerte y las sucesiones finitas de vectores por sucesiones [?-convergentes y obtener
un resultado anélogo.

Corolario 6.1.2. Si C' es un subconjunto convexo de B(H), sus clausuras débiles y
fuertes coinciden.

Demostracion. Una version del Teorema de Hahn-Banach dice:

Sea V' un espacio vectorial topologico sobre C y sean A, B subconjuntos convexos no
vacios de V tales que AN B = (). Entonces, si A es abierto, existe una funcional lineal
continua ¢ : V — C tal que Re ¢(a) <t < Re¢(b) para todoa € Ay b€ B.

Si consideramos V' = B(’H) con la topologia fuerte, A = {y} para cualquier y € VB

y B la clausura fuerte de C', tenemos que B C ¢’ ComoBcC S = {r eV :Reg(x) >t}

y S es débilmente cerrado, por ser ¢ continua con la topologia débil, entonces 7' c B.
Es decir que la clausura débil y fuerte de C' coinciden. Il

Corolario 6.1.3. Si dim’H = oo, la topologia fuerte y la ultrafuerte no coinciden en

B(H).

Demostracion. Por Ejercicio 6.1.1, existe una base ortonormal {¢;} de H tal que w(z) =
> Z%(:L’&,§Z> Por lo tanto, w resulta ultradébilmente continua, pero no fuertemente
continua. Si fuera fuertemente o débilmente continua, por el Teorema 6.1.1, seria de la
forma > | (x4, n;). Por lo tanto, w(p) = 0 si p es la proyeccion sobre el complemento
ortogonal del espacio generado por los v;. Pero la positividad, 0 = w(p) = >, i%(p&, &)
fuerza que p(§;) = 0 para todo i. Es decir, H estad generado por una cantidad finita
de vectores, lo cual contradice la hipotesis sobre la dimension. Esto indica que ambas
topologias difieren. O

6.2. El teorema

Cuando analizamos v /N (I') ya nos topamos con el deseo tener un sucesion acotada en
norma de operadores que convergen a un elemento en la clausura débil de una *-algebra
de operadores. Esto no esta garantizado por el Teorema de Densidad de von Neumann.
El Teorema de Densidad de Kaplansky salva esa dificultad.

Teorema 6.2.1. Sea A una x-subdlgebra de B(H). Entonces, la bola unidad de A es
fuertemente densa en la bola unidad de la clausura débil A’ of A, y la parte autoadjunta
de la bola unidad de A es fuertemente densa en la parte autoadjunta de la bola unidad
de A°.

Demostracion. Por PE6 podemos asumir que 1 € A% pesar de que no hemos asumido
que 1 € A. Podemos suponer también que A es cerrada en norma, es decir que es una
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C*-algebra. Denotemos por Auy = {a € A : a* = a}, la parte autoadjunta de A. La
operacion * es débilmente continua, por lo tanto si x, es una red en A que converge a

. —d .
un elemento autoadjunto de z € A", %(ma + x¥) converge también a x, por lo tanto la
clausura débil de A,q es igual a (Zd)adj.

: —d
Ahora probemos la segunda afirmacion del teorema. Sea z* =z € A con |z]| < 1
y N(z;&1,...,&y;€) un entorno fuerte de z. Tenemos que encontrar un y € A,q4; tal que

lyll < 1y |[(y —x)&] < e para todo i. La funciéon t — % es un homeomorfismo del
d

intervalo [—1,1] en si mismo. Por el Teorema Espectral podemos elegir un X € (A"),q4j
tal que || X|| <1y 1+X2 = 2. Ahora, como A, es convexo en B(H) y sus clausuras
fuerte y débil coinciden, ehjamos Y € A tal que

Y X €
Ya& — Xag|| <e, i~ if| <+
Vet - Xatl <2 | et - o] < 5
Sea y = %, notemos que ||y|| < 1.
Ahora consideremos las siguientes igualdades:
2y 2X
YT T Ty xe
1 1
=2 Y1+X%) - (1+Y)X)——
<1+Y2( (1+X5) = (A +17) )1+X2)
1 1 Y X
=2(——=Y —-X X-Y
<1+Y2( Tt e )1+X2)
2 1 1
=——(Y-X X-Y
el T3 T )z
Entonces,
1 1
- i - X i X-Y i <2 =
Iy = 26 < I (V = X) 7ol + 1 5u(X — V)ogll < 25+ 2o =«

Por la eleccion de Y, se puede ver que ||(y — )&;|| < ¢ para todo i. Esto prueba la
densidad para la parte autoadjunta de la bola unidad.

. —d : :
Ahora consideremos un z € A" tal que ||z|| < 1. El truco consiste en trabajar con

(q?* 91:) c A ® M;(C). La convergencia fuerte de una red

0
Ay b (@ b
Co dg c d

es equivalente a la convergencia fuerte de las entradas matriciales, por lo tanto A® M, (C)
es fuertemente denso en A° @ M,(C). Més atn, si

aaba_>0x
Co g ¢t 0
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fuertemente, entonces b, tiende fuertemente a x. Que ||b,| < 1 sale de

IGoi)l s wen=(( ) (©)-())

pues [(ba&, m)| < [[E]llInll da que [|ba] < 1. =

Corolario 6.2.2. Si M es una x-subdlgebra de B(H) que contiene a 1, entonces M es
un dlgebra de von Neumann si y solo si la bola unidad de M es débilmente compacta.

Demostracion. La bola unidad de M es débilmente cerrada pues es interseccion de dos
débilmente cerrados, M y la bola unidad de B(H). Como ademas, la bola unidad de
B(H) es compacta con la topologia débil y por PE9 en la bola unidad la topologia débil
es metrizable, la bola unidad de M es un cerrado dentro de un compacto en un espacio
topologico metrizable, por lo tanto es compacta.

Reciprocamente, si la bola unidad de M es débilmente compacta, es débilmente
cerrada. Sea z € M. Por el Teorema de Densidad de Kaplansky hay una red z, que
converge débilmente a - con |za|l < 1. Entonces, 7oy estd en la bola unidad de My
x e M. O



Capitulo 7

Comparaciéon de proyecciones y
factores de tipo II4

7.1. El orden de las proyecciones

En esta seccién vamos a establecer otro orden parcial en el conjunto de proyecciones
que permitird compararlas en otro sentido, la dimensiéon de sus imagenes.

Definiciéon 7.1.1. Si p y g son proyecciones en un algebra de von Neumann M diremos
que p = ¢ si hay una isometria parcial ©v € M tal que wu* =py v*u < q.

Diremos que p y g son equivalentes, p =~ q, si existe una isometria parcial u € M tal que
wut =pyutu=gq.

De esta definicion podemos observar varias cuestiones. Por un lado tenemos que
si p < g entonces p = ¢. De alguna manera esto dice que la nueva relacién definida
contempla que la inclusiéon de la imagen de una proyecciénen la otra relaciona a las
proyecciones, pero que podria no ser la tnica situacién en que estén relacionadas. Por
otro lado, es claro que ~ es una relacién de equivalencia.

Ejercicio 7.1.1. Si p < ¢ entonces existe un aplicacién inyectiva ¢ : Imp — Img. Més
aun, si p = ¢, ¢ es un operador unitario.

El siguiente teorema nos dice que < es un orden parcial. En este sentido y de acuerdo
al ejercicio, podemos afirmar que este orden compara el “tamano de las imagenes de las
proyecciones”.

Teorema 7.1.2. La relacion = es un orden parcial en la clase de equivalencia de proyec-
ctones de un dlgebra de von Neumann.

Demostracion. La transitividad proviene de componer isometrias parciales, ya que si
wu* =p, u'u < qy ww* = q, ww < r, tenemos que

Imp = Imu, Imu* C Img =Imw, Imw* C Imr

53
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por lo tanto
vw(uw)* = vww*u* = wu® = p, (vw)*uw = wuuw < ww <r

Veamos que si p < ¢y ¢ = p, entoces p &~ ¢. Supongamos que uu* =py u*u < qy
ww* = qy w*w < p. Definamos dos sucesiones decrecientes de proyecciones

Po =D, Pn+1 = W W, G =0, Gut1 =UDyU

Vamos a demostrar que son efectivamente decrecientes usando inducciéon. Observemos
que la aplicacion p — w*pw que va del conjunto de proyecciones en M menores o iguales
a ¢ al conjunto de proyecciones en M menores o iguales a p, preserva el orden <. Lo
mismo sucede cambiando los roles de p por los de ¢ y de w por los de u.

Sea Poo = Moo Di ¥ doo = Nieo @i- NOtemos que w* oo = Poo ¥ qooWW* oo = oo, POT
lo tanto ps & ¢ a través de la isometria parcial g.,w.

Por otro lado tenemos que

p=@-p)+mr—p)+ - +po (=@ —@)F (B —@)+ -+

son sumas de proyecciones mutuamente ortogonales. Pero por cada ntimero par 1,
* . * _
u (pi - pi+1)u = qi+1 — 9i+2, w (%’ - Qi+1)w = Di+1 — Di+2

por lo tanto p; — piv1 & ¢ir1 — Qo a través de la isometria parcial (p; — piy1)u y
Pi — Pir1 = ¢i—1 — ¢; a través de la isometria parcial (¢;_1 — ¢;)w. La suma de todas las
isometrias parciales consideradas converge en topologia fuerte a una isometria parcial
que da la equivalencia entre p y q. O]

Notemos que si M = vN(I'), o es un algebra de von Neumann con traza, la tltima
parte de la demostracion del teorema hubiera sido innecesario. Efectivamente,

Tr(w*w) < Trp = Tr(u*u) < Trg = Tr(ww*) = Tr(w*w)

es decir que Tr(p — w*w) = 0, lo que implica que p = w*w por ser p — w*w > 0.

Observacion 7.1.3. Si p y ¢ son dos proyecciones en vN(I') tales que p < gy p = g,
entonces p = q.

Esto se deduce inmediatamente del calculo anterior de la traza. Sin embargo, en
general es posible obtener ejemplos en que una proyecciéon es equivalente a una sub-
proyeccion propia. Uno de ellos es tomar un corrimiento a un lado en B(I?(N)) dando
una equivalencia entre 1 y la proyeccion sobre el complemento ortogonal del primer vec-
tor de una base de [*(N). Esto es anélogo a la nocién de conjunto infinito, uno en que
existe una biyecciéon entre él mismo y un subconjunto propio.
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Definicion 7.1.4. Una proyeccion p de un algebra de von Neumann M se dice infinita
si p &~ ¢ para alguna proyecciéon ¢ € M tal que ¢ < py p # q. De lo contrario p se dice
finita.

Definicion 7.1.5. Un &lgebra de von Neumann se dice finita si su identidad es finita, y
se dice infinita pura si no tiene proyecciones finitas distintas de la proyeccion nula.
Un factor se dice infinito si su identidad es infinita.

Mostraremos que las algebras de von Neumann infinitas puras existen, aunque no
seré facil probarlo.

Observacion 7.1.6. Si dim’H = oo, entonces B(H) es infinita.
En efecto, la identidad es equivalente a la proyeccion ortogonal sobre un subespacio de
codimension 1.

Observacion 7.1.7. Un factor con traza como vN(I') es finito.

Observacion 7.1.8. Toda proyeccion en un algebra de von Neumann finita es finita. Méas
aun, si p < q y q es finita, entonces p es finita.

Efectivamente, supongamos que p es infinita, por lo tanto existe una proyeccion r tal
que p~ryr <p. Entonces, g =p+ (¢ —p) =r+(¢—p) < g, es decir que g también
es infinita.

Observacion 7.1.9. Si M es un algebra de von Neumann y dim’H = oo, entonces 1 es
una proyeccion infinita en M @ B(H).

Teorema 7.1.10. Si M es un factor y p,q son proyecciones en M, entonces p =< q
0 q = p. Es decir, el conjunto de clases de equivalencia de proyecciones en M es un
conjunto totalmente ordenado.

Demostracion. Consideremos la familia de isometrias parciales u tales que

uu” < p, u'u < q
Este conjunto es parcialmente ordenado con el orden v < v si v*u < v*vy v = w en el
dominio inicial uw*uH de u. Este orden parcial satisface las hipotesis del Lema de Zorn.
Por lo tanto, si w es un elemento maximal y ww* = p 6 w*w = ¢ tenemos que p = ¢
6 ¢ = p respectivamente, como buscabamos. Supongamos que ¢ — w*w y p — ww* son
ambas no nulas. Entonces, por Corolario 5.1.3, existe v # 0 tal que vv* < p —ww* y
v*v < ¢ —w*w. Pero w—+ v es mayor que w con el orden que definimos, lo cual contradice
la maximalidad de w. O]

Ejercicio 7.1.2. Mostrar que dos proyecciones equivalentes en un factor finito M son
unitariamente equivalentes, es decir que existe un operador unitario u € M tal que

upu* = q.
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Hemos visto que las clases de equivalencias de proyecciones en un factor forman un
conjunto totalmente ordenado. Es conocido que en un espacio de Hilbert separable, ese
conjunto puede ser, salvo isomorfismos, de diferentes tipos:

1. Tipo I,,: {0,1,2,...,n} donde n = oo esta permitido,
2. Tipo 1I1;: [0, 1],

3. Tipo Il.: [0, o],

4. Tipo III: {0, co0}.

La diferencia entre los de tipo III y los de tipo I, 6 los de tipo Il y los de tipo
IT;, la establece el que hecho que 1 sea infinito o no, pues como conjuntos ordenados son
iguales.

Observemos también que los de tipo II; seguramente existe pues vimos que v N (FFy)
tiene proyecciones de cualquier traza entre 0 y 1. El teorema anterior muestra claramente
que la traza da un isomorfismo entre el conjunto ordenado de clases de equivalencias de
proyecciones y el intervalo unidad. Probaremos un resultado que generaliza esto consid-
erablemente.

Definiciéon 7.1.11. Un factor de tipo I1; es un factor de dimension infinita M en H que
admite una traza, es decir una funcional lineal Tr : M — C que, para todo a,b € M,
satisface:

(i) Tr(ab) = Tr(ba),

(i7) Tr(a*a) > 0,

(7ii) Tr es ultradébilmente continua.
La traza Tr se dice normalizada si Tr(1) = 1.

Ejercicio 7.1.3. Probar que si M es un factor de tipo II; no trivial, no es un factor de
tipo L.

Definicién 7.1.12. Una funcional lineal ¢ en una x-algebra A se dice positiva si p(a*a) >
0y ¢(a*) = ¢(a) (la altima igualdad es redundante si A es una C*-algebra).

Se dice fiel si ¢p(a*a) = 0 implica que a = 0.

Si ¢ es positiva se la llama estado cuando 1 € Ay ¢(1) = 1.

Una funcional lineal ¢ se dice traza si ¢(ab) = ¢(ba) para todo a,b € A.

Ahora nos dedicaremos a mostrar que un factor de tipo II; tiene un tnico estado
traza ultradébilmente continuo. Para ello necesitamos primero algunos resultados sobre
ideales.

Teorema 7.1.13. Sea M un ideal a izquierda ultradébilmente cerrado de un dlgebra de

von Neumann M. Entonces, existe una unica proyeccion e € M tal que M = Me. Mds
atn, si M es ideal bildtero, e € Z(M).
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Demostracion. El conjunto M N M* es una x-subélgebra ultradébilmente cerrada, por
lo tanto tiene una proyecciéon maximal e por ser un algebra de von Neumann. Como
e € M, Me C M. Por otro lado, si + € M y su descomposicion polar es z = ulz/,
|z|* = || = u*'xr € M N M*. Entonces, |z|le = |z| y = u|z|e € Me. Es decir que
M = Me.

La unicidad sale pues si f es otra proyeccién maximal de M N M*, f = we para
algin w € M. Entonces, f = f*f = ew*we < e, pero por maximalidad son iguales.

Si consideramos que M es un ideal bilatero, para cualquier operador unitario u € M,
uM = M = uMu*. Como ueu* también es maximal en MNM™*, por unicidad, ueu* = e.
Entonces, por PE3, e € M N M' = Z(M). O

Ejercicio 7.1.4. Mostrar que si Tr es no nula, entonces Tr(1) > 0.
Corolario 7.1.14. Toda traza no nula de un factor de tipo 11; es fiel.

Demostracion. Sea Tr una traza no nula ultradébilmente continua de un factor M de
tipo IT; y sea M = {z € M : Tr(z*z) = 0}. Como z*a*ax < ||a||*z*z, ya que

(za*ax, &) < [la*al [lz¢]| = (lal*z"2¢,€),

M es un ideal a izquierda, pero Tr(ab) = Tr(ba) dice que también lo es a derecha. Mas
aun, la desigualdad de Cauchy-Schwarz implica que Tr(z*z) = 0 si y solo si Tr(zy) =0
para todo y € M. En efecto, si [|£|| <1

[{y=&, O < lyllllz€lllIEll = llyll¢z2€, ISl < (llyllz*z€, )

Esto dice que yx < ||y||z*z, por lo tanto Tr(xy) = 0 si Tr(z*z) = 0. La reciproca es
inmediata tomando y = x*.

Por lo tanto, M es ultradébilmente cerrado por ser la intersecciéon de los niicleos de
las funcionales lineales * — Tr(zy) que son ultradébilmente continuas. Entonces, por
el teorema anterior M = Me para alguna proyeccién central. Esa proyeccion no puede
ser la identidad pues la traza es no nula, entonces tiene que ser cero ya que M es un
factor. m

Corolario 7.1.15. Si M es un factor de tipo Iy en H y p € M es una proyeccion no
nula, entonces pMp es un factor de tipo 11y en pH.

Demostracion. La restriccion de la traza de M a pMp es no nula por ser la traza fiel.
Las otras propiedades de la traza resultan obvias.

Supongamos que pMp es de dimension finita, entonces tiene una proyeccién minimal.
Como toda proyecciéon minimal en pMp es minimal en M, tenemos que M es de tipo I,
lo que produce una contradiccion. Por lo tanto, pMp es de dimensién infinita. O

La unicidad de la traza saldra facilmente una vez que comprendamos algunos resul-
tados sobre proyecciones en factores de tipo I1;.
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Teorema 7.1.16. Los factores de tipo 11y tienen proyecciones no nulas de traza arbi-
trartamente pequena.

Demostracion. Sea d = inf{Tr(p) : p € M,p* = p # 0}. Supongamos que d > 0. Sea
p una proyeccion tal que Tr(p) — d < d. La proyeccién p no es minimal porque M
no tiene proyecciones minimales. Por lo tanto existe una proyecciéon ¢ < p. Entonces,
Tr(p — q) = Tr(p) — Tr(q) < Tr(p) — d < d. Esto da una contradiccion, por lo tanto
d=0. O

Teorema 7.1.17. Sea M un factor de tipo 11y con Tr una traza positiva no nula ultra-
débilmente continua. Entonces, {Tr(p) :p € M,p? =p # 0} = [0, Tr(1)].

Demostracion. Observemos primero que si dos proyecciones en M satisfacen ¢ < p,
entonces Tr(q) < Tr(p). En efecto, como p — ¢ > 0 y la traza es fiel tenemos que
Tr(p — q) > 0, es decir que Tr(q) < Tr(p).

Dado r € (0, Tr(1)], veamos que existe una proyeccion cuya traza sea exactamente
r. Consideremos S = {p:p € M,p*> = p # 0, Tr(p) < r}. El conjunto S es parcialmente
ordenado respecto del orden <. Si p, es una cadena en S, \/ po € M y esta en la
clausura fuerte de la cadena p,, por lo tanto pertenece a S. Aplicando el Lemma de
Zorn, tenemos que S tiene un elemento maximal ¢ y Tr(q) < r.

Supongamos que Tr(q) < r. Veamos que existe p € M tal que Tr(q) < Tr(p), lo cual
darfa una contradiccion ya que Tr(p — ¢) > 0 implica que p no es equivalente a ¢ y que
existe una proyeccion p’ equivalente a p tal que ¢ < p'.

Como Tr(q) < r, existe una proyeccion ¢’ tal que 0 < Tr(¢') < r —Tr(q) por Teorema
7.1.16. Es decir que Tr(q) < Tr(¢+¢') < 1. Pero ¢ < qV ¢ < q+ ¢, salvo que ¢ = 1,
lo cual no sucede pues Tr(q) < Tr(1). Pero Tr(q) < Tr(q V ¢') que era lo que queriamos
probar. O]

Como consecuencia de la demostracion del teorema anterior tenemos el siguiente
resultado.

Corolario 7.1.18. Sea M un factor de tipo 11,. La aplicacion Tr da un isomorfismo de
conjuntos totalmente ordenados entre el conjunto de clases de equivalencia de proyec-
ciones de M y [0, Tr(1)].

Demostracion. Ya hemos visto que proyecciones equivalentes tienen igual traza, lo cual
dice que la aplicacion esta bien definida. El teorema dice que Tr es sobre. La inyectividad
sale por ser la traza fiel.

Solo resta ver que la traza preserva el orden <. Supongamos que p =< ¢, entonces
existe p’ &~ p tal que p’ < ¢. Como Tr(p) = Tr(p') < Tr(g), tenemos lo buscado. ]

Ejercicio 7.1.5. Sea M un factor de tipo II;, entonces para cada n € N exite un
subfactor N C M tal que N = M, (C).
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Corolario 7.1.19. Dos trazas normalizadas no nulas ultradébilmente continuas en un
factor de tipo I1; son iguales.

Demostracion. De acuerdo a las propiedades elementales sobre algebras de von Neu-
mann que hemos visto es suficiente probar que ambas trazas, Tr y tr, son iguales sobre
proyecciones. Podemos asumir que una de ellas es positiva y fiel, digamos que Tr lo es.

Por el ejercicio anterior, el Corolario 7.1.18 y la unicidad de la traza normalizada en
algebras de matrices, Tr y tr coinciden en proyecciones de traza racional.

Dada una proyeccion p de Tr irracional construyamos una sucesion creciente de sub-
proyecciones de traza racional y veamos que p coincide con el supremo de esa sucesion,
por lo tanto ambas trazas coicidiran al valuarlas en p. Sea ey una proyeccion tal que
Tr(en) = tr(en) y Tr(p) — Tr(en) < %

Como (p — ;)M (p — €;) es un factor de tipo II;, ambas trazas coinciden en valores
racionales muy proximos a Tr(p — ey). Sea ey ; una proyeccion creciente entre ey y p

tal que Tr(p) — Tr(en;) < 7= —- Entonces, tenemos que

1
N+

Tr(p — en) — Tr(en; —en)) = Tr(p) — Tr(en;) <

O sea que
Tr(p —en;) :> Tr(p \/ en;)

7>0

Como Tr es fiel, eso nos dice que p =\/ ;€en,j- Por otro lado, la continuidad ultradébil
de las trazas asegura que

Tr(p) = Tr(\/ en;) = tr(\/ en;) = tr(p)

7>0 7>0

pues \/ ;€n,j esta en la clausura fuerte de los ey ;. Asi obtuvimos el resultado esperado.
O

Hemos visto que una traza positiva en un factor de tipo II; es continua en norma y
un operador autoadjunto es en realidad un limite en norma de combinaciones lineales de
sus proyecciones espectrales, por lo tanto, una propiedad que aparentemente es mas débil
que la continuidad ultradébil, como que la traza del supremo de una sucesiéon creciente
de una red de proyecciones es el supremo de las trazas, es todo lo que efectivamente
hemos usado en el corolario anterior.

Corolario 7.1.20. Sea M un dlgebra de von Neumann de dimension infinita con una
traza Tr positiva ultradébilmente continua normalizada y fiel. Entonces, M es un factor
de tipo I1; si y solo st Tr = tr para toda traza tr ultradébilmente continua.
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Demostracion. Solo tenemos que probar que Z (M) es trivial. Si no lo fuera, sea p una
proyeccion central que no es multiplo de la identidad tal que 0 < Tr(p) < 1. Definamos

tr(z) = ﬁ Tr(zp). Esta traza asi definida es ultradébilmente continua y normalizada,
pero sin embargo tr(1 — p) # Tr(1 — p). O

Ejercicio 7.1.6. Sea a un operador no nulo positivo autoadjunto, mostrar que existe
una funcion diferenciable a trozos f : R™ — R* tal que af(a) es una proyeccion no nula.

Ejercicio 7.1.7. Los factores de tipo II; son algebraicamente simples (Ayuda: Usar
el ejercicio anterior para mostrar que un ideal bilatero contiene una proyeccion, luego
agregar proyecciones para obtener la identidad).

Como hemos visto en el Capitulo 3, vN(I') es un factor de tipo II; para cualquier
grupo discreto numerable T" de clases de conjugacion infinitas. McDuff (1968) obtuvo
una familia no numerable de algebras de von Neumann de grupos no isomofas, lo que

muestra que hay una cantidad no numerable de factores de tipo II; separables diferentes
(ver [McD]).

7.2. La construccion GNS

La unicidad de la traza sugiere de alguna manera otro modo interesante de construir
factores de tipo II;. Daremos un ejemplo de construccion de nuevos factores de tipo II;
como caso particular de la construccion de Gelfand-Neumark-Segal.

Sea A = M5(C), A esté inmersa en A ® A en forma diagonal, es decir a — a ® 1.
Iterando este proceso podemos fabricar una sucesion creciente A,, de x-algebras de modo
que Ay = Ay A, = A, ® A. Consideremos la x-algebra Ay, = |J,~; An, también
denotada por A, = ®Zl>gl A,.

Si normalizamos la traza matricial en todas las algebras de matrices tenemos que
Tr(a ® 1) = Tr(a). De esta manera Tr define una traza positiva fiel y normalizada en
A. Los elementos de A, se pueden pensar como combinaciones lineales de elementos
delaformaac=01®a® ---®1®1®... para los cuales la traza es el producto de las
trazas de sus factores, es decir Tr(a) = [],,»; Tr(as,).

Ahora completaremos A., para obtener un algebra de von Neumann. Definamos el
producto escalar

(z,y) = Tr(y"z)
De esta manera, A, es un pre-Hilbert y denotemos por H al espacio de Hilbert asociado.
Notemos que M, (C) es un algebra de von Neumann y su traza satisface que

Te(y'a"zy) < [l|* Tr(y"y)

Esto implica que el operador L, en A, definido por L,(y) = xy satisface que || L,(£)] <
|lz]|||€]| (donde ||z]|| es la norma del operador x y ||£]] es la norma & como elemento del
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espacio de Hilbert H). Esto permite extender a L, en forma tnica a un operador acotado
sobre H, que también denotaremos por L,. Se puede comprobar que (L,)* = L,«, por
lo tanto
Ay — B(H)
r— L,

define una representacion fiel de la x-algebra A, en H. Sea M el adlgebra de von Neumann
generada por los L, e identifiquemos A, con una *-subélgebra de M.
Si & € H es el elemento unidad de A, la traza queda definida por

Tr(a) = Tr(%ag) = (ag, &)

Por lo tanto, Tr se extiende a una traza en M que es positiva, ultradébilmente continua
y normalizada. Como A, es ultradébilmente densa en M y Tr es tinica en A, tenemos
que Tr es tinica en M. Si podemos ver que Tr es fiel en M obtendremos que M es un
factor de tipo II;.

Como Tr(ab) = Tr(ba), los mismos razonamientos usados para mostrar que L, es
acotado se pueden usar para ver que R,, multiplicacion a derecha por z, es acotado. De
la asociatividad se deduce que L, y R, conmutan en A, y por lo tanto en H. Ahora,
si Tr(z*z) = 0 para x € M, entonces para cada a € A,, tenemos que

lz(a)l* = leRa()1* = [Rax(&)I* < | Ral*|lx(E)II* = || Rall* Tr(z"z) = 0

Es decir que z(a) = 0 para todo a € A,,. Como A, es densa, tenemos que z = 0. Por
lo tanto Tr es fiel en M y M es un factor de tipo II;.

Este ejemplo muestra varias propiedades importantes. Una de ellas es el rol que
cumple el vector €. En las demostraciones usamos dos hechos destacados

Mé=H Mé=H
teniendo en cuenta que M’ es el dlgebra de von Neumann generada por los operadores
R,.

Definicion 7.2.1. Sea M un algebra de von Neumann en H. Un vector § € 'H se dice
ciclico para M si M& ="H y separador para M si

=0=>2x=0
para todo x € M.
Proposicion 7.2.2. Un vector £ es ciclico para M si y solo si & es separador para M'.
Demostracion. Si € es ciclico, para cada x € M ey € M/,
ly(OI* = [lzy€l* < [l2]*[ly(©)* =0

Entonces, y(z£) = 0, pero como M¢ es denso en H, y = 0.
Reciprocamente, sea p la proyeccion sobre la clausura de M¢. Entonces, como p € M/,
(1 —p)¢ =0 por lo tanto p = 1. O
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La construccion de M a partir del algebra A, es un caso especial de lo que es conocido
como la construccion GNS (Gelfand-Neumark-Segal). Esta construccion es central en la
demostracion del teorema de Gelfand-Neumark (1943) [GN] que establece lo siguiente.

Teorema 7.2.3. (Teorema de Gelfand-Neumark, 1943) Toda C*-dlgebra es isométrica-
mente x-isomorfa a una C*-dlgebra de operadores acotados sobre un espacio de Hilbert,
es decir que tiene una representacion fiel.

Este resultado fue muy significante en el desarrollo de la teoria de C*-algebras en
los comienzos de la década de 1940 porque establece la posibilidad de considerar las
(C*-algebras como objetos algebraicos abstractos independientemente de su realizacion
particular como un algebra de operadores.

La construccion GNS es la siguiente. Dada una funcional lineal positiva ¢ que satis-
face ¢(a*) = ¢(a) en una x-dlgebra A definimos

Ny={r e A: ¢(z*x) =0}
A su vez definimos una forma hermitiana en A por

(7,9)5 = ¢(y"x)

Esta forma es semidefinida positiva, lo cual es suficiente para que la desigualdad de
Cauchy-Schwartz tenga sentido, de modo que

Ny={z€A:(r,y),=0Vyec A}

Como consecuencia, Ny resulta ser un subespacio y el producto interno determina en
A/Ny una estructura de espacio pre-Hilbert. Veremos que bajo ciertas condiciones sobre
C*-algebras, la multiplicaciéon a izquierda L, por x define un operador lineal acotado en
dicho cociente y, suguiendo los pasos que hicimos en el ejemplo, también lo es sobre el
espacio de Hilbert que completa a A/Ny.

Ejercicio 7.2.1. Si ¢ es una funcional lineal en una C*-algebra A que para todo a € A
satisface ¢(a*a) > 0, entonces ¢(a*) = ¢(a). Mas atn, si A tiene unidad mostrar que ¢
es continua en norma y ||¢[| = ¢(1).

Observacion 7.2.4. Es un hecho estandar en la teoria de C*-algebras, que a toda C™*-
algebra se le puede adjuntar una identidad.

Proposicion 7.2.5. Si A es una C*-dlgebra con unidad y ¢ : A — C es una funcional
lineal positiva, entonces

o(y*z*zy) < ||lz|*(y*y)

Demostracion. Sea ¢(a) = ¢(y*ay), entonces ¢ es positiva y, por el ejercicio anterior,

o(z*z) < |olllz*z| = [l]*o(1). -
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Dada una funcional lineal positiva ¢ en una C*-algebra con unidad, siguiendo los
pasos usados en el ejemplo y la proposicion anterior, cada z € A determina un operador
lineal acotado m4(x) definido por

To(2)(y) = 2y
en el espacio de Hilbert H, dado por la construccion GNS. Mas atn,

*

Ims () < llzll - me(2") = my()
pues (m4(x)y, 2) = ¢(z*ry) = (y, my(x*)z). Notemos ademés que ¢(x) = (my(x)1,1).

Definicion 7.2.6. Si A es una C*-algebra y ¢ es una funcional lineal positiva en A, el
espacio de Hilbert de la construccion GNS se denota Hy y la representacion 7y de A
multiplicacion a izquierda se llama representacion GNS de A.

Proposicion 7.2.7. Si A es una C*-dlgebra en H, cada & € H define una funcional
lineal positiva
Pe(a) = (ag, €)
y un operador unitario
U H¢§ — A_f
definido por u(a) = a§ en A tal que umy, (a)u* = a.

Su demostracion es obvia.

En el caso en que A sea un algebra de von Neumann, m4(A) no necesariamente lo
es sobre H,. Vamos a ver que una condicion suficiente para que 7,(A) sea un algebra
de von Neumann es que ¢ sea ultradébilmente continua. Para ello necesitamos algunos
resultados previos.

Lema 7.2.8. Sea A una C*-dlgebra en H con 1. Si i es una funcional lineal positiva
en A y & € H es un vector tal que ¢ < ¢¢, entonces existe t € A’ tal que ¢ = ¢e.

Demostracion. Definamos la forma hermitiana (a&,b€) = ¢ (b*a) en AE. La desigualdad
de Cauchy-Schwartz y la desigualad 1) < ¢¢ establecen que |(a§,bS)| < [[a&]|||b€][. Esto
implica que ( ,) esta bien definida y que existe un operador acotado positivo t en A¢ tal

que (a&,tb&) = 1(b*a). Pero
(a&, tbc€) = (b a) = (b*a&, tc€) = (a&, btcf)

por lo tanto, t € A’ en AE. Ahora, si p es la proyeccién sobre A€, tp es un operador
positivo perteneciente a A’. Si s = V/t, ¥(a) = (a&, &) = (asé, ts€). O

Corolario 7.2.9. Sea A una C*-dlgebra en H. Si £,n € H son vectores tales que la
forma lineal w(a) = (a&,n) es positiva, entonces existe un vextor v € H tal que w = ¢,,.



64 CAPITULO 7. FACTORES DE TIPO 11,
Demostracion. Para a > 0,

(o, m) = 5 (a(€ +m). €+ 1) = (al€ — 1,6~ ) < | bernl@)

Por el lema anterior tenemos el resultado esperado. Il

Teorema 7.2.10. Si M es un dlgebra de von Neumann sobre H y ¢ es una funcional
lineal positiva ultradébilmente continua en M, entonces existen vectores v; € M tales
que >, ||vil|* < oo y para todo x € M

o) =Y (avi,v)
i=1
Demostracion. Sean &;,n; vectores dados por el Ejercicio 6.1.1. Si consideramos M ac-
tuando sobre H ® I2(N), ¢(x) = (x€,n). Entonces, podemos aplicar el corolario anteri-

or. O

Corolario 7.2.11. Si ¢ es una funcional lineal positiva ultradébilmente continua en
el dlgebra de von Neumann M, entonces la representacion GNS m, es ultradébilmente
continua sobre un dlgebra de von Neumann en Hy.

Demostracion. Hemos visto en el tltimo teorema que ¢(x) = (x @ 1(v),v) en H® 1*(N).
La aplicacion * — x ® 1 es ultradébilmente continua pues la reduccion a M ® 1(v)
es ultradébilmente continua. Por lo tanto, el ndcleo de 74 es un ideal bilatero cerrado
ultradébil, es decir de la forma Me para algtn e en el centro de M. Esto implica que
Ty es inyectiva en M (1 — e) y como la norma de un operador x estd determinada por el
espectro de z*x, la bola unidad de la imagen de M es la imagen de la bola unidad, la cual
es compacta débil. Ahora, aplicando el Corolario 6.2.2 tenemos el resultado buscado. [

7.3. Ejercicios sobre un par de proyecciones

Sean p y ¢ proyecciones sobre los subespacios ‘H y K de un espacio de Hilbert U,
respectivamente, y sea M = {p, q}".

Ejercicio 7.3.1. Mostrar que
U=HNK)® H NKH o HNK) @ (H-NK)oWw
y que dicha descomposicion es invariante por p y por q.

Ejercicio 7.3.2. Mostrar que en W, p y q estan en posicion general, es decir que

pAg=0, pVg=1, (1-p)ANg=0, (1-p)Ag=1
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Ejercicio 7.3.3. Sia € B(H) y 0 < a < 1, mostrar que
a a(l —a)
p:< a(l —a) l—a )
es una proyeccion en H ¢ H. ;Cuando p esta en posicién general con g = ((1) 8)7
Ejercicio 7.3.4. Sea a = (p — q)®> y A= {a}". Mostrar que a € Z(M) y que
{ao + a1p + a2q + aspg + asqp : a; € A}

es una x-algebra densa en M.
Ejercicio 7.3.5. probar que pMp es abeliana y generada por pgp.

Para los ejercicios que siguen suponer que p y ¢ estan en posicion general.
Ejercicio 7.3.6. Mostrar que p ~ q(Ayuda: considerar la descomposicion polar de pq).

Ejercicio 7.3.7. Probar que existe un sistema 2 x 2 de unidades matriciales (e;;) € M
con p = eqy.

Ejercicio 7.3.8. Probar que M es espacialmente isomorfa a B ® My(C) para alguna
algebra de von Neumann B generada por b con 0 < b < 1, con

p:((l) 8) q:( b(f—b) ﬁ(l—_bb))

Dejemos de considerar que p y ¢ estan en posicion general.
Ejercicio 7.3.9. Mostrar que pVqg—p=~qg—p/Aqgen M.
Ahora usemos representaciones de grupos.
Ejercicio 7.3.10. Mostrar que Zs * Zo = Zsemidricto Zs, el group dihedral infinito.

Ejercicio 7.3.11. Clasificar todas las representaciones unitarias del grupo dihedral in-
finito (Ayuda: usar el Teorema Espectral para operadores unitarios.

Ejercicio 7.3.12. Concluir que 2p — 1 y 2¢ — 1 son operadores unitarios autoadjuntos.

Ejercicio 7.3.13. Obtener la estructura del algebra de von Neumann del Ejercicio 7.3.8
usando los tltimos tres ejercicios.
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Capitulo 8

Forma estandar de factores de tipo Il
y de tipo Il

8.1. Forma estadndar

En la Seccién 7.2 hemos construido un éalgebra de von Neumann a partir de una
C*-algebra y de una funcional lineal positiva en ella a través de la construccion GNS. Si
aplicamos esta construccion a L>(X, u) con traza [ f du, el espacio de Hilbert determi-
nado es L?(X, uu). Por esta razon, si M es un factor de tipo II; con traza Tr ultradébil-
mente continua positiva fiel y normalizada, escribimos L?(M, Tr) al espacio de Hilbert
dado por la construccion GNS a partir de la traza Tr. A este espacio lo denotaremos
mas simplemente por L?(M).

En este sentido, podriamos definir espacios LP, para 1 < p < oo con la norma LP
dada por ||z||? = Tr(]z|)*/?. Una versién no conmutativa de la desigualdad de Holder
muestra que || ||, es una norma en

LP(M) = {x € M : Tr(|z|)'? < oo}

Definimos L>(M) = M y se puede ver que L'(M) es el espacio predual de M que no
hemos definido (ver [J], [KR], [RS]).
Denotemos por € al vector en L?(M) que es la unidad de M.

Proposicion 8.1.1. St M es un factor de tipo 11y, la bola unidad de M respecto de
| || es un espacio métrico completo para || |2 y la topologia definida por || ||o en la bola
unidad es exactamente la topologia fuerte (y ultrafuerte).

Demostracion. Si z, es una sucesion de Cauchy con || ||2 en la bola unidad de M,
entonces para cada a € M, x,a también lo es pues ||zpalls < ||al|||z,]|2. Entonces, si
miramos a {2 como la unidad de M,

z(af)) = za = lim z,a = lim z,a$2

n—oo n—oo

67
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Esto define al operador z en el subespacio denso MQ de L*(M).

Observemos que ||z|| < 1. En efecto, si z,, — x en || |2, significa que Tr(|z,|) —
Tr(|z]). Como Tr es ultradébilmente continua, es continua para || ||, entonces ||z} x,| =
lznll* =l ]| = |l[|*.

Como ||z|| < 1, tenemos que [|z(aQ)|l2 < [|z]|||a]|2 < [|af2||2 para todo a € M.
Entonces, x se puede extender a un operador acotado en L*(M) y tal que 20 = x =
lim,, oz, en || |2

La topologia fuerte es obviamente no mas fuerte que la de || ||2 pues la seminorma
a — ||a?|| define la topologia de || ||2. Méas aun, ||zaQ)|| < ||z]2]|a|| dice que || ||2 controla
la topologia fuerte en la bola unidad.

Finalmente notemos que en la afirmacion del teorema no importa qué representacion
de M se use para definir la topologia fuerte en la bola unidad, ni la topologia ultrafuerte
cambia bajo la manipulaciones hechas para obtener la construccion GNS a partir de un

factor de tipo II; en un espacio de Hilbert arbitrario. Il
Definicién 8.1.2. La acciéon de M en L?(M, Tr) se dice forma estindar de M.

Notemos que vN(T') en [*(T') ya esté en la forma estandar. En realidad hemos visto
que hemos podido obtener el primer ejemplo de factor de tipo II; aplicando la construc-
cion GNS al dlgebra de grupo CI' con la traza Tr(3_, cyu,) = c1.

Ahora vamos a determinar M’ cuando M esta en la forma estéandar.

e J:L*(M) — L*(M)

=z — 25 =z"Q

la involucion antilineal unitaria que extiende la aplicacion dada de M en M.

Lema 8.1.3. Para z,a € M y &, n e L*(M),

(i) (JE, Jn) = (n,€)
(17) JxJ(af)) = ax*Q

Demostracion. (i) Si € =aQ)y n=0bQ, (JE, Jn) = Tr(ba*) = (n,&).
(17) JxJ(aQ)) = J(za*Q) = ax*Qd. O

Corolario 8.1.4. Para la forma estindar de M en L*(M), JMJ C M.

Demostracion. Como multiplicaciéon a izquierda y a derecha conmutan, si x € M ten-
emos que para todo a € M,

JrJa(bQ) = J(xJ(ab)) = J(xb*a*Q) = abz™Q = aJ(xb*Q) = aJ(xJ (b)) = aJxJ(b2)
[

Ahora daremos una expresion clara de J para los elementos de M'Q2 C L?(M).
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Lema 8.1.5. Para la forma estindar de M en L*(M), sixz € M, entonces Jx§) = z*).

Demostracion. Para todo a € M,

(JxQ, a2y = (Jaf, 2Q) = (a*Q, Q) = (Q, ax) = (2, zal)) = (2", af)

Teorema 8.1.6. Para la forma estindar de M en L*(M), JMJ = M.

Demostracion. Basta probar que x — (2, ) es una traza en M’ C B(L*(M)) pues
nos permite definir L?(M’). Como Q es ciclico y separador para M, por Proposicion
7.2.2, tenemos que ) es ciclico para M’, es decir que L?>(M) = M'Q. Pero entonces
L*(M'") = L*(M) por la construccién de L*(M’). Por lo tanto ambas aplicaciones J
coinciden y JM'J C M. Entonces, M' C JMJ.

Veamos que = — (2€2, Q) es efectivamente una traza. Sean x,y € M,

(xyQ, Q) = (yQ, 2*Q) = (yQ, JxQ) = (2, JyQ) = (xQ, y* Q) = (yx, )
[l

Hemos visto que el conmutador de la representacion regular a izquierda de I' en
I2(T") es el 4lgebra de von Neumann generada por la representacion regular a derecha
pues Ju,Jey = eyt

Maés generalmente el conmutador de la representacion multiplicacion a izquierda es
la x-algebra generada por la representaciéon multiplicaciéon a derecha. En particular, el
conmutador de un factor M de tipo II; sobre L?(M) es también un factor de tipo II;.
Ese no es el caso para M sobre un espacio de Hilbert cualquiera.

Por ejemplo, podemos considerar M ® 1 en L?(M) ® H para algtin espacio de Hilbert
'H de dimension infinita. Entonces, el conmutador de M ® 1 sera JM J ® B(H), matrices
infinitas con coeficientes en JMJ. Si JMJ ® B(H) fuera de tipo II; tendria una traza
positiva ultradébilmente continua cuya restriccion a 1 ® B(H) daria una traza positiva
en B(H), lo cual es un absurdo por el Ejercicio 3.3.4.

Definiciéon 8.1.7. Un factor de tipo 11, es un factor de la forma M ® B(H) con M un
factor de tipo II; y dim ’H = oc.

Proposicion 8.1.8. Sea M un factor infinito con una proyeccion p € M tal que pMp
es de tipo I1y. Entonces, M es un factor de tipo 1.

Demostracion. Elijjamos {p,} una familia maximal de proyecciones mutuamente ortog-
onales en M tal que p, ~ p para todo a. Sea ¢ = > po. Si 1 — g > p podriamos
contradecir la maximalidad de la familia {p,}. Por lo tanto, existe ¢’ tal que 1 =¢' + ¢
con ¢ < p. Como M es infinito, el conjunto de indices {a} es infinito. Tomemos una
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biyeccion ¢ : {a} — {a} \ {a,} para algtn indice a,. Notemos que pa, ¥ D_,2,, Pa SOL
ortogonales. Por lo tanto,

1=¢ 44 =pa,+ Y Pa
(@)

Entonces, por ser la suma ortogonal, p,, + Zb(a) po = 1. Esto nos permite construir un
sistema de unidades matriciales {e;;} usando isometrias parciales que determinan las

equivalencias entre los p, tal que e;; = p. A partir del Ejercicio 5.3.2 tenemos que M es
isomorfa a pMp @ B(I*({a})). O

Notemos que hemos usado implicitamente en la prueba anterior que el supremo de
una cantidad finita de proyecciones finitas es finito.

Puede suceder que dado un factor M de tipo Il, el factor de tipo II; de la forma
pMp depende de p, salvo equivalencias. Ahora introduciremos la traza de un factor de
tipo Il que aclararé esta afirmacién un poco mas. .

Si M es un factor de tipo Iy, identifiquemos M ® B(H) con un conjunto de matrices
infinitas con coeficientes en M, para ello elejamos una base de H. Definamos la aplicacién
Tr del conjunto de elementos positivos (M ® B(H)); de M ® B(H) en el intervalo [0, co]
por

Tr((x;5) = Y Tr(ws)
i=1
Notemos que esta no una traza en el sentido de la Definicién 7.1.12.

Teorema 8.1.9. Sea M un factor de tipo Il,. Entonces,

(1) Tr(Ax) = A Tr(z) para A > 0.

(i1) Tr(z +y) = Tr(xz) + Tr(y).

(i13) Si {aq} es una red creciente de operadores positivos con \/, a, = a, entonces
Tr(a) = lim, Tr(a,).

(1v) Tr(z*z) = Tr(zz*).

(v) Tr(uzu*) = Tr(x) para todo operador unitario w € M y para cualquier x € M
P0ositivo.

(vi) Sip es una proyeccion en M, entonces p es finita si y solo si Tr(p) < co.

(vit) Si p y q son proyecciones en M con p finita, entonces p < q si y sdlo si

Tr(p) < Tr(q).
(viii) pMp es un factor de tipo 11y para cualquier proyeccion p € M.

Demostracion. Las dos primeras afirmaciones son inmediatas por la definicion.

Para (ii7) notemos que las entradas diagonales de las matrices positivas de la red
conservan el mismo orden que las matrices de la red y las trazas de ellos son todos
nimeros positivos. Entonces, Tr(a) sera el supremo de esas sumas.
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(1v) Es obvio usando multiplicacién de matrices pues
Tr(x*z) = ZTr((x*x)”) = ZTr((x*)ijxﬁ) = ZTr(xji(:z:*),;j) = Tr(zz")
i i\j irj

(v) Se sigue de (iv) observando que uzu* = (uy/x)(y/zu*).

(vi) Si Tr(p) < oo y p es infinita, existe una subproyeccién propia de p que tiene la
misma traza que p. La diferencia de ambas proyecciones tendréa traza cero, lo cual es
imposible.

Si Tr(p) = oo y ¢ es una proyeccion finita tal que ¢ < p, podemos suponer que
g < py que Tr(q) < oco. Entonces Tr(p — ¢q) = oo, por lo cual podemos construir una
sucesion infinita de proyecciones equivalentes a ¢ mutuamente ortogonales cuyo supremo
sea menor que p. A través de una biyeccién con una subsucesién propia, p domina una
proyeccion infinita, por lo cual es ella misma infinita.

(vii) Sale facilmente como en el caso en que M es un factor de tipo II;. En efecto,
si p <X ¢, existe p’ equivalente a p tal que ¢ — p > 0. Entonces Tr(¢ — p) > 0, o
equivalentemente, Tr(q) > Tr(p) = Tr(p).

(viii) Solo hay que observar que Tr(p) < oo significa que p = ¢ para alguna ¢ cuya
matriz tiene todas sus entradas cero excepto una cantidad finita de entradas diagonales
que son 1. Obviamente gM g es de tipo II; para esa q porque corresponde a la matriz
en bloques que es nula salvo en el bloque correspondiente a ¢ (mirada como una matriz
diagonal con una cantidad finita de 1 y el resto 0). [

Corolario 8.1.10. Sea M un factor de tipo Il en un espacio de Hilbert separable y Tr
sea la dada por una descomposicion N @ B(H) con N de tipo 11;. Entonces, Tr define
un isomorfismo de conjuntos totalmente ordenados entre las clases de equivalencias de
proyecciones en M y el intervalo [0, o0].

Demostracion. Por el teorema anterior sélo tenemos que demostrar que cualquier proyec-
cion infinita es equivalente a la identidad. pero si p es infinita, elijamos u tal que uu* = p
y u*u < p. Entonces, (u*)"u es una sucesion estrictamente decreciente de proyecciones
equivalentes, por lo tanto podemos escribir p como una suma ortogonal de proyecciones

D= Poo + sz
=1

con todos los p; = (u*)'u — (u*)""'u equivalentes entre si. Ahora escribamos la identidad
como una suma ortogonal numerable de proyecciones todas < p; (usando la descomposi-
cion N ® B(H) si es necesario). Esto dice que 1 < p. O

Observacion 8.1.11. Observemos que la traza en los factores de tipo Il no se puede
normalizar como en los casos de factores de tipo II; (Tr(1) = 1) o en el caso de B(H)
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(Tr(proyeccion minimal) = 1). La posibilidad de normalizar la traza permite establecer
la unicidad. Por lo tanto, dado un automorfismo o de M, usando la unicidad de la traza
nomalizada tenemos que Tr(a(z)) = A Tr(z) para todo x >0y 0 < X # 1.

Ejercicio 8.1.1. Mostrar que la traza en un factor de tipo I1, es tinica con las propiedades
(1) a (vi), salvo multiplos por escalares.

Ejercicio 8.1.2. Si a: M — N es un *-morfismo entre factores de tipo II;, entonces «
es un isomorfismo y fuertemente continuo en la bola unidad.



Capitulo 9

Clasificacion de los médulos separables
de factores de tipo II4

En este capitulo caracterizaremos las acciones de un dado factor M de tipo II; so-
bre espacios de Hilbert separables, es decir determinaremos los M-moédulos separables.
Mostraremos que estan parametrizadas por un nimero en [0, o] que llamaremos dimen-
sion del M-modulo, ya que sus propiedades se asemejan a las de la dimension de espacios
vectoriales complejos, a pesar que pueden ser niimeros positivos no naturales.

9.1. M-moébdulos y constante de acoplamiento

En esta seccion daremos la nociéon de M-moédulo para un factor de tipo II;. Si bien
esta nociéon existe para cualquier factor, en particular cuando hemos clasificado los fac-
tores de tipo I lo hemos hecho dandoles una estructura de médulos sobre si mismos, nos
restringiremos solo a este caso.

Definicién 9.1.1. Sea M un factor de tipo Iy, un M-mddulo es un par (H, p) confor-
mado por un espacio de Hilbert y un x-homomorfismo ultradébilmente continuo

p: M — B(H)

tal que Im p es un factor de tipo II; sobre H. Escribiremos la accién de x € M en un
vector £ € H simplemente por p(x)¢ = z€.

Luego veremos que la condiciéon de continuidad ultradébil es superflua.

Ejemplo 9.1.2. La aplicacion identidad convierte al espacio de Hilbert donde M estéa
definido en un M-moédulo.

Ejemplo 9.1.3. Sea K otro espacio de Hilbert, la aplicaciéon z — x ® 1x convierte a
'H ® IC en un M-modulo.

73
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Ejemplo 9.1.4. L*(M) es un M-modulo por medio de la representacion GNS.

Existe la nocion de (M, M)-bimddulo, en ese caso hay dos acciones de M sobre el
espacio de Hilbert que conmutan entre si. Un ejemplo de (M, M)-bimo6dulo es L?(M) a
través de la accion a izquierda y a derecha.

Por otro lado existe la nocién obvia de suma directa de M-modulos. De hecho, dado
un M-modulo ‘H la utilizaremos para compararlo con L?(M) formando la suma directa
de H con una cantidad numerable de copias de L*(M).

Teorema 9.1.5. Sea M un factor de tipo 11y y H un M-mddulo separable. Entonces,
existe una isometria u : H — L*(M) @ I*(N) tal que ux = (x @ 1)u (i.e. u es M-lineal).

Demostracion. Definamos el M-moédulo K = H@ L*(M)®I[*(N). Seap = 160 € B(K) la
proyeccion sobre H y ¢ = 0@ 1 la proyeccion sobre L?(M) ®[*(N). Tanto p como ¢ estan
en M’ C B(K). Veamos que M’ es un factor de tipo Il.,. Por un lado, ¢ es claramente
infinita en M’, por otro lado, si e es una proyeccién de rango uno en B(I*(N)), entonces
0@ (1®e)M'(0® (1®e)) es un factor de tipo II; pues coincide con el conmutador de
M en L*(M). Por lo tanto, por Proposiciéon 8.1.8, tenemos que M’ es de tipo II.
Como ¢ es infinita en M’, por el Corolario 8.1.10 tenemos que ¢ es equivalente a la
identidad. O sea que existe una isometria parcial v en M’ tal que v*u = p y uu* < q.
Usando la notaciéon matricial obvia para operadores en K, podemos representar a u por

una matriz del tipo
a b
c d

Si calculamos v*u = p y uu* < ¢ da que b*b+ d*d = 0 y que aa* + bb* = 0. Como cada
uno de los sumandos en ambas igualdades es un operador positivo, tenemos que cada
sumando es 0. Por lo tanto,
(0
w 0

para alguna isometria w : H — L*(M) ® I*(N).
Més atin, el hecho que u conmuta con M sobre K dice que

0 0\ [z O\ [z 0Y/0 0
w 0)\0 =) \0 2/ \w 0
es decir que que wxr = (z ® 1)w para todo = € M. O

Corolario 9.1.6. El conmutador de un factor de tipo 11y es un factor de tipo 11 o de
tipo .

Ejercicio 9.1.1. Demostrar el corolario anterior.
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Proposicion 9.1.7. Siu : H — L*(M) @ I>(N) es una isometria M-lineal, entonces
uu* € M’ sobre L*(M) ® I>(N) y Tr(uu*) es independiente de .

Demostracion. Por ser u M-lineal, sale inmediato que uu* € M.
Ahora, si v fuera otra isometria M-lineal con las mismas caracteristicas, tenemos que
uu® = wv*vu*. Por lo tanto, Tr(uu*) = Tr((vu*)(uv*)) = Tr(vo*). O

Observemos que si M fuera reemplazado por C en la construcciéon anterior, el nimero
Tr(uu*) = Tr(u*u) = Tr(1ly) seria la dimension de H. Esto induce a dar la siguiente
definicion.

Definiciéon 9.1.8. Si M un factor de tipo II; o de tipo 1,,, la M -dimension o la constante
de acoplamiento de un M-moédulo H se define por dimy; H = Tr(uu®).

Dado un namero d € [0, oo], podemos elegir una proyeccion apropiada p en M’ sobre
L*(M) ® I*(N) tal que p(L*(M) ® [*(N)) es un M-mo6dulo de M-dimensién d. En la
proxima seccion discutiremos esto con mas detalle. En particular,

(i) dimy; L2(M) =1,

(i1) dimy(L3(M) ® I*(N)) = oo.

9.2. Propiedades elementales de dim); H

De acuerdo a la notacion de la seccion anterior, dimp, H tiene las siguientes propiedades.

Teorema 9.2.1. (i) dimy, H < oo st y sdlo si M' C B(H) es un factor de tipo 11;.

(17) dimpy H = dimp K si y solo si M sobre H y M sobre K son unitariamente
equivalentes, es decir espacialmente isomorfos.

(ii1) St {H;} son una familia numerable de M-mddulos, dim (€D, H;) = >, dimps H;.

(iv) dimy (L3(M)q) = Tr(q) para cualquier proyeccion q € M.

(v) Sip es una proyeccion en M, dimyy,(pH) = Trp(p) ~* dimy, H.

Para las siguientes propiedades vamos a suponer que M’ es finita, por lo tanto es un
factor de tipo 11y con traza Try.

(vi) Sip es una proyeccion en M', dimyg,(pH) = Trpp (p) dimpy, H.

(Uii) (dlmM H) (dimM/ H) =1.

Demostracion. Usando una isometria M-lineal u vimos que M sobre ‘H es unitariamente
equivalente a M sobre uu*(L*(M) ® [?(N)). De esto resultan evidentes las afirmaciones
(i) ().

(i17) Elijamos isometrfas M-lineales u; : H; — L*(M) ® I*(N) de modo que sus
imégenes sean todas ortogonales, eso es posible haciendo las composiciones necesarias con
otras isometrias. Al sumarlas obtenemos una isometria M-lineal u tal que vu* = ), wu;.
Por lo tanto, la traza de uu* da el resultado esperado.
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(iv) Tomemos un vector £ € [?(N) y definamos la isometria M-lineal

w: L*(M)q — L*(M) ® I*(N)
vg  — u(vg) =vg® ¢

Entonces, uu* es una proyeccion en (M ®1)" = JMJ®QB(I1*(N)) sobre L*(M)®I[*(N). Si e
es la proyeccion definida en [?(N) sobre el espacio vectorial generado por £, tenemos que
wu* = JqJ ®@e. En efecto, JgJ @e(v®§) = Jqu* = vg* = vq. Entonces, Tr(uu*) = Tr(q)
pues J es una involucién unitaria.

(v) Probemos primero el resultado para L?*(M)q con ¢ una proyeccion en M tal que
q < p. Observemos que la aplicacion

L*(pMp) — pL*(M)p
prpQl — p(zQ)p

es unitaria. Entonces, la acciéon de pMp sobre pL?(M)q es unitariamente equivalente a
la accion de pMp sobre L*(pMp)q. Por (iv), dimyr,(pL*(M)q) = Trparp(q), pero por la
normalizacion de la trazas Trpar, (1) = Trasr(p) ™ Tras(1,5), es decir que Trppr,(q) =
Tras(p) ™t Tras(q) = Trpr(p)~t dimy, (L2(M)q).

Ahora, sea H un M-moédulo cualquiera. Entonces, pH es un pMp-moddulo, por lo
tanto existe una isometria pMp-lineal u : pH — L?*(pMp) ® I*(N) = pL*(M)p ® I*(N)
tal que pH es unitariamente equivalente a uu*(pL?(M)p®I1%(N)). Pero la proyeccion uu*
es una suma ortogonal de proyecciones equivalentes a proyecciones ¢; menores o iguales
a p cuyas imagenes son espacios del tipo pL?(M)g;. Entonces, aplicando (iii) sale pues
va hemos probado los casos especiales del tipo pL?*(M)g;.

(vi) Podemos suponer que H = e(L?*(M) ® I*(N)) para alguna proyeccién e € M,
por lo tanto M’ = e¢(M ®1)’e sobre H. Por otro lado, como p € M’, pH es un M-modulo
y p define la isometria en la definicion de dimg,(pH) = dimy (pH) = Trugiy (p). Pero
p es una proyeccién menor que e en un factor de tipo Il entonces por la unicidad de
la traza normalizada,

dima (pH) = Truery (p) = Trauety () Trvery (€) " dima (H) = Trar (p) dima (H)

(vii) Observemos que si H = L?(M), dim;(H) dimy(H) = 1 pues ambas son iguales
a 1. Veamos que el resultado es cierto para H = pL?*(M) con p € M. En efecto, H es un
pMp-mo6dulo y también es modulo sobre M’. Para cada x € M la acciéon de JxJ € M’
sobre pL*(M) esta dada por (JzJ)(pv) = JxJpv = Jzv*p = pvz*; es decir que la accion
de M’ sobre pL*(M) es unitariamente equivalente a la accién de M sobre L?(M)p. Por
(1v) y por (v) respectivamente, tenemos que

dimyy (pL?(M)) = dimyy (L*(M)p) = Tru(p)
dimy s, (pL*(M)) = Trp(p) ™! dimy, L*(M) = Trp(p)
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Por lo tanto, el resultado es valido para H = pL?(M).
Por otro lado, si K es de la forma K = @, H = (1®e)(H ® %(N)), donde € es una
proyeccion de rango k,

dim (K) = dimyen (H ® e(*(N))) = k dimy (H)
Por otro lado, como (M ® 1) = (1® e)(M' @ B(I*(N))(1 ® e), por (v) tenemos que
dlm(M®1)/(’C> == TI‘(M®1)/(1 & 6)_1 dim(M/®3(lz(N))) (H & lz(N)) == k_l dlmM/ (H)

Pero como M’ es de tipo II; cualquier H se puede obtener de L?(M) como @le pL*(M),
va que H es unitariamente equivalente a (p®e)(L*(M)®I?(N)) para k y p apropiados. [

Ejemplo 9.2.2. Si T, < T son grupos de c.c.i.,, vN(T,) acttia en [*(T"). Si v € T, el
operador unitario p(y) correspondiente a la accion regular a derecha da una isometria
vN(T,)-lineal entre 1*(T,) y I*(Tyy ). Por lo tanto, por la descomposicién en coclases,

dimvN(po) (ZQ(F)) = [F, FO].
Esto motiva a dar la siguiente definicion.

Definicion 9.2.3. Si N C M son factores de tipo 11y, el indice de N en M es el nimero
real [M : N| = dim,,(L*(M).

Ejercicio 9.2.1. Mostrar que [M : N| = 1 implica que N = M.

Ejemplo 9.2.4. (Dado por Atiyah y Schmidt) Las series discretas o representaciones de
cuadrado integrable de grupos de Lie semisimples. Estos grupos son grupos localmente
compactos.

La restriccion por una proyeccion del conmutador de un factor de tipo II; ocurre en
las teoria de estas representaciones. Si una serie discreta es restringida a un reticulado de
clases de conjugacion infinita, generan un factor de tipo II;. La constante de acoplamiento
esta dada por la razon entre la “dimension formal” y el covolumen del reticulado.

Mostraremos lo que sucede en el caso de G = PSL(2,R), el grupo de transforma-
ciones del semiplano superior H = {z € C : Imz > 0}, para comprender mejor lo que
sucede. La accion de este grupo en H esta dada por

a b az+0b

7= —

¢ d cz+d
Como G actua transitivamente en H y G; = PSO(2) es el grupo que deja invariante a
i € H, tenemos que H = G/G;. Es bien conocido que existe un dominio fundamental
D para la accion del grupo I' = PSL(2,Z). El conjunto D y todos sus transladados

por PSL(2,7Z) cubren H. Estos se intersectan solo en los bordes que son de medida de
Lebesgue nula. Por lo tanto, si i es una medida invariante equivalente a la medida de
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Lebesgue, L*(H, du) da una representacion unitaria de I' que es unitariamente equiva-
lente a la representacién regular tensoriada con la identidad en L?(D, du), convirtiendo
a L*(H, dp) en un vN(T')-mo6dulo cuya v N(T')-dimension es infinita.

La medida dy = %% es Iinvariante. Variaremos un poco esta medida para obtener

y2
representaciones de I'. Para cada n € N consideremos du,, = j;ﬁflz. Estas medidas no son

[-invariantes pero si definimos la accién de PSL(2,R) en L?(H, du,,) por

-1
(Z Z) f(2) = 1 nf<az+b)
(cz +d) cz+d
Esta representacion resulta ser unitaria. Como para cada n la medida no es mas I'-
invariante, la restriccion de esta representacion a I' determina un v N(I')-modulo H,, =
L?(H, dy,,). Estos resultan ser todos unitariamente equivalentes. El conmutador de v N (T")
en H, es un factor de tipo Il.

Es bien conocido que las funciones holomorfas forman un subespacio cerrado de
funciones L? que son invariantes por PSL(2,R). También se sabe que la representacion
unitaria resultante es irreducible y es llamada serie discreta holomorfa de PSL(2,R). Se
puede ver que corresponde a una proyeccion finita en IV, Esto da un ejemplo concreto
de un v N(I')-mo6dulo de constante de acoplamiento o vN(I')-dimensioén finita.

En general, si G es un grupo localmente compacto con medida de Haar dg, las series
dicretas son precisamente las representaciones unitarias irreducibles m que son suman-
dos directos de la representacion regular a izquierda en L?*(G, dg). Por lo tanto, si I' es
un subgrupo discreto con dominio fundamental D tal que G es cubierto por (D) y si
estos son disjuntos salvo conjuntos de medida nula, podemos aplicar en forma analoga el
mismo razonamiento para obtener un vN(I')-médulo. Un problema inmediato es deter-
minar la constante de acoplamiento. Esto no es tan complicado utilizando propiedades
particulares de las series discretas.

Si ‘H es el espacio de representacion de una serie discreta m de G, entonces los
coefficientes matriciales de m dados por las funciones g — (m(g)&,n), son funciones
en L?(G,dg). Para grupos finitos o compactos el conjunto de coeficientes matriciales de
7 generan todo H como subespacio de L?(G,dg). Las relaciones de ortogonalidad de
Schur para grupos compactos de los coeficientes matriciales determinan un nimero d,
tal que

1, /G () ) T DE T = (€, € 1)

Si G' es compacto y la medida de Haar es normalizada de modo que G tenga medida
1, d,; es la dimension del espacio vectorial H. En general, d, depende de la elecciéon de
la medida de Haar, pero el producto de d, con el covolumen [ p dg no depende de tal
eleccion. Una célculo rapido de la traza de la proyeccion sobre la imagen de H en v N (T’
da inmediatamente la siguiente féormula,

dimy Ny H = d covolume(I)
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Detalles de estos calculos se pueden ver en [GHJ| pag. 142-148.

Ejemplo 9.2.5. Consideremos el subfactor diagonal N C N ® M,(C). Cada matriz
unitaria e;; da una isometria N-lineal de L?*(N) sobre el subespacio de L?*(N ® M,,(C)),
que a su vez es una suma ortogonal de esos subespacios equivalentes. Por lo tanto,
[N ® M,(C) : N| =n?.

Proposicion 9.2.6. Si M es un factor de tipo 11y en H, entonces
(i) M tiene un vector separador si dimy(H) > 1.
(i1) M tiene un vector ciclico si dimy;(H) < 1.

Demostracion. Si £ es separador para M, significa que es ciclico para M’. Por lo tanto,
por las propiedades de la M-dimension alcanza con probar una de ellas. Ahora compa-
rando H con pL?(M) o una suma directa de copias de él se obtiene la afirmaciéon. [

Podemos decir que en realidad ambas afirmaciones de la proposiciéon son un "si y
s6lo si". Con lo cual sélo es necesario controlar vectores arbitrarios en L?(M). De hecho,
la definicién original de Murray y von Neumann es la siguiente:

Sea M un factor de tipo 11, sobre 'H cuyo conmutador sea también de tipo 11,. Eli-
jamos cualquier vector no nulo & € H y sean p y q proyecciones sobre las clausuras
de M¢ y M'E respectivamente, resultando que p € M y ¢ € M'. Usando las trazas
normalizadas, la constante de acoplamiento estd definida por %.

La parte dificil con esta definicién es probar que esta constante es independiente de
&. Asumiendo esta tultima afirmacién es trivial identificar la constante de acoplamiento
de Murray-von Neumann con la dim,; H. Pero a esta altura no es posible agregar nada

para simplificar la demostracion del por qué ese namero es independiente de &.

Ejemplo 9.2.7. (dado por M. Rieffel) Si (X, ) es un espacio de medida y I' es un grupo
numerable actuando por transformaciones que preservan la medida en (X, i), entonces
' acttia por operadores unitarios u, en L?(X,u) de la manera natural. Diremos que
un subconjunto medible D C X es un dominio fundamental de I' si X = (J, v(D) y
uw(D N~(D)) = 0 para todo 1 # v € T'. En esa situacion, el algebra de von Neumann
abeliana L>(X )" de funciones L> T'-invariantes puede ser identificado con el espacio
L>(D).

Ahora supongamos I' y A dos grupos actuando en X como arriba con dominios
fundamentales D y F respectivamente. Entonces, podemos considerar el dlgebra de von
Neumann Mr 5 sobre L?*(X, i) definida por {{u, : v € T} U L=®(X)*}".
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Capitulo 10

Construccion del producto cruzado

Posiblemente la forma mas 1til de producir dlgebras de von Neumann a partir de
otras es a través del producto cruzado. Comenzaremos definiendo una nociéon bien general
y luego la examinaremos cuidadosamente en casos especiales.

10.1. Acciones de grupos

Definicion 10.1.1. Dados M un algebra de von Neumann y GG un grupo, una accion
de G en M es un homomorfismo

G — Aut(M)

g — Qy
donde los automorfismos son ultradébilmente continuos si es necesario.

El algebra de puntos fijos bajo dicha accién es denotada por MY y es un algebra de
von Neumann.

Un caso especial, pero de gran importancia es cuando hay una representacion unitaria
g — ugy con uyMuy = M para todo g € G. Entonces, podemos definir una accion de G
en M,y en M', por ay(z) = ugru.

En este caso decimos que la accién « esta implementada por la representacion unitaria
uy. Ademaés, si los uy estan en M, decimos que es interior, asi como un automorfismo
interior de M es por definicién uno de la forma Ad(u)x = uzru* para w unitario en M.
Un automorfismo se dice exterior si no es interior.

Las acciones no son simepre implementables, a pesar de que la nocién depende del
espacio de Hilbert en que M esté actuando.

Definicién 10.1.2. Sea (X, 1) un espacio de medida y 7" una biyeccion sobre X se dice
que u es T-quasi-invariante si T preserva la clase de medida de p, es decir si u(A) =0
siy solo si u(T71(A)) = 0.

81
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Definicién 10.1.3. Si (X, i) es un espacio de medida tal que p es T-quasi-invariante, 7'
se dice ergddica si cada subconjunto medible T-invariante A de X (T'(A) = A), satisface
que u(A) =0 o0 u(X ~ A) = 0. En otras palabras, los subconjuntos de medida positiva
T-invariantes difieren de X en un subconjunto de medida nula.

Si (X, u) es un espacio de medida y 7" es una biyeccion sobre X tal que u es T-quasi-
invariante, entonces que 7' define un automorfismo ap de L*>°(X, ) dado por

ar(f)=foT

Ademés, es facil verificar, que dicho automorfismo es implementable por el operador
unitario u sobre L?(X, i) dado por u(f) = foT.

Proposicion 10.1.4. Una biyeccion T sobre X es ergodica si y solo si los unicos puntos
fijos por ap son las funciones constantes.

Demostracion. Sea f € L™ tal que ar(f) = f. Podemos asumir que f(z) = f(T(z))
para casi todo x € X. Entonces, para cada € > 0, por la definicion de supremo esencial,
w{z : ||fll = |f(x)] < e}) # 0. Pero ese conjunto es invariante por 7', entonces por ser
T ergodica, es igual a X salvo por un conjunto de medida nula. Haciendo tender ¢ a 0,
vemos que pu({z : ||f]| # |f(x)|}) = 0. Por lo tanto podemos asumir que f(z) = €
para alguna funcion medible g con valores en [0, 27). Repitiendo el argumento para g da
que f es una constante salvo un conjunto de medida nula.

Para demostrar la reciproca supongamos que A es un conjunto medible, entonces su
funcién caracteristica es fijada por ar en L™ si y solo si A es T-invariante. Si asumimos
que las funciones constantes son las tnicas fijadas por ag, por la observacion anterior
tenemos que si A es medible y T-invariante, entonces u(A) = 0 o u(X ~ A) = 0. Es
decir, T es ergodica. O]

Ejercicio 10.1.1. Sean

(01 (0 =i (10
2=\1 0 7= o 2= \0 -1
las matrices spin de Pauli. Mostrar que Ad(c,), Ad(o,) y Ad(c,) definen una action del

grupo Zs @ Zy en My(C) que no es implementable para My(C) en C2.

Ejercicio 10.1.2. Mostrar que cualquier acciéon es implementable para un factor de
tipo II; en la forma estandar, y mas generalmente, cualquier grupo de automorfismos
que preserva un estado normal fiel es implementable en la representacion GNS.

Ejercicio 10.1.3. Mostrar que cualquier automorfismo de B(H) es interior.

Ejercicio 10.1.4. Mostrar que el automorfismo de vN(Fs) que proviene del automor-
fismo que intercambia los dos generadores es exterior.
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Si G es un grupo topologico hay muchas nociones de continuidad. La mas ttil es la de
convergencia *-fuerte punto a punto, es decir asumimos que la aplicacion g — «a(g)(x)
es x-fuertemente continua para todo x € M. Muchas otras nociones de continuidad
seran equivalentes a esta e incluso algunos condiciones de medibilidad aseguran esta
continuidad.

Siempre asumiremos continuidad *-fuerte punto a punto cuando nos refiramos a una
accion de un grupo topologico.

Ejercicio 10.1.5. La accion por tranlaciones de R en L*(R) jes continua en norma
punto a punto? ;es fuertemente continua punto a punto? ;es x-fuertemente continua
punto a punto?

Las acciones de un grupo dado en algebras de von Neumann son faciles de construir,
pero acciones de un grupo en una dada algebra de von Neumann puede ser dificil de
descubrir.

Definicion 10.1.5. Una accién de G en M se dice ergddica si M& = C1

Ejercicio 10.1.6. Mostrar que si G actia en (X, u) y p es G-invariante, entonces la
accion resultante de G en L>®(X, u) es ergodica si y solo si los tnicos subconjuntos
medibles A C X que satisfacen p(g(A)AA) = 0 para todo g € G, satisfacen u(A) =0 o
u(X N A) =0, donde AAB = (AN B)U(B\ A).

La siguiente pregunta es un interesante problema abierto.
¢ Tiene SU(3) una accion ergdodica en un factor de tipo 11y ¢

Se sabe que SU(2) no tiene una tal accion [?] y también se sabe que si un grupo com-
pacto actua ergdodicamente en un algebra de von Neumann, entonces esa élgebra de von
Neumann tiene una traza normal fiel |?].

10.2. El producto cruzado

Sea « es una accion de un grupo localmente compacto G con medida de Haar dg en
el algebra de von Neumann M sobre el espacio de Hilbert H. Definamos el espacio de
Hilbert K = L*(G,H) = L*(G) ® H. El grupo G actia en K por u, = L, ® 1, donde L
es la accion regular a izquierda. Més atin, M actia en I por

(Zf)(9) = ag-1(2)(f(g))

Notemos que este proceso da otra manera de obtener una accién de un grupo imple-
mentable, por lo menos cuando es localmente compacto.
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Definicion 10.2.1. Si « es una accién de un grupo localmente compacto G en el algebra
de von Neumann M sobre el espacio de Hilbert H, el producto cruzado M x, G es el
algebra de von Neumann sobre K = L?*(G) ® H generada por los {u, = L,®1: g € G}
y{z:x e M}.

Ejercicio 10.2.1. Mostrar que x — ¥ es un *-isomorfismo ultradébilmente continuo de
M sobre una subélgebra de von Neumann de B(K).

Ejercicio 10.2.2. Mostrar que u,7u; = (ay(z))".

De ahora en mas no escribiremos mas ~ v identificaremos M con M. Notemos que
combinaciones finitas g Lglg forman una s-subalgebra densa de M %, G. Mas atn,
los u, son linealmente independientes sobre M en el sentido que ) g Lgug = 0 implica
x4 = 0 para cada g en la suma. Esta algebra densa puede llamarse producto cruzado
algebraico.

Existe una teoria bien desarrollada sobre productos cruzados M %, G cuando G es
compacto o abeliano, pero en estas notas haremos mas énfasis en el caso en que G es
discreto, tratando de imitar el juego de elementos matriciales que hicimos con v N (I") para
ganar control sobre los limites débiles de elementos en el producto cruzado algebraico.

Ejemplo 10.2.2. El dlgebra de von Neumann v N (I') es un ejemplo de producto cruzado
donde M = C y la accion es trivial. En este caso el producto cruzado algebraico es
exactamente el algebra de grupo CI'.

Veremos inmediatamente, como en el Capitulo 3, que si G es discreto cualquier
elemento de M X, G define una funcion ¢ — xz, tal que ) s Tglg tiene sentido para
ciertos operadores en K = H ®[?(G). Méas atn, cualquier matriz de esa forma que define
un operador acotado en KC estd en M x, G. Esto es porque la suma converge punto a
punto por lo menos en un subconjunto denso de funciones de GG en ‘H de soporte finito.

En el caso en que el producto cruzado es un factor de tipo II; sabemos que el
conmutador consiste en multiplicaciéon a izquierda por elementos de M x, G, por lo
tanto una subalgebra densa de (M %, G) preserva ese subespacio denso de vectores y
en ese subespacio » g Tgllg, la multiplicacién a derecha por u, y v € M conmutan.

Més atin, por multiplicacion de matrices se obtienen las formulas

(3 wgny) =3 aglrg)u,
(3 o) (Sv) =3 (Z <y>>

g

Ahora, asumiendo que G es discreto, daremos algunas condiciones suficientes para
que M %, G sea un factor.
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Definicion 10.2.3. Una accién « de G en M se dice exterior si el tinico g € para el
cual a, es interior es la identidad.

Lema 10.2.4. Sea M un factor y o un automorfismo de M. Si existe un x € M, x # 0,
tal que yxr = xa(y) para todo y € M, entonces a es un automorfismo interior.

Demostracion. Si x fuera unitario, eso seria obvio. Tomemos la adjunta de la relaciéon
para obtener z*y = a(y)z* para todo y € M. Entonces, yxz* = xa(y)z* = zz*y, es
decir que zz* € Z(M). Anélogamente, z*x € Z(M). Pero ambos, xz* y x*z, tienen el
mismo espectro, como M es un factor, ambos son iguales al mismo ntimero positivo \.
Dividiendo por \/()\) convierte a x en un operador unitario, con lo cual queda demostrado
el lema. O

Proposicion 10.2.5. St G es un grupo discreto y a es una accion exterior de G- en un
factor M, entonces M x, G es un factor.

Demostracion. Si x = > xyu, € Z(M %, G), igualando coeficientes en la expresion
xy = yx para todo y € M da que yz, = z,0,4(y) para todo y € M y todo g € G. Por el
lema anterior, eso implica que xz, = 0 para todo g # 1. Por lo tanto, x € M y como M
es un factor, x es un multiplo de la identidad. n

Estos resultados conducen a la siguiente definicion.

Definicion 10.2.6. Un automorfismo « de un algebra de von Neumann M se dice libre
si
yr=zay) YyeM = x=0

Una accién « es libre si oy, es libre para todo g # 1.

Observacion 10.2.7. Del argumento de la demostracion de la proposicion anterior se
desprende lo siguiente,

a) si v es una accion libre en un algebra de von Neumann M, entonces Z (M x,G) C
M;

b) si a es un automorfismo exterior sobre un factor M, entonces « es libre.

Teorema 10.2.8. St « es una accion ergodica libre de G en un dlgebra de von Neumann
M, entonces M x, G es un factor.

Demostracion. De acuerdo a la observacion anterior, si x € Z(M x, G) C M, en parti-

cular conmuta con los u, es decir z = ugru}, = ay(z). Entonces, Z(Mx,G) ¢ M“ = C1.

Por lo tanto, M x, G es un factor. Il

Observacion 10.2.9. De la demostracion del teorema anterior podemos concluir que si «

es un automorfismo de un algebra de von Neumann M, Z(M %, G) = Z(M)®.
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Para entender el sentido de ser libre para un automorfismo del tipo ar haremos
una hipotesis sobre (X, i), de otra manera uno podria tener una biyeccion T no trivial
sobren X para la cual ar es la identidad. Para ello supondremos que a partir de aqui,
que (X, 1) numerablemente separable. Es decir que existe una sucesion B,, de conjuntos
medibles tales que p(B,) > 0 y para los cuales, si x # y, existe un n tal que z € B,
pero y ¢ B,. En particular, R” es numerablemente separable.

Proposicion 10.2.10. Si T es una transformacion del espacio de medida numerable-
mente separable (X, ) tal que p es T-quasi-invariante, entonces ar es libre si y sdlo si
el conjunto de puntos fijos por T satisface p({x : Tx = z}) = 0.

Demostracion. (=) Si A es cualquier conjunto medible tal que T'|4 = 14, entonces
xaf = ar(fxa) = ar(f)xa para todo f € L>®(X, ). Como ar es libre tenemos que
x4 =0, es decir que u(A) = 0.

(<) Podemos suponer que 7" no tiene puntos fijos en X. Supongamos también que
fiar(fe) = fof1 para toda fo € L®(X,pu). Tenemos que ver que f; = 0. Sea A el
soporte de f;. Entonces, como T no tiene puntos fijos, existen subconjuntos B, tales que
A=U, (AN B, ~T7Y(B,)).

Si fi € L>®(X, u) es no nula, u(AN B, ~T"*B,)) > 0 para algtin n. Consideremos
f2 = xB,, entonces para cada z € AN B, ~ T~Y(B,,) tenemos que fi(z)fs(z) # 0, pero
fix) fo(Tz) = fi(z)xp,(Tx) = 0 pues x ¢ T~(B,) . Por lo tanto, fiar(fs) # fofi en
L*>®(X, ). Es decir que la medida de A, soporte de fi, deber ser cero. O sea que ar es
libre. O]

Ejercicio 10.2.3. Mostrar que si ayr = 1, entonces T'vr = x para casi todo x € M.
De estos resultados se desprende inmediatamente el siguiente resultado.

Proposicion 10.2.11. Si I es un grupo numerable actuando libre y ergodicamente en un
espacio de medida X cuya medida p es I'-quasi-invariante, entonces el producto cruzado
L>®(X,p) x T es un factor.

Observacion 10.2.12. Si I es abeliano y la accién es ergodica, entonces también es libre.

Ejercicio 10.2.4. Mostrar que la condiciéon que la accion sea libre en realidad establece
que L>°(X, 1) es abeliano maximal en el producto cruzado.

El producto cruzado M xI' cuando M es abeliano y I' es discreto se dice construccion
de espacio de medida de grupo. Daremos algunos ejemplos.

Ejemplo 10.2.13. Si X = Z, ' = Z actuando por translaciones y u la medida de
contar, entonces la accion es libre y ergodica y L®(X, u) x ' = B(I*(Z)).
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Ejemplo 10.2.14. El algebra de von Neumann de rotacién irracional se puede ver como
el producto cruzado donde (X, i) = (T, df), I' = Z, donde la acciéon esta generada por
la transformacion T'(z) = €z con /27 es irracional.

Usando series de Fourier se prueba que T' es ergodica.

Ejemplo 10.2.15. Sea H un grupo abeliano finito y I' = &,,cnH el grupo numerable
de sucesiones {h,} con h, la identidad salvo una cantidad finita de indices. Si H =
{n,...,n}, denotemos por n¥ al elemento de I' que todas sus componentes son iguales
a la identendidad de H salvo en el lugar k que tiene a 7;. Entonces I' esta formado por
sumas finitas de elementos del tipo n¥.

Sea X = G = [],cn H el conjunto de todas las sucesiones con la topologfa producto.
Entonces G es un grupo compacto y por lo tanto tiene la medida de Haar pu. El grupo
[ actia en X por translacion a izquierda, es decir

0 (ha,y .. by ) = (hyy .o b1, Dl Pogs - -2

La accién es libre y ergoédica. Veamos que esto es cierto.

Hay una manera algebraica particular de ver este ejemplo sin construir el espacio
(X, ). ) )

Sea A = L*(H) = CH el algebra de grupo del grupo dual H con su traza usual.
Como en el primer ejemplo de la construccion GNS, formemos el producto tensorial
®ffé’NA con traza producto Tr. Luego usemos la construccion GNS con respecto a Tr
para obtener un algebra de von Neumann abeliana. Esta puede ser identificada con
L>(G, i), por lo tanto el espacio de Hilbert H de la construccion GNS es L*(G, p).
Pero es claro que una base ortonormal de H esta dada por sucesiones finitas {x,} de
elementos de H que definen elementos x1 ® o ® -+ - R 1®1®... en ®alg A. El punto

neN
es que esta base de vectores son autovalores para la accién de T' en L*(G, p), es decir,

{h}(1©x2® - ®101®...) = (HM(%)) XI®X2® - @1e1a...

La ergodicidad sale facilmente pues el tinico elemento de la base que es fijado por todos
los {h,} es el que tiene todos los y,, = 1.

Este ejemplo, en el caso H = Z,, corresponde al algebra de von Neumann generada
por los operadores N = a*a y N’ = aa* donde a y a* son operadores de creacion y
aniquilacion de las relaciones de anticonmutaciéon de la fisica cuantica definida en el
trabajo de Gérding y Withmann |?] (ver también |G|, [GKS]), con la medida de Haar
sobre el conjunto X de sucesiones de ceros y unos. En los trabajos mencionados se utiliza
cualquier medida sobre X para describir todas las representaciones complejas, reales y
cuaternionicas de las relaciones de anticonmutacion sobre espacios de Hilbert separables.

Ejercicio 10.2.5. Mostrar que si H = Z,, la subalgebra del producto cruzado del

ejemplo anterior generada por ®ZlgN Ay I' es el producto tensorial infinito de Ms(C).
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Los dos ejemplos ultimos son casos especiales de uno més general: X es un grupo
compacto con medida de Haar y I' es un subgrupo numerable denso actuando libremente
por translaciones a izquierda. El Teorema de Peter-Weyl muestra que dicha acciéon es
ergodica.

Ejemplo 10.2.16. Levantamiento de Bernoulli: Si I' es un grupo infinito y A = CZ,
podemos formar el producto tensorial indexado por I' de copias de A. El algebra de von
Neumann asi obtenida es nuevamente el espacio L*> del espacio de medida producto
infinito X = HveF Zso, esta vez con I' como conjunto que indexa el producto. La medida
que consideramos sobre X es la medida de Haar.

Como en el ejemplo anterior podemos obtener una base de L? indexada por funciones
f: T — {0,1} que valen 0 para casi todo v € I'. Estas funciones corresponden a
subconjuntos de I' y la acciéon de I' en el espacio de Hilbert esta dada por permutacion
de la base en el sentido obvio: para cada v € ', (u, f)(n) = f(y 'n) para todo n € T

La ergodicidad sale del hecho de que la 6rbita de cualquier subconjunto no vacio es
infinito.

También se puede elegir otra traza en vez de la usual y modificar la base ortonormal
de A de acuerdo a ello. Las medidas son las obvias salvo alguna especificacion particular.

Daremos otros ejemplos de acciones ergddicas libres sin dar las pruebas de la ergod-

icidad.

Ejemplo 10.2.17. SL(2,Z) actta en T? = R?/Z? via la accién lineal en R?.
Ejemplo 10.2.18. PSL(2,7Z) acttia en R? U {oo} por transformaciones conformes.
Ejemplo 10.2.19. SL(2,7Z) actiia en R? por transformaciones lineales.

Ejemplo 10.2.20. Q actta en R por translaciones.

Una manera de ver que esta accion es ergddica es restringir la accion a un subgrupo
denso de un grupo compacto bajo la observacion que las funciones en L*(R) que son
invariantes por translacion en Z definen funciones en L*°(T). Luego usando series de
Fourier.

Ejemplo 10.2.21. El grupo Q x Q* que actia en R por (a,b)z = ax + b.

Ejemplo 10.2.22. El mismo ejemplo 10.2.15 pero con H = Z, pero usando una traza
normalizada en H que es diferente a la usual. Esta traza esté determinada por sus valores
en las proyecciones minimales de H que podemos llamar p y 1 — p para 0 < p < 1. La
medida producto no es absolutamente continua respecto a la medida de Haar y no es
preservada por las translaciones del grupo. Por lo tanto, este ejemplo es tal vez més
facil de aproximar por una construcciéon de algebras de von Neumann donde se pueda
“implementar” la accion de ) _ Zo por operadores unitarios. Estos operadores unitarios
provienen de unos en L(H) que intercambian dos puntos de pesos diferentes, por lo que
deben ser correctamente normalizados.
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Ejercicio 10.2.6. Hacer los detalles del ejemplo anterior.

En los ejemplos hemos visto diferentes tipos de acciones ergodicas libres:
Tipo I: T actua transitivamente. Ejemplo 10.2.13.
Tipo II;: T" preserva una medida finita. Ejemplos 10.2.14, 10.2.15, 10.2.16, 10.2.17.
Tipo IlI,: I' preserva una medida infinita. Ejemplos 10.2.19, 10.2.20.
Tipo III: T' no preserva ninguna medida equivalente a p. Ejemplos 10.2.18, 10.2.21,
10.2.22.

10.3. Los tipos del producto cruzado
Seguiremos con la notacion de la seccion anterior. Definamos la aplicacion

Ey Mx,I' > M

g Tyly — Ty

yerl’

Esta aplicacion tiene gran importancia. Se denomina espectacion condicional sobre M y
satisface las siguientes condiciones,

(17) Ey(z)* = Ep(2*), Ey(1) = 1,Epy(2*x) = 0 siy solo si z = 0,

(iii) Eu(2x) > E(2*)Eui(2), |En(@)l| < ],

(1v) Ey(azxb) = aE)y(x)b para todo a,b € M,

(v) E) es ultradébilmente continua.

Por lo tanto, Ej; es una proyeccion de norma 1 en el sentido de espacio de Banach.
La condicion (iv) dice que Ej; es un morfismo de (M, M )-bimédulo.

Teorema 10.3.1. S: I actia no transitivamente en forma libre y ergodica preservando
la medida p, entonces

(1) si p es finita, L°(X, ) x T es un factor de tipo 11;;

(17) si p es infinita o-finita, L= (X, pu) x IT' es un factor de tipo 1,

(1ii) si I' actida transitivamente, L>°(X, ) x I' es de tipo 1.

Demostracion. (i) Podemos demostrar un caso méas general en el caso en que p(X) = 1.
Supongamos que [' preserva la traza tr positiva fiel y ultradébilmente continua en el
algebra de von Neumann A y que su accion es libre y ergédica. Entonces afirmamos que
M = A x T es un factor de tipo II; (o un factor de dimension finita). Por resultados
previos solo necesitamos probar que tiene una traza positiva ultradébilmente continua.
Definamos Tr = troE4 en M. La continuidad ultradébil y la positividad son obvias, por
lo tanto por continuidad y linearidad es suficiente probar que Tr(au,bu, ) = Tr(bu,au.).
Que ambos lados de la igualdad no sean cero es equivalente a decir que v = 1.



90 CAPITULO 10. CONSTRUCCION DEL PRODUCTO CRUZADO

Entonces, la parte izquierda es tr(ac, (b)) = tr(a;*(aa, (b)) = tr(bas'(a)), que es igual
a Tr(buyau.,).

(79) Si p es infinita y no acttia transitivamente, entonces no hay dtomos o proyecciones
minimales, es decir que existen subconjuntos Y de X de medida positiva arbitraria. Se
Y un conjunto de medida finita no nula y sea ¢ la funcion £(v) = 6,1 xy. Entonces,

(a106,6) = welaw) = b, | ala)d(a)

Facilmente se ve que gog((pau,p)(pbu,)) = goe((pbuy)(pau,p)), por lo tanto we
define una traza positiva ultradébilmente continua en p(A x I')p que es un factor de
tipo II;. Pero A x I" no es un factor de tipo II; pues A contiene una familia infinita de
proyecciones mutuamente ortogonales. Entonces, A x I' es de tipo Il.

(74i) Si I' acttia transitivamente, (X, ) = (I', medida de contar) y al funcion car-
acteristica de un conjunto generado por un elemento es una proyeccion minimal de

L (X, ) xT. O

Ejercicio 10.3.1. Si I" actua ergodicamente en (X, u) preservando la medida o-finita
1, probar que cualquier otra medida invariante es proporcional a .

Para terminar con esta secciéon vamos a mostrar que existen factores que no son ni
de tipo I ni de tipo II.

Supongamos que M = L*°(X, u) X I" es un factor de tipo I o II. Por lo tanto, M tiene
una traza Tr : M, — [0, 0o]. Vamos a definir una medida invariante en X, absolutamente
continua con respecto a u, revirtiendo el procedimiento del Teorema 10.3.1 y definiendo
la medida v(E) = Tr(xg), observemos que xg € L>®(X,u) C M.

La invariancia de la medida v no tiene ninguna dificultad. El problema es que Tr(xg)
puede ser infinito para todo conjunto no nula E. Mostraremos que este no es el caso.
Para ello necesitaremos del concepto de semicontinuidad.

Definicién 10.3.2. Si X es un espacio topologico diremos que f : X — R es semicon-
tinua inferiormente si para cada x € X y € > 0 existe un subconjunto abierto U C X
tal que f(u) > f(x) — € para todo u € U.

Ejercicio 10.3.2. Probar que si f es semicontinua inferiormente, entonces
(a) f71((—o0, K]) es cerrado para todo K € R;
(b) f alcanza un minimo en cualquier subconjunto compacto de X.

Ejercicio 10.3.3. Si H es un espacio de Hilbert y £ € H, la funcion a — ||a]| definida
sobre B(H) es débilmente semicontinua inferiormente.

Ejercicio 10.3.4. Si f, es una familia de funciones semicontinuas inferiormente, en-
tonces si existe \/,, fo es semicontinua inferiormente.
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Lema 10.3.3. Sea M wun factor de tipo I o 11 y Tr : M, — [0,00] la correspondiente
traza de acuerdo al tipo de factor que sea, entonces, para cada K > 0, el conjunto
M, g ={x: Tr(z*z) < K} es débilmente compacto.

Demostracion. La situacion es clara en el caso en que M es de tipo II;. En el caso en
que M = N ® B(I*(N)) en H con N de tipo II; o C podemos asumir, de acuerdo a la
Proposicién 9.2.6, existe un vector § € e;1H con we una traza en e;; Meq;. Por lo tanto,
si & = e;1€ tenemos que , salvo miltiplos,

Tr(x) = Z (x&;, &)

7

Por los ejercicios anteriores y la compacidad débil de la bola unidad, se obtiene lo
buscado. O

Proposiciéon 10.3.4. Para cada v € M i, sea W(z) la clausura débil del conjunto
convero

k k
{Z Az k< oo, Z/\i =1, >0,u € L™(X, pn) um’tam'o}
i=1 i=1

Entonces, W(x) C My y si ¢(y) = Tr(y*y) para y € W(z), ¢ alcanza su minimo en
un unico punto E(x) de W(x).

Demostracion. Notemos primero que {z € M : Tr(z*z) < oo} es un espacio vectorial
en el cual (x,y) = Tr(y*x) define una estructura de espacio pre-Hilbert. Mas atn, como
W (x) es un subconjunto débilmente compacto de M por estar contenido en M g, la
semixontinuidad inferior ¢ asegura que alcanza un minimo. Y este es alcanzado en un
tnico punto ya que la convexidad de W (z) permite aplicar la Proposicion 2.1.2. ]

Proposicion 10.3.5. Sea M = L*®(Xu) x I' un factor de tipo 1 o 11 para el cual la
accion de I' en L (X ) es libre y ergddica. Sea Tr la traza en M definida anteriormente
y p una proyeccion en M tal que Tr(p) < oo. Entonces,

E(p) = Eree(xuw(p) Y 0 < Tr(E(p)?) < Tr(p)

Demostracion. Sea E = Epec(xu)(p). Por la unicidad de £(p) este conmuta con todo
operador unitario de L>®(Xpu), por lo tanto esta en L*°(Xpu) por Ejercicio 10.2.4. Por
otro lado, tenemos que E(y) = E(p) para todoy € W (x) por las propiedades (iv) y (v) de
la espectacion condicional. En particular para y = £(p), es decir que E(E(p)) = E(p) =
E(p). Pero ¢(E(p)) < ¢(p) = Tr(p) < oo. Finalmente solo falta ver que ¢(E(p)) # 0.
En efecto, E(p) = E(p?) resulta ser un operador autoadjunto no nulo, por lo cual tiene
traza no nula. [l
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Teorema 10.3.6. Sea I' actuando libre y ergddicamente en el espacio numerablemente
separable de medida o-finita (X, ) de modo que no haya ninguna medida o-finita T-
invariante en X absolutamente continua con respecto a ji. Entonces, L°(Xp) x T es un
factor que no es de tipo 1 na 1.

Demostracion. Si el producto cruzado fuera de tipo I o II, definamos la medida v en
X por v(A) = Tr(xa). Por el resultado anterior v(A) deberia ser finito y no nulo para
algiin A pues la funciéon f = FE(p)?, que es L™, debe dominar un multiplo de y 4 para
algin A (por ejemplo, si A es el conjunto de z tal que f(x) es suficientemente cercano
a [[f]). Pero por ergodicidad X = (J, . 7(A), salvo conjuntos de medida nula, por lo
tanto v es o-finita.

La medida v es automaticamente absolutamente continua respecto de p por su defini-
cion. Y la invariancia de v por I' se sigue del hecho que Tr(u,zu;') = Tr(x) para todo
x> 0. [

Definicion 10.3.7. Un factor que no es de tipo I o Il se dice de factor de tipo 111.

El Ejemplo 10.2.21 corresponde a un factor de tipo III pues el subgrupo QQ actua
ergbdicamente, or lo tanto la tnica posible medida omavroamte es un miltiplo de dx
por el Ejercicio 10.3.1 y esta no es invariante por mulplicacion.

observemos que las técnicas expuestas funcionan con alguna generalidad mayor que
solo para la accion de grupos en espacios de medida.

Ejercicio 10.3.5. Adaptar las demostraciones de los resultados obtenidos en esta seccion
para mostrar que M %, Z es un factor de tipo III si la acciéon « esta generada por un
s6lo automorfismo de un factor de tipo II,, multiplicando la traza por un factor \ # 1.
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