Mecanica Cuantica I
Apuntes de clase 2025 - Gustavo Castellano

A fines del siglo XIX, la mecédnica clésica, el electromagnetismo y la termodindmica conformaban toda
la fisica. Las teorias estaban ya bien establecidas, pero hubo dos grandes cambios que hicieron tambalear esa
estructura. Por un lado en 1905 Einstein presenté la teoria de la relatividad, valida en particular para velocidades
comparables a la de la luz, donde la mecanica de Newton pierde su validez. Por otro lado, el desarrollo de nuevas
técnicas experimentales permitié explorar estructuras atémicas y subatémicas, mostrando que la fisica clasica
no podia explicar los fenémenos a ese nivel, como proveer un modelo para el atomo, describir estructuras
moleculares o comprender cémo la luz interactiia con ellos.

Esto ltimo dio origen a la mecanica cudntica, constituyéndose en el tinico medio que nos permite descri-
bir adecuadamente la materia a escala microscopica, y asi comprender la fisica de los sélidos, los laseres, los
materiales conductores y aislantes, los dispositivos semiconductores y superconductores, los plasmas, etc. En
este primer capitulo presentaremos las motivaciones que llevaron a establecer las bases de la mecénica cuantica,
para luego adentrarnos en el formalismo que la rige mostrando ejemplos a nivel microscépico, sino también
evidencias de estas descripciones a escala macroscépica, como las diferentes propiedades de los metales o los
semiconductores. La cudntica estd presente en muchas aplicaciones practicas como los laseres, las imagenes de
resonancia magnética, los sistemas de posicionamiento global (GPS), los transistores, la microscopia de tunela-
miento (STM), etc.

1. Motivaciones de la Cuantica (basado en el texto de Griffiths, Gasiorowicz, Zettili, etc.)

1.1. Radiacién de cuerpo negro

Cuando se calienta un objeto sélido, emite “radiacién térmica”. A medida que se eleva la temperatura, el
objeto se torna rojo, luego, amarillo y después, blanco. Esta radiacién térmica se emite en una distribucién
continua de frecuencias, desde el infrarrojo al ultravioleta.

Complementariamente, cuando se ilumina un objeto, algo de luz se absorbe y algo se refleja. Un “cuerpo
negro” ideal absorbe toda la radiacién que le llega: se lo ve negro al iluminarlo. Cuando se lo calienta, emite
energia electromagnética producto de la agitacién térmica de los electrones de la superficie. La intensidad de esa
radiacion depende de su frecuencia y de la temperatura. Si este objeto esta en equilibrio térmico con el entorno,
irradia tanta energia como la que absorbe. O sea: un cuerpo negro es un “absorbedor” perfecto y también un
emisor perfecto de radiacién.

En la practica, un cuerpo negro es una cavidad hueca cuyas paredes internas reflejan perfectamente la ra-
diacién electromagnética (por ejemplo, paredes metdlicas), con un pequeno hueco en la superficie. La radiacién
que entra por este agujero queda atrapada en la cavidad y se absorbe completamente luego de sucesivas refle-
xiones: ese hueco absorbe como un cuerpo negro. Por otro lado, al calentar la cavidad, la radiacién que escapa
es “radiacion de cuerpo negro”, es decir el hueco es también un emisor perfecto: al aumentar la temperatura el
agujero comienza pues a brillar.

Nos interesa entonces el espectro emitido: a cada frecuencia corresponde una densidad de energia por unidad
de volumen u, que segin las observaciones experimentales no depende ni de la composicién quimica ni de la
rm j mperatur . maxim istribucién ra una frecuencia v,
forma del objeto, solo de la temperatura 7. El maximo de esta distribuciéon se da para una frecuencia v,
proporcional a T (ley de Wien), por eso el color dominante va cambiando de rojo a amarillo y luego a blanco.

;,Cémo se explica este comportamiento espectral?

En 1879 J. Stefan encontré experimentalmente que la intensidad total (potencia por unidad de area) es
P =aoT* (ley de Stefan-Boltzmann) ,

donde 0=5,67 x 1078 W/(m?K*) es una constante universal y en general a < 1; en el caso de un cuerpo negro
ideal a=1. Esta relacion fue respaldada teéricamente por Boltzmann, quien en 1884 la demostré combinando
argumentos termodindmicos con electromagnetismo. A partir de estos argumentos, en 1894 Wien derivé la
distribucién espectral

u(v,T) = Avde /T
donde los pardmetros A y 8 se ajustan a los datos experimentales; esta expresion solo predice correctamente
las regién de altas frecuencias.

Rayleigh planteé en 1900 ondas electromagnéticas estacionarias con nodos en las superficies metélicas. En
el equilibrio térmico, la energia media total contenida en la cavidad con frecuencias en el intervalo [v,v + dv|
se obtiene multiplicando el valor medio (E(v)) almacenado en un modo de frecuencia v, por el numero total de
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modos N(v) dv con frecuencias en ese intervalo. Para obtener N(v) dv podemos pensar en una cavidad ctibica
de lado L, en la cual escribimos el campo eléctrico estacionario de amplitud A sujeto a las condiciones de borde

&€ = Asen(kix)sen(kay) sen(ksz) , k= (ki ko, ks) = %(nl,ng,ng) (n; €eN).

Tomando la relacién de dispersién en el vacio w = c|k| = 2mv (c es la velocidad de la luz en el vacio), para
calcular N(v) dv podemos pensar la variable k como continua y evaluar el volumen en ese espacio entre k y k+
dk (4mk? dk) dividido el volumen correspondiente a cada estado (que resulta 73 /V | si tenemos adecuadamente
en cuenta la separacién entre valores contiguos de k;). Se deja como ejercicio completar el célculo, teniendo
presente que solo son relevantes los estados estacionarios con k; > 0, y que para cada modo electromagnético
hay dos polarizaciones independientes. De este modo encontramos

87V,

N(v)dv = = vodr.

Por otro lado, para calcular (F(v)) podemos utilizar la distribucién de Boltzmann, andlogamente a lo planteado
en teoria cinética de los gases: la probabilidad de que el modo con frecuencia v adquiera un estado con energia
E es proporcional a e/ T) donde k = 1,3807 x 1023 J/K es la constante de Boltzmann. De este modo

oo
/ dE E e B/(T)
(BE(v)) =<2 = kT

/°° 4E o—E/(T)
0

resulta independiente de v . Asi, la energia por unidad de volumen con frecuencias entre v y v + dv resulta

2
u(w,T) dv = sV

3 kT dv (ley de Rayleigh-Jeans) .
Esta descripcién solo es véalida para bajas frecuencias, y diverge para v grandes, con lo cual la cantidad total
de energia contenida en la cavidad es infinita, lo que es absurdo. Este fracaso de las predicciones de la fisica
clasica se conocié como catastrofe del ultravioleta. La resolucién de este problema fue propuesta por Planck en
1900, quien interpold los resultados anteriores, asumiendo que los intercambios de energia en las paredes de la
cavidad deben ser discretos: solo pueden transferirse multiplos de hv, donde h es una constante universal; es
decir, la energia almacenada en un modo de frecuencia
v es E(v) = nhv, con n = 0,1,2,3--- Esta regla de
cuantizacién de Planck (o postulado de Planck) nos u
permite recalcular el valor medio de energia en cada
modo (ejercicio):

Rayleigh-Jeans

o0 B /,,
Z nhv e—nhu/(kT) //r//
= hv .
n=0
(BE@)) == T e /(RT) _ 1 ex}’;ﬁﬁ‘im
Z efnhV/(kT) // \\
n=0 ,// - T—
Asi obtenemos la distribucién de Planck v
T dy — 82 hv d 0
wv, T) dv = B ehvim —1 Y (

Esta expresién predice adecuadamente los datos experimentales, ajustando la constante de Planck h = 6,626 x
10734 J.s, constituyéndose en una evidencia contundente de la cuantizacién de la energia. La constante de
Planck interviene sucesivamente en los desarrollos de la cudntica, por lo que aparece siempre como todo un
simbolo de esta rama de la fisica.

Es interesante notar que cuando las frecuencias son predominantemente bajas, es decir hv < kT, el valor
de (E(v)) coincide con el predicho por la clésica (ejercicio). Por otro lado, la prediccién para la energfa total
contenida en la cavidad resulta finita:

> 8okt
/ u(y,T) dv = T,
0

15 h3¢3

es decir, se recupera la ley de Stefan-Boltzmann (otro ejercicio). Finalmente, para frecuencias muy altas (hv >
kT'), se reobtiene la ley de Wien (otro ejercicio mas).
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1.2. Efecto fotoeléctrico

Hertz observé en 1887 que al iluminar un metal con luz visible o ultravioleta, se emiten electrones (particulas
con carga “minima’, apenas descubiertas, ya que el electrén y su carga fueron confirmados recién en 1897 por
Wiechert y Thomson independientemente). Luego de muchos experimentos que complementaron estas observa-
ciones, en 1902 Lenard compild la siguiente informacion:

e solo hay emisién cuando la frecuencia v de la luz incidente supera cierto valor minimo v,, mientras que
por debajo la emision es nula, aun para altas intensidades;

e apenas v > 1, se emiten electrones instantdneamente, sin importar cudn baja sea la intensidad del haz
incidente;

e ¢l numero de electrones emitidos aumenta con la intensidad de la luz incidente, aunque no depende de v
(> vo);

e la energia cinética de los electrones eyectados aumenta linealmente con v, pero no depende de la intensidad
de la luz incidente.

Nada de esto puede explicarse desde la fisica clasica, ya que deberia ser posible intercambiar cualquier cantidad
de energia, por ejemplo con suficiente intensidad aunque v sea baja; por otro lado, la absorcién de energia
deberia ser gradual en lugar de repentina.

A partir de la explicacién de Planck acerca de la radiacién de cuerpo negro, en 1905 Einstein supuso que
la luz se compone de corpusculos cuya energia es hv: los fotones. En este esquema cada fotén es absorbido,
entregando toda su energia a uno de los electrones de la superficie; asi los electrones absorben cuantos de energia
hv, sin importar cudl es la intensidad incidente. Cuando hv supera la funcién trabajo W = hy, el electrén es
arrancado, mientras que si hv < W no se emiten electrones. La energia cinética K de los electrones eyectados
es entonces

K=h—-W=hv-—u,),
explicando asf los resultados experimentales satisfactoriamente.

La confirmacién de estas hipétesis se completd gracias a evidencia experimental reunida por Millikan hacia
1915, quien paraddjicamente no creia en estos “cuantos” de energia incorporados en la explicacién de Einstein.

Vale la pena recalcar que los fotones no tienen masa en reposo: esto coincide con nuestra experiencia, ya
que iluminar objetos no les agrega masa, pero ademas sabemos de la teoria de la relatividad que la energia E
y el impulso p de una particula de masa en reposo m, cumplen la relacién E = /p?c? + m2c?, y como las
componentes del vector velocidad v se obtienen derivando F con respecto a las componentes de p

OE pc?

Cop PP +m2ct

v

el hecho de que |v| = ¢ implica que

h
me =10 y E=pc=hv o bien p:—y.
c

También se utiliza la energia expresada en términos de w = 27v, por lo que resulta natural introducir la
constante de Planck reducida h = h/(2m), de modo que E = hw y p = hw/c.

Vale la pena mencionar que los fotones en reposo obviamente no existen: en todo caso conviene utilizar la
relacién E = mc?, y reconocer m = hv/c%.

1.3. Efecto Compton

/
Compton observé en 1923 que al dispersar rayos x A p'
de longitud de onda A por electrones libres, ademaés
gituct ce onda . , A 0
de la dispersion eldstica predicha por la teoria electro-
magnética clasica, aparece una componente con longi-
tud de onda A > A. La tinica explicacién razonable que P € /‘ [0)

puede proveerse para esto se basa en aceptar que los
rayos x son particulas (fotones).

De acuerdo con la fisica clasica la radiacién dispersada debe tener la misma longitud de onda que la incidente:
la radiacién que llega provee un campo eléctrico oscilatorio que fuerza al electrén a oscilar y reirradiar con la
misma A, con una intensidad proporcional a (1 + cos? f).
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La explicacién que dio Compton trata a la radiacion incidente como un haz de fotones de energia hv, cada
uno de ellos dispersandose eldsticamente por la interacciéon con los electrones impactados. Planteando entonces
la conservacion de impulso y energia para esta colision

p=p +m hv +mec® = v/ + \/72c2 + m2ct

y reemplazando los correspondientes valores asociados con p, p’, etc. (ejercicio), se obtiene el corrimiento Comp-
ton:

A=) -\ =

0
1 —cosf) = 2\¢ sen? —
MeC ( ) © 2’
donde hemos reemplazado la longitud de onda Compton A¢ = h/(m.c). Esta expresién concuerda adecuada-
mente con los resultados experimentales, lo que resulta una nueva confirmacién de la cuantizacion de los posibles
intercambios de energia y también de la naturaleza corpuscular de la radiacién electromagnética.

1.4. Comportamiento ondulatorio de particulas

Los ejemplos anteriores muestran las caracteristicas que la radiacién electromagnética exhibe como particu-
las. En 1923 de Broglie sugirié que esta dualidad “onda-particula” debia de ser universal: toda particula material
se comporta también como onda. Andlogamente a lo encontrado para fotones, la longitud de onda y el vector
de onda asociados con una particula de impulso p son respectivamente

h . . p
A= » (longitud de onda de de Broglie), k= 7

La hipétesis de de Broglie fue verificada observan-
do difraccién de electrones, y hubo dos experimentos e detector
importantes por su relevancia histérica. En primer lu- ‘
gar Davisson y Germer en 1927 dispersaron un haz de
electrones de 54 eV mediante un “cristal” (estructura
elemental periddica) de niquel, en un montaje similar
al de difraccién de Bragg para rayos x. Aunque hay dis-
persién en todas las direcciones, hay un minimo para
¢=35° y un maximo para ¢=>50°. Este patron se repi-
te aun con haces de electrones de bajisima intensidad,
como para considerar que solo se dispersa un electrén e 1
por vez. Se reproduce asi el esquema de los patrones de

interferencia constructiva y destructiva que se observan con la radiacién electromagnética: en la difraccion de
rayos x, cada plano cristalino se comporta como si reflejara las ondas incidentes; el maximo del experimento de
Davisson-Germer corresponde al primer orden (n=1) de la ley de Bragg

nA = 2dsenf ,

donde d es la separacién de los planos cristalinos. Los electrones dispersados en el maximo deberian entonces
tener asociada una longitud de onda

¢
A =2dcos = .
cos 3

Sabiendo que en este caso d=0,091nm (0,914&)7 del experimento resulta A= 2 x 0,091 nm x cos 25° = 0, 165 nm;
como la energfa cinética es 54eV = p?/(2m.), segin la hipétesis de de Broglie A = h/p esto corresponde a
A=6,626 - 10734J s/\/2 x 9,109-10—3'kg x 54eV x 1,602 - 10-19J /eV =0, 167 nm, jun tremendo éxito!

En 1928 Thomson también difracté electrones a través de un film delgado policristalino, confirmando la
hipotesis de de Broglie y el comportamiento ondulatorio de los electrones. Estos experimentos inspiraron mu-
chos otros, observandose bandas de interferencias al involucrar particulas cada vez méas grandes: neutrones,
protones, atomos de helio, etc. Recientemente, el equipo de Zeilinger y Arndt mostraron experiencias de difrac-
cién utilizando moléculas de CG( y luego en fluorofulerenos CgoFadl, que casi pertenecen al dominio clésico:
los objetos con mayor masa poseen mayor impulso, y por lo tanto menor longitud de onda asociada, de modo
que no evidencian comportamiento ondulatorio.

El patrén de interferencia sugiere describir el estado de un electrén mediante una onda plana

1)/}(7,715) = Aeilkr—wt) _ g ilpr—Et)/h

9

“Nature, 1999.
Y Phys. Rev. Lett., 2003.
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llamada ingeniosamente “funcién de onda”. Pero, ;qué representa esta funcién? Antes de avanzar en su significa-
do, analicemos qué puede ocurrir con un experimento de doble rendija con un haz de electrones. Claramente, si
las particulas son clasicas, un detector ubicado detras de las rendijas registra la suma de lo que detecta con cada
rendija abierta por separado. Sin embargo, para nuestras particulas cudnticas, lo que se detecta no puede ser
la suma de las intensidades por separado, sino, al igual que con ondas electromagnéticas, deberia corresponder
a la suma de amplitudes (complejas), con lo cual aparece un patrén de interferencia andlogo al observado en
experiencias de optica.

Evidentemente, el significado de la funcién de onda debe desprenderse de la asociacién de la probabilidad de
hallar a la particula microscépica en la posicién = al instante ¢ con |i(r,t)|%. Sin embargo, naturalmente surge
el interrogante acerca de cudl fue la rendija a través de la cual pasé cada uno de los electrones detectados: este
experimento también ha sido realizado con bajas intensidades incidentes, de manera que el detector detras de
las rendijas detecta solo un electrén por vez.

Con este experimento se establece el caracter indeterminista del mundo microscépico: es imposible seguir
una particula y determinar su trayectoria. Si quisiéramos relevar por cudl de las rendijas pasa un electrdn,
podriamos disponer un haz de luz detrds de la pared con las rendijas para relevar cada caso. Sin embargo,
destruiriamos automaticamente el patrén de interferencia al interactuar con un electrén, pues cambiariamos su
estado al impactarlo con un fotéon. Mas adelante volveremos sobre qué significa el proceso de medicién en la
cuantica.

Claramente los electrones exhiben propiedades de particulas y también de ondas. Estos dos tipos de rasgos
no son incompatibles en el mundo microscépico, sino complementarios; es por ello que visto de este modo, a
veces se invoca a la dualidad onda-particula como principio de complementariedad.

Las explicaciones que se dan para los experimentos de difraccién de electrones y de doble rendija sugieren
que la superposiciéon de ondas que representan diferentes estados de un sistema también es un estado valido.
Por ejemplo si (7, t) y wo(r,t) corresponden respectivamente a la emisién desde la rendija 1 y de la rendija
2 por separado, cualquier estado

Y(r,t) = arhr(r,t) + aotha(r,t)

también representa un estado fisicamente posible, y por ello encontramos el patrén de interferencia en nuestro
detector. La “intensidad” registrada en ese caso sera

|1/J(7’at)|2 - |O¢11/}1(T‘,t)|2 + |0l21/)2(7“at)|2 + O‘TQZJT(T’t) O‘QwQ(Tat) + alwl(rvt) a;@(?”at) )

y en los dos tltimos términos estd contenida la interferencia (igual que en éptica), pues alli intervienen las
diferencias de fase entre los dos estados, pudiendo contribuir con términos negativos al miembro de la derecha.

1.5. Principio de incertidumbre de Heisenberg

Todas estas consideraciones acerca de la naturaleza indeterminista del mundo microscépico inspiraron lo
que hoy conocemos como principio de incertidumbre de Heisenberg. En mecénica clésica las ecuaciones de
movimiento junto a las condiciones iniciales (7,,v,) determinan completamente el estado (r(t),v(t)) para
cualquier instante ¢ posterior (e incluso previo), es decir es claramente determinista. En cudntica en cambio
vemos que el estado de una particula se representa mediante una funcién de onda, no localizada: los conceptos
de posicién exacta, momento preciso y trayectoria inica no tienen sentido en la escala microscépica. El principio
de incertidumbre de Heisenberg se establecié originalmente de la siguiente manera:

Si la componente x del momento lineal de una particula se mide con una
incertidumbre Ap,, entonces su posicién no puede medirse simultdneamente

h

con mayor precisiéon que Ax = ——.
2Ap,,

Por supuesto, esto es valido para cualquiera de las componentes tridimensionales de r y p. En el ambito
macroscopico esto no tiene relevancia; en cambio para medir la posicién de un electrén necesitamos radiacién de
longitud de onda muy corta (del tamafio de un dtomo), cuya energia es alta y puede cambiar mucho el impulso
original del electrén.

El principio de incertidumbre puede generalizarse a cualquier par de variables dindmicas complementarias o
candnicamente conjugadas. Por ejemplo, para energia y tiempo debe cumplirse la relacién

AEAtzg.
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Del mismo modo, se puede enunciar para el momento angular L y la coordenada angular ¢ correspondiente

ALMZg

Este principio de incertidumbre refuerza la idea de que las estimaciones que pueden darse en cudntica
siempre son probabilisticas. Como sugerimos més arriba, Born en 1927 interpreté a [¢|? como la densidad de
probabilidad de hallar a la particula en 7. Asi, [¢)(r,t)|* d®r = dP(r,t) es la probabilidad de encontrar a la
particula en el instante ¢ en un entorno d3r de r. La condicién de normalizacién sobre la probabilidad P(r,t)
se traduce en la normalizacién de la funciéon de onda

/ Br e, )2 =1.

Pronto volveremos sobre la interpretacién probabilistica de la funcién de onda en diferentes situaciones.

1.6. Modelos atémicos

Después de descubrir experimentalmente el ntcleo atémico en 1911, Rutherford propuso un modelo para
explicar las propiedades del atomo: electrones orbitando alrededor de un nicleo positivo de masa mucho mayor.
Este modelo planetario tiene dos defectos importantes: por un lado los 4tomos serian inestables, pues las cargas
aceleradas irradian y van perdiendo energia, de manera que las érbitas se irfan achicando hasta que finalmente el
atomo colapsaria; por otro lado, esa emisién de radiacion de frenado deberia abarcar un continuo de frecuencias,
lo que tampoco concuerda con las determinaciones experimentales.

1.6.1. El modelo atémico de Bohr

En 1913 Bohr propuso un modelo mas estable pensando solo en drbitas circulares. Sus hipdtesis son contrarias
a la clasica, y sin duda arbitrarias:

o Solo se permiten érbitas “estables” (estados estacionarios) con ciertas energias discretas Fy, Eq, Ej3, etc.

o Las orbitas permitidas tienen momento angular miltiplo entero de h = o
™

L =nh (regla de cuantizacién de Bohr)

o El electrén no pierde energia (no emite) si permanece en una érbita estacionaria. Los intercambios de
energia son discretos, saltando de una Orbita a otra; la diferencia de energia correspondiente a la transicién
electrénica de la érbita m hacia la n es liberada (E,, > E,, por eso decae) mediante la emisién de un
foton cuya energia es

hv=FE,—E,.

Teniendo en cuenta solo la interaccién coulombiana (la gravitatoria es 10~4Y veces menor), a partir de L=nh

puede obtenerse el radio de la érbita n-ésima y la velocidad lineal en esa 6rbita (ejercicio) para el caso del dtomo

de hidrégeno, es decir con un solo protén en el nicleo:

dre,h?\ o 9 e? 1
Ty = 5 | nT =n"a, Vp = —,
mee 4dme, nh

donde ¢, es la constante dieléctrica en el vacio, e, la carga del electrén y a, =0,053 nm es el radio de Bohr
(igual al radio de la primera érbita). En el dtomo de hidrégeno, como la masa del protén es mucho mayor que
la del electrén, puede pensarse que el protén no se mueve (la masa reducida de este sistema es muy parecida a
me), de modo que

1 9 e? e? meet 1 R

E, = eln — = - = - — = ——,
g'me? A,y 8meLTn 2h2(4me,)? n? n2

donde hemos introducido la constante de Rydberg R=13,6 eV (=FE}). Estas “energias de Bohr” corresponden
a estados ligados, y por eso sus valores son negativos.

De este modo el estado fundamental (de menor energfa) se da para n=1, en cuyo caso r1=a, y E1=—R.
Cualquier estado con n>1 es un estado excitado del dtomo, con FE,, > E; (aunque no en valor absoluto). Los
estados con E >0 corresponden a estados no ligados, en los que el d&tomo queda ionizado. Todos los célculos
previos pueden reproducirse para los atomos hidrogenoides, es decir un electrén orbitando alrededor de un
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nucleo con Z protones: en este caso debemos considerar la interaccién coulombiana de una carga —e con +Ze,
resultando
Z°R

Qo
n

Z

La condicién de cuantizaciéon de Bohr puede asociarse con la hipétesis de de Broglie, ya que la circunferencia
con radio r,, contiene exactamente

Yy En:

Ty =

nA, =N

(ejercicio),
MeUn,

complementando la idea de érbitas estacionarias.

El gran mérito del modelo atémico de Bohr es predecir correctamente la definicién de las lineas espectrales
emitidas: cuando se somete un gas a una descarga eléctrica (o a una llama), la radiacién emitida consiste en
unas lfneas brillantes (de cierto color) con regiones negras entre ellas. Como FE,, = —R/n?  cuando un electrén
decae del estado m al n libera un cuanto de radiacién con energia

1 1

Las emisiones de radiacién asociadas con decaimientos hacia el estado fundamental (n=1) conforman la serie
de Lyman, en el espectro ultravioleta; los decaimientos hacia n=2 integran la serie de Balmer, con longitudes
de onda en el visible; la serie de Paschen corresponde a decaimientos hacia n=3 y son emisiones con energias
en el infrarrojo. En lugar de continuar hasta n="74, avancemos y apresuremos nuestro encuentro con el futuro.

1.7. Regla de cuantizacion de Wilson-Sommerfeld

Hasta aqui contamos con el postulado de Planck para cuantizar la energia como E = hv en el caso de
intercambio de radiacién electromagnética, y también las reglas de cuantizacién derivadas del modelo atémico
de Bohr (L = nh). En 1916 Wilson y Sommerfeld intentaron formalizar estas ideas proveyendo reglas que
contuvieran a las anteriores: seglin esta propuesta, para sistemas cuyas coordenadas son periédicas en el tiempo
debe estar cuantizada la variable accién de la mecanica clasica:

%pdq:nh (n=0,1,2,...)

Veamos en un par de ejemplos que la regla de cuantizacién de Wilson-Sommerfeld efectivamente contiene a las
anteriores. Para un oscilador arménico unidimensional, puede verificarse (ejercicio) que

E
?{pdq=*,
12

la cual debe ser miltiplo de A, de modo que E,, =nhv, en consonancia con el postulado de Planck si asociamos
cada modo electromagnético de una cavidad con un oscilador arménico. Si analizamos un electrén moviéndose
en una 6rbita circular, utilizando la coordenada angular ¢ obtenemos

%de)znh.

Como en un potencial central el momento angular I se mantiene constante, vemos que esta condicién se traduce
como L =nh, como recomendaba el modelo de Bohr.

Estas reglas de cuantizacion gobernaron la cuantica de 1900 a 1925, y a los desarrollos logrados durante ese
periodo se los abarca bajo el nombre de “vieja teoria cuantica’.

2. Paquetes de onda: ecuacion de Schrodinger (basado en el texto de Zettili)

En fisica clasica una particula estd bien localizada: su velocidad y posicién pueden darse simultdneamente
con precision arbitraria. La cudntica, en cambio, asocia a cada particula material una funcién de onda: la onda
de materia segin la conjetura de de Broglie. Como vimos, este es un cambio verdaderamente importante, ya
que las ondas se extienden en todo el espacio, y en general no pueden pensarse como algo localizado. A lo sumo
podemos esperar que una funcién de onda tenga amplitud grande cerca de donde pasaria la trayectoria de la
correspondiente particula clasica, y se anule lejos de esa regién.
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Una funcién asi localizada es un “paquete de ondas”: grupo de ondas con frecuencias levemente diferentes, y
fases y amplitudes tales que interfieren constructivamente en una regién reducida del espacio y destructivamente
fuera de ella. Esta composicion de ondas resulta razonable en virtud del principio de superposicién que aceptamos
a partir de los experimentos de difraccién o el de la doble rendija. Para superponer muchas ondas planas
recurrimos naturalmente a las transformadas de Fourier, que nos depararon tan gratas emociones en un tiempo
que anoramos. Por ejemplo, en una dimensién

_L oo i(kz—wt)
viet) = o= / dk (k) ¢ , (2)

donde la amplitud del paquete de ondas ¢(k) indica
de algin modo la presencia de la onda plana con fre-
cuencia w y vector de onda k. En particular para t=0 N

+o0 : )
Vo(x) = Y(z,0) = \/%/7 dk p(k) e ; / \\

es decir, ¢(k) es la transformada de Fourier de 1, (x) / A\\
x
1 oo —ikx / \
o) = —= [ drw)e, - "

Esto significa que cuando conocemos ¢(k) es posible
determinar v, (x) y viceversa. En el caso de una on-
da que tenga solo valores de k& mas o menos préximos
a cierto k,, en =0 el integrando suma constructiva-
mente para los diferentes k (si ¢(k) es real), ya que
e’* = 1; en cambio si |x| se aleja bastante de z =0,
e’** cambia rapidamente de signo a medida que varfa
k, por lo que la integral puede anularse. Es decir, hay
alta probabilidad de encontrar la particula en x=0 y
se achica a medida que |z| crece. El mismo significado
se asigna a ¢(k): la probabilidad de tener valores de k
préximos a k, es alta, y se reduce para valores de k
alejados de k,.

0 k

Entonces, asf como [¢)(x,t)|? representa la densidad de probabilidad de hallar a la particula en la posicién z

al tiempo t, |¢(k)|> dk es la probabilidad de tener un vector de onda en el intervalo [k,k+dk]. Ademas, es facil
demostrar (teorema de Parseval) que la densidad de probabilidad |¢(k)|? estd adecuadamente normalizada:

/%o dk |(k)|* = /Ho de |p(z)]* =1,

— 00 — 00

Para demostrarlo (ejercicio), solo es necesario recordar que la delta de Dirac puede definirse como

—+oo
52 —z) = QL/ dk @' =)
T

— 00

Usando la relacién de de Broglie k = p/h, E = hw, y redefiniendo ¢(p) = ¢(k)/vh de modo que |¢(p)|?
también sea una densidad de probabilidad normalizada para la variable p, podemos escribir

ei(pmet)/h ,

+oo
o t) = \/% / dp o(p)

y a partir de evaluar ¢,(x), la transformada de Fourier en este caso es

0= [t
o= 2wh J_co ¢ '

Usaremos esta representacion de ¢(p) con la variable p alternativamente con la distribucién ¢(k).

Un ejemplo que ayuda a interpretar el significado de las funciones de ondas es el paquete de ondas gaussiano

p(k) = Ae= @ (k=ko)*/4 3)
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donde A se obtiene a partir de la condicién de normalizacién (ejercicio). Es sencillo verificar que la transformada
de Fourier de una gaussiana es otra gaussiana, que en este caso resulta

1/4
2 .
7/}0(1') — ( > ezkoa: 6—1;2/@2

Ta?

A partir de estas densidades de probabilidad es posible calcular los valores medios para las variables mediante
el procedimiento habitual

400
(x) :/ dr ’w(x,t)‘g ,

— 00

y el valor medio de cualquier funcién de estas variables, en particular

+oo
(z?) :/ dz z? ‘¢(m,t)|2 ,

— 00

mediante la cual puede evaluarse la desviacién cuadratica media

Az = +/(2?) = (2)2 = V/((z — ())?) .

Del mismo modo, para la variable k,

<k>_/+wdkk|¢>(k‘)|2, <k2>—/+mdkk2|¢<k>|"’, Ak = /(%) = (k)?

— 00 — 00

En el caso de la distribucién gaussiana (3] resulta (ejercicio) (x)=0, (k)=k, y

1 1
Ax:97 Ak =— :>A£L'A]€:*7
2 a 2
y como p = hk,
h
Az Ap = — .
TAp= 3

Vemos asi que para el paquete gaussiano se tiene la incertidumbre minima predicha por el principio de Heisen-
berg.

2.1. Propagacién de un paquete de ondas

Veamos ahora qué ocurre si la propagacion del paquete de ondas se realiza en un medio no dispersivo, es
decir se cumple la relaciéon w = v, k, donde v, es una constante. Aunque todavia no sabemos qué significa esto,
esta claro que se cumple

¢($ t) — L /+oo dk ¢(k) eik(mfvot) =1 (1‘ —v t)
b - \/ﬂ - - o o )

es decir el paquete de ondas se propaga a velocidad v, constante, sin distorsion.

En general hay que esperar que no haya necesariamente una relacién w(k) lineal, como en los medios
dispersivos que conociamos de la electrodindmica. En ese caso, si ¢(k) estd mds o menos concentrada alrededor
de cierto k,, interesan solo valores de k préximos a k,, por lo que retenemos los primeros términos en el
desarrollo de Taylor

dw 1 dw
wk) =w(ko) + (k— ko) —| +=(k—ko)® —5| +
dk |, 2 dk? |,
Aqui reconocemos la velocidad de grupo
.
v dk k. ’

y también recordamos la definicién de velocidad de fase vy = w(k)/k, aunque en este contexto esta dltima tiene
poco significado fisico. En particular, si denotamos como vf = w(ko)/ko ala velocidad de fase asociada con k, ,

q=k—k, y w"(k)= d?w/dk?, podemos reescribir () como
2 1

1 . o +oo . )
W(w,t) = = ezko(zfvft)/ dg ¢(ko + q) pla(@—vgt) ,—iq*w” (ko)t/24-
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Al igual que en la propagaciéon de ondas electro- Re[t(x, t)]
magnéticas, vemos que si bien cada componente indivi- A Ug
dual con vector de onda k£ se mueve con vy, el paquete ’
como un todo se mueve con vg. A \

Si la particula viaja en un potencial V(x) = cons- Ry [\ v
tante, v, puede deducirse aproximando la energia de e / |\ e
la particula mediante algin valor promedio p=/hk de A/ ‘\‘ “f‘ T
impulso ‘ “ | | :

ﬁQ
EFE~—+V =W,
2m

o = dED) P
dp m
que es la velocidad con que se traslada una particula cldsica. En muchas ocasiones nos referiremos a esto
diciendo que el centro del paquete de ondas viaja obedeciendo la clésica (o que sigue la trayectoria predicha por
la clésica). Este andlisis también sugiere que en general la velocidad de grupo va cambiando a medida que el

paquete de ondas avanza si el potencial no es constante, pues condiciona los valores que toma p, y por ende, v,.

~—~

En el caso general del paquete gaussiano propagéndose en un medio dispersivo, es necesario incluir (al menos)
el término cuadrético en la expansién de w(k). Un ejercicio interesante es hallar cémo queda conformado el
paquete para un instante ¢ cualquiera

1 a2 1/4 ik o +oo . 2 7 2
_ iko(z—v$t) d ig(z—vg4t) 7[11 /4+iw (ko)t/z]q +--- )
Qb(fli,t) 7@ <27r> e / q e (&

La solucién nos permite ver que (ejercicio)

— 00

2 1 2
)= -t vt APz
() V2m Ax(t)
con

2
a 4 2 [w” (ko)] 2
Ax(t) = 201+ S 1w (k)22 = Amgy |14 L) T

z(t) 2\/ * at [W ( ﬂ * + 4Az,*

Al igual que en el caso anterior, el centro del paquete se traslada con vy. Vemos en cambio que en el caso de
propagarse en un medio dispersivo, la funcién de onda inicialmente tiene un ancho Az,=a/2 y va creciendo
con t, debido a la inclusién del término cuadratico en w(k) (claramente, si t < Az,?/w”(k,), no se nota ningin
ensanchamiento).

2.2. El impulso como operador en el espacio de coordenadas

El momento lineal reviste un significado muy especial en la cuantica. Si calculamos su valor de expectacion
(p) para un estado arbitrario ¢(r,t), recordando que |¢(p)|*=|p(k)|*/h* es una densidad de probabilidad,

(p) = / d*p ¢(p,t)* p ¢(p, t)
1 -, .
= (27)3/2 13 /dgp/dsrl P/ (r! 1) p / dPr e Py (r 1)

1 3 3 1 ipr! ko« 3 he _ipr/n
= W/dp/dr’epr/w(r/,t)/dr —;Ve pr/ Q/J(T,t)

Integrando por partes y teniendo en cuenta que ¢» — 0 cuando |r| — 0o, obtenemos

1 - Lok h 3 ipe(p—p!
<p>(27r)3/2hg/d37"/d37’ Yr(r',1) LV@/)(T,t)]/ddpep( Wh

y recordando que
1

(2m)3/2 B3

vemos que para cualquier estado 1 (r,t) se cumple que

(p) = /d% ) %v ey

/d3p eip.('r—'r’)/h — (S(T‘ _ T'/) ,

de modo que naturalmente se asocia

p=—thV.
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2.3. Ecuacién de Schrodinger

La pregunta que surge a esta altura es: jcudl serd la ecuacién que gobierne la evolucién general de ¢(r,t)?
Disponemos de varios indicios respecto de esta ecuacion:

* debe ser una ecuacién diferencial de primer orden en ¢, para que ¥ (r,t) quede determinada a partir de

¥(r,0);
* debe ser lineal en 1, de manera que valga el principio de superposicién;

* debe ser homogénea, para que la condicién de normalizacién valga para todo t —la ecuacién de continuidad
() nos permitird demostrarlo;

* esta ecuacién debe ser satisfecha por las ondas planas

(1) = C P /Cm/n

En el caso de las ondas planas se cumple

U AV L Y

ot h2m h2m

Reuniendo toda esta informacién, obtenemos la ecuacién de Schrédinger para la particula libre:

. 21/1(”’715) 7h72 2
ih S V(1) (4)

Es importante notar que para la particula libre entonces

E_»
A 2hm’

de manera que siempre hay ensanchamiento del paquete de ondas, tal como dedujimos més arriba.
2

También es interesante evaluar cémo cambia la densidad de probabilidad p(r,t)=[¢(r,t)|* de hallar a la

particula a medida que transcurre ¢
Ip(r,1)

ot

Utilizando la ecuacién de Schrodinger para reemplazar w = 0v¢/0t y su conjugada 1/}* obtenemos
op(r,t) _ in

ot C2m

de modo que resulta natural definir la corriente de densidad de probabilidad o flujo de probabilidad como

(1) =~ L4t (V) — (99 9]

=y Y+

[0 (V%) = (V) v

De aqui surge la ecuacion de continuidad
dp(r 1)
ot

la cual representa de la conservacion de la probabilidad asociada con la funcién de onda []. Esta ecuacién
es similar a la que conociamos de la electrodindmica o a la que aparece en dindmica de fluidos. En particular,
podemos ver que j estd efectivamente relacionada con el momento lineal, ya que al multiplicar (&) por r e
integrar sobre todo el espacio obtenemos

d(r) 3. 0p /3 -_/ 3. 4
i —/drrat— &rr(V-5)=|[ &°rjg,

donde queda como ejercicio la integracion por partes para obtener el ultimo miembro. Usando la definicién de
j e integrando por partes obtenemos la relacion

m«m:/@%W@mwwzwwm

+V-j(r,t)=0, (5)

dt

“Ejercicio: demostrar que una inhomogeneidad en la ecuacién de Schrodinger hace perder la condicién de normalizacién que se
impone para ¥ (r,t).
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es decir, los valores medios obedecen las leyes de la clasica. Este resultado es conocido como teorema de Ehrenfest,
y veremos que tiene varias versiones.

Del analisis precedente de la particula libre resulta natural la asociaciéon p — —ihV, es decir que el impulso
en cuantica se representa en realidad mediante un operador diferencial; también vimos que algo similar ocurre
con la energfa, lo que nos llevaria a identificar E — ih9/0t. El principio de correspondencia establece justamente
que en cuantica las cantidades fisicas tienen asignados operadores. Por supuesto, las relaciones de la mecanica
cuantica deben corresponderse con los resultados de la clasica cuando sea pertinente.

La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo para la particula libre (@) evoca claramente la relacién
clésica )
- P
2m

lo que naturalmente sugiere que en el caso de una particula sometida a un potencial V' (r), la relacién general

debe tener su correspondencia en cudntica. Justamente, siguiendo con las asociaciones anteriores se llega a la
ecuacion de Schrédinger sobre la cual estd basada la teoria cudntica no relativista:

. aw(’l”,t) _ h2 2
Zha =5 Vap(r,t) + V(r)p(r,t) (6)

Identificando al operador hamiltoniano

P VZ+V(r)
2m
reescribimos (@) como
in 20000 _ g (e (7)

ot

Afortunadamente, la ecuacién de Schrodinger (@) implica también la ecuacién de continuidad (@) aun en
presencia de un potencial V(r) # 0 (ejercicio: verificar). Para ello es importante que V(r) sea real, lo que
resulta de las restricciones que deben imponerse a los operadores con que trabajaremos en la fisica cudntica.

Es importante notar que no hemos deducido las ecuaciones (@) o (@)-(7); simplemente vimos su plausibilidad,
de manera que no nos resulten tan extranas. La ecuacién de Schrodinger forma parte de los postulados de la
cuantica, y por lo tanto no se derivan formalmente, sino que se aceptan como punto de partida para desarrollar
una teorfa. Lo mismo ocurre con el principio de minima accién de la mecéanica clasica o las ecuaciones de
Maxwell en el electromagnetismo. Por supuesto, como en toda construccion tedrica se proponen los postulados
de manera que sus predicciones concuerden con la evidencia experimental.

2.4. Postulados de la Mecanica Cuantica

Postulado 1. El estado de un sistema fisico se describe mediante una funcién de onda t(r,t) o un vector
|t)(t)) de un espacio de Hilbert. Esta funcién de onda contiene toda la informacién posible sobre el sistema
estudiado.

(El hecho de que hablemos de espacios de Hilbert hace que se sobreentienda que aceptamos el principio de
superposicion.)

Postulado 2. A cada cantidad fisicamente medible A (llamada “observable” o “variable dindmica”) corres-
ponde un operador hermitiano A .

Postulado 3. La medicién de un observable A se representa formalmente por la accién de A sobre |4 (t)).
Los tinicos resultados posibles son los autovalores A, (reales) de A (Ali,) = A,|th,)). Cuando medimos un
determinado A, el estado del sistema inmediatamente después de la medicién pasa a ser el autovector |¢);,)
correspondiente.

Postulado 4. La probabilidad de medir el resultado A,, de un estado [¢) = Y culth,) es P(A,) =|cy|?, si
A, no estd degenerado (si estd degenerado, hay que sumar los |c,|? correspondientes).

Si el sistema ya estd en el estado |¢/,,), en la medicién de A tengo 100 % certeza sobre el resultado (A,,).

(En espacios de dimensién infinita debemos pensar en densidades de probabilidad, como es habitual.)
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Postulado 5. La evolucién del vector de estado |i(t)) estd gobernada por la ecuacién de Schrodinger

= Oly(t) _ 4
ih =, = H()

donde H es el operador hamiltoniano correspondiente a la energia total del sistema.

En virtud de la asociaciones de cantidades fisicas con operadores, haremos un breve repaso de espacios
vectoriales, productos escalares y algunas definiciones algebraicas con las que trabajaremos a continuacién.

3. Espacios de Hilbert y operadores (basado en Zettili, Shankar, Griffiths, etc.)

En un veloz repaso de algebra, recordamos los conceptos de espacios vectoriales, espacios de Hilbert, producto
escalar y operadores lineales. Estas herramientas son fundamentales para la formulacion de la teoria cudntica.
3.1. Espacios vectoriales lineales

Un espacio vectorial lineal V consiste de un conjunto de vectores |a), |5), |v),... y un conjunto de escalares

a,b,c, ..., junto a las siguientes reglas algebraicas para sumar vectores y multiplicarlos por escalares:

Adicién La suma conforma un grupo abeliano, es decir, ¥V |a), |8),|v) € V:
“la)+1B) eV
- la) +18) =18) + |a) (conmutativa);
* (le) +18)) + 1) = le) + (I8) + 1)) (asociativa);
- existe un vector nulo |0), tal que |a) + |0) = |a) ;

- existe el vector reciproco |—a) tal que |a) + |—a) = |0) .

Multiplicacién por escalares: V |a), |8),|7) €V y a,b, ¢ escalares (¢ R o C), se cumple
- ale) +b|B) €V
< a (o) +18)) = ala) +alB), (a+b)|e) =ala)+bla) (distributiva);
- a(bla)) = (ab)|a) (asociativa);

- existen los escalares 0 y 1, tales que 1la) = |a)l =|a), Ola) = |a)0=10) .

3.2. Espacios de Hilbert

Un espacio H es un espacio de Hilbert si satisface las siguientes propiedades:

° H es un espacio vectorial lineal.

° H tiene asociado un producto escalar con las siguientes propiedades:

- (Bla) = (alf)” .
Esta notacidn es equivalente a la que empledbamos en nuestra adolescencia, (3, «) = («, 8)*. Elegimos
ahora la notacién de Dirac, muy conveniente en el entorno de la cuédntica, en la cual un vector |a)
de nuestro espacio vectorial H se llama ingeniosamente “ket”, mientras que uno (3| del espacio dual
Hp sellama “bra”; esta astucia nos permite identificar un producto escalar {8|«) como un “bra-ket”,
superando asi el afamado ingenio de los apodos cordobeses.
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- Es bilineal: por un lado es lineal en la segunda componente

(Ylaa+0b8) =a{yla) +b(y|B)

y antilineal en la primera
(aa+bBly) = a” (aly) + 6" (B]) -

<Aala) =al? >0 V]a) e H y (aja)=0 solosi |a)=|0).

° H es separable: V|a) € H, existe una sucesién de Cauchy [i,) € H (n=1,2,3,...) tal que Ve > 0 al
menos uno de los [¢,,) de la sucesién cumple || — ¥, || < € .

° H es completo: toda sucesién de Cauchy |1),,) converge dentro de H; o sea, larelacién  lm  ||¢, —t)pm || =0
n,Mm—00

define un unico limite |¢)) € H tal que 1im | — || =0

Propiedades del producto escalar

Las funciones de onda ¢(r,t) o vectores de estado |¢(t)) conforman un espacio de Hilbert, ya que su
producto escalar

wle) = [ drute

exige que sean elementos de L?, lo que en nuestro caso estd garantizado por la condicién de normalizacién

[ o =l =1

Como sabemos, cualquier definiciéon de producto escalar implica la desigualdad de Schwarz

() |” < Xl 119]12 (8)

donde la igualdad vale solo cuando v y ¢ son linealmente dependientes. También recordamos la desigualdad
triangular

19+ oll < ¢l + ol -

Como siempre, dos estados son ortogonales cuando (1p|¢) = 0. Son ortonormales si ademads ||¢|| = ||¢|| =1 .

3.3. Operadores

Un operador A es una regla matemética que transforma cada [¢) € H en [{)) = Alp)y e H .y cada (¢| € ’HD
en (¢/| = (¢|A € Hp. Un ejemplo es el operador identidad I, definido mediante la relacién I|ip) = [¢). E
operador impulso p = —iAV es otro ejemplo. Y también el operador paridad, que se define con la identidad

[y (r) = (—r).

El producto de dos operadores A y B es asociativo por definicién
(AB) |[¢) = A (Blv)) -

Conviene tener en cuenta que en general, AB #* BA.

El elemento de matriz <¢>\A|¢> es un numero complejo que puede evaluarse como
(@1 A1) = (9|(Ajw)) = ((@lA)[) -

En particular, para cualquier operador A, su valor de expectacion en el estado |1) es (A) = (ip|A|1p) (siempre
que |[¢|| = 1).
Un operador es lineal si es distributivo y conmuta con escalares

A (a1lipr) + az|2)) = ax Algpr) + ag Al) ; (a1 (1| + az(2]) A = ay (1| A + as (1ha] A .

El operador adjunto At de A se define mediante la relacién (1|Af|¢) = (¢|AJyp)*. Pronto veremos que en su
representacién matricial el adjunto se invoca a menudo como transpuesto conjugado; cada vez que conjuguemos
una expresién reemplazaremos cada escalar a por su conjugado a*, un operador A por su adjunto Af y cada
ket |1)) por el correspondiente bra (1| (y viceversa). De acuerdo a estas pautas se cumple

(AN =4
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AT\ Any T
(A1) = (4")
(A+B)' = At + B
(AB)' = BT At
(l9)oN) = I9)wl
A menudo utilizaremos la notacién |Ay) = A|y) y (Ay| = (] Al por ejemplo al escribir el elemento de matriz

(Y1Al) = (Y|Ag) = (ATY]g) .
~ Un operador es hermitiano cuando (h|Ad) = (Ay|g) ¥ [¥),|p) € H, o lo que es equivalente cuando
Aty = A |¥) V[y) € H. Un operador es antihermitiano cuando ()| Bp) = —(Bip|p) V |1),|¢) € H, o bien
BHy) = -Bly) VIy)e# D

Un proyector P esun operador hermitiano e idéntico a su cuadrado
Pl=P 'y P?=pP.

El operador identidad I es un ejemplo sencillo de proyector. Es facil ver que |1} (1| es un proyector (siempre
que ||¢]] = 1). Ademas, la suma de proyectores ortogonales, es decir, construidos con kets ortonormales, también
es un proyector (ejercicio).

El conmutador de A con B se define como

- B

o

[A,B]=A

b

y el anticonmutador, como o o
{A,B} = AB+ BA.
Obviamente los operadores A y B conmutan si AB= BA o equivalentemente [A,B]:O. Ademss claramente
[ :

cualquier operador A conmuta consigo mismo, es decir 0. Si el producto de dos operadores hermitianos
A y B también es hermitiano, entonces conmutan:

Un ejemplo interesante de conmutadores es el correspondiente a los operadores posicién & y momento
Pr=—1h0/0z (lo mismo para las otras componentes); para ellos puede verificarse (ejercicio) que

Muchas propiedades de los conmutadores pueden mostrarse a partir de su definicién, entre ellas:

° [A,BC)=[A,B|C +B[A,C], [AB,C)=A[B,C]+]A,C]B  (distributividad);
° [A,[B,C])| + [B,[C,A]| +[C,[A,B]]=0 (identidad de Jacobi).

3.4. Relacion de incertidumbre entre dos operadores

A partir de los valores de expectacién de dos operadores en un estado |1},

(Ay=WlAly)y vy (B)=(®[Bly),

introducimos los operadores R X X R . R

AA=A—(A) y AB =B —(B),
de modo que podemos evaluar los desvios cuadraticos medios alrededor de los valores de expectacién que resultan
(ejercicio)

(BA)%) = (A2 —(A)> vy ((&B)) = (B — (B)?

9A menudo relajamos la notacién diciendo que cuando un operador es hermitiano se cumple AT = A, aunque esto solo es
valido para operadores autoadjuntos, cuyo dominio de definicién suele ser mayor que el de los operadores hermltlanos Solo con esa
restriccién en mente diremos que los operadores (anti)hermitianos cumplen At = (7)A.
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Identificamos entonces las incertidumbres en las determinaciones de los observables A y B como

M= &) =) -2y AB=\(&B)) = B - ()2

Podemos utilizar la desigualdad de Schwarz (§]) definiendo los kets |x) = AAY) y |¢) =AB 1), notando que
[x]I?=((AA)?) (ejercicio), ||9]|*=((AB)?) y (x|¢)=((AA)(AB)), de modo que (§) resulta

~ 2

((8A7)(8B)?) = [(8A)(&B))| (9)

o~

Teniendo en cuenta que [AA, AB] = [A, B], podemos reescribir

o~

(AA)(AB) = %[A,B] + %{AAA,AAB} .

El primer término es antihermitiano, mientras que el segundo es hermitiano: sus valores de expectacién son,
respectivamente, imaginario puro y real, de manera que la desigualdad anterior puede escribirse en términos de
2 1 a2 1 2

(SB[ = 5 A B)| + § |14, 8BY)|

)

o~

2
y como ’<{ A, AB}>’ > 0, sustituyendo AA y AB en (@) obtenemos

(A4) (AB) = 7 [([4, B]) (10)

DN =

Esta relacion resulta sumamente importante, en particular cuando la utilizamos con variables conjugadas
como = y p., para las cuales habfamos visto que [#,p,] = ihl, de modo que

1., . h
Az Ap, > 5 |<[x7px}>| - 5 )

recuperando el principio de incertidumbre de Heisenberg.

Si f(x) es una funcién analitica de la variable x, su expansién en serie se escribe

oo

flz) = Zanx” ;

n=0

del mismo modo definimos
oo

FA)=> a, A"
n=0
Un ejemplo de esto es la definicién de la exponencial que involucra un operador
TR A TP R
=N A" =T+ pA+ A%+ ..
n! 2!
n=0

Los conmutadores intervienen también en estas definiciones de funciones de un operador. Por ejemplo, puede
demostrarse (ejercicio)

[A,B]=0 = [A f(B)]=0.

También es simple ver que

(A f(A)]=0, [A"fA)]=0, [f(4),g(Ad)]=0.

Vale la pena senalar aqui que si A es hermitiano, f (/1) serd hermitiano solo cuando f sea una funcién real,
pues [f(A)]T = f*(A).
También es importante notar que en general
eA eé 4 6A+B ’
salvo que A y B conmuten; de lo contrario, cuando A y B conmutan con [fl, B’] (ejercicio)

oA B — ATB J[AB]/2 (11)
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3.5. Autovectores, transformaciones unitarias, representacion matricial

Un vector |[¢) es autovector de A cuando existe A # 0 de modo que
Alp) = AlY) ;
A es el autovalor asociado al autovector |¢), y en general es un nimero complejo. Obviamente, |1) serd también

autovector de A™, asf como de cualquier funcién f(A), cumpliéndose que f(A)[yp) = F(A)|).

Cuando A es hermitiano, todos sus autovalores son reade7 y para diferentes autovalores los correspondientes
autovectores son ortogonales (ejercicios). Asimismo, los autovectores de un operador hermitiano definen una
base ortonormal, que permite expandir todo el espacio de Hilbert sobre el que actiia. En esa base, el operador
A es diagonal, y los elementos de la diagonal son precisamente los autovalores.

Si dos operadores hermitianos A y B conmutan y A es no degenerado, cada autovector de A también es
autovector de B esto implica que existe una base de autovectores comunes a A y B.

Un cambio de base, como sabemos, se lleva adelante mediante un operador unitario U, que por definicién es
aquel cuya inversa coincide con su adjunto:

Ul=0"'=0U0"=0U=1.
v Ejercicio: Si U y V son unitarios, el producto UV también lo es.

v Ejercicios: Demuestre que los autovalores de un operador unitario U son nimeros complejos de médulo 1. Si U no es
degenerado, muestre también que sus autovectores son ortogonales.

También es directo demostrar que las transformaciones unitarias conservan el producto escalar

{UY|U$) = (¥|9)

y por lo tanto conservan también la norma, es decir T = [|1/]|. Las transformaciones unitarias nos permiten
describir cualquier vector como |¢)') = Ult), o bien (¢'| = (1|U*. Si un operador lineal arbitrario A asocia al
vector [1) otro |¢) segin

Ay = |9},

para representarlo (A’) al aplicar la transformacién unitaria U y, notando anslogamente |¢') = Ul|¢), debe
cumplirse

Ay =1¢') ;
es decir,
A'Uly) =Ulg) =UAW)  VIY) €A,
de modo que
AU=UA o  A=UAU'.
En particular, si un operador A es hermitiano, el correspondiente A’ también lo serd (ejercicio); es decir, las

variables dindmicas se transforman correspondientemente con nuestro cambio en el punto de referencia. Es facil
ver también que los autovalores de A’ serdn los mismos que los de A (otro ejercicio), es decir

Alpn) = Anltn) = A'len) =Anlun)  (Jn) =Ulen)) -
Mediante transformaciones unitarias se conserva también cualquier elemento de matriz (ejercicio):
(W' A'N¢') = (vl Alg) -
(Afortunadamente, utilizando A=] recuperamos la conservacién del producto escalar.) En virtud de que

(CAT?)" =par o
cualquier funcién que involucre operadores se transformara andlogamente
fA) =TfA)TT

Todo esto implica que una transformacién unitaria no cambia nuestra descripcion de la fisica de un sistema,
sino que ofrece una descripcion equivalente, cambiando solo nuestro punto de vista.

¢ Andlogamente, los autovalores de un operador antihermitiano son imaginarios (otro ejercicio).
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Transformaciones infinitesimales

A partir de un parametro real € pequenio y un operador hermitiano G podemos construir una transformacién
unitaria infinitesimal
Ues(G) =1+ ieG .
Es facil demostrar que esta transformacion es efectivamente unitaria si el generador de la transformacion infi-
nitesimal G es hermitiano, pues

001 = (1+i=G) (I—ieGt) = [ +ie (G- GT) =1
Una transformacién unitaria finita de magnitud o« puede pensarse como una sucesiéon de N transformaciones
infinitesimales de magnitud ¢ = a/N:
N « a \N 5
A T » AN gy ? A _ iaG
0al = Jin TT (T4i50) = Jim (F+ifge) = e

O sea que G es también el generador de la transformacion unitaria finita con pardmetro «. Como en toda
transformacién unitaria, podemos utilizar este U, para transformar cualquler operador A con el procedimiento
habitual A’ = ¢*¢ A e_w‘G Claramente, cuando A y G conmutan, A’ = A.

Representacién matricial

Como en cualquier espacio vectorial, expresamos los vectores de estado en términos de una base ortonormal
{l¢n} (en este caso, discreta), es decir, [¢)) = >, an|dn). En la notacién de Dirac, la condicién de ortonorma-
lizacién se escribe

(Dn|dm) = Onym (delta de Kronecker) ,

de modo que

n=1 n=1

Obtenemos asi la condicién de cierre o completitud en esta base, que nos permite escribir el operador identidad

como oo
1= ¢n)(onl -
n=1

Esto coincide con la representacién habitual de vectores columna en el espacio de Hilbert

a (p1])

as (p2|))
wy=1:|= 5 ,

Qn <¢n|¢>

mientras que los bra (1| del espacio dual son vectores fila

(Y| = (<¢|¢1>7<¢|¢2>7 7<w|¢n>7) = (af,a3, -+, ap, ") .

También recuperamos asi la notacién familiar para el producto escalar con |¢) = > b, |odn)

1/)|¢ Zanbn ’

y la condicién de normalizacién para [¢) se escribe

o0

@) =D lan* =1.

n=1

Anélogamente, los operadores se representan como

A= (X ounl)4 (Zm (on) = 52 6l 6n) ] = 3 Al

n=1
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Los elementos A,,, conforman la matriz cuadrada A que representa al operador A

A A Ass
Aoy Axy A
A=1 Ag Az Ass

El elemento n,m del adjunto de A es (AT)nm = A%, Si A es hermitiano, A%,, = Apm, 0 bien (AT)* = A

Los operadores unitarios se representan mediante matrices unitarias, que son aquellas que cumplen U~! =
Ut. Como siempre, las matrices inversas se obtienen a partir de los cofactores (o cualquier otro método eficiente)

factor de A
A_l _ Cco mn
( )nm det(A) ’

donde el cofactor de A, es (—1)"T™ por el determinante de A sin la fila m y la columna n.

También utilizaremos la definicién de traza de A
Tr(A) =) Ann

la cual es obviamente independiente de la base empleada, ya que la propiedad Tr(/AlABCA’) = Tr(BC'/l), nos
permite utilizar cualquier transformacién unitaria U en lugar de B y U' en lugar de C.

Mediante esta representacion matricial, el problema de autovalores nos lleva a la ecuacién caracteristica
det(A—X)=0.

El conjunto de autovalores {\,} se denomina espectro de A. Cuando el conjunto de autovectores{|p,)} es
completo y ortonormal, puede utilizarse como base para representar el operador A, que obviamente tendré la
forma diagonal

MO0
0 X O
A= 0 0 X

En este caso es facil evaluar Tr(A) = Z An v det(A) = H An -

n

Bases continuas

La representacién en bases continuas es similar, aunque conviene destacar algunas diferencias. Los elementos
|xk) de la base —donde k es un {ndice continuo— satisfacen la condicién de “ortonormalizacién”

{xk|xr) =0k — k) (delta de Dirac) .

La condiciéon de completitud o cierre en este caso se expresa

+oo R
/ ke [xi) (el = 1

—00

En esta base podemos representar cualquier vector [1)) como

o=/ o bl ) 1o = | "k b))

— 00 — 00

donde b(k) = (xx|¢) es la proyeccién de |1p) sobre |xy).
Esta es la expansién que utilizdbamos para pensar un paquete de ondas como superposicion de ondas planas.

Aunque los |xx) no estdn normalizados a 1, suele pensarse en un volumen finito V = L3 que contiene a estas
ondas, en cuyo caso cada componente de impulso p=~hk se renormaliza como

1

= eipr/h
(2mh)3/2\/V

o)



20 3 ESPACIOS DE HILBERT Y OPERADORES

Esto se corresponde con la imposicién de condiciones periddicas, de modo que p deja de ser una variable continua

y puede tomar los valores

27h
p:T(nlan%nf)) (nlan27n3:1a2a33"');

asi, la condicién de ortonormalizacién pasa a ser

V)1, ()
<Xp |Xp' >_6p7p"

En la representacién coordenada por ejemplo, la base {|r)} es el conjunto de autovectores del operador
rlr) =7rlr) .
Esta base cumple también
(rlr"y=6(r—r") =06z —2") oy —y')d(z—2').

La descomposicién de cualquier vector |¢)) en esta base es

) = / &r |r) (r|) = / &r (r) r)

—donde se evidencia que 1(r) = (r|1)) no es lo mismo que el vector [¢) sino la componente de |¢)) segin |r)—
y el producto escalar,

1o) = o1 ([ @rinel) o) = [ @ o7yt
Andlogamente, en la representacién momento, la base {|p)} es el conjunto de autovectores del operador p
plp) =plp)
que cumple también la condicién
(plp’) = 6(p — p') = 6(p= — 1) 8(py — P),) 6(p= — P) -

Cualquier vector |1)) puede expresarse en esta base
) = /d3p ) (plv) =/d3p o(p)Ip)  (d(p) = (pI¥))

Para pasar de la representacién {|r)} a {|p)} necesitamos una transformacién (r|p)

0t = o) = o1 ([ @01l ) 1) = [ @ (i) olo).
Del mismo modo,
o) = wlo) = 1 ([ iyl ) 1) = [ tplr) o).
Esta simetria en la transformacién nos retrotrae al proceso de transformada de Fourier, cuya forma general es
_ 1 3, ipr/h
f(T)(%h)g/Q/dpe 9(p) .

Es decir, en nuestro caso identificamos

1 i

_ * —ip-r/h
r)=(r = e .

Ya vimos ademads que en la representacién coordenada asociamos al impulso el operador p = —iAV y la ecuacién

de Schrodinger tiene la forma convencional ([@]). Andlogamente, en la representacién momento, la coordenada se

asocia al operador ¥ = ihVp, y la ecuacién de Schrédinger se transforma correspondientemente

1 .
_ ip-r/h

e ’ -

Cualquier conmutador puede evaluarse en ambas representaciones; en particular, las relaciones candnicas de
conmutacion (ejercicio: en ambas representaciones)

[P, Dr] = iRk 5 [, 7k] = 0; il =0 (J,k=w,y,2).
Andlogamente, en ambas representaciones pueden demostrarse relaciones como
[, po] = ihn 3", &, py] = ihnpp ",
A . df(z P . .
1(@), 5] = in L) B, F()] = —~ih V(7). (12

dz
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3.6. Evolucion temporal. Teorema de Ehrenfest

Todo esto nos permite volver a la ecuacién de Schrédinger, en la que es facil verificar que el operador
hamiltoniano

~

es hermitiano, en particular porque tanto 7 como p son hermitianos (ejercicio). En la representacién coordenada
la ecuacién de Schrodinger
o Ol(t A
in SO = Aoy (13)
ot
es una ecuacion diferencial separable cuando H no depende explicitamente de t, de manera que proponiendo
soluciones ¥(r,t)=R(r)7(t) el problema por un lado es resolver la ecuacién de autovalores

HR,(r)=E,R,(r) obien Hlp,) = E,|¢n),

que es también llamada ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo. Los autovectores o “autoestados”
|¢n) asociados con los autovalores E,, conforman una base del espacio de vectores de estado para el sistema
descripto. Para cada F, la ecuacién para la evolucién temporal se resuelve facilmente

hH(t) = Enr(t) = 7(t)=e R, (14)

de modo que, siempre que H sea independiente de ¢, el problema de encontrar el estado del sistema de interés
se reduce a resolver la ecuacién de autovalores H|¢p,)=E,|¢,). A menudo recurrimos al propagador temporal,
es decir, el operador unitario

(1)) = e~ 5 p(0)) = T [1(0)) . (15)

Este truco es equivalente a resolver las ecuaciones en r y t para cada autovalor y luego proponer la solucién
general como
_iBat
= § cnlpn)e” R
n

de modo que resulta obvio que se cumple la evolucién temporal ([I5), ya que los |¢,,) son autoestados de H.

Este enfoque para resolver la descripcién de un sistema cudntico se conoce como representacion de Schrodin-
ger: las ecuaciones “de movimiento” conducen a una transformacién unitaria del estado |¢(¢)) a medida que
transcurre t; en este caso los observables son independientes de ¢, y lo que va evolucionando es el vector de
estado. En la representacién de Heisenberg en cambio, pensamos que |1)) estd quieto y que los operadores que
representan a las variables dindmicas son los que van cambiando con ¢ :

Ay = e Ao

;"‘w

Oy A,

En lugar de ver que |¢(t)) se transforma hacia delante, visualizamos a A viajando hacia atrds, y por eso la

transformacioén involucra a U(_;) = UtT . En esta representacién, utilizando la ecuacién de Schrodinger podemos
escribir

o bien
—_— == 16
dt h (16)
Esta es la ecuacion de movimiento de Heisenberg, y en esta representacion reemplaza a la ecuacién de Schrodin-
ger. Si bien la representacién de Schrédinger es més frecuente, recurriremos a la de Heisenberg cuando sea
conveniente, ya que ambas son equivalentes.

La ecuacién anterior (IG) es similar a la que obtenemos cuando, en la representacién de Schrodinger ana-
lizamos la evolucién temporal del valor de expectaciéon de un operador A recordando que 1/1 —(i/ h)H 1 en la
representaciéon coordenada

%:/dxqb*ﬁzﬁ—k/dxw z/H—/dxz/z*fh/}:2/dxw*ﬁﬁw—;/dxw*AH¢+<aaf> ,
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de donde obtenemos el conocido teorema de Ehrenfest
d(AY i DA
— L =_([H,A — ) . 17
dt h<[ ’ ]>+<8t> (17)

Cuando A no depende explicitamente de t y A conmuta con H , (A) es una constante de movimiento. Este
resultado nos recuerda una identidad similar de la mecdanica clasica para una magnitud cualquiera f que puede
depender explicitamente de los impulsos p, las coordenadas q y t

CI.a.0) = {H, Page + o

dt
donde {-, - }c14s se refiere al corchete de Poisson. En caso de que f no dependa explicitamente de t y {H, f}c14s=0,
f es una constante de movimiento. Claramente, el corchete de Poisson se asocia con —i/h veces el conmutador
de las variables dinamicas asociadas.

Una ilustracién interesante del teorema de Ehrenfest involucra a los operadores # y p, para los cuales pueden
calcularse los conmutadores con H (ejercicio)

[I{I/f‘]:—gﬁ’ [f[,ﬁ]:thV(r),
de manera que a partir de ([I7)) obtenemos
d(r) _ (p) d(p) _ _
Wy S V() = (F(r))

Reuniendo estas dos igualdades recuperamos la entranable 2¢ ley de Newton

d*(r) _
m-ga = (F(r)) .

4. Problemas en una dimension (basado en Schwabl, Cohen-Tannoudji, Merzbacher, etc.)

4.1. La particula libre

Queremos ahora resolver algunos problemas simples en una dimensiéon. Sabemos que el desafio es encontrar
soluciones a la ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo, que en la base coordenada puede escribirse

2m
V(@) = =55 [E = V()] (2) - (18)
Para el caso de la particula libre, es decir V(x) =0, sabemos que las soluciones son ondas planas, y los autovalores
del hamiltoniano
h2k?
T 2m

forman un continuo, ya que no hay ninguna restriccién extra sobre ellos. La expresion general para la autofuncién
asociada con esta energia es
() = Ap ™ + A e

donde las constantes arbitrarias Ay dependeran de las condiciones de contorno especificas. Recordemos que
cada una de estas autofunciones puede evolucionar en el tiempo de acuerdo con ({4
Wy(,t) = dp(a) e Tt = A, eilha=wt) {4 g=itharat) (/R

El estado de la particula esta representado entonces por una onda plana que se propaga hacia la derecha con
amplitud A, ma&s otra que se propaga hacia la izquierda con amplitud A_ . Vale la pena notar que cada una de
estas ondas representa una probabilidad |W4(z,t)|> = |AL|? = constante Vz,t: en cualquier instante tenemos
la misma probabilidad de que pase cada una de estas funciones de onda, no importa en qué coordenada x
realicemos nuestra observacién. Esto refleja el hecho de que al imaginar p (o k) perfectamente determinado, la
coordenada z queda absolutamente indeterminada, como predecia el principio de incertidumbre de Heisenberg;
andlogamente, si tenemos la energia de la particula perfectamente definida, tenemos absoluta incertidumbre
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acerca del instante en que pasa por una posicién determinada. Recordando ademds que las ondas planas no
estaban adecuadamente normalizadas, vemos que las soluciones fisicamente aceptables son los paquetes de onda

+oo
U(x,t) = \/%/ dk ¢(k) izt

donde ¢(k) es la transformada de Fourier de ¥(z,0). Como vimos antes, estos paquetes de onda si estédn
adecuadamente normalizados; por otro lado, en este caso hay imprecisiones en k (o en p) y en z, tal como
habiamos discutido previamente.

4.2. Potencial escalon

Consideramos ahora una particula sometida al po- V(m)
tencial

V(z)=V,0(x), V.
donde © es la funcién escalén de Heaviside. La situa-

cién fisica es muy diferente segin la relacién entre V,
y las posibles autoenergias E : —

0 T

E >V, . En clésica, una particula incidente desde la izquierda atraviesa el escalon cambiando su velocidad
para conservar la energia. En cudntica en cambio, veremos que existe probabilidad de transmision y también
de reflexion; este tltimo es un efecto netamente cudntico que aparece en virtud de la naturaleza ondulatoria de
las particulas. Ya sabemos que las soluciones son ondas planas

2mFE

W siz <0

wl(x) = Aetkz + B etk ; k =

2m(E — V)
h

En el caso particular de tener particulas incidentes desde la izquierda, D = 0, ya que no hay particulas que
puedan originarse desde la derecha. La ecuacién de Schrodinger (I8) indica que 1" tiene una discontinuidad
finita en =0, de modo que ¢’ presenta un quiebre; aunque, como siempre, 1) debe ser continua, ya que la
densidad de probabilidad |¢)|? también debe serlo. Sin pérdida de generalidad tomamos A=1, y el empalme de
1 y 9" se resume en las identidades

Yr(r) = Celd® + De™% | ¢ = siz>0.

1+B=C y ik(1 — B) = iqC ,
de donde despejamos
_k—q O 2k
“ktq 7 Ck+q

Para comprender el significado de los coeficientes B y C, evaluamos primero las corrientes de densidad de
probabilidad

) ih
s G
m
en ambas regiones, obteniendo (ejercicio)

. hk . . . h .
.]I(x) = E(l - |B|2) = Jinc — Jrefl » ]H(l’) = %'C 2 = Jtrans -

Podemos verificar facilmente que se cumple j; = ji1, es decir, se conserva la corriente de densidad de probabilidad.
Los cocientes

R= J.reﬂ _ |B|2 y T — jt.rans _ %|C|2
Jinc inc

representan respectivamente las probabilidades de que la particula sea reflejada y transmitida. Aqui notamos

que R # 0, al contrario de lo que ocurre en la fisica cldsica en un anglisis similar. En el caso en que E — oo,

B — 0 y C — 1, es decir, se recupera el comportamiento predicho por la clasica.

Es interesante destacar que B > 0, lo que significa que la onda incidente y la reflejada estian en fase. Si
modificamos las expresiones para considerar el caso de V, < 0, B se hace negativo, lo que representa un
desfasaje de 7 en la onda reflejada, o bien, que evolucionard en oposicién de fase con la onda incidente.
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E <V, . Eneste caso, en lugar de tener una onda plana como solucién para x > 0, tendremos un decaimiento
exponencial
2m(V, — F
i) =0, = V2D

Esta solucién es equivalente a tomar ¢ =4y en la solucién del caso anterior. Andlogamente al caso E > V,
obtenemos )

k—ay 2k

= . y C= — .

k+ iy k+ vy
El hecho de que |B|=1 implica ahora que R=1y T'=0, es decir hay completa reflexién, aunque como t1(z) # 0
hay cierta penetracion de particulas en esta regién clasicamente prohibida. De cualquier manera es importante
sefialar que no hay flujo neto de probabilidad, ya que es ficil verificar que jip(z)=0.

También es interesante notar que en el caso de V,, — 0o, v — 00, 911 se hace idénticamente nulay B = —1,
lo que implica que la componente reflejada evoluciona en oposicién de fase con la onda incidente. Ademaés en
este caso la condicién de continuidad para la funcién de onda implica 1(0) = ¢11(0) = 0, como impondremos
siempre que aparezca una pared infinita de potencial.

4.3. Barrera de potencial

El potencial que rige el movimiento de la particula
en este caso es V(x)

Viz)=V,0(a— |z|) .

Aunque se trata solo de sumar simétricamente dos esca- Vv
lones como los de la seccién anterior, veremos que esta 0
situacién en cudntica tiene una inesperada relevancia.
Como antes, hay dos situaciones diferentes segin la re-
lacién entre E y V,; nos concentramos solo en el caso
E <V,

Aqui también esperamos que en el caso cldsico una particula incidente desde la izquierda retorne sin poder
penetrar la barrera. Para analizar qué ocurre en la cuantica, escribimos las soluciones de manera similar a las
del pozo de potencial de la seccién anterior, tomando definiciones andlogas para k y :

— S S — -

—a 0 a T

Aeth® 4 Beike < —a
Y(x)=< Ce W4+ Der™ lz] < a
Fetke 4 Gemike r>a

Nuevamente planteamos la continuidad para ¢ y ¢’ en x=—a:

Ae e 4 Betha — O 4 D70
ik (Ae~ e — Betkt) = —y (Ce¥® — De79)

(g):M(—a)(g> 7
M(~a) = 1 <1 ’ ZIZ) o (1 - Zi:) o—atika

2 . .
(1 _ Z]Z) e'ya—ik:a (1 + ZZ) e—’ya—ika

Del mismo modo, el empalme en x=a puede escribirse

F C
(&)= ().
que resulta en

(5) = Mope ()
in

[cosh(2’ya) + Z;senh(?ya)] eina 5} senh(2va) F

que puede escribirse como

donde

f% senh(2va) {cosh(?ya) - % senh(2vya) | e~297@ G
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k k
donde 5:%—; y n:%—k;.
Nuevamente analizamos el caso de particulas incidentes desde la izquierda haciendo G =0, de manera que
i€ 2iva in
A = F |cosh(2va) + EY senh(2va) | e y B=F —5 senh(2vya) .

De aqui se define la amplitud de transmisién

F e—21"ya
S(E) = a1= — ,
cosh(2vya) + B senh(2va)

de donde se obtiene el coeficiente de transmision

1

5 .
1+ (1 + €4> senh?(2va)

S(B)* =

Este coeficiente representa la probabilidad de “tunelamiento”, y como vemos en general es distinto de cero, de
manera que aun con energias inferiores a V,, la particula puede atravesar la barrera de potencial, dependiendo
de cuanto vale su energia en relacién a la barrera, y de cuan ancho sea este obstaculo.

El efecto tunel no tiene correlacién con analogias en la cldsica, y se pone de manifiesto en barreras de 1 a
3 nm, e incluso menos. Entre los numerosos ejemplos donde se evidencia este efecto podemos citar los decai-
mientos radiactivos con emisién de particulas «; los dispositivos electrénicos llamados diodos de tunelamiento;
las mutaciones espontdneas del ADN, originadas en un tunelamiento de protones en un doble pozo de potencial;
la emisién fria de electrones a partir de la aplicacién de un campo eléctrico intenso, que se aprovecha en la
construccién de canones eficientes para microscopios electrénicos de barrido o transmisién; y este fenémeno
también dio lugar al microscopio de barrido por efecto tinel (STM, scanning tunnelling microscope), en el
que una punta recorre la superficie conductora de un material variando su altura para mantener constante la
corriente de electrones que participan del tunelamiento, proveyendo imégenes en las que se individualizan los
atomos de ese material.

4.4. Pozo de potencial (y algunas simetrias)

También el potencial
V(z) =V,0(|z| —a)

es como una superposiciéon de dos escalones, por lo cual V(:B)
ya conocemos bastante acerca de las soluciones. An-
tes de avanzar conviene observar que siempre podemos
aprovechar las simetrias del problema. Por ejemplo,en | V;J 77777
este caso el potencial es par, es decir, el hamiltoniano

H es par, con lo cual concluiremos que las soluciones
deben tener paridad definida. Para demostrarlo, note-
mos que un operador A es par cuando conmuta con el
operador paridad P —a 0 a x

[P,A]=0 obien PAP=A.

Para demostrar esto primero hay que notar que P es hermitiano y también unitario (ejercicio). Andlogamente,
B es impar cuando el anticonmutador con P se anula

{ﬁ,é}:o o bien PBP=—-B.

Es directo verificar que los operadores p y # son impares, pero p* es par.

Si A es par, hermitiano y no degenerado comparte autovectores con P, es decir sus autofunciones tienen
paridad definida. En el caso del pozo de potencial, V(x) es par

y por lo tanto H es par ([75, H ]=0). Cuando buscamos soluciones a la ecuacién de Schrodinger estacionaria

Hy(z) = E(z),
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vemos que al aplicar P en ambos miembros la paridad de H nos permite escribir
Hy(~2) = Ey(-x),

es decir, si ¢(z) es una solucién asociada al autovalor E, entonces ¢ (—z) también lo es. Por consiguiente,
cuando H es par siempre podemos elegir soluciones con paridad definida:

Ypar(x) = Y(x) +Y(—2) , Yimpar (T) = Y () — Y (—x) (normalizando adecuadamente) .

En el caso en que no haya degeneracion, 1(x) y #(—z) no son dos soluciones distintas, y seguramente ya tienen
paridad definida, por lo que la construccién anterior anulard ¥par () 0 Pimpar() -

Otra propiedad importante acerca de las soluciones se desprende del hecho de que H es hermitiano, pues al
conjugar la ecuacién de Schrédinger estacionaria obtenemos

Hy(w) = E¢() ,

de donde concluimos que si ¥(z) es solucién, entonces 1*(x) también es solucién para la misma autoenergia E
(real). Entonces siempre podemos elegir soluciones reales:

P(@)+¢*(z), vy () —Pt(@)]/i vy |
(en cualquier sistema fisico). /
Volviendo al caso del pozo de potencial, podemos //
analizar por separado las soluciones pares e impares. "/’// \

Aprovechando ademads lo que sabiamos de otros poten-
ciales constantes a tramos, y teniendo presente que tan- e
to 1 como 1’ deben ser continuas, la energia méas baja '
(menor k) provocara menos oscilaciones, por lo cual no
tiene nodos: el estado fundamental v es entonces par. 77/)2
A medida que crezca el autovalor de energia (es decir, \‘
k) el ntimero de oscilaciones serd mayor, y por lo tanto

el nimero de nodos, como se muestra cualitativamente

en la figura. V(z)

Vemos que un analisis cualitativo permite predecir
muchas cosas acerca de los autoestados para nuestro
sistema. En general, para un potencial cualquiera co-
mo el de la figura, los estados con E menor que el
minimo valor de V' no son posibles, ya que a partir
de la ecuacién de Schrodinger (I8) vemos que si ¢ y
1" poseen el mismo signo la solucién no puede estar T Vi
adecuadamente normalizada.

E,

Por encima de ese valor minimo, las soluciones para
la ecuacion de Schrodinger independiente de ¢ con au-
toenergias E; menores que ambas asintotas de V(z)
(para © — 400) corresponden a estados ligados (aso-
ciados con los puntos de retorno cldsico), es decir so-
luciones confinadas a una regién finita del espacio; a partir de la teoria para ecuaciones en derivadas parciales,
sabemos que estas soluciones corresponden a un conjunto discreto de energias: el espectro correspondiente a
estados ligados es discreto y no degenerado. Por otro lado, el estado fundamental o de minima energia no tendra
nodos (ceros de 1 ); y como en el ejemplo del pozo de potencial, a medida que crece la energia aparecerd un
nimero mayor de nodos.

T 0 T9 T

Los estados no ligados en cambio presentan un espectro continuo. Esta serd la situaciéon cuando E >V : en
este caso el movimiento se dard en un “semi-infinito”, hacia valores negativos de x, si F < V5 y no acotado
en ambas direcciones cuando E > V5. Ademads habra posibles reforzamientos en las reflexiones o transmisiones
impuestas por cada variacién en V(x); en el caso de la onda transmitida estos reforzamientos dan origen a las
llamadas resonancias, y el caso del pozo de potencial es un excelente ejemplo de esto. Para analizarlo, volvamos
entonces al andlisis del caso F >V, al que habitualmente se alude como “dispersién”, ya que parte de la onda
incidente es reflejada por esta estructura de potencial y otra parte la atraviesa. Para estos estados no ligados
podemos aprovechar la solucién que ya teniamos para la barrera de potencial cambiando el cero de las energias
e invirtiendo el potencial. Nuevamente, para el caso de una onda incidente desde la izquierda (tomando nuestro
coeficiente G = (), para el coeficiente de transmisién obtenemos

S(B)P =
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donde k=+/2m(E —V,)/h (fuera del pozo) y g=v2mE/h (adentro). Reemplazando podemos reescribir
1
. 2
sen?(2qa) 1 |S(E)]

E E
A= -1)=
(V.-

| 2

|S(B)* =
1+

Como esperdbamos, 0 < |S(E)|* <1, pero ademéds ve-
mos que cuando 2ga=nr, resulta |S(E)|>=1, es decir,
hay 100 % de transmisién. Este fenémeno es el que se
conoce como resonancia, y segin cudles sean las carac-
teristicas del pozo (V, y a), la forma de la curva de la
figura puede variar.

Un caso limite de un pozo de potencial es 0
Viz)=-Wi(z),

y consiste en una aproximacién utilizada frecuentemente cuando la region afectada por el potencial es sumamente
reducida. El andlisis previo sigue valiendo, aunque en este caso el salto que tendrd ¢” ya no ser4 finito, lo que
implica que ¢’ presentard una discontinuidad. Claramente las soluciones para este problema siguen siendo ondas
planas, o exponenciales decrecientes si hay estados ligados, y para ajustar el empalme en =0 reescribimos la
ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo

1 E/V,

9 (@) + 20 5@ () + T g(a) =0

Integrando en un intervalo [—e,e] pequetio alrededor de =0

/E da:d/’(x)—i—/e dx %;Twé(m)w(m)—i-/e dx 2;?2E1/1(:c):0

—€ —€ —€

podemos encontrar una condicién sobre el salto para 1’ , que aparecerd en el primer miembro, mientras que en
el limite de € — 0 el ultimo término se anula en virtud de la continuidad de

2mW

[¥4(0) = 9L (O)] + == ¥(0) = 0.

4.5. Potencial periddico: modelo de Kronig-Penney

Los sélidos se conforman usualmente en redes periddicas o cristales: los niicleos atémicos se ordenan respe-
tando cierta estructura periédica. El potencial periédico generado por los iones resultantes impone condiciones
de simetria sobre las soluciones para las autofunciones de un electrén sujeto a este potencial regular dentro de
la red. El caso de una red unidimensional puede resolverse realizando hipétesis simplificativas, a pesar de las
cuales pueden explicarse diversas propiedades de los sélidos, como la conductividad eléctrica.

Si el periodo de la estructura unidimensional es £, el hamiltoniano H serd invariante ante traslaciones en ¢,
pues

Viz+0) =V(z). (19)

Naturalmente surge la pregunta acerca de qué implica esta propiedad sobre las autofunciones para el hamito-
niano. Veamos primero cémo se generan las traslaciones espaciales o desplazamientos. Para ello recordemos que
las “traslaciones” temporales se generan a través de H ; a la misma conclusién podemos llegar recordando que
un operador unitario infinitesimal siempre se escribe como UE(G') = ] +ie@. Para la evolucién temporal la
ecuacién de Schrodinger ([[3)

5 Ol() _ p
@ha = HIy(1))

nos permite escribir |1(¢ 4+ dt)) para un incremento pequeno 6t

e+ 1)) = e (0 = 00) + 5t 200 ) — Lt o)) = (f - wtﬂf) () |

de modo que el generador de traslaciones temporales es —H /h. Una traslacién finita en ¢ estd dada entonces
por

“ _itf
Ut:e h ’
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tal como habiamos obtenido anteriormente. Del mismo modo, un desplazamiento infinitesimal en el espacio estd
representado por (en la base coordenada)

P(x + 6x) = Usy () = 1)(x) + 6 agi””) = <f +idx 7;“) U(z) (pues Py = —ih gx) .

El generador de desplazamientos es entonces p,/h, y una traslacién finita en ¢ se asocia con

A il ~

Uy =ehPs,
Como cualquier operador unitario, sus autovalores Ay tienen médulo 1; denotamos entonces estos autovalores
como A, = exp(iB3f).

En el caso de un potencial periédico ([I3)), es directo verificar que [Ug, H ] =0, por lo que pueden elegirse
autofunciones v (z) comunes a ambos operadores. Definiendo

u(w) = e”Py(x)
vemos que
u(e + ) = e P (a4 ) = Upu(a) = e PEO Upg(ar) = e P P ()

donde utilizamos el hecho de que escogimos 1(x) para que también sea autofuncién de Up. Reemplazando 1 (x)
en términos de u(x) vemos que
u(z+£) = u(x),

es decir, u(z) es periédica. Este resultado es conocido como teorema de Bloch: las autofunciones de H asociadas
con un potencial periédico de periodo ¢ siempre pueden escribirse como

P(z) = P u(z) , con u(z +0) = u(z) .

El modelo de Kronig-Penney para un cristal unidi- V()
mensional consiste en una sucesion de barreras o pozos
como las de las secciones precedentes. Este potencial e
tiene entonces un perfodo £ =2(a+b), y si bien es po- Vo
sible utilizar el formalismo matricial introducido an-

teriormente, elegimos aqui escribir respectivamente las

soluciones en los valles y en los picos (o lomas) como —a—2b—a 0 a a+2b T
Py (x) = A, eF* + B, e~k —a—-2b+nl <z <—a+nl
VYp(z) = Cy €19 + D, e~ 4" —a+nl<z<a+nl

Para encontrar las componentes periddicas u,(2) y up(x) en cada tramo reescribimos
by(z) = P [A, eik=Fe 4 B, e=ilk+)z]
{ Py(z) = et [Co ¢ila=Br { p e—i(q+,8)3c] ’
de modo que u(x) deberfa expresarse como
Uy(z) = Ay eik=Pz 4 B ilk+h)z
{ up(z) = C, ¢ila=B)r 4 D e—ilath)

u(z) =

Imponiendo las condiciones de continuidad en ¥ (—a) y en 9'(—a), y periodicidad para u(—a+2b) = u(a) y
u'(—a+2b) = u'(a) se obtienen 4 ecuaciones con 4 incdgnitas (A,, B,, C, y D,); la solucién no trivial se
garantiza si

e—ika eika _e—iqa eiqa
et ke—ik}a _keika _qe—iqa qeiqa .
€ = 5
o—ilk—B)(t—a) pilk+B) (t—a) _gila—Ba _—ilg+B)a

(k’ — B)B*i(kfﬁ)(ffa) _(k + /B)ei(k+ﬁ)(£7a) _(q _ ,B)ei(qiﬁ)a (q i 5)671‘(‘14’[3)0‘

que conduce a la condicién

2, 2
cos(8¢) = cos(2qa) cos(2kb) — Mt

sen(2qa) sen(2kb) .
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Claramente el miembro de la derecha no siempre tendra

valor absoluto menor que 1, por lo que habréa valores /
de E (¢ y k) que no estdn permitidos. As{ es como los
estados permitidos para E' se agrupan en bandas, sepa-
radas por brechas de energias no permitidas. Las mas
importantes son la dltima, llamada banda de conduc-
cion, y la penultima, la banda de valencia. Los electro-
nes que ocupan la banda de conduccién se mueven casi
libremente, de manera que cuando un material tiene la
banda de valencia totalmente ocupada y la banda de
conduccion a medio llenar, al aplicar una diferencia de
potencial es posible conducir carga con cierta libertad:
en ese caso, el material es conductor eléctrico. Por el
contrario, cuando la banda de valencia estd completa- /

mente ocupada y la banda de conduccién se encuentra

vacia, las restricciones a la movilidad de los electrones —_— 1624
de valencia hace que el material sea aislante. En aque-
llos casos en que la banda de valencia estd totalmente
llena y la brecha entre esta banda y la de conduccion es

pequena, la agitacién térmica puede hacer que algunos electrones pasen de la banda de valencia a la de conduc-
cion, de manera que el material se comporta parcialmente como conductor: son los llamados semiconductores.

La adecuada descripcion de la estructura de bandas en un sélido cristalino ha permitido numerosos avan-
ces, quizas los mas notables en la electrénica de estado sélido, que incluye diodos, transistores, memorias de
estado sélido, LEDs y laseres basados en semiconductores, incluyendo el desarrollo del LED azul, recientemente
merecedor del premio Nobel de fisica (2014).

5. El oscilador armoénico unidimensional (basado en Schwabl, Cohen, Zettili, etc.)

En mecénica clasica el hamiltoniano correspondiente a una particula de masa m sometida a un potencial

armonico tiene la conocida forma ) )
P mw

H=-—+

2m 2

En cuantica, el principio de correspondencia nos indica que debemos reemplazar las variables p y x por los
operadores asociados. En la base coordenada la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo se escribe

z? .

{ K2 d? mw?

T om A2 B) 302} V() = Ed(z) .

Definiendo z, =+/h/(mw), esta ecuacién puede reescribirse como

o) = (-2 + ) vt

o

El término cuadritico entre paréntesis sugiere la factorizacién ¢ = f(z) exp[—a?/(222)], resultando para f la
ecuacion de Hermite. Dejando como ejercicio esta forma de resolver el problema —a menudo llamada “método

analitico”—, aqui desarrollamos el “método algebraico”, que parte de la definicién de los operadores
. mwI 4+ p ot MW —ip
Q= — y aqQ' = ——
2mhw 2mhw

A partir de estos podemos reescribir

R

2mw

&= (a+a"), p=—i

Recurriendo a las relaciones de conmutacién de £ con p es directo mostrar que

la,af] =1,
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de manera que podemos reescribir
N 1.
H = hw (a*m 2[) :
Esto implica que el problema se reduce a encontrar los autovalores del operador niimero
h=da'a.

Obviamente [, H] =0, de modo que podemos trabajar con una base (ortonormal) de autovectores comin a
ambos operadores. Denotamos esa base como {|n)}, cuyos elementos cumplen

. 1
i) =l Hlnh=Buln) . B =t (mt3)
Es directo mostrar, en primer lugar, que v, > 0, ya que
N 2 N ~ N
0<|[[(alm))||” = ((nla") (@ln)) = (nl|n) = v (nln) = o [ n) 1> = vi 1. (20)
Por otro lado, como [H,4] = —hwa y [H,al] = hwa', es directo verificar que

H (a|n)) = (aH - hw&) In) = (B, — hw) (a|n))

H (afn)) = (aufz + hw a*) In) = (B + hw) (a'|n))

lo que muestra que @ |n) y af|n) son también autoestados de H, con autovalores respectivos E, —hw y E, +hw .
Evidentemente, ¢ y a' también generan nuevos autoestados para el operador nimero cuando actian sobre |n),
ya que analogamente,

(4] =-a = na=a(n-1I), [h,a'] =al =

>
Q>
|

[«%

f=al(a+1),

de donde R
f(aln)) =a(n—1I)n) = (v, — 1) (a|n))

i (atn)) = al (i +I)|n) = (va + 1) (af n)) .

El efecto de estos operadores sobre los autoestados hace que se los llame operadores escalera; el operador a se
denomina “bajador” (lowering) y el af, “subidor” (raising). Las expresiones anteriores sugieren la posibilidad
de que v, = n, de manera que aumentar o decrecer v, en una unidad implique la absorcién o cesién de un
cuanto de energia fiw . Pero, jpodria v, asumir valores no enteros? Supongamos el caso en que v, ¢ Z, de modo
que n—1 < v, < n: siaplicamos n veces el operador bajador, debemos obtener un nuevo autoestado de 7, pero
en este caso su autovalor frente al operador nimero seria v, —n < 0, arribando a un absurdo de acuerdo con
20)). Concluimos entonces que se cumple v, = n siempre.

Si bien los autoestados que se obtienen al aplicar @ no estdn normalizados, podemos escribir
aln) = cpln —1),
y para hallar la constante de normalizacién ¢, notamos que —en virtud de la normalizacién de los {|n)}—

leal? = ((nla") (@[n)) = (n| (a7a|n)) = (n[ (7t|n)) = n
de donde concluimos que
aln)y =+vnin—1).

La aplicacién sucesiva de @ va bajando de |n) a |n—1), luego a |[n—2), etc., pero como n no puede ser negativo,
este procedimiento debe cortarse, lo que justamente ocurre dado que n es un entero (no negativo): el minimo
valor posible para n es 0, y por ende ¢, =+/n, con n=0,1,2,3, ...

Del mismo modo puede mostrarse que
atlny =vn+1|n+1).

Reemplazando en el hamiltoniano, vemos que los autovalores para la energia del oscilador arménico cudntico
son

1
En:fuu(n+2) (n=0,1,2,3,...)
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La energias permitidas para el oscilador son entonces discretas, lo que marca una notable diferencia con el caso
clasico.

A partir del estado fundamental o de minima energia para n=0, que denotamos |0) y no debe confundirse
con el vector nulo, podemos encontrar las soluciones para cualquier n. Para ello escribimos |0) en la base
coordenada y (a partir de la definicién de @) notamos que

d T
ao(x) =0 = —+ — =0;
o(a) (55 +5) v
esta ecuacién separable se resuelve directamente, y normalizando adecuadamente el resultado obtenemos

1 -
Yo(T) = ————e 2% |
(%) VT,

A partir de este estado podemos obtener cualquier otro aplicando sucesivamente &t

1 A ~ n
m) = = lln 1) = = —= (@)" o). (21)

En la base coordenada,

1 n o
wn x) = al e %o ’
(=) nly/T, )
1 d
o bien, como af = — <x — xo),
V2 \ o dx
1 -z
wn(x) = —F/———=¢ QI‘% Hn <x> 5
27 pl\/mx, Zo

donde los H,, son polinomios que se van construyendo al aplicar af. Para explicitar su aspecto, notemos que
los miembros de la derecha de las dos expresiones anteriores dependen de z/x, , al igual que a'; esto permite
sintetizar la definicién de H,, (sustituyendo z/z, por z) como

o2 d\" _e2
Hy(x)=e7 (m—d> e" 7.
x

Notando la identidad entre operadores

arribamos a la representacion habitual de los polinomios de Hermite

2
n —x
and e

H,(z)=(-1)"¢ e

Estos polinomios tienen paridad definida, como debiamos esperar a partir de la paridad del potencial. Explici-
tamos aqui los primeros 6:

(férmula de Rodrigues) .

H,(z)=1, Hy(z) =2z, Hy(z) = 422 — 2,
Hj(x) = 8x3 — 12z, Hy(z) = 162 — 4822 + 12, Hs(x) = 322° — 160x + 120 .
La relacién de ortogonalidad para los polinomios de Hermite es
/ dz e Hy(2) Hon(2) = /720 G -
La funcién generatriz para estos polinomios es

oo

2 tm
e "2t _ Z ﬁHn(x)

n=0
y la ecuacion diferencial que satisfacen es
d? d

Vale la pena notar que los polinomios de Hermite tienen n raices reales simples, lo que implica n nodos para
Py , tal como esperabamos.
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Las soluciones para el oscilador arménico cudntico Pas(2)
son notablemente diferentes de las cldsicas. El oscilador ! |
clasico pasa mas rapidamente por el centro del pozo, | ,
por lo que la probabilidad de hallarlo alli es menor que

en los extremos, donde la particula se frena: la pro- ‘ |¢13]? !
babilidad de encontrar a la particula cldsica Pz es \ e !
proporcional a la inversa de la velocidad v(x). La co- ! 55'\‘ o2 ’
rrespondiente probabilidad cudntica es el médulo de la '\ “2 i
funcién de onda al cuadrado [, (z)?|: para los prime- S ‘ KA

ros estados cuanticos, esta probabilidad se parece muy
poco a la del oscilador clasico, tal como se muestra
en la figura (aqui se ha normalizado el rango de coor-
denadas espaciales para que coincidan los puntos de
retorno clédsico.) Para estados con n mayor, la distribucién |¢,,(x)|? se parece cada vez més a Pess(x), por lo
cual ambas descripciones pueden resultar adecuadas para altas energias, pero no cuando estdn mas presentes
los efectos cudnticos (estados de menor energfa).

T

‘ 2

La importancia del modelo cuantico para el oscilador arménico se pone de manifiesto en muchos fenéme-
nos fisicos. El méas antiguo quizds estd relacionado con el comportamiento del calor especifico de un sélido,
que segin la descripcién clasica deberia ser constante; sin embargo a bajas temperaturas las determinaciones
experimentales muestran que este tiende a 0, lo cual solo logra explicarse a partir de la descripcién cuantica.

La cuantizacién del campo electromagnético también puede verse como consecuencia de la cuantizacién para
el oscilador armoénico. De las ecuaciones de Maxwell para una cavidad de longitud L (en la direccién z) y

volumen V' OB OE
VXE=——, V X B = pioeo— , V-B=0, V-E=0,
ot ot

cada modo electromagnético (un solo w = ck) resulta

2w?

Ey(z,1) = #)sen(kz) ,
(e11) = e alt)sem)
donde ¢(t) es la amplitud de la onda. La condicién F,(z = L) =0 indica que las frecuencias permitidas son
wj=j(me/L) con j=1,2,3,... La solucién para la induccién magnética (siempre perpendicular a E) es
92
By(z,t) = MOI:O Vto G(t) cos(kz) .

Esta ¢ puede tomarse como el impulso asociado con una particula de masa 1. Asi, la energia almacenada en
este modo estacionario es
H= 1/ av [50E2 + 132] _! (P* +w?q?) .
2 Lo 2

Vemos entonces que tenemos asociado un oscilador armoénico con cada modo estacionario en una cavidad re-
sonante. El paso a la cudntica es directo a través del principio de correspondencia, y los operadores a y af
cambian levemente porque aqui tomamos m = 1. En este contexto resultan razonables los nombres de aniqui-
lacién y creacién para los operadores @ y a': los modos estacionarios encontrados més arriba van modificando
su energia en cuantos de magnitud Aw, los fotones, y la acciéon de a sobre el estado n lo baja al estado n—1,
haciendo desaparecer un fotén, mientras que el operador af agrega un cuanto de radiacién al sistema.

Elementos de matriz (y otros célculos)

Conviene familiarizarnos con el cdlculo de elementos de matriz a partir de los operadores escalera, para los
cuales se cumple (ejercicios)

<n/‘d|n> = \/ﬁ 577/,7171 bl <nl|&T|n> - \/n + ]_ 6n/7n+1 .

A partir de las expresiones para & y p en términos de @ y @', podemos también evaluar sus elementos de matriz

. h R . [mhw
(n'|2|n) = \/ m(\/ﬁ O/ 1 +vVn+1 5n',n+1> ) (n’|pT|n) =1/ ?( — VN by o1+ Vn+1 5n',n+1) .

Estos operadores no resultan diagonales en la base {|n)}, como habrfamos de esperar, ya que ni @ ni a'
conmutan con 7 .
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Con este procedimiento podemos evaluar valores de expectacién para el estado fundamental |0) (o bien
Yo(x) = (x|0) en la representacién coordenada). Por ejemplo, para el valor de expectacién de

h
~2 A2 AT\2 AT A PN
xr = 7 [a, +(GT) +CLTG+G)CLT] I

solo contribuird el dltimo término (;por qué?), resultando (ejercicio)

(6 = 5o =2
2mw 2
Andlogamente (ejercicio)
o mhw
p = 2 ’

de modo que podemos expresar los valores de expectaciéon de las energias cinética y potencial como

(B)-to s (mewy D

om/ 4 2 2 T4 2

Vemos que se cumple el teorema virial, que para potencial cuadratico reparte la mitad de la energia media entre
cinética y potencial.

Ademéds, sabemos que en el estado fundamental (y en cualquier autoestado del oscilador) se cumple que
() =0y (p) =0 (;por qué?), de manera que las incertidumbres en estas magnitudes resultan

:W:\@ y AP=W=\@7

h

5 )

es decir, es un estado con incertidumbre minima. A quién podria sorprender este resultado, si ya sabiamos que
los paquetes gaussianos (como 1,) cumplen esa condicion.

con lo cual
Az - Ap =

Mediante un procedimiento similar, podemos mostrar que para cualquier autoestado 1, (z), con n > 0 se
cumple (ejercicio)

1
Ax-Ap = (n+2)h,

5.1. Estados de incertidumbre minima - Coherencia (Schwabl, Cohen, Merzbacher)

Habiamos visto en la seccién [3.4] que dados dos observables A y B y cualquier estado 1), se cumple la relacién

1
(A4) (AB) = 2 |(14, B)
mediante la desigualdad de Schwarz

1A (A3 1B~ B = (0l (A - (A) (B~ B

donde la igualdad vale solo si . R . .
(B—(B)) [¥) =7 (A~ (4))[v) . (22)
Ademads cuando desarrollamos esto en §3.4] tenfamos
A A R L 1 N N ~ oA ]2
1A~ (A3 1B~ BIE = 2| (1A~ (d), B— B + 1 [(4.B))

)

donde habiamos despreciado el primer término de la derecha. Es decir que para tener un estado con minima
incertidumbre debe cumplirse (22)) y también

({A= (A, B=(B)}) =0=((A= (D) ¢ [ (B=(B)v)+{(B=(B) v | (A= (A)v).

Sustituyendo ([22]) podemos simplificar cada término
(A= (@A) v | (B~ (B)v) =7 (24,
(B (B) v | (A= (D)) = ~(ABP.
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Al sumar estas identidades obtenemos el valor de expectacién del anticonmutador <{A —(A),B — (B>}> y al

restar evaluamos <[/1, B]>

v (AA)? + %(AB)Q =

Y (AA)? — %(AB)Z — ([A,B]) .

de donde despejamos el valor de v que nos provee la condicién que debe cumplirse para la incertidumbre minima

<A2>

T

Tomando A = & y B = p,, en la base coordenada la condicién ([22)) para el estado |¢n;) de minima
incertidumbre se convierte en

. d ih
<_Zhdx - <pac>> Ymi = 2(Ar)? ( —(2)) Ymi , (23)
que es una ecuacion diferencial de primer orden separable, cuya soluciéon es directa:
(z—(x))® i
Umi(x) = ! B A

2r(Aa)2]i/ ¢

En una dimension los tnicos estados con minima incertidumbre son paquetes de ondas gaussianos como los
que ya habiamos estudiado, dado que son las tnicas soluciones a la ecuacién diferencial anterior. En el caso
del oscilador arménico, el estado fundamental |0) es justamente una gaussiana, de modo que es un paquete de
minima incertidumbre. Recuperando el valor de (Ax)|gy que habiamos obtenido arriba, podemos reescribir la
expresion (23) para |0) como (ejercicio)

mwx + ip
vV 2mhw

lo que evidencia que el estado fundamental es autoestado del operador a. Esto sugiere la exploracion de otros
autoestados del operador bajador para analizar si también son paquetes de incertidumbre minima. En general
estos autoestados cumplen

(Pz — (pe)) |0) = imw (2 — (z)) |0) — a0y = ~ mw(x) +1(p)

|O> Y

ila) = ala),

y podemos computar (Az)|qy ¥ (Apz)|ay, PUes

(T))ay = % (af (a@+a')|a) = m(a +a¥) y
h

2 o h ~9 A.i_ 2 A.I_A e _ h * 2 _
(x >|a> =5 (o] {a + (a ) + 2a a+I] la) = S [(a+a ) +1] = (Ax)‘oo =\ oo

es decir idéntico al (Ax)jgy. Andlogamente, (Apy)|a) = /mhw/2, lo que implica que cualquier autoestado |a) es
un estado de incertidumbre minima y satisface la (23]). Estos pueden escribirse en términos de los autoestados
|n) del oscilador arménico

a):chm) (aeC).
n=0

A partir de la expresién (ZI)) los |n) pueden obtenerse de la aplicacién sucesiva de a' sobre el estado fundamental,
de manera que los coeficientes de la expansién anterior resultan (ejercicio)

an

Val

. . . C Lo lal?
imponiendo la condicién de normalizacién sobre |a) resulta (ejercicio) ¢, =e~1*I"/2 de modo queEl

7101200 a&Tn —La?+aal
\a>:e2llz%|o>:e2”+ 0) . (24)

Cpn = Co 5

‘;Representa algin estado fisico el caso a = 0?7
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A menudo se utiliza el operador desplazamiento

~t * A
aa'—o a
D,=c¢ ,

definido para cualquier complejo a. Este operador es unitario, ya que utilizando la expresién ([[I) puede verse
que (ejercicio)

Do D= et et eatimad’ (L DD, ).
También en virtud de la () se cumple (ejercicio)

A Cnatia*s ~ —atataal _ w aat . A
Dl aD, =e @t ta’d gematatadl _ p—adl g eadl — g4 o]

donde el nombre de desplazamiento se origina en esta tultima igualdad, la que surge de la definicién de la
exponencial de un operador y las relaciones de conmutacién entre & y a' . Entonces se verifica

Dl aD,|0) = al0) = a (Do |0)) =a (Dy|0)) ,
de manera que .
@) = Da |0) ,

es decir, cualquiera de los estados coherentes |«) se obtiene como un desplazamiento D, del estado fundamental.
Por eso son equivalentes las expresiones

+

|a> — poé —a*a |O> _ ef%\al%radf |0> )

Para obtener la evolucién temporal en la base coordenada recordamos que

2

/\T_ . ~ ~
a' = —iy —— a
mhwp+

y como tanto p como ¢ conmutan con [p,a] vale (ejercicio)

ePta — b b [p.al/2

Utilizando ademas que e®%|0)=|0) (ejercicio), podemos reescribir (24) para representar un estado inicial

a(t=0)) = |a) = 2'“'2Z\r\n

N it £ tr .o
y aplicar el propagador temporal U; = e hl =g " obteniendo (otro ejercicio)
0 —iwt\"™
12 ae .
o(t)) = pala,t) =e 210 Y (\/ﬁ)wn(x) e = o () .
n=0 :

Aqui se pone en evidencia que al evolucionar, los autovalores de @ van cambiando de fase o — a(t) = ae™ ™t Se
deja como ejercicio expresar este estado como una gaussiana para todo t, que al evolucionar mantiene constante
el producto Az Ap=Fh/2. Estas soluciones a la ecuacién de Schrédinger se denominan estados coherentes, de
manera similar a las ondas de luz coherentes, y han atraido mucho interés a partir de la creciente popularidad
de los laseres. Con estas expresiones es posible evaluar el valor de expectacion de z

(z(t)) = (a(t)|z]a(t)) ;
escribiendo a=|ale?® y recurriendo nuevamente a las propiedades de @ y at se obtiene (ejercicio)
(z(t)) = V2x,|a cos(wt — 6) .

Es decir, el oscilador cudntico en un estado coherente se comporta como el oscilador clasico. Los estados cohe-
rentes son paquetes gaussianos que no se ensanchan, porque todos los términos estdn en fase, como puede
verificarse a partir de las expresiones anteriores.

En el caso del oscilador asociado a cada modo electromagnético, el operador campo eléctrico se escribe

A hw . )
Ey(rt) =iy 50 [ael® 7o) —alemtk-r=en ]

¢En la identidad eABe=4 = B + [A, B] + 2,[ A, B]| + 3,[ A, [A, B]]] + -+ tomamos A=—aal y B=a, y notamos que en
este caso [A, B]=al
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Para un estado |a(t)) como los introducidos arriba obtenemos un valor de expectacién

- hw
= )
(o] Eyla)y =1 eV

4 huw
(Ez)a —2|a|\/;sen(wt—k-r—5) ,

que nuevamente luce como la expresion que conocemos de la clésica.

i(k - 'r'—wt) _ a*e—(ik s r—wt) ,

e

o bien

6. Meétodos aproximados (basado en Zettili, Griffiths, Merzbacher, Shankar, etc.)

La mayoria de los problemas de la cuantica no pueden resolverse exactamente: solo se puede hacerlo en
algunos casos idealizados. Los problemas reales se resuelven mediante muchos métodos, que aqui presentaremos
brevemente.

6.1. Perturbaciones independientes del tiempo

La teoria de perturbaciones se basa en suponer que el problema a resolver es levemente diferente de otro
cuya solucién resulta conocida:

Ij[o|¢n> = E7(10)|¢n> .

El problema concreto a resolver

g|wn> = En|¢n>
involucra el hamiltoniano
H=H,+H,,
donde H'p es una perturbacion que resulta muy pequena frente a H, (mds adelante se aclarard qué significa

esta “pequeniez”). A menudo se toma entonces pr =AW ,con A 1. En el caso no degenerado, es decir hay solo

)

0 . .,
un estado |¢,) para cada autovalor ET(L , deseamos aproximar una solucion para el problema de autovalores

(Ho+AW) ) = Enlen) (25)

proponiendo
{ B, =EY + AEY + 29 + ...

[Un) = [dn) + ABS) + A21080) + ...

Representamos asi la correccién de orden j con el supraindice (j). Es importante notar que estas expansiones
no siempre convergen: la aproximacion resulta satisfactoria cuando para 07# A <1 los estados generados difieren
poco del caso A=0 (claramente esto dependerd de la estructura propia de W). Sustituyendo en (23])

(Bo+2) (160) + Aw0) + NPy + ... ) =
(E,(IO) +AEM 4+ X2E? +) <|¢n>+)\|¢7(3)> +>\2|¢,(,2)>+...) .

Como esto debe cumplirse para cualquier A pequeno y arbitrario, deben igualarse entonces los coeficientes de
cada potencia de \:

H|én) = B )

Ho i) + Wlgn) = EQ[p)) + B |¢,) (26)
H Py + Wiy = EQ 192y + E [0y + ED|6,) . (27)

Como |¢,) se parece a |¢y,), en lugar de la normalizacién habitual se impone la condicién
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que implica
para cualquier A < 1, es decir
(Snlti) = (GulP) = 0;
lo que esto significa es que |¢,,), que es la aproximacién de orden 0 para estimar |¢,,), es ortogonal a todas las
correcciones de orden superior.

Proyectando entonces (26]) sobre (¢,| vemos que la correccién de orden 1 para la autoenergia es

EW = (¢, |W|on) , o bien E,=EY + <¢n|ﬁp|¢n>

Para expandir \¢£Ll)> en términos de la base |¢,) seguimos el procedimiento habitual

) =" (SmlD) [dm) -

m#n

Al proyectar (28] sobre (¢,,| obtenemos los coeficientes de esta expansién

(G| W [dn)
(Pm M) = M ,

es decir que, a primer orden,

(G| Hyp|dn)
¥n) = [én) + D |Pm)

Para obtener la correccién de segundo orden proyectamos ahora (1) sobre {¢,| , valiéndonos de la ortogo-
nalidad entre |¢,) y \ng)% obteniendo
EP = (gnWe5") .

Reemplazando la expresiéon que obtuvimos para \1/17(11)% la estimacion para la autoenergia al segundo orden
resulta

(G| Hpl )|

, )
Ep = B + ($ul Hylén) + > St
m#n En” — Em

Es interesante notar que la correcciéon de segundo orden para la energia del estado fundamental siempre es
negativa (ya que todos los numeradores son positivos y los denominadores, negativos). Si bien se pueden buscar
correcciones superiores, en general con estas aproximaciones es suficiente en la mayoria de los casos de interés.

Mas adelante retomaremos los métodos perturbativos en el contexto de movimientos en tres dimensiones.

6.2. Método variacional

En algunas ocasiones la teoria de perturbaciones no resulta apropiada, por diferentes motivos: no es facil
pensar H como una pequena modificaciéon a un H, conocido, o porque resultan insuficientes las primeras
aproximaciones que pueden producirse. Mediante el método variacional pueden hallarse cotas superiores para
las autoenergias, en particular para el estado fundamental.

En este caso no queremos dar una solucién para la ecuacién de autovalores H|y) = E|¢), sino hallar una
cota superior para el valor de expectacion de H (lo mds préxima posible al valor verdadero) en un estado de
prueba [¢)) (no necesariamente normalizado)

(W1 H]v)
(W)

Si |¢) depende de algin pardametro o (o varios), E, también, y la idea es variar el pardmetro o para minimizar
ese valor de expectaciéon de manera que, alrededor de ese minimo,

EwE

§Ey=0.



38 6 METODOS APROXIMADOS

A continuacién veremos que esta siempre serd una cota superior para el verdadero autovalor de E en el estado
fundamental. Utilizando la base (ortonormal) |n) (por cierto desconocida) de autoestados de H (H |n)=E, |n))
podemos escribir

(WG H ) = (@) (n|H|p) = > En(n)(nlp) > E, > ($ln)(nl) = Eo(leh) ,

n

donde tuvimos en cuenta que E,, > E,. Vemos entonces que para cualquier |¢)) de prueba se cumple que
Ey, > E,.

De este modo, cuando tenemos alguna aproximacién razonable para el estado fundamental, dejando algun
pardmetro a de ajuste minimizamos Fy y obtenemos una cota superior para E,. Cuanto més adecuada sea
la funcién de prueba, mas cerca de la autoenergia del estado fundamental estard el valor de la cota. Una
vez obtenido el valor de E,, tomamos otra funcién de prueba [i1) ortogonal a la anterior, y excluyendo la
contribucién asociada con el estado fundamental, obtenemos con el mismo razonamiento una cota para FEi, y
asi sucesivamente con el resto de los niveles.

El buen desempeno de este método se debe a que siempre podemos pensar que nuestra eleccién del estado
de prueba para estimar el estado n-ésimo |n) puede escribirse como

) =In) +1le) ,  con (nfe) =0,

separando naturalmente una contribucién segin |n) y otra ortogonal; de este modo, el valor de expectacién para
la autoenergia de este estado resulta
(Y| H[Y)  En+(e[Hle) 2
= =E,+0(7).
@) (nln)+(ele)

Esto significa que un error en la estimacién para las autofunciones se traslada como una correccién cuadratica en
la autoenergia. Claramente, el método variacional no indica qué tipo de funcién de prueba es el mas adecuado:
en general conviene copiar resultados de situaciones conocidas y adaptarlas al problema de interés.

En la practica lo que hacemos es dejar pardametros libres en la funcién de onda de prueba y minimizar nuestra
estimacién de E,. Cuando la funcién de prueba tenga la dependencia funcional correcta, obtendremos el valor
exacto para la autoenergia.

Veamos el ejemplo de la caja de potencial

V(a:){ 0 silz|<a

oo szl >a

En este caso conocemos las soluciones exactas, en particular sabemos que para el estado fundamental

o(2) = —= cos E T
Yo(x) COS 5 y

Vva ° " 2m 4a?

Si no conociéramos la solucién, podriamos proponer una funcién de prueba par, con nodos solo en x =+a, como
th=a? — 2% (sin normalizar). En este estado el valor de expectacién resulta (ejercicio)

H
B, = WIHY) _ 1,0132E, ,

(W)

que, como vemos, es una aproximacién mas que adecuada.

1 (ms) _ h? w2

6.2.1. Meétodo de Rayleigh-Ritz

El método variacional puede aplicarse a sistemas en los que se desea estimar el espectro discreto utilizando
como funcién de prueba una combinacién lineal de n estados |i) (o ¢;(r) en la base coordenada) linealmente
independientes

|¢>=ZC¢‘7;>7 CiEC.
=1

Los elementos {|i)} suelen llamarse “base” de este subespacio n-dimensional de #, pudiendo elegirse un con-
junto no ortonormal. La mejor |¢) se determina mediante la optimizacién de los pardmetros {c;}, que son las
componentes de la funcién de prueba en este subespacio n-dimensional. En el caso en que elijamos una base
{|#)} ortonormal,

(i14) = / &r ¢3(r) d;(r) = b5 |
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podemos escribir el valor de expectacion en el estado de prueba

<§c§<j|)\ﬁ](§ci|¢>) zn:c;ijici

ij=1
Ew = = s

(gm)\(gQ Yo

donde H;;=(i|H|j) . Las condiciones de extremo para Ey, son

0Ly _ OBy

(‘30}f Y Jdc;

0 ih,wj=1,...n,
que resultan en un sistema de n ecuaciones con n incégnitas (ejercicio)

ZHijcj:Ed)ci (2:1,n) (28)

j=1
Estas pueden reescribirse como
n
> (Hij—Bybij)e; =0,
j=1

que es muy parecida a una ecuaciéon de autovalores: la solucién no trivial se garantiza exigiendo
det (H - wa) ~0,

equivalente a la ecuacién secular para las Ey correspondientes a las posibles soluciones de (28). En particular,

si {c;} son las componentes del estado [¢) asociado a la estimacién de autoenergia E y {&} las de )
correspondiente a la autoenergia E , podemos multiplicar por ¢} la andloga a (28)) asociada con ¢, y la conjugada
de la ([28) por é;, sumando luego sobre 4

n

n n n
2 * ~ ~§ * ~ § * ~ 2 : * ~
|:| CiHij Cj—E C; Ci CjHjiCi—E C; Ci I:l
i=1

i,j=1 i=1 i,j=1

(donde hacemos uso de la hermiticidad de H). Los miembros de la izquierda son idénticos, por lo que al restar
ambas igualdades obtenemos
0= (E7E> S aé,

i=1

de modo que para autovalores diferentes, las mejores funciones de prueba resultan ortogonales, ya que el tltimo
factor equivale a <»¢|@Z> Ademas, en el caso de alguna Ey degenerada, es posible encontrar una base ortogonal
en el subespacio generado por las autofunciones correspondientes, de modo que en todos los casos las mejores
funciones de prueba resultan ortogonales.

Puede mostrarse ademas que si las n raices E, de la ecuacién secular son diferentes y se ordenan en
orden creciente, estas resultan cotas superiores para las respectivas autoenergias verdaderas Ej (teorema de
Hylleraas-Undheim).

En el caso en que la base n-dimensional elegida {|i)} — {¢(r)} no sea ortogonal, vale el desarrollo anterior
con las salvedades correspondientes. Teniendo en cuenta la matriz de solapamiento (hermitiana) S conformada
por los productos escalares de los elementos de la base

el valor de expectacién resulta (ejercicio)

n

*
E CjHji C;

_ig=1
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Las condiciones de extremo para E, conducen nuevamente a un sistema de n ecuaciones con n incégnitas (otro
ejercicio)
n n
E Hij Cj :Ew E Sij Cj (’L: 1,7’?,) . (29)
Jj=1 Jj=1

En este caso para la solucién no trivial exigimos

det (1~ £48) = 0.

6.3. Método WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin)

Este método se aplica cuando intervienen potenciales que varian lentamente con las coordenadas: los au-
tovalores de H son grandes como para que la longitud de onda asociada a la particula sea mucho menor que
las distancias a lo largo de las cuales el potencial cambia notoriamente. La idea esencial entonces es extender
las soluciones de una particula en un potencial V' (z) constante, que conocemos explicitamente. Por un lado, si
E >V tendremos

2m(E - V)
. .

Cuando V' es constante la longitud de onda de de Broglie de la particula A=27/k es constante, pero cuando
V' cambia lentamente (poco a lo largo de varias A) es razonable pensar que 1(z) sigue siendo “casi sinusoidal”.
En el caso E<V las soluciones para V' constante son exponenciales

Y(z) = Apetie con k=

2m(V — E)

U(@) = Bee™® | con = -

Nuevamente, si V' es casi constante, () serd “casi exponencial”.

Introducimos entonces la forma general para la funcién de onda en 3 dimensiones

donde A representa la amplitud y S la fase de ¢; en el limite V(r)=cte, A=cte y S es lineal con r (ondas
planas o exponenciales reales). Considerando que se trata de correcciones pequeiias a la descripcién de particula
libre entonces seguimos pensando que A es casi constante y que S es casi lineal, es decir incluye términos no
lineales poco importantes. Con esta forma para 1) la ecuacién de Schrodinger separa la parte real y la imaginaria
como
V2A

A

(VS)? = 2m[E — V(r)] + h?

—V28 =2VS - V(In A)

El dltimo término de la primera igualdad es pequeno, por un lado porque esperamos que las variaciones relativas
de A no sean importantes, y ademés porque este es el tinico término acompafiado por /A2, de manera que podemos
despreciarlo frente a los otros.

En una dimensién estas ecuaciones se vuelven

j—i = ++/2m[E — V(z)]
2(%11“4 2m[E — V()] + d% 2mlE = V()] =g

De la primera ecuaciéon obtenemos

S(x) =4 [ dz’ /2m[E -V (2)],

y combinando ambas igualdades podemos escribir (ejercicio)

d (1. dS C
L cmE ima) =024 =
dz (2 dz ) v dS/dz

donde C' es una constante. Sustituyendo en la expresién para

= Cs X . z' p(z’ x)=+2m[E-V(z
o) = 3 s e (2 [ ax'ate) o) = VEmIE VG
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Como sabemos, p(z) es el impulso clasico; es decir, || o< 1/,/p, de manera que la densidad de probabilidad
1
|,¢|2 X =
p

exactamente como en el caso clasico, donde la probabilidad de hallar a una particula en alguna posicién es
inversamente proporcional a la velocidad con que pasa por alli.

Si tomamos uno de los términos de la suma anterior, vemos que la solucién general es oscilatoria cuando
E>V(z), ya que p(x) es real; por el contrario, cuando E <V (x), es decir en la regién prohibida en la clésica,
p(z) es imaginario y las soluciones son exponenciales reales. Aunque todo parece simple, en los puntos de retorno
cldsicos E—V () = 0, por lo cual p(z) se anula y en consecuencia la expresion anterior para 1) diverge. Volviendo
a la ecuacién de Schrodinger en términos de A y S (completa) vemos que las condiciones que impusimos (a
partir de V' “casi constante”) implican

< dis ’ = i L <1
dzx dz \ dS/dz ’

Como dS/dx = £p(z), esta condicién puede escribirse en términos de la longitud de onda de de Broglie

aalata)| <

lo cual evidentemente no puede cumplirse cerca de los puntos de retorno: la aproximacién resulta razona-
ble solo “lejos” de estos puntos. Para conectar las soluciones es necesario resolver la ecuacion de Schrodinger
en la vecindad de los puntos de retorno aproximando V' por una recta. Para el caso en que V# oo (no
hay paredes rigidas) nos concentramos en los estados ligados para un pozo de potencial como el de la fi-
gura. En el interior del pozo, indicado como (2), las soluciones serdn oscilatorias porque p(z) alli es real.

ds
[
‘ dz?

<1l

oN=—0r=— — 0N < A = ‘ dA(z)
dx

Aproximando cerca de x5,
V(z) =V(z2) + (@ —22) V'(z2) = E+ (x — 22) Fy , V(x)

donde la constante Fo =V'(x3) representa el valor ab-

soluto de la fuerza sobre la particula en el punto de

retorno clasico. La ecuacién de Schrodinger resulta en- E
tonces

2mF2
h2

1/3
sustituyendo y = ( ) (x — z2) resulta ! !

<2mF2)2/3 [dwy)

h2 dy2 - yw(y)] =0 )

cuyas soluciones son las funciones de Airy, las cuales pueden representarse como

1 [ 3
Ai(y):;/o dt cos<3+ty> .

Omitiendo detalles, la funcién de onda en el interior del pozo cerca de x5 resulta

Po(x) = C sen <f1'z /I2 d2’ p(z’) + Z) :

p(x)

del mismo modo, cerca de x; la funcién de onda se aproxima como

() = —2_ Sen<}1_z/: da’ p(a') + ”) .

(@) S,

|

Para que coincidan estas expresiones notemos que son de la forma
Cy senf = (5 senf
de modo que debe cumplirse

Gyl =[Ca| v 0+0=(n+1x - Cy=(—1)"Cs,
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es decir
T2

- 1 ’ A 1 _
7> . dx p(x)—<n+2>ﬂ', n=20,1,2,...

1

1

<H+§—

D |

Si integramos a lo largo de un periodo, es decir agregamos el regreso de xo a x1, vemos que los estados permitidos

para el sistema deben cumplir
1
%dxp(a:) = <n+2> h,

que es muy parecido a la regla de Bohr-Sommerfeld, excepto por la energia del estado fundamental (n=0).

7. Momento angular (basado en Merzbacher, Zettili, Griffiths, Shankar, etc.)

Al igual que en la mecénica clasica, el momento angular reviste una gran importancia en la cudntica. Su
conocimiento nos permite también en esta drea aprovechar las ventajas que ofrecen problemas con simetrias de
rotacion, que justamente aparecen en sistemas moleculares, atémicos y nucleares.

A partir del principio de correspondencia, el momento angular orbital para una particula queda definido por
L=7rxp=—ihir xV,
o bien, en coordenadas cartesianas
Lj = €jk0 L1 De s
donde nos valemos de la convencién de suma implicita para indices repetidos, y utilizamos el tensor completa-
mente antisimétrico (Levi-Civita)

1 si j, k,l es una permutacion par de x,y, z
ke =14 —1 si j,k,l es una permutacién impar de x,y, z
0 en cualquier otro caso

A partir de estas expresiones es directo verificar las relaciones de conmutacién
[Lj, Lk] = iheSjk-g Lz y [Lj, ik] = iﬁé‘jkg i‘g y [Lj,f)k] = iht’:‘jkg f)g (ejercicio).

Si bien acostumbramos a mostrar estas identidades en la base coordenada, es importante recordar que valen
como operadores, es decir, independientemente de la representacién que elijamos.

Las relaciones anteriores deben ser validas para cualquier momento angular J —no solo para el orbital,
asociado con la traslacién de una particula. A menudo las relaciones de conmutacién entre las componentes de
J se resumen como

Jx J=1ihdJ.
Las componentes J,, J, y J. no conmutan entre si, por lo cual no pueden diagonalizarse simultdneamente. En
cambio el operador escalar
7232, 52, 32
J=Jr+J;+ J;
conmuta con cualquiera de las componentes:

[j27jk]:0 (k:{E,y,Z)

Es directo demostrar que todos estos operadores son hermitianos (ejercicio). Podemos elegir diagonalizar si-
multdneamente J2 y alguna de las componentes Jy ; ; por convencion, elegimos J. . Identificamos los autovalores
de J? con el pardametro «, mientras que para los de J, utilizamos B ; entonces sefialamos como |«, 3) los
estados cudnticos de un 51stema —con respecto a estos dos operadores. Podemos escribir las correspondientes
ecuaciones de autovalores como

I, B) = BPale, B),  J.|a, B) = hB|a, B)

donde las respectivas constantes A2 y A se introducen por comodidad, de manera que « y 3 sean adimensionales.
Como siempre, tomamos los estados |, 3) ortonormales:

<alvﬁl|a75> = 50/& 6ﬁ’ﬁ .
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La simetria de las relaciones de conmutacién sugiere introducir —de manera semejante al desarrollo para el
oscilador arménico— los operadores J; (“subidor”) y J_ (“bajador”, definidos como

o= dotid,,
de donde R ) . R
s Jy+Jo s Jy—J
Jo= =5 Ty = 2%
Resulta directo mostrar las relaciones (ejercicio)

[(J2, 0] =0, [Ju,J]=2hJ., [J.,Ji]=+hJy,
y también (ejercicio también)
JpJo =2+ T2+ hd. =02~ J2+hJ,
JoJp=J2+Jt—h).=J*—Jt=hJ.
de donde
P dude v BEndo= g (B0 0 402

Estas identidades nos permiten ver como actian Jy sobre los autovectores |cr, B) . Por ejemplo, si aplicamos J,
sobre el ket Ji|a, B),

J. (Jel §)) = (Jaud £ hds) o, 8) = BB+ 1) (ila, B))
vemos que (ji|oz, B)) es también autoestado de J, , con autovalor A( £ 1). Analogamente

2 (Tiles B)) = Jud?la, B) = na (Jila, B))
lo que significa que ji no afecta el niimero cuantico a. Podemos resumir estas dos condiciones como
Jela, B) = Cigla, B£1) (30)

donde C’i[B es una constante de normalizacién.

A partir de estos resultados pueden inferirse varias conclusiones acerca de los autovalores o y 5. Por ejemplo,
como J? es un operador definido positivo, es decir

{, 8%, B) = WPa = ||z |, B) 11 + 1y v, B) I° + |1z v, B) [1* > 0,

debe cumplirse
a>0.

Por otro lado,
(e 8] (72 = J2) |, B) = W2 = B2) = |l el ) 2+ 1y e B) 12 2 0,
de donde concluimos que hay una cota superior para el valor absoluto de los autovalores de J.

B <a.

Entonces habra un P para el cual j+|0é,/8méx>:07 porque no puede seguir subiendo el valor de . Esto
significa que al aplicar J_J; sobre |, Bmsx) tendremos

0= j—j+‘aaﬂnléx> = (j2 - jz2 - hjz) |O‘aﬁméx> = h2 (04 - 121131)( - ﬂméx) |O‘7Bméx> )

es decir
a = Bméx (/Bméx + 1) .

Un razonamiento similar nos conduce a que habra una cota inferior By, , y de manera analoga, al aplicar
J_ sobre ese estado obtenemos el vector nulo; por lo tanto la aplicacién de JJ_ sobre |a, Bmin) nos lleva a

o = ﬂml’n (ﬁmin - 1) .

"0 utilizando la convencién de Gibbs-Doofenschmirtz, “eleva-inadorr” y “desciende-inadorr.” ’%
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Comparando con la expresion anterior, debe cumplirse

Bml’n = 7ﬂméx .

Si aplicamos sucesivamente J_ a |a, Smsx) en algin momento habremos llegado al minimo valor Sy, ; lamando
n al niumero de veces que es necesaria esta operacién, relacionamos ambos valores extremos

Bnn’n +n= ﬂméx .

Combinando las condiciones anteriores, concluimos que

n .
Bméx—§:]7

donde j serd entonces un ndmero entero o semientero (no negativo, recuérdalo). Sintetizando,
a=jG+1) y B=m=—j,—j+1,...,5-1,j

y las ecuaciones de autovalores (adecuando la notacion |a, 8) — |7, m))

J2j,m) =h25 (G +1)|j,m) ; J.|j,m) = hm|j,m) , —j<m<j (entero o semientero).

Volviendo a la relacién (B0), que ahora escribimos
Jeljm) = C5 [jm £ 1),
planteamos ahora la condicién de normalizacién, por ejemplo para (j+| Js m))
(<j7m|j+T)’(j+|ja m)) = [Cjml|* .

Recordando que J,f=J_,

G P =GomlI_Jeljm) =[G+ —mm+1)] =  CL =h/iG+1)-m(m+1),

donde descartamos la fase ya que es arbitraria. Del mismo modo para el caso de aplicar J_ encontramos

Cirn=h\j(j+1)—m(m—1).

La accién de Ji sobre |j,m) se resume entonces como

Jelj,m)y =h/j(G+1) —mm=E1)[jm*1), (31)

o bien

Jelj,m) =h/(GFm)(GEm+1)|j,m=E1),

Esto nos permite a su vez evaluar los valores de expectacién para las componentes J, y Jy

VG =mG+m D lm+ 1)+ VG mG —m+ 1) lom —1)]

Joljm) = % (Fe 7Yl = 5

VGG A m A D lm 1)~ G m)G—m+ 1 lm —1)].

. 1.y
Jylj,m>=Z(J+—J7)|J,m>=Z

Como los {|j,m)} conforman una base ortonormal, en cualquier estado |j,m) se cumple entonces
<JZE> = <JTI> =0,

es decir que en los estados para los cuales estan perfectamente definidos (j By (jz> (sus autovectores), las

componentes (J;) y (J,) estdn absolutamente indeterminadas. En virtud de que los |j,m) son autoestados de
(J?) y (J.) sabemos que los valores de expectacién para el médulo de J y J, son
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J./h
\/ﬁ:h\/j(jﬂ) y (J.)=hm. VB |
2 1
Entonces la cuantizacion del momento angular se traduce en primer lugar )
en el hecho de que solo algunos valores estaran permitidos al medir el
moédulo de J y lo mismo ocurrird al determinar la proyeccién J, sobre el 1

eje z; pero a su vez esto implica que cualquier determinacién experimental
de J, ode J, en promedio resultara 0, aun cuando el valor de expectacién

de J2 —&—JE esta bien definido. A menudo suele recurrirse a una visualizacién
semiclésica, que sugiere que el vector momento angular rota alrededor del
eje z, en un cono de apertura fija; de este modo tanto (J2) como (.J,) -1

estan perfectamente definidos, mientras que el valor de expectacién sobre

el plano z-y tendria médulo fijo. En el esquema de la figura se representa

el caso para j=2, es decir hv/6 para el médulo de J.

7.1. Momento angular orbital

Para el caso especifico del momento angular orbital L=—ih# x V asociado con la traslacion de una particula,
en muchos casos resulta conveniente escribir los operadores en coordenadas esféricas. Como sabemos, el operador
V en términos de las coordenadas r,0 y ¢ se escribe

0 10 . 1 0

v ~or +69;% +e“0r senf dp

de manera que las componentes del momento angular resultan (ejercicio)

L, =ih (sengoge + cos @ cotg 95@0) ,

L, =ih (— cos @% + sen ¢ cotg 93) ,
¥

Por otro lado

A 1 0 0 1 02
I[? = —p? — 0— —| -
Len 6 00 (sen 89) + sen? 6(,02]
Como vemos, L. y L2 operan sobre las coordenadas angulares 6 y ¢. Sugestivamente, llamamos Y,;" a las
componentes de los autovectores |[¢,m) de estos operadores en la base (6, )

Y™ (0, 0) = (0, plt,m) .

Las ecuaciones de autovalores entonces se escriben

2y m 2 m 1 0 0 1 82 m m
L7Y[™0,9) =h (L +1)Y"(0,0) = senf—- | + Y"(0,0) = —L(t+1)Y,"(0, )

sen 0 90 o0 sen? f 9?2
' 0
L.Y"(0,¢) =mhY,"(0,¢) = %Y—Zm(e’@) =imY;"(0,¢) .

La forma de estas ecuaciones sugiere la separacién Y;"(6, ¢)=Q(6) F(¢), obteniendo directamente la solucién
parcial 4
P(g) = eime

con la condicién de continuidad y univaluacién para la funcién de onda, lo que se traduce en la condicién
de periodicidad F(p+27)=F(yp), de modo que m solo puede ser entero; como ademds sabemos que m =
—4,—0+1,...,0—1,¢, concluimos que también ¢ debe ser un entero (no negativo). Sustituyendo este resultado
para F'(p) en la ecuacién de autovalores para L? obtenemos la conocida ecuacién diferencial de Legendre

Lenﬁ(%‘ <sen069> T sen2d +e+1)| Q) =0,
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cuyas soluciones Q(6)=P;"(cos ) son las funciones asociadas de Legendre

m iml/2 dI™ Py(z)
P = (1) S

) (=1)¢ . ditml(sen? 9)
o bien P (cosf) = 571 sen™! 9 ~d(cos O)cTTmI

definidas a partir de los afiorados polinomios de Legendre (férmula de Rodrigues)

1 dfz?—-1)*

(=1)¢ d*(sen? )
2001 dxt ’ ’

Pi(z) = 264! d(cos )t

Py(cosb) =

Estos polinomios tienen paridad definida
Py(—z) = (1) Pu() ,
y la relacién de cierre o completitud de los P, se escribe

100
522“1& ) Py(z) = 6(x — ') .
£=0

Los primeros de ellos son

1 1
Py(x) =1, Py(z)= 5(3952 —1), Px)= g(353;4 —302% +3),

1 1
P(z)=z, Ps(z)= 5(5x3 —3z), Ps(x)= §(63m5 — 702 4 157) .

A menudo utilizamos diferentes relaciones de recurrencia, por ejemplo,

(l4+1)Pryq(x) = 20+ 1)z Py(x) =L Py () ,

(1 - 2?) dl:ff) = 0P\ (2) — 2 Py(2)

Las Pj*(cosf) (m> 0) son polinomios de orden (/{—m) en cosé, multiplicados por sen™ 6, y tienen ({—m)
raices reales en el intervalo [—1,1]. También tienen paridad definida

Pl(—z) = (*DHm P (z),

y satisfacen la relacion

+1 2 ((+m)
dx P"(z) Pl (x) = 75 /
[ e P P ) = g (e b

Es fécil ver que
P)(z) = Py(x) ; PL= (20— 1)1 - 2)¥? .

Retomando la expresién para la solucién de las autofunciones para L. y 12
Y™ (0, 0) = Apn P (cos6) €™,

resta hallar la constante Ay, imponiendo la condicién de normalizacién

27 T «
/ dg / df sen® {1@’7’(0,@} YI(0,9) = 8014 Ot
0 0

Dejando los detalles como ejercicio, encontramos Ay, y sustituimos en la expresién anterior, de modo que la
expresion final para los arménicos esféricos Y™ (6, ) resulta

Y (6.0) = (1) \/ EEDIE :3: PI(c036) 6

Partiendo de la relacién de completitud de los |[¢,m)

oo m=-+~

S lemyem| =1,

£=0 m=—/¢
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podemos buscar el elemento de matriz 0, ¢; €', ¢’ como es habitual, proyectando hacia la derecha sobre |6, ")
y hacia la izquierda sobre (6, |, obteniendo

oo m=+~
1
Yy ymg . o * o o
;;z ¢"(0,0) V0, ] = 25 00 = 0) (e = )

(en algunos textos el miembro de la derecha se condensa como 6(é, — €.)).

Con estos elementos podemos demostrar el teorema aditivo (ejercicio)

m=-+£

> YO e) YL e

m=—/

2041

Py(cosa)

donde « es el dngulo entre las direcciones (0, ¢) y (0',¢"), es decir cos a=cos 8 cos §'+sen  sen 6’ cos(p — ¢').
Ademsds es directo mostrar la relacién

Y (0,0) = (=)™ [V (0, 0)]

y también que los arménicos esféricos son autofunciones del operador paridad con autovalor (—1)*

PY(0,0) =Y (r — 0,0 +m) = (1) Y,"(0,¢) .

7.2. Rotaciones y momento angular

Al escribir las componentes del momento angular orbital en esféricas, la expresion (B2])

L, = —iha— )
dp
habia atraido notoriamente nuestra atencién, no solo por su simplicidad, sino porque habiamos encontrado
reminiscencias de la expresién que relaciona p, con la coordenada x. Del mismo modo que en la seccién §4.5]
veremos a continuacién que el generador de rotaciones, alrededor del eje z en particular, es —L, /h. Para ello
pensamos en el efecto que debe tener el operador que impone rotaciones infinitesimales de magnitud d¢ en un
estado arbitrario |¢)) descripto en la base de coordenadas esféricas:

U&p w(rﬁ,sﬁ) — 7/1(7”797<P+ 590) .

Al rotar el sistema en el estado [¢), cada una de las componentes de este vector en el espacio de Hilbert se llevan
“hacia delante” un dngulo d¢, de modo que si analizamos lo que queda en el casillero (r, 8, ¢), alli encontramos
lo que fue traido desde (r, 8, — d¢p), es decir

. 0
(r,6,61 (U3 1)) =0(r, 6,0~ 69) = Y1, 6,0) ~ B 2| =1b(r,6,9)

7,0,

7 o
- ﬁ&ﬁ L.y
= <j - %5§0 EZ) 1/’(7"79790) )

es decir .
. ~ 1 ~
U&p =1- ﬁé@[/z .

En el caso de una rotacién finita, siguiendo el mismo razonamiento de nuestros dias de gloria, tendremos

A menudo se suele condensar la notacién escribiendo el vector ¢ = p k para indicar la rotacién alrededor de un
vector unitario —en este caso k— siguiendo la regla de la mano derecha para el sentido de giro; para nuestro
ejemplo entonces

Claramente la eleccién del eje de rotacién es arbitraria, de modo que esta relacién se mantiene para cualquier
rotacion a=an alrededor de un vector unitario n
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En virtud de que las componentes de L son hermitianas, U, serd naturalmente un operador unitario. Para
ver cémo se transforman los operadores ante estas transformaciones unitarias que son las rotaciones, definimos
P'(r) = Uat(r), y a partir de la relacién

Ua (Av(r) = Av/(r)

seguimos el procedimiento de intercalar Ul U, = I entre A y (r)
(Ua ATL) (Tavir) = A 0(").
de manera que, como habiamos senalado en §3.5] el operador A en el sistema rotado se escribe
A =0, AU
SiU corresponde a una rotacién infinitesimal arbitraria

Usa = (f—-;6a~ﬁ> , (33)

desarrollando hasta el primer orden obtenemos (ejercicio)
P

A= A—
h

donde recurrimos a la convencion de suma implicita cuando escribimos indices repetidos.

oo [Lj, A], (34)

Los operadores escalares son invariantes ante rotaciones, es decir A = /1, lo que segun ([B4]) implica
[L;,A]=0, j=1,2,3.
Son ejemplos de operadores escalares L2 , p*> y cuando una particula evoluciona en un potencial central V (r),

también es un operador escalar el hamiltoniano H = p2/(2m) + V(r) (ejercicios).

Un operador A de tres componentes (A, A,, A,) es un operador vectorial si ante rotaciones sus valores
de expectacién se transforman lcomo un vector de R?. Para una rotacién infinitesimal arbitraria (B3] en dc,
tomando [¢)") =Usq |t0) [debe entonces cumplirse

W AW) = W Alg) +da x (¢ Aly) .
Esta relacién debe cumplirse para cualquier |1}, de manera que para las componentes A}, esta identidad implica
<f + ;(50é]f/j> Ak (j — ;50égi/g> = Ak + Ekje (50@%1[ ,
es decir,
:
h

Teniendo en cuenta que esto debe valer para da arbitrario, entonces un operador es vectorial cuando sus
componentes cumplen la condicién

[ﬁj,fik} davj = exjeda Ay

[Aj, [Azk] = ih&‘j}d Ag .

Es directo verificar que los operadores i/, 7 y p son ejemplos de operadores vectoriales.

En muchas situaciones resulta 1til representar matricialmente los operadores momento angular. Como siem-
pre, pensamos los kets |7, m) como vectores columna, y para construir las matrices correspondientes notamos que
para cada autovalor de J2 (j) tenemos un subespacio de Hilbert asociado, en el cual la relacién de completitud
se expresa

m=j
S im)Goml = 1.
m=—j
Los elementos de matriz de J2 y J. se obtienen directamente, pues
(G| T2 G,m) = P20+ 1) 6 Srn s (|l m) = han by S -

Este resultado es obvio, ya que el problema de autovalores nos llevé a encontrar un conjunto completo de
autovectores, y al mismo tiempo diagonalizamos los operadores J? y .J, .


https://www.famaf.unc.edu.ar/~gcas/mecanica/clases/node20.html
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También vimos algo sobre los elementos de matriz de Jy : segin (B1) tienen ceros en la diagonal y elementos
no nulos en las primeras subdiagonales. Algo similar ocurre con J; y J,, pues son combinaciones de J :

<.7/7ml|Jz|]vm> = 5 [\/](] + 1) - m(m + 1) §m’,m+1 + \/j(J + 1) - m(m - 1) 5m’,m71] 5j’,j )

G|y lm) = 5= V3G + 1) = mm+ 1) s = V3G + D) = mlm = 1) bt | 3 -

8. Problemas en tres dimensiones (basado en Merzbacher, Zettili, Griffiths, Shankar)

Como vimos anteriormente, la ecuacion de Schrodinger en 3 dimensiones

n?_, L 0Y(r,t)
fﬂv U(r,t)+V(r)¥(r,t) = ZhT

es separable, y la evolucién temporal puede escribirse a partir de las soluciones estacionarias ¢ (r) . En el caso
en que la simetria sea adecuada para utilizar coordenadas cartesianas se puede expresar el potencial como

y como en la energia cinética interviene
P =y + by, + D2,
la solucién del problema se torna naturalmente separable; entonces, proponiendo
¥(r) = X(2)Y(y) Z(2)
llegamos a una ecuacion diferencial para cada componente
h? 0?X (z
maxg) + Ve(2) X (2) = By X (2)

(andlogamente para Y(y) y Z(z)). Los autovalores para la energia de nuestro sistema seran
E=E,+E,+E.,

de manera que en este caso tendremos tres problemas independientes en una dimension, y solo se complementan
para determinar los autovalores E. Este es el caso de una particula libre, cuya solucién en una dimensién ya
hemos dominado con destreza e hidalguia, y en tres dimensiones resulta

1 e 1 1
= e'e e
V2T V2m V2m
Otro ejemplo en esta simetria es el pozo de potencial cartesiano, para el cual podemos separar la solucién

en cada coordenada, como habiamos hecho en el capituloll Y también se enmarca en este contexto el oscilador
armoénico isotropico de masa p y frecuencia w, para el cual

eikyy thez _ 1 6ik~7‘
(27’(’)3/2

U(z,y,2)

2 2
w w
V() =V() =5 = @y 422
Cada grado de libertad contribuye con un oscilador unidimensional independiente, para el cual ya conocemos
las soluciones, de modo que las autoenergias pueden escribirse como

3
E, =hw (n + ) ,

2
donde n es un entero no negativo, que resulta de sumar los tres nimeros cuanticos de los respectivos osciladores;
puede mostrarse que la degeneracién de cada energia es

n+1)(n+2 L
gn = % (ejercicio).
El oscilador arménico isotropico es también un ejemplo de potencial central, es decir con simetria de rotacion.

En estos casos se pone en evidencia la utilidad de los desarrollos anteriores acerca de las autofunciones de L2
(y L. ), en particular porque como anticipamos, [H, L?]=0.
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8.1. Movimiento en un potencial central

Al escribir el término de la energfa cinética, en el operador laplaciano en coordenadas esféricas L? aparece
naturalmente explicitado

h% o 0 1. h? 92 1.
2g2_ WO [0\ 1lso R7O7 1z
v T 20 (T 5T>+T2L 2 5‘r2(r )+r2L ’

pues habiamos visto que

A 1 0 0 1 02
L? = -h? — 0— —| -
Len 6 00 (sen 80) T enZo &pJ
Aligual que en mecénica clésica, tratamos de aprovechar la simetria del problema a través de las componentes

del momento angular, para transformarlo en un problema en una dimensién segin la coordenada radial. En la
cudntica la no-conmutatividad entre r y p modifica su relacién con L?, ya que por definicién

72 § :AQ ~ ~
L= Lj = Ejkt Tk Pt Ejmn Tm Pn
J

(siempre sumando sobre indices repetidos) y utilizando la identidad €;5e€ mn = 0k m0e,n — Ok, nde,m Obtenemos
(ejercicio)
2= — (r-p)? +in(r-p).

Teniendo presente que (r/r) - p = €, - p = —ihd/Idr podemos escribir
1., B[/ 0\ 0

~2 _ 7L2 = > >

b r2 2 |\"ar * "or

0 1
ArE_.h a._ - )
p ! <8T+r>

que cumple la relacién de conmutacién [7, p,.| =ihl, recuperamos una relacién similar a la cldsica

)

de manera que si definimos

Como es usual, el ultimo término se asocia con la energfa cinética de rotacion, a veces también llamada energia
centrifuga.

Al separar variables en un caso general,

U(r,0,¢) = R(r) Y™ (0,¢) , (35)

de antemano sabemos que las soluciones correspondientes a la parte angular son los armonicos esféricos. Justa-
mente esta es la ventaja de que el hamiltoniano de un potencial central conmute con L2 y L, , pues podemos
elegir autofunciones comunes a los tres operadores. Reemplazando [B5]) en la ecuacién de Schrodinger indepen-
diente del tiempo

hQ
“on V2(r,0,0) + V(r)(r,0,0) = E¢(r,0, )

2 2 2
[;M (jﬂ + ii) " “2(/5;1) " V(T)] R(r) = ER(r) . (36)

Vemos que E puede depender de ¢, ademas de los niimeros cudnticos n que surjan de esta ecuacién diferencial
para cada £; sin embargo, sabemos que no dependeran del nimero cudntico m asociado a los autovalores de
L. . Denotamos entonces a los autovalores del hamiltoniano como E,,, .

obtenemos

Sustituyendo R(r)=wu(r)/r y notando que

d? 2d 1d ulr) 1 du(r)
(w*w)R(r)(rdﬁ) P A

llegamos a la ecuacion radial reducida

R A2 R+ 1)
_meer by —E, .
{ 2u dr? 212 (T)] u(r) e u(r)
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Pensando entonces el problema en una sola dimensién, el término correspondiente a los autovalores de L2

contribuye al potencial efectivo

B2 0(0+1)

Ver=V(ir)+ ———=
ef ( )+ 9 ,u?"2

con un término repulsivo, el potencial centrifugo.

La condicién de normalizacion de las soluciones
[ = [l =1
0

implica que

Ju(r)] <

a
WOl S e >0,

es decir, u debe decaer més réapidamente que 1/4/r para r — oo. Por otro lado, la continuidad de ¢ en
r=0 impone que ©(0) =0, como si en un problema unidimensional hubiera una pared infinita que restringe el
movimiento de la particula.

En el caso de un problema de interaccién entre dos cuerpos, como V' — 0, para que haya estados ligados debe
r—00

cumplirse que V(r) <0, al menos en cierto rango de r, ya que el término centrifugo es justamente repulsivo.

La particula libre puede tomarse como un caso de potencial central, ya que V' =0 evidentemente tiene simetria
rotacional. Ya sabemos de nuestros analisis anteriores que los autovalores del hamiltoniano seran positivos, y
siguiendo nuestra notacién previa definimos el parametro real k& de modo que k*=2uF/h?. Agrupando en la
ecuacion radial reducida obtenemos

d? L+ 1)
— k- lu(r)=0,
[er r2 ()

y sustituyendo p = kr i
[_(Ciip2 + 4({;1)} Ulp)=Ulp) [=ulr)].

Del mismo modo, definiendo Q(p) = R(r), llegamos a la ecuacién de Bessel esférica

d2Q 2dQ 0 +1)
e rad e Sl LY

cuya solucion general
Qe(p) = A¢je(p) + Bene(p)

es una combinacion lineal de las funciones esféricas de Bessel de orden ¢

- (35 (39

y las funciones esféricas de Neumann de orden ¢

ne(p) = (=p)* ([1) gp)é (CO;p) |

Los comportamientos extremos de estas funciones son

, 200, (20)!
1: > ~ — -+
p< je(p) air’ ne(p) St 1P ;
) 1 r 1 lr
p>1: JZ(P)psen<P2> . ne(ﬂ)pCOS(P2> .

Como las ny divergen para p—0 (r—0), para la descripcién de la particula libre solo queda

Yiem (T, 0, 90) = jg(k?") Ylm(eﬂ 90) .

Las autoenergias Ej = h?k?/(2u) toman valores continuos, y son infinitamente degeneradas, ya que cualquier
orientacién ({£,m}) es compatible con cada una de ellas. Estas soluciones deberian corresponderse con las que
hallamos en cartesianas. Por ejemplo, debemos poder representar

9] 4
Gik.T = Z Z Apm ]g(kT‘) Yém(g,gp) )

=0 m=—¢
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ya que los jp y los Y, expanden el espacio de Hilbert de las posibles soluciones. En el caso de una onda plana en
la direccién z >0, k=k é, , y como entonces la funcién de onda no dependerd de ¢, solo subsisten los términos
con m=0 y se puede mostrar que

eikrc0s0 — ZZZ (26 + 1)]6(":7') PZ(COS 0) .
£=0

Esta relacién resultard particularmente ttil para estudiar problemas de dispersién de particulas (“scattering”).
La representacion de la onda plana como e’* 7 nos da informacién acerca de la energfa y del estado de
impulso p, pero nada sobre L? y L, ; en cambio en la forma j,(kr) Y, (6, ) tenemos informacién acerca de la
energia, L? y L, , pero nada sobre p.

A menudo se recurre a las funciones esféricas de Hankel de primera y segunda especie

1 . . 2 . . 1 *
B (p) = Gelo) +ina(p) . P (0) = jelp) —imelp) (= [P (0)])
cuyo comportamiento para valores grandes de p es

hgl)(p ~ L ilotn/2) hg2>(p) ~ L —ilo—tn/2)

p—oo P p—_>oo P
Justamente en el problema del pozo esférico de potencial
V(r)=V,[0(r —a)—1] (Vo,a > 0),

es conveniente utilizar las hy al analizar los estados ligados (E < 0, p imaginario) para r > a ya que solo

sobreviven las hg ). Por otro lado, la continuidad de 1) y ¥’ en r=a impone para las energias permitidas una
condicién similar a la del caso unidimensional, que involucra una ecuacién trascendente (ejercicio).

Retomando el caso del oscilador arménico isotréopico, ahora plantedndolo como un problema de potencial
central, podemos reemplazar el potencial
2
w
V(r)=""—r?
2
en la ecuacién radial ([B6]), obteniendo en este caso la ecuacién de Laguerre (ejercicio), cuyas soluciones son los
polinomios asociados de Laguerre. Este enfoque nos lleva a encontrar las autoenergias y sus correspondientes de-
generaciones, afortunadamente coincidentes con los resultados obtenidos mediante la separacion en coordenadas
cartesianas.

Esté claro que para cualquier potencial central, las soluciones relacionadas con la dependencia angular seran
los arménicos esféricos Y, (6, ¢), autofunciones de L2 y L. . Los estados con £=0 se denominan “orbitales s”;
los de £=1, “orbitales p”; los de £=2, “orbitales d”; los de £=3, “orbitales f”, etc. Los diagramas polares que
representan estos orbitales ilustran el grado de simetria correspondiente a cada caso.

Como Y, ™(0, ) = (—1)™ [Y;"(0,¢)]", es obvio que los diagramas para los orbitales (¢,m) y (¢,—m) son
iguales; sin embargo, las combinaciones de distintos orbitales son sumamente importantes, ya que proveen herra-
mientas diferentes. Por ejemplo, el orbital p, = Y representa un estado distribuido simétricamente alrededor del
eje z, mientras que para obtener simetria de rotacién alrededor de los ejes = e y recurrimos a las combinaciones

1 1

_ 3
px:ﬁ(yl —5/1 1): ESBHGCOS()D
1 1 1 3
py:fﬁ (Y+yh) = Esen@sengo

(Tomado de Schwabl)




8.2 El atomo de hidrégeno 53

8.2. El atomo de hidrégeno

Un electrén interactuando con un protén en un atomo de hidrégeno puede describirse como un problema
de dos cuerpos, separando el movimiento del centro de masa del movimiento relativo entre ellas. Como la masa
del proton es 1835 veces mayor que la del electron, el centro de masa practicamente coincide con la posicién
del protén, mientras que la masa reducida del sistema es casi idéntica a la del electrén. Por este motivo, lo
habitual es ignorar el movimiento del &tomo como un todo y solo considerar el electrén bajo la acciéon de un
potencial central. El campo coulombiano sobre el electrén es V(r)=—e?/r, donde e es la carga del electrén y
r, la distancia entre ambas particulas. La ecuacion radial reducida se escribe entonces

h? d2 R2(0+1) e

- 2 =F .
24 dr? * 272 r u(r) u(r)

Para estudiar los estados ligados (E <0), el andlisis de las tendencias asintéticas (ejercicio) nos lleva a proponer
la solucién

u(p) = pre P w(p)

donde definimos p=~r, con y=+/—2uFE /kh. Con esta sustitucién se llega a la ecuacién diferencial de Laguerre
para w(p), donde las soluciones vélidas para el orden N de los polinomios asociados de Laguerre impone una
condicion sobre los valores de E' posibles

_VEBE e L g ml
h RA(N+L+1) " 2R2n2

El numero cudntico radial N nos permite definir el nimero cudntico principal n = N + £ + 1. Los valores
permitidos para el momento angular correspondientes a cada valor de n son

(=0,1,2,...,n—1, es decir, n valores posibles,

mientras que para cada ¢ ya sabiamos que hay 2/+1 valores posibles de m; entonces la degeneracion correspon-
diente a cada valor de F,, es

— (n—1)n

gn:Z(2£+1):2T+n:n2.

£=0

Vale la pena enfatizar que a pesar de que en la ecuacion radial aparece el nimero cudntico orbital e incide
sobre las soluciones radiales, las autoenergias no dependen de £. Las funciones radiales quedan entonces

Ru(r) = Wr(r) = \/ (HinE(n i) Lgﬁl E(annyf e 25 2m)

(como habfamos previsto, no dependen del ntimero cudntico m ). Recordemos que los polinomios asociados de
Laguerre L;(a:) , en el caso en que s es entero, se obtienen derivando los polinomios de Laguerre L,(z)

s s
Lq(‘r) = @Lq(l‘) )

y también pueden obtenerse mediante la relaciénl]

ds d?
s _ x —T g
Li(z) = e (e it v ) .

Aqui se pone en evidencia que el orden de los polinomios que intervienen en la funcién de onda radial es
n—4{—1=N. A partir de las propiedades de los Lfﬁ'}, inferimos que las funciones R,y tienen n — ¢ — 1 nodos
con r>0.

Las autoenergias suelen escribirse en términos del radio de Bohr

h2
ap=—5 =0,529 x 10" cm = 0,529 A
ue

o bien de la constante de estructura fina de Sommerfeld (adimensional)

_62_ 1
T he T 137,037

'Es importante recordar que en la literatura se utilizan diferentes notaciones.
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es decir
5o e? B uc? a pe
" 2a,m2 2 n2 2R2n2

2

A partir de las autofunciones ¥em (7,8, 9) = Rpe(r) Y™ (6, ¢) puede computarse la probabilidad de hallar
al electrén en un entorno (dr, dQ2) centrado en (7,6, ) como |[tnem (7,0, 9)|? r? drdS2. Las primeras funciones
radiales para un dtomo hidrogenoide con Z protones en su niticleo son:

7\ 3/2
n=1, £=0: capa K, orbital s, Rip(r) =2 <> e Zr/ao

Qo

7\ A
n=2, £=0: capa L, orbital s, Rop(r) =2 ( > (1 — T) e~/ (2a0)
2a, 2a,

1 (ZN\Pzr
£=1: capa L, orbitales p, Roi(r)=— ( ) ZT = 2r/(2a0)

2a,

\/§ Qo
Z\*? 2Zr  22r)?] _,
n=3, £=0: capa M, orbital s, Rso(r) =2 (3a0> [1 " 3a 27&(%} e %r/(3a0)
W2 ZN\"? z Z
£=1: capa M, orbitales p , Rsi(r) = i 1— 20 = 2r/(a0)
3 3ao 3ao 6ao

w2 [ Z N\ zr\?
£=2: capa M, orbitales d , Rip(r) = —— 20 e Zr/(3a0)
P 32(r) 275 (3a0> (ao)

8.3. Efecto de campos magnéticos en un potencial central

Consideramos ahora una particula de masa p y carga ¢ sometida a un potencial central V(r) y ademds a
un campo magnético B uniforme. Como sabemos de la clasica, podemos escribir el potencial vector

1
A=-Bxr,
2

ya que, invocando la identidad C x (D x E)=D(C - E) — E(C - D) (cuidando el ordenamiento), se cumple

VXA:%VXwXﬂ: wa%m—u$Wﬂ=%pB—sz.

DN | =

Como es habitual, recurrimos a la transformacién canénica que nos permite reemplazar
q
p—op-_A,

de manera que escribimos

- (p—?A)QJrV(r) v - L pAsAp) 4L a2
24 c 24 2uc 2uc2”
Notemos que los dos primeros términos del miembro de la derecha corresponden al hamiltoniano H » €n ausencia
de campo. Recordando la relacién (I2))

o0 df(@)
[pmaf(x)] = _ZHT )

podemos demostrar
p-A—A-p=—ih(V-A).

Como en nuestro caso V- A =0 (gauge de Coulomb), A-p=p- A; ademds

Ap=(Bxr)p= B (rxp)=;B L

Asi resulta
2 2

S T T
H=H,—-—B-L A“=H,— -B
2uc + 2puc? Br + 2uc?

A2

donde hemos definido el momento dipolar magnético orbital fi7, = gL /(2uc), que surge como consecuencia del
movimiento orbital de la particula cerca del centro del potencial. Como veremos mas adelante, el momento


https://www.famaf.unc.edu.ar/~gcas/mecanica/clases/node47.html
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angular intrinseco también interviene en la interaccion con el campo magnético externo, aunque aqui estamos
omitiendo ese efecto.

Teniendo en cuenta que
(CxD) (ExF)=(C-E)D-F)—(C-F)D-E),

reescribimos

A2:i(er)'(er):i[B2T2_(B'r)2] ,

de manera que el hamiltoniano queda

Efecto Zeeman normal

Si un atomo de hidrégeno se ubica en un campo magnético, sus niveles de energia se desplazan. Este
)
corrimiento se denomina “efecto Zeeman normal”; cuando en el andlisis se incluye ademas el momento intrinseco
de la particula (espin), se describe el “efecto Zeeman anémalo”.

Elegimos aqui el campo en la direccién z, es decir B=Bé, , y consideramos el atomo de hidrégeno, es decir
q=—ey V(r)=—e?/r. Como B -r= Bz, la expresion anterior se escribe

- 1 e2  eB . e?B?
H=_—p*—— 4+ _—1L S Tal I
2up T +2,uc Z+8M62 (2" +v7)

El dltimo término resulta muy pequeno frente al segundo, por lo que puede despreciarse para el caso de un
4tomo aisladd]. Entonces el hamiltoniano de nuestra particula se reduce a

. . B .
=M,+"20,
h
donde definimos el magnetén de Bohr
U = ch _ 9,274 x 10724 J_ 5,7884 x 107 v .
2uc T

Analizando la magnitud del dltimo término al aplicar campos intensos (=~ 1 T), vemos que las autoenergias del
atomo de hidrégeno sin campo son mucho mayores que lo que este sumando involucra, por lo que resulta muy
apropiado el uso del método perturbativo que presentamos en la seccién §6.11 Para ello empleamos las soluciones
|ném) del dtomo de hidrégeno sin campo, que son también autofunciones de L? y L, , por lo que resulta muy
simple computar las autoenergias de H , resultando

N . B -
(ném| H [ném) = (nfm| H, Infm) + ﬂBT (ném| L, Inm) < Enpm=E, +mupB,

donde las E? = —pe?/(2h?n?) son las autoenergias de H, (sin campo). Vemos entonces que, si bien las au-
toenergias no dependen de ¢, se desdoblan los niveles segin el estado de L., levanténdose parcialmente la
degeneracién que habia para los diferentes valores del ndmero cudntico m: para cada ¢ hay entonces (2£41)
energias F,,, diferentes equidistantes entre si. A menudo suelen escribirse las autoenergias utilizando la frecuen-
cia de Larmor o ciclotrénica wy, =eB/(2uc), que es la frecuencia cldsica de rotacién de una carga e alrededor
del campo magnético B.

El desdoblamiento predicho en este desarrollo para el efecto Zeeman normal no concuerda con los resultados
experimentales: en lugar de encontrar un nimero impar (2¢+1) de niveles para cada ¢, se observa un nimero par,
sugiriendo que los autovalores del momento angular son semienteros. Justamente esto se debe a que ignoramos el
momento intrinseco de los electrones, que casualmente es semientero; mas adelante incorporaremos este y otros
nuevos elementos para completar la descripcion del efecto Zeeman andémalo, cuyas predicciones si coinciden con
los experimentos.

JEn un sélido en cambio, este término se torna sumamente importante, ya que permite dar una explicacién para el diamagne-
tismo.
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