Mecanica Cuantica 1

Guia 2: Paquetes de onda y transformadas de Fourier 19 de marzo de 2025

Problema 1: Transformada de Fourier y operador inversion. Para funciones definidas en R® a valores complejos
definimos la transformada de Fourier como

I 1 —ik-2 — «
FNE = Gz [ 1@ @

y su inversa (que cumple F~'F = FF~! =)

(F7'f) @) = 7(275‘* 7 / M f (k) A

Muestre que el operador inversién II, definido de modo que (IIf)(Z) = f(—Z), tiene autovalores 1, y sus autovectores
son las funciones pares e impares. Pruebe también que

I’=7; Fl=0F=Fl; F=OF'=F'1

\/—_'2:(/—_'71)2:]:[; ./—_'4:(./—_'71)4:]'

Problema 2: En R (o sea para a = 1), denotando con ¢ a la transformada de Fourier de ¢ (¢ = F), muestre que

F ( d’””(”)) = (iR)o(k) ;  F(a"b(a) = (ijk)ndk)

dxm™

y para ¢, ¢; en L?, demuestre la férmula generalizada de Parseval-Plancherel

| vt@ra) = [ 6109600 a.

Problema 3: Si ¢(z) = (1/v2n) e=7*/2 pruebe que o(k) = Ae=**/2_ Para ello vea que ¥ (z) satisface la ecuacién

(((;Jr:v)w(x)().

De las propiedades de la transformada de Fourier vea qué ecuacion satisface ¢(k). Halle A = 1/+/27 evaluando (0).
Problema 4: Considere la “sefial cuadrada” dada por la siguiente funcién de onda

Aexp(ipox/h) si |z|<a
P(z) = .
0 si |z|>a
a) Halle el valor de A para que la funcién resulte normalizada ([ [¢(z)* dz = 1).
b) Encuentre la funcién de onda ¢(p) en la representacién momento y la correspondiente densidad de probabilidad
|gp(p)|2, usando que si p = hk, en una dimensién se tiene:

¢(k)

o(p) = Th

o0
= (2nh)~1/2 / e~ e/ (x) da |
c) Calcule el valor esperado de la posicién y la dispersién cuadratica asociada:

(2) = / To@PRdr (A = (@) — (@ = (o — (2))*).

— 00

oo
d) Calcule el valor esperado del momento (p) = / ple(p)|? dp y muestre que la dispersién cuadratica asociada
—00

diverge. Analice los resultados.

Problema 5: Todas las integrales que necesitard en este problema son gaussianas.

oo 2
a) Muestre que: / exp {—at2 + Bt} dt = Hz exp ('B> , Re(a)>0.
o o 4o



Considere ahora una funcion de onda gaussiana:

_(@=a)® ipox

Y(x) = Nexp 172 5 :

ay p, reales, o >0 .

b) Determine N para que 9)(x) esté normalizada, el valor esperado de la posicién y la dispersién cuadrética asociada.
¢) Determine la funcién de onda ¢(p) en la representacién momento.
d) Calcule el valor esperado del momento y la dispersién asociada.

e) Encuentre el producto de las dispersiones calculadas Az Ap, y muestre que satisfacen el principio de incertidumbre.

Problema 6: Considere una particula cuya funcién de onda a tiempo ¢t = 0 es la del problema anterior. Suponga que
la particula es libre y tiene masa m.

a) Determine la evolucién temporal de la funcién de onda. Para ello, use que la evolucién temporal es ficil de escribir
en la representacién de momento, es decir, calcule primero ¢(p,t) y luego antitransforme para obtener v (z,t)
usando:

Pz, t) = (27rﬁ)_1/2 /OO etpr/h o(p,t) dp .

b) Calcule los valores de expectacién del momento y de la posicién, y sus correspondientes dispersiones cuadréticas
como funcién del tiempo, y discuta su comportamiento.
Ayuda: puede ahorrarse algunas cuentas usando que |p(p,t)|* = |p(p,0)|?. Para el célculo del valor medio de la
posicién y su dispersién, conviene escribir |1)(z,t)|? en una forma gaussiana comparable a la del problema anterior,
de modo de no repetir la misma cuenta.

? *

c) Calcule la densidad de corriente de probabilidad j(ac, t) para este paquete gaussiano, usando que en una dimensién

) LY Oy
)= (1/1 Dz ox )

Verifique que el resultado obtenido es razonable analizando el signo de j para los casos p, =0,t =0,y a = 0.

d) Si este paquete de onda gaussiano corresponde a un electrén libre de 25 eV, con ancho espacial inicial o = 1075 m,
muestre que (Ap)? < (p?), calcule (p), y halle la incertidumbre en la posicién luego de que el electrén viaje 100 m.

Problema 7: Considere una particula libre que se mueve a lo largo del eje x. Muestre que

a) dii2> = A(t), A(t) = 2/mj(a:,t) dx

aa_ o [ ovow
dt ~ m2 ) 9z Oz

b)

2
= WHW/)H2 = cte.

&) (22) = (22)y+ A(0) £ + th .

Problema 8: Dada una funcién de onda v (z) el valor de expectacién de una funcién analitica de la posicién f(z)
esta dado por

() = / do f(z) 9 (z)?

Demuestre que esta expresion puede ser reescrita como

(f) = / dp " (p) f (iﬁ(i) e(p) ,

donde ¢(p) es la transformada de Fourier de ¢ (x,t) (representacién momento).

Ayuda: Use el desarrollo en serie de Taylor f(z) = Y., foz™, la relacién para una dimensién ¢(k) = Vho(p) y los
resultados del problema 2 de esta guia.

Problema 9: La ecuacion de Schridinger en la representacion momento.

a) Muestre que la ecuacién de Schrodinger para una particula de masa m en una dimensién y bajo la accién de un
potencial (analitico) V(x), en la representacién momento puede escribirse como

L Op(pt) [ p* i)

b) Escriba la ecuacién de Schrédinger en la representacién momento para el caso particular de un oscilador arménico

unidimensional de frecuencia w, y masa m tal que V(x) = ;mw 22. Compérela con la correspondiente represen-

tacion posicién y relacione las soluciones en ambas representaciones sin utilizar la transformada de Fourier.



