Mecanica Cuantica I
Guia 3: Espacios de Hilbert y operadores 28 de marzo de 2025

Problema 1: Identidades de polarizacion. Usando || f| = \/{f|f), verifique que

(Flo) = 3 (1 + I = 1 = ol +11f —igll® — 17 +igl1?)

lo que permite expresar el producto escalar complejo (-|-) en términos de la norma asociada. Verifique también que,
para un operador lineal A, vale

A 1 A . . A . . LA .
(FlAgh = L{(f + 9l A(f +9)) = {f —glA(f = g)) +i{f —igld (f ~ig)) — it/ +iglA (f +ig))}
(Observe que la primera identidad de polarizacién es consecuencia de la segunda.)

Problema 2: Desigualdad triangular. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, |{f|g)|?> < (f]f){(glg), muestre que
para la norma || - || asociada a un producto escalar sobre un espacio vectorial se tiene

[N =NgID] < I1F + gl < I+ Nlgll

cualesquiera sean los vectores f y g.

Problema 3: Dado un operador lineal A su adjunto se define como el operador At tal que, para cualquier par de

vectores en el espacio de Hilbert, vale (QS\ATW) (] A|¢))*. Dados dos operadores lineales A y B, y o un niimero
complejo, demuestre que

a) (¢ A+ B)f =a* At + Bt ;
b) (AB)t = Bt At
¢) (471)" = (AN~
d) (A7) =4
Problema 4: Dados dos operadores autoadjuntos A y B, ;qué puede decir sobre la hermiticidad de los siguientes
operadores: AB, AB+ BA, [A,B], i[A,B]?

NOTA: en un espacio de dimension finita todo operador hermitiano es autoadjunto

Problema 5: Muestre que para el operador exponencial se cumplen las siguientes propiedades:

a) e(t+s)A — ptA gsA :

b) si Ay B conmutan entonces e+P = e B,

d tA R
c) gt = Aett

Problema 6: Muestre que los autovectores de un operador A también son autovectores de B = f(A) y encuentre los
autovalores de B en términos de los de A.

Problema 7: a) Muestre que cualquier operador lineal puede ser escrito como combinacién lineal de dos operadores
autoadjuntos.

b) Muestre que si A es un operador autoadjunto el operador U = e es unitario.

Problema 8 Dados los operadores fl, B y C' demuestre que

a) [4

bHAE+Lm:U

¢) [A,B+C)=[A B +[AC].

d) [4,BC] = [A,B]C + B[A, (]

e) [A,[B,C)] +[C,[A, B]] + [B,[C,A]] = 0 (identidad de Jacobi).
£) ABed = Bt A B+ A, 14, B + S [A,[4,14, B +

(una de las férmulas de Baker-Campbell-Hausdorff).
Sugerencia: Escriba el desarrollo en Serie de Taylor de la funcién et B et alrededor de t.

g) Si Ay B conmutan con sus conmutadores, entonces:



g1) [A,BN] = NBN"'[A, B] ; [AN, B] = NAY7'[A, B];

go) ed B = ATBHABY2 — B oA ([AB]

Sugerencia: Considere la funcién f(s) = eSAeSB, calcule su derivada con respecto a s, y reescribala usando el
resultado del item f).

Problema 9: Calcule los autovalores y autovectores de cada una de las matrices de Pauli
(0 1 (0 =i (1 0
%=1 0 T\ 0 =0 -1

Problema 10: a) Cudl es la accién del operador cuya matriz en una base {|1),|2),[3)} ortogonal de R? es
0 0 1
R=11 00
01 0
b) Compruebe que R es unitaria.

Problema 11: Construya un ejemplo de una funciéon sobre R de mddulo cuadrado integrable pero que no tienda a
cero cuando || — oo (z € R).
Sugerencia: un peine con infinitos dientes rectangulares o triangulares.

Problema 12: a) Muestre que los operadores posicién 7 y momento lineal p = —iAV no pueden estar definidos
sobre todo L?(R™), encontrando ejemplos ¢, y ¢, € L*(R) tales que (Zv,) ¢ L*(R) y (p¢p) ¢ L*(R).

b) El espacio de Schwartz S(R™) es el subespacio de L2(R™) de funciones infinitamente diferenciables y que tienden
a 0 para r — oo més réapido que cualquier polinomio. Muestre que los operadores posicién, momento lineal y
momento angular L = # X p definidos sobre S(R?) son autoadjuntos.

c) Calcule los conmutadores [ﬁjQ,f(f')] v {ﬁj,ﬁk] ., Lk=xzy, 2.
d) Paran =1, calcule [£2,p?].

Problema 13: Considere la funcién de onda 1 (z) = A(o + x) exp (—2%/40?), con A y o constantes positivas.
a) Halle A tal que v esté normalizada.

b) Suponga que se realiza una medicién de la paridad, correspondiente al operador (hermitico) de inversién II. Indique
cuales son los valores que pueden medirse y con qué probabilidad.

c) En cada caso, indique cudl es la funcién de onda para el instante posterior a la medicién.

d) En cada caso, indique cudl es el resultado si se vuelve a realizar, inmediatamente, una nueva medicién de la
paridad.

Problema 14: Demuestre el llamado “Teorema de Ehrenfest”: Si H = p®/2m + V(#), los valores esperados de las
variables dindmicas cuanticas 7, p satisfacen ecuaciones de movimiento analogas a las clasicas.

Problema 15: Considere las ecuaciones de evolucién de Heisenberg especificadas por el hamiltoniano (autoadjunto)
H: A(t) = Uf{l Uy , donde U; = exp(—itH /h). Muestre que: [A(t)]T = AT(t), (A + B)(t) = zA(t) + B(t) para z € C,
y (AB)(t) = A(t) B(t) .

Problema 16: Considere un oscilador arménico unidimensional de masa m y constante de Hooke k, de modo que la
frecuencia angular es w = \/k/m.

a) Recordando las soluciones cldsicas, resuelva las ecuaciones de movimiento (de Heisenberg) para los operadores
posicién Z y momento p.

b) Introduzca el operador (las constantes se eligen solamente para obtener un operador adimensional)

R LS L.
“= 2hx ’ 2hmwp

y su adjunto a. Resuelva ahora las ecuaciones de movimiento para a y a' .

c) Verifique que el operador @ no es normal calculando el conmutador con su adjunto.

d) ;Qué puede deducir del hecho que af(t)a(t) es independiente del tiempo? Exprese el hamiltoniano del oscilador
armonico en términos del operador @ y su adjunto.



