Mecanica Cuantica I
Guia 5: El oscilador arménico 25 de abril de 2025

Problema 1: Tratamiento algebraico del problema. El hamiltoniano para el oscilador armoénico unidimensional es
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Si @ y © son hermitianos, para el operador 2 = @+ i9 se tiene que 227 = 42 + 92 4+ i[0, 4]. Esto se parece a ﬁ, salvo
por el conmutador. Pero si el conmutador es proporcional a la identidad (como en el caso de & y p), ese término
es una correccion escalar a las energias. Considere entonces & = a y © = p, y encuentre a y 8 € R para que se
cumpla H = hw(a'a + 31).

Muestre que [a,af] = I.

Considere el hamiltoniano reducido h = H /hw. Muestre que [a,h] = a y [T, h] = —al.

Suponga que conocemos un estado |e) tal que hle) = e|e). Muestre que dle) = Cle—1) y que afle) = Ble +1). Es
decir los operadores a y a' llevan el estado |¢) a uno con un cuanto de energia menos (|e—1)) y a uno con un cuanto
de energfa més (|e+1)), respectivamente. De aqui que se los denomine operadores de creacién y aniquilacion.

Muestre que (v |ﬁ| ¥ ) > 0 para cualquier estado del espacio de Hilbert.

Ayuda: note que (¢ [A2| ¢) = (A|Ap) para A hermitiano.

Considerando el punto anterior, muestre que debe existir un estado |e,) que cumple ale,) = 0.

Deduzca que la energia del estado |e,) es €, =1/2 y por lo tanto €, =n+1/2.

Renombrando los autoestados de manera que |n) = |e,), muestre que (salvo una fase) a|n) = /nln—1) y
afln) =vn+1|n+1).

Muestre que el operador niimero 7 = afa cumple 7|n) = n|n).

Encuentre |n) en términos de |0).

Encuentre las expresiones de £ y p en términos de los operadores de subida y bajada.

Considerando el punto f), encuentre ¥,(x) = (z]0).

Problema 2: Tratamiento analitico del problema del oscilador armdnico.
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Verifique que, cuando el potencial al que se somete una particula de masa m es V(z) = mw?r?/2 (donde w > 0
es constante), la ecuacién de Schrodinger puede ser escrita como

d2
9,

e (2e =) Y(y) =0,

donde y = z(mw/h)}/? y e = E/hw, siendo E el correspondiente autovalor del hamiltoniano.

Observe que en el limite y — £o00, la ecuacién diferencial resultante es ¥ — y?1) = 0, y admite soluciones del tipo
exp(—y?/2). Analice entonces para la solucién general

Wy) = uly) e v /?

qué ecuacion debe satisfacer u(y).

Una alternativa para resolver la ecuacién diferencial resultante para u(y) es proponer

u(y) = Z Cryf*
k=0

y buscar la relacion que debe haber entre los coeficientes C. Agrupando los términos de mismo orden en v,

encuentre la relacion de recurrencia
2k +1—2¢

Chra = Ch k+2)(k+1)"

Analice nuevamente los limites y — +oo para ver que los tinicos valores permitidos para € son n + 1/2, con
n=0,1,2,..., obteniendo asi el espectro de energias.

Vea entonces que la ecuacién diferencial de b) para cada n es satisfecha por el polinomio de Hermite H,,. Derive
la expresion general para las autofunciones

o= (srgm) oo (150 ) ()




Problema 3: Calcule la probabilidad de que la posicién de un oscilador armoénico en su estado fundamental tenga un
valor mayor que la amplitud de un oscilador armonico clasico de la misma energia.

Problema 4: Calcule (1),]|e'9%1),) en el estado fundamental del oscilador arménico, siendo g una constante. Relacione
este resultado con (1, |%2[1,).

Problema 5: Usando los operadores creacién y aniquilacién, a' y @ respectivamente, el hamiltoniano de un oscilador
armonico simple en una dimensién puede escribirse como

- 1
H = hw (a* a+ 2) .
Considere que en t = 0 la funcién de onda de un oscilador estd dada por
1 2
0)=—4=Y1+ —=12,

donde v, es el n-ésimo autoestado de H.
a) Determine la funcién de onda (t) parat > 0.

b) ;Qué valores pueden obtenerse al realizar una medicién de la energfa de este sistema? ;Cudles son las correspon-
dientes probabilidades?

c) Determine el valor de expectacién de la energfa.
d) Derive una expresién para los valores de expectacién de la posicién y el momento en funcién del tiempo.

e) (Es este un paquete de incertidumbre minima? Justifique.

Problema 6: Para los autoestados ,, y v, del oscilador arménico calcule (1., |a 1y, v (¥ |aty,). Evalie Az - Ap
para el estado .

Problema 7: Dada una funcién de onda ¢(t=0) arbitraria para el oscilador arménico unidimensional:
a) encuentre su evolucién temporal;

b) calcule (x); en funcién del tiempo;

c¢) calcule (p); en funcién del tiempo;

d) verifique explicitamente el teorema de Ehrenfest (<P>t =m d<x>t>;

dt
% sen(wt).

e) muestre que (z); = (x), cos(wt) +

Problema 8: FEstados coherentes. Los autoestados del operador a se definen por la relacion
aYo =ap, ; donde a es un nimero complejo.
a) Encuentre una expresién para los autoestados del operador ¢ como combinacién lineal de los autoestados v, del

oscilador arménico de masa m y frecuencia w. Muestre que el operador @' no tiene autoestados.

b) Muestre que estos estados pueden escribirse como

oo = oxp (;w) exp () g = exp (; (laf? a2>) exp <i\/n;wap> %

c) Use los resultados del problema anterior para mostrar que estos estados son estados coherentes (de incertidumbre
minima) para los operadores posicién y momento. Calcule la evolucién temporal segiin el hamiltoniano del oscilador
arménico para un estado coherente y para la relacién de incertidumbre correspondiente. Compare con la evolucién
de un paquete de incertidumbre minima para una particula libre.

d) Muestre que la expresién de los estados coherentes en la representacién coordenada estd dada por la funcién de

onda

donde p(t) y q(t) son, respectivamente, el momento y la posicién de un oscilador armoénico clésico de masa m y
frecuencia angular w. Calcule el valor de ¢ sabiendo que ¥(z,t) es solucién de la ecuacién de Schrédinger para el
oscilador armoénico cudntico asociado.

e) Calcule el valor esperado de la energfa del oscilador arménico y su dispersién para un estado coherente.



