Mecanica Cuantica I
Guia 6: Método variacional 9 de mayo de 2025

Problema 1: Una particula de masa m estd restringida a moverse en una dimensién entre z=—a y £ =-+a, donde
el potencial es nulo. Obtenga una cota para la energia del estado fundamental utilizando la funcién de prueba
U(z) = (a? — 2%). Compare con la solucién exacta.

Problema 2: Mediante el método variacional, calcule la energia del estado fundamental de un oscilador arméni-
. . . .  Ba? . . L

co lineal mediante una funcién de prueba gaussiana W5 = Ae 7% determinando A mediante la condicién de

normalizacion.

Muestre que al optimizar el valor obtenido se obtiene la energia exacta del estado fundamental: ;jsiempre es posible
arribar a un resultado como este?

Problema 3: Utilice la funcién de prueba ¥g o e— B’ para estimar la energia del estado fundamental de una
particula sometida a un potencial V() = —a §(z). Optimice el valor para § y compare con el resultado exacto.

Problema 4: Teorema de Hellmann-Feynman:

a) Pruebe que si un hamiltoniano depende de un pardmetro A y 1) es una autofuncién normalizada, es decir
H(N\) ¢y = E()\) ¢, (asumiendo condiciones apropiadas de diferenciabilidad de H(A), E(A) y ), entonces

dx
b) Muestre que si H =T + AV, donde el potencial es negativo, A > 0 y limj,|o V(r) = 0, las energfas de los
estados ligados son funciones mondétonamente decrecientes del parametro A.
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Problema 5: Muestre que si para el hamiltoniano unidimensional

2 42
H= f;—m% +V(z)
se cumple:
i) H es acotado por debajo, i.e., (¥|HW¥) > C' para todo estado ¥ (||¥| = 1), donde C' € R es constante;
i) lim)y o0 V(z) = 0;
i) [ V(z) dz < 0;
entonces H soporta al menos un estado ligado.

Ayuda: Use el resultado variacional general con una funcién de prueba gaussiana ¥, o exp(—az?) para obtener
una cota variacional de la energia y estudie el limite de a pequeno.

Problema 6: Considere una particula de masa m en el potencial unidimensional

1 2/
V(r) = <2mw2$2 - Vo> e~ (2%/22) ; 2o>0, V,>0.

a) Usando el resultado del problema anterior determine una condicién suficiente de existencia de estado ligado.

b) Calcule el valor medio de la energfa en un estado dado por la funcién de prueba ¥, (z) o exp(—az?).

¢) Verifique que tomando o — 0 sobre el resultado del {tem anterior recupera la condicién suficiente obtenida en
el punto a).

d) Observe que distintas elecciones de o pueden dar lugar a distintas condiciones suficientes para la existencia de
un estado ligado. En particular, considere el valor medio de la energia de la funcién de prueba para el caso
a=1/x2 y deduzca de ella una condicién suficiente de existencia de estado ligado. Compare con la hallada en
el ftem a) y discuta cudl de las dos condiciones es mejor en funcién del valor de z,.

Problema 7: a) Demuestre que utilizando una funcién de prueba v ortogonal a la del estado fundamental v, , es
posible obtener una cota para el primer estado excitado.

b) Utilice la funcién de prueba ¢ = Age=B’ para estimar una cota correspondiente al primer estado excitado del
oscilador arménico.



Problema 8: Considere un oscilador arménico de masa m sometido a una perturbacién lineal, de modo que su
energia potencial es:

1
V(z) = §mw2m2 + myx

a) Utilice la funcién de prueba v, = a¢,+b¢; , donde las ¢; corresponden al oscilador arménico simple (centrado
en £=0) y calcule mediante el método de Ritz una cota para la energia del estado fundamental.

b) Compare con la solucién exacta del problema.

*Problema 9: Considere el hamiltoniano H del oscilador arménico de masa m y frecuencia angular w y su estado

fundamental ”
1 1 ) h
do(z) = (J;?)ﬂ') exp [—Q(x/xo) ] , T, = pl

Aplique el método variacional de Ritz a las funciones
vi(x) = gz +a), Y (2) = do(x —a), a real .

a) Verifique que ¢ son linealmente independientes si y solo si a # 0.

b) Determine los valores estacionarios de

H(c_¢; + c+wj)> , c+ €C,

lo-ta + cxvid 172 (eova + ey

y grafiquelos como funcién de a > 0. Determine los coeficientes respectivos.
¢) Demuestre que
e = w172 (v — vt [ s —vi)) 2 B

donde FE; es la energia del primer estado excitado del oscilador. Determine el valor de a que minimiza esta

cota.

d) Comente en qué medida los valores estacionarios son aproximaciones a los dos primeros estados ligados. Obtenga
en qué caso la suma de los médulos de las diferencias entre las energias y sus aproximaciones es minima.

e) Considere los estados coherentes |a) y |[—a) con o € R. Usando la expansién de los estados coherentes en la base
de autoestados del oscilador armoénico, calcule los coeficientes de la expansion de los estados no normalizados
|a) + |—a). Analice el limite o — 0.

* Opcional.



