Mecanica Cuantica I
Guia 7: Momento angular orbital 16 de mayo de 2025

Problema 1: a) A partir de la definicién del operador momento angular orbital cudntico, demuestre las relaciones
de conmutacién

[ﬁnﬁj] = iheg i L, [ﬁui“j] =ihegr Ty, [i/i»ﬁj] = ihegr Pr [EQ,Ek] =0 (k=uw,y,2).

Estas relaciones de conmutaciéon se toman como propiedad basica de los momentos angulares, no solamente del
momento angular orbital.
b) Utilizando las definiciones Ji=J, +¢J, para cualquier momento angular, demuestre las relaciones

(2, Jel =0,  [Jy, J]=2hd,,  [],Je]==+h Jy,
y también
JeJ =2+ 24 k). =0~ J2+ R, JJi=J24J2-hJ.=J-J2-hJ.
Problema 2: a) Escriba las componentes cartesianas del operador momento angular orbital L = #xp = —ih 7 xV

y las expresiones de los operadores L+ L y L? en coordenadas esféricas.

b) Use que las autofunciones de I? y L. tienen la forma Y;™(6, ) = Oy (#) €™ para encontrar Y, sabiendo
que L+ Y = 0. Muestre que todas las autofunciones de L2 pueden ser obtenidas de esta manera usando lo
encontrado en el inciso (a).

como se describe en el inciso (b),
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c) Suponga que ¢ puede tomar valores semienteros, calcule entonces Y] /2

y Y17;/ 2 utilizando L_ . Luego calcule Y] /2/ a partir de la ecuacién L_ Y,
resultados contradictorios. Esto puede tomarse como argumento de la ausencia de valores semienteros para el
momento angular orbital.

= 0 y muestre que arroja

Problema 3: Considere una particula de masa p restringida a moverse en una circunferencia de radio a. Muestre
que H = L?/2ua?. Resuelva el problema de autovalores de H e interprete la degeneracién de los mismos.

Problema 4: Analice las dispersiones de las componentes Jy y jy para un autoestado |j,m) de los operadores
J? v J,. ;Cudndo son minimas o maximas?

Problema 5: Muestre que para un sistema en el autoestado |¢, m) de los operadores ﬁQ, f/z, el valor esperado de
la componente del operador momento angular orbital a lo largo de una direccién n de dngulo polar 6 es igual a
mhcos 6.

Problema 6: Sea II el operador paridad dado por (ﬂ’(/J)(’l“) = ¢(—r). Verifique, que en coordenadas esféricas
(r,0,¢) se tiene X
(Hw)(ﬂ 97 (ZS) = w(ra ™= 07 QZS + 7T)

Muestre que [f[, I:} =0 y, utilizando este resultado, que los arménicos esféricos Y, tienen paridad definida, la cual
depende solo del ntimero cuéntico £.

Problema 7: a) Conociendo que

Lylt,m), = /(0 —m)(l+m+1) |6, m+1),

L_|t,m), = h/(+m)(l —m+1) |t,m —1),,

utilice algtin argumento para establecer que

j+\€, M)y = h\/(f —mg)(l+my+ 1) |¢,my; + 1),

J_l,my)e = i/ (€4 ma)(f —my + 1) |,my — 1), ,
donde Jy = f/y +il, y I:m\& My)e = hmg |0, my),

b) Usando la accién de Ly y Jy, calcule los productos de la forma ,(1,1|1,myz)s.



Problema 8: Una particula interactiia con un campo externo de manera tal que el Hamiltoniano estd dado por
H=al, ; a >0,
En t = 0 su estado estd dado por

) = 55100 +1.1).)

donde el miembro de la derecha estd expresado en términos de las autofunciones |¢,m), comunes del par L2 y L. .
Utilizando la informacién obtenida en el problema anterior,

a) encuentre el espectro de energias para este hamiltoniano;
b) exprese ¢ en la base |¢,m;), y calcule ¥(t) para todo ¢;
c) calcule para todo tiempo las probabilidades de medir: energfa cero, energfa distinta de cero, L,=hy L,=h.

Problema 9: Muestre que si ¢(x,y,2)= f(r?) g(z,vy, 2), entonces vale que f/jw = fﬁjg (j==,y,z), y por lo tanto
también L2 = fL2g,y L*y = f L.

Problema 10: Para un estado representado por la funcién de onda
Y(x,y,z) = Ne_MQ(ac +y)z, a>0,
donde 72 = 22 + y? + 22,
a) determine la constante de normalizacién N en términos del pardmetro «;

b) calcule los valores esperados y dispersiones de L yde L2

Sugerencia: use los resultados del problema anterior, y note que 1 es autoestado de L2
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Problema 11: a) Pruebe que los operadores 7, p, L actuando en L?(R3) son vectoriales y que #? y p? son

operadores escalares.
b) Pruebe que si A y B son operadores vectoriales, entonces A - B es un operador escalar.

c) Pruebe que para que un operador A conmute con todas las componentes de I:, es suficiente que conmute con
dos de ellas.

Problema 12: Representacion matricial del momento angular. Considere el caso en que £ = 1.
a) Encuentre las matrices que representan a ﬁz, IA% ﬁi, f/z, ﬁy .
b) Use las matrices para escribir las relaciones de conmutacion [Ls, ﬁj] ,coni,j=x,9, 2.

c) Verifique que L3 = KL .

*Problema 13: El oscilador armdnico bidimensional. Considere una particula de masa p que solo puede moverse
en el plano x-y, bajo la accién de un potencial V(z,y) = (uw?/2)(2? + ay?) (a > 0).
a) Encuentre las autofunciones y los autovalores para el hamiltoniano trabajando en coordenadas cartesianas.
b) Para o = 1, muestre que [H, L.] = 0 y reduzca el problema de autovalores de H al de la ecuacién diferencial
para la funcién de onda radial R(r).

c) Examine la ecuacién para r — 0 y muestre que

[m]

R(r) =T
con m entero. Analizando el limite » — oo, verifique que puede escribirse
R(r) = rI™ exp(—pwr? /2R) um (r) .
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d) Realizando las sustituciones ¢ = E/hw, y = (uw/h)*?r, muestre que debe satisfacerse la siguiente ecuacién

diferencial:
2im 1
ul + [(T) - Qy} ul, + (26 — 2lm| — 2)u,, = 0.

e) Escribiendo u,,(y) = Z;io Cyy®, halle la relacién de recurrencia entre Cypyo y Cp. Demuestre que ¢ debe
ser necesariamente par. Infiera entonces que los valores permitidos para la energia son E,, = (n + 1)hw, con
n=20,1,2,...

f) Para un dado n, jcudles son los valores permitidos de |m|? A partir de esta informacién muestre que la
degeneracién del nivel n es n + 1.

g) Escriba las autofunciones normalizadas completas para n = 0, 1.

* Opcional.



