Mecanica Cuantica I1

Guia 2: Suma de momentos angulares 22 de agosto de 2024

Problema 1: Suma de dos espines 1 /2. Considere un sistema formado por dos particulas de espin s=1/2. El momento
angular de espin total es S=8,+5,.
a) Verifique la relacién Sy -8y = 51,5, + %(SHSQ, + 31,.§2+).

b) Compruebe que [S.,52] =0; [92,52]=0; [S,5,-85] =0 (81-85 es un operador escalar) y que [Sy, 5% =
2ih (S5 x S1). En particular, [S;., 52] # 0.

¢) Muestre que en la base producto la matriz correspondiente al operador 52 estd dada por

[++) [+ |-+ |--)
2 0 0 0
82 _ 2 0 1 1 0
0 1 1 0 ’
0 0 0 2

donde los simbolos de la fila superior rotulan los autoestados correspondientes a pares de autovalores mi,ms, :
por ejemplo, |+—) significa !%) ®|-3)= ’2, —1) en donde my,=1/2, mo,=-1/2).
Escriba también las matrices S, §+ y S en esta base.

d) Muestre que la matriz de 52 calculada en el punto anterior resulta diagonal si en el autoespacio de S, para el
autovalor 0 se toman como vectores base

) +1=+)

_ ) =

V2

Problema 2: Considere un sistema formado por dos particulas de espin s=1/2 acopladas por la interaccién dipolar
magnética,

= —%; f}:%z 3(51 - €12)(S2 - e12) — Sy - S’z} ;

donde é15 es un vector unitario en la direccién del eje que une las posiciones de las particulas 1 y 2 (puede tomarse en la
direccién z por simplicidad), r12 es la distancia entre las particulas, v; y 72 son las respectivas razones giromagnéticas
Vv Mo es la permeabilidad magnética en el vacio.

a) Muestre que los autoestados del hamiltoniano son los estados singlete y triplete.
b) Calcule las energias de los distintos estados.

c) Suponga que a este sistema se le aplica un campo magnético B = B,é15. Calcule los nuevos autoestados y
autoenergias en funcién de B, para el caso en que las razones giromagnéticas 71 y 72 son iguales. Grafique e
indique para qué valor de B, existe una transicién en el estado fundamental de H.

Problema 3: C0n51dere dos partlculas de espin 1/2 cuya interaccién estd representada mediante el hamiltoniano
H:—li Mg donde M S .

a) Calcule los conmutadores [H, 8], [H, 81], [H, S2]. {Qué informacién nos da esto?

b) Encuentre la ecuacién de movimiento para los valores de expectacién de los momentos angulares S, de cada
particula y del momento angular total de espin S=S57+ S5.

c) Repita el inciso anterior para los valores de expectacion de los momentos magnéticos M, y del momento magnético
total M =N+ M. . Qué cambia entre ambos incisos?

Problema 4: Sean S, y S, dos espines de magnitud s=1/2.
a) Muestre que los operadores P = %f + (Sl . Sg)/hQ y Py = % (Sl .S’g)/ﬁ2 cumplen PP 6”P

b) Muestre que un estado arbitrario se proyecta con P; y P, en los autoespacios de S2 asociados con J total igual a
1 y 0, respectivamente.

Problema 5: a) Identifique los coeficientes de Clebsch-Gordan en el problema 1.

b) Calcule los coeficientes de Clebsch-Gordan para el caso de suma de un espin 1/2 con un espin 1.



Problema 6: El protén es una particula elemental de espin 1/2. Su momento magnético intrinseco M = ’ypS'
es proporcional al espin, y la razén giromagnética v, es igual a gpu, /R, con p, =eh/(2m,) (magnetén nuclear) y
9p = 5,585. La interaccion espin-espin entre dos protones es proporcional al producto de sus momentos magnéticos,

H=—kis M - M, donde la constante de proporcionalidad depende de la distancia entre los protones, de su estado
orbital, etc.

Considere tres protones equivalentes, por ejemplo los tres protones en una molécula de amoniaco, con K192 =FkK13==FKa3
en un campo magnético externo estatico B.

a) Escriba el hamiltoniano espin-magnético del sistema teniendo en cuenta solamente la interaccién con el campo
magnético y las interacciones espin-espin.
b) Verifique que S7-S2+ S7-S3+ 5253 es un operador escalar con respecto al espin total del sistema.

c) Obtenga los autovalores del hamiltoniano y los autovectores correspondientes expreséndolos en términos de la
base ortonormal desacoplada {‘%,m1> ® ’%,m2> ® ’%,m3> = \%,ml; %,mg; %,m3> : ml,mg,mgzi%}. Grafique
el espectro en funcién de la magnitud del campo magnético y discuta la multiplicidad de las energias.

Problema 7: Espin y momento angular orbital. Considere una particula en R? que posee momento angular de espin
de magnitud s = 1/2 y momento angular orbital de magnitud ¢.

a) Construya los operadores de proyeccién P, para los subespacios j=4{=£1/2 correspondientes a la suma J=L+8.
ili i i 1 1 1 1 1
b) Utilizando el punto anterior, calcule el coeficiente <£ CmT =, =l =l m> ’
2 2772 2 2
donde la notacién es (j1,jo; m1, malj1,j2;J, m), con m el nimero cudntico magnético asociado a J.. Es comun

abreviar la notacién removiendo j; y j2 del lado derecho, (j1, jo;m1, ma|j,m), ya que esta informacién esta del
lado izquierdo también.

Problema 8: Calcule las matrices de rotacion de Wigner D( mla, B,y) para j=1/2y j=1.

Problema 9: Tensores esféricos irreducibles.

a) Calcule las componentes esféricas del tensor de rango 1, U( ) , ¢=s=+1,0 que corresponden a un operador vectorial
con componentes cartesianas dadas por U = (U U U, ).

b) Muestre que el producto escalar de dos operadores vectoriales en componentes esféricas toma la forma
j' K - jO[A(O - j_f(_;,_ - j_;,_IA(
¢) Dado el operador construido como 5’172 5’272, donde SLZ es la componente z de un operador de espin .SA'i, des-

compongalo en términos de operadores irreducibles. ;Qué rangos entran en esta descomposiciéon?

Problema 10: Considere un sistema formado por dos particulas de espin s=1/2 acopladas por interaccién dipolar
magnética

H= —5*071532 3(51 'é12)(5'2 “é12) — S-S,
T i,

A diferencia del Problema 1, suponga ahora que el vector unitario é15 (en la direccién del eje que une las posiciones de
las particulas 1 y 2) no estd en la direccién de cuantizacién sino en una direccién arbitraria. Escriba el hamiltoniano
en términos de tensores esféricos irreducibles.

Problema 11: Transiciones dipolares. Considere una particula en un potencial central y sean 1y, ¢.m (r) =Ry, ¢(1) Y (0, ¢)
las autofunciones del hamiltoniano (con R, ; autofunciones del problema radial, e ¥;” el m-ésimo arménico esférico de
orden ¢). Encuentre cudles transiciones dipolares estan prohibidas, hallando para cudles estados se anula el elemento
de matriz

(nrr | 7 [t ,em) -
Problema 12: Considere una particula de masa p confinada a moverse en la superficie de una esfera de radio R.

a) Muestre que los autoestados simultdneos |I,m) de los operadores L? y L., con L=7+x P el operador momento
angular orbital, son también autoestados del Hamiltoniano del sistema. Calcule los niveles de energia y su
degeneracion.

b) Considere el elemento de matriz x = (1,1| &p, |1, —1). Calcule, en funcién de ¥, los elementos (1, m|yp, |1,1).

Ayuda: Puede ser util mostrar que ril)p(l) f(l) (1) x L,.

Problema 13: Factores de Landé. Considere el momento angular total J=J +j2, suma de dos momentos angulares
Ju y Jo irreducibles de magnitud 7y y jo, respectivamente. Sea {|«, j, m ]1,]2>} la base ortonormal asociada con el
par (J J. ) donde el indice « sefiala otros grados de libertad no asociados con Ju y J.



a) Demuestre que K =aJ, +bJ, es un operador vectorial con respecto a J para cualquier par de nimeros reales
ayb.

b) Demuestre que (g, m;j1,j2 | K | aj,m's ji, j2) = g(j; 1, j2) {ad,m;jr, ja | I | ag,m’s ju, j2) -

c) Verifique que 2 J-J :j2+j12—j22 y que 2j~f2:j2+j22—j12 . Luego demuestre que

s o atbsy  a—b/ay o
JoR =100 (J2-J3) .

d) Demuestre que para j#£0 (el caso j=0 es trivial)

(a+0)j(G+ 1)+ (a—0b)[j1(j1 +1) = j2(j2 + 1)]
2j(5+1)

9, js 1, j2) = G(a) :
e) Obtenga el factor de Landé para el efecto Zeeman de un electrén (a=2, b=1, J; =8 y Jo,=1L).

Utilice el inciso anterior para encontrar la energia de interacciéon del momento magnético de un atomo con un
campo magnético externo B = Bé,.. En este caso i = fuB(ngA} + gs.é')/h es el momento magnético total
(angular orbital y de espin) y los autoestados son caracterizados por los niimeros cudnticos n, 1, s, j, m. Muestre
que la aplicacién del campo magnético remueve completamente la degeneracién de los autoestados. Para ello,
calcule la separacién de los niveles de energia en términos del factor de Landé g;, tomando gr, = 1y gg = 2. ;Qué
diferencia encuentra con el Efecto Zeeman convencional?

Problema 14: a) Verifique el siguiente coeficiente de Clebsch-Gordan (aqui la notacién es (jijormima|jijajm)):

e j
1j0]515) = 4| —— -
(7150[5157) ]

b) Utilice el teorema de Wigner-Eckart para demostrar que:

(| Tled) = Vi (G + 1) hdyr -



