Mecanica Cuantica I1
Guia 3: Particulas idénticas 12 de septiembre 2024

de Cordoba

Problema 1: Si el espacio de estados H de una particula es de dimensiéon D finita, la dimensién del espacio de
estados de N particulas Hy = H®YN serd DV. Se definen el subespacio totalmente simétrico 7—[5\5,) como el compuesto

por autoestados con autovalor +1 para cualquier operador de permutacién de un par de particulas, y el totalmente
antisimétrico 7—[ compuesto por los autoestados con autovalor —1 para toda permutacién de un par de particulas.
Asimismo se deﬁnen los operadores de simetrizacién S y antisimetrizacién A como:
S=mil, Asgm s
= —_—— _ S
Nt NU&=T0
donde el indice p indica una permutacién arbitraria, s, es su signo, y f[p el operador correspondiente. Los proyectores

sobre 'HS\‘;) v ’Hg\{;) son a su vez P, = (1/VN) Sy P, = (1/V/N!) A

a) Muestre que las dimensiones de ’HE\‘?) y de HE\?) son, respectivamente,

o () = (P2 ). s (19 = (lO)) o
D) pan

b) Muestre que dim(#S) + dim(H) < dim(Hy) si N > 3.

c) Particularice al caso N = 3 (y D > 3): sean |a), |8) y |7y) estados mutuamente ortogonales de una particula;
muestre que el estado |[¢) = % (|cwﬁ> —|Bya)+|yaB)— |vﬁa>) tiene componentes totalmente simétrica y totalmente
antisimétrica ambas nulas, y encuentre otro estado con esa caracteristica.

Ayuda: Considere la accién de los permutadores de particulas.

Problema 2: Suponga que el hamiltoniano H, de una particula actiia solamente sobre variables orbitales, y admite
solo tres niveles no degenerados de energfas 0, hw, y 2hw, con autoestados [tho), [11) ¥ [th2), respectivamente. Considere
un sistema de dos de tales particulas no interactuantes, es decir H = H, (1) + H,(2). Calcule los niveles de energfa, sus
degeneraciones y sus correspondientes autoestados (utlhce los operadores de simetrizacién y antisimetrizacién) para
el caso de:

a) particulas distinguibles sin espin;

b) fermiones de espin 1/2;

¢) bosones de espin 0.

Observe que los estados finales pueden escribirse como producto de una componente de espin por otra componente
espacial, para el caso de 2 particulas.

Problema 3: Considere tres particulas idénticas con dos distintos tipos de grados de libertad, de modo que el espacio
de Hilbert de cada una sea H = K ® L (por ejemplo, el espacio K podria estar asociado a grados de libertad espaciales
y el espacio £ a grados de libertad de espin). Tome el caso donde K = C3, y £ = C2.

a) Considere los subespacios H:(f), /Hz())a) y H:(f) de H3 = H®H ®H en relacién con IC:(),S), ICga), IC:(,,T), £gs)7 E:(),a) y Eér),

y complete la siguiente tabla con las dimensiones de cada uno:

esp | K £ H Ky K K kY s £ £ L) w1y HY H® Y
dim [ 3 2 6

(Bs 1YY = K4 @ £477 Muestre que los tres subespacios K5 @ £57, K\ @ £, y K @ £ estén contenidos en
7-[;(;) y, por lo tanto, no contienen estados fisicamente relevantes. ; Dénde estan los estados totalmente simétricos
o totalmente antisimétricos que faltan?

b) Considere ahora el caso en que las particulas son fermiones de espin 1/2, de modo que £ = C? y el espacio de
estados es Héa). Sea {|a),|B),|v)} una base ortonormal de K y {|+),|—)} una base ortonormal de L.

by) Verifique que en IC:(;I) hay un tnico estado totalmente antisimétrico
A 1
[¢) = Alafy) = 76 (Iaﬁw + [yaB) + [Bye) — [Bary) — |vBa) — Iowm),

bs) Verifique también que K§G)®E§S) tiene dimensién 4 y esta formado por combinaciones lineales de |¢) ®|+ + +),
)@= = =) 9@ ZFl+—+H +I-+H+++ )] vIe)® -+ ) + |+ — ) +]- —+)], donde |¢)
es el estado del item anterior.



bs) Una base ortonormal de ’Héa), que incluya los cinco estados anteriores, es bastante compleja de conseguir

(;cudntos estados faltan?). Es més simple, y recomendable, construir una base ortonormal de 'H:(),a) usando el
operador de antisimetrizacion y la base de estados de una particula: hagalo y compare.

Problema 4: Repita los tres puntos del problema 2 para el caso de un sistema de tres particulas no interactuantes
descripto por el hamiltoniano H = H,(1) + H,(2) + H,(3).

Problema 5: Considere dos particulas idénticas en el estado (1, &2) donde §; denota todas las variables asociadas
con cada una de las dos particulas.

a) Teniendo en cuenta que el operador correspondiente a la densidad de probabilidad en el elemento infinitesimal d¢
centrado en &, para una particula puede escribirse como §(§ — &), verifique que la densidad de particulas p(§) es

p(€) =2/ dn [y(&,m)[?

tanto en el caso de bosones como fermiones, donde p(£) d€ es el ntimero de particulas en el elemento infinitesimal
d¢ centrado en &.

b) Si ahora
V(&1 &) = Cli1 (&) Ya(&2) £ U1 (&2) tha(&r)]

donde 11 y ¥ son estados normalizados de una sola particula, C es la constante de normalizacién apropiada y el
signo tiene en cuenta si las particulas son bosones o fermiones, verifique que entonces

(€)= IO [ (O + w2l 2 Re vi(©a©) [ dnw1<n>w;<n>]

El dltimo término tiene en cuenta los llamados efectos de solapamiento o intercambio. Estudie en qué casos este
término sera despreciable, y qué relacién hay entonces con el hecho de que las particulas sean indistinguibles.

Problema 6: Considere el potencial del oscilador arménico unidimensional

V(z) = imwsz .
a) Se colocan en este potencial dos fermiones no interactuantes de espin 1/2 y masa m. Escriba explicitamente el
estado fundamental y el primer estado excitado de este sistema de dos particulas, teniendo en cuenta su estadistica
de espin (son fermiones), y dé sus energias y degeneraciones. Recuerde que para el caso de dos particulas, la funcién

de onda es un producto de una funcién de espin (espinor) por una espacial.

b) Considere ahora que las dos particulas interactiian mediante la interaccién arménica
2
W(.T,l,l‘g) = /\(371 — xz)

Escriba el hamiltoniano para las dos particulas en el potencial V(x) considerando la interaccién atractiva A > 0.
Encuentre las energias y autofunciones del estado fundamental y primer y segundo estado excitado utilizando el
cambio de variables X = (21 + 22)/v2, . = (z1 — 332)/\/5 y teniendo en cuenta los casos mw? < Ay mw? > .

Problema 7: Considere 3 electrones no interactuantes sujetos a moverse en una circunferencia de radio R. Calcule los
tres niveles de energia mas bajos y su multiplicidad, y explicite una base ortonormal para los respectivos autoespacios.

Problema 8: Muestre cudles son todos los términos espectroscépicos 251 L ; del silicio: [Ne] 352 3p?. Utilice las reglas
de Hund para determinar el de menor energia.

Problema 9: Encuentre la notacién espectroscépica para los estados fundamentales de: escandio (Sc, Z = 21,
configuracién [Ar] 3d* 4s2), niquel (Ni, Z =28, [Ar] 3d® 4s%), bromo (Br, Z =35, [Ar] 3d'° 4s% 4p®) y plata (Ag, Z =47,
[Kr] 4d10 5st).

Problema 10: Considere un sistema de dos bosones idénticos de espin 1, ambos sometidos a un potencial central.
Indique cuéles son los valores posibles para el espin total, el momento angular orbital total y el momento angular total
si las particulas estan en las configuraciones 1s2 y 1s' 2p'.

*Problema 11: Ecuaciones de Hartree-Fock. Considere dos particulas idénticas de espin 1/2 interactuando armoni-
camente de acuerdo al siguiente hamiltoniano

. N . A B2 . k . .
H=h)+h2)+V, hi)=—-V2+or2,  V=Ari—ry)?, A>0.

(2

Se desea comparar la solucion exacta con la aproximacién de Hartree-Fock, para lo cual se pueden seguir los siguientes
pasos:



a)

b)
0)

d)

f)

g)

Usando la transformacién de variables a la posicion R del centro de masa y a la posicién relativa r =r; — 7o,
encuentre el espectro y autofunciones de H teniendo en cuenta la correcta simetrizacion.

Escriba las ecuaciones de Hartee-Fock para el hamiltoniano H.

Particularice las ecuaciones obtenidas para el caso

P1(r,8) = o(r)xT(s), d2(r,s) =(r)x (s),

donde x*(s) es la autofuncién de S. al autovalor +h/2 (en este caso el determinante de Slater construido a partir
de ¢1 y ¢2 es un singlete).

Trate de resolver las ecuaciones de Hartree-Fock en el caso particular por un método iterativo. Es decir, determine
la parte espacial ¢ de los orbitales por un procedimiento iterativo. Para ello, use como primera aproximacion a ¢
el estado fundamental () del hamiltoniano h de una sola particula; calcule los potenciales de las ecuaciones de
Hartree-Fock y obtenga una segunda aproximacién o) para ¢; repita el procedimiento varias veces y verd que
converge después de tres iteraciones.

Compare el resultado del inciso anterior con el resultado exacto para el estado fundamental. ;Puede indicar por
qué la solucién de las ecuaciones de Hartree-Fock obtenida en d) es una aproximacién adecuada para el estado
fundamental y no para algun estado excitado?

Compare el resultado del inciso anterior con el resultado exacto para el estado fundamental. ;Puede indicar por
qué la solucién de las ecuaciones de Hartree-Fock obtenida en d) es una aproximacién adecuada para el estado
fundamental y no para algin estado excitado?

;Cémo procederia para obtener una aproximacién de un estado excitado mediante el método de Hartree-Fock?

* Opcional.



