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Gúıa 6 – 12 de mayo de 2023

Problema 1: Cadena lineal monoatómica. Demuestre que en una cadena unidimensional de átomos de masa
M conectados por resortes idénticos de constante K, la relación de dispersión puede escribirse como
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¿Cuántos “modos normales” se asocian a cada una de estas ω? Analice el comportamiento de ω cuando k → 0
y cuando k → ±π/a.

Problema 2: Cadena lineal diatómica. Considere una cadena lineal con interacción a primeros vecinos en la
cual los iones poseen, en forma alternada, masas M1 y M2.

a) Muestre que la relación de dispersión para los modos normales es
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b) Discuta la frecuencia y la naturaleza de los modos normales cuando M1 ≫ M2.

c) Compare la relación de dispersión con la obtenida en la cadena lineal monoatómica cuando M1 ≈ M2.

d) Estudie la velocidad de grupo vg =
∂ω(k)

∂k
. ¿Qué pasa cuando M1 → M2?

Problema 3: Cadena lineal con interacción a m-ésimos vecinos. Reexamine la teoŕıa de la cadena lineal pero
sin hacer la suposición de interacción a primeros vecinos. Para ello, reemplace el potencial armónico por
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a) Muestre que la relación de dispersión debe generalizarse a
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b) En el ĺımite de longitud de onda larga, muestre que la relación de dispersión toma la forma
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asumiendo que la suma sobre m es convergente.

Problema 4: Calor espećıfico de un cristal clásico. El calor espećıfico debido a las vibraciones de la red en un
cristal clásico es 3kB por ion, lo que es conocido como la ley de Doulong y Petit.

¿Cuándo espera que esta ley sea satisfecha, a bajas o altas temperaturas?

Problema 5. Escriba las ecuaciones que determinan los modos normales en 3 dimensiones para el caso clásico
de una red monoatómica de N sitios con condiciones periódicas de contorno. Describa cuántas ramas hay y
cuántos valores de k permitidos por banda se tienen. Explique qué ocurre con una red con base de p sitios.

Problema 6. Forma general del calor espećıfico de una red cristalina. Asumiendo una relación de disper-
sión arbitraria para los fonones en un cristal, obtenga una expresión general para el calor espećıfico (enfoque
cuántico).



Problema 7. Ĺımites de altas y bajas temperaturas para el calor espećıfico de una red cristalina. Usando los
resultados obtenidos en el problema anterior para la forma general del calor espećıfico de una red cristalina,
evalúe los ĺımites de alta y baja temperatura para el calor espećıfico de la red cristalina.

Problema 8. Calor espećıfico para temperaturas intermedias: Modelo de Debye y Einstein. Obtenga el calor
espećıfico de la red cristalina usando los modelos de Debye y Einstein; grafique ambos resultados como función
de la temperatura. Comente las similitudes y diferencias entre ambos resultados.

Problema 9. Muestre que en el modelo de Einstein la contribución de cada rama óptica al calor espećıfico
para T ≫ ΘE (ΘE es la temperatura de Einstein) es constante, e igual a nkB (n es la densidad de sitios de la
red de Bravais), de acuerdo con la ley de Dulong y Petit.

Problema 10. Considere que se aplica el modelo de Debye sólo a las ramas acústicas y que las ramas ópticas
se representan por el modelo de Einstein. Dibuje en un mismo gráfico la contribución de ambas ramas al calor
espećıfico de un sólido tridimensional con base de 1, 2 y 3 iones. Exprese el calor espećıfico en unidades de
3nkB (n es la densidad de sitios de la red) y la temperatura en unidades de Θ de Debye o de Einstein, según
la curva que se grafique.

Problema 11.

a) Muestre que la densidad de modos normales para una cadena lineal monoatómica con constante de red
a y con interacción a primeros vecinos es
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en donde ωo es la frecuencia máxima. La singularidad en ω=ωo es una singularidad de van Hove.

b) Asumiendo que una rama óptica en un sólido tridimensional tiene la forma ω(k)=ω0−Ak2 cerca de k=0,
muestre que la densidad de modos normales es
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