Termodinamica y Mecanica Estadistica Il

mecanica estadistica : propiedades macroscépicas a partir de fisica microscépica

manipular grandes numeros de particulas —  probabilidades

Permutacion : arreglo de N objetos diferentes en un orden definido = N'!

Combinacion Cﬁ : seleccion de IR objetos sin importar el orden

N1 N
N _ - _
= =N TR <R>

Probabilidad = expectativa sobre el resultado de un experimento o “evento”

— resultado A con P(A): N experimentos idénticos — N P(A) con resultado A

espacio muestral : conjunto S con todos los resultados posibles de ese experimento

Ay B eventos independientes siy solosi P(AN B) = P(A) P(B)

0JO : P(A) involucra [A + cualquier evento B} .. lo mismo para B



Variables aleatorias o estocasticas

—  su valor se determina como resultado de un experimento

variable estocastica X puede tomar diferentes valores x; (resultados posibles {CL‘Z})

X no tiene un valor prefijado —  para determinarlo es necesario el “experimento”

— alo sumo predecimos el resultado menos probable , 0 comportamientos “promedio”

Variables estocasticas discretas
X puede tomar un conjunto numerable de valores {z1, x9, ... }

—  probabilidad f(z;) paracada x;

distribucion de probabilidades > 0 y cumple condicion de normalizacion qu flx) =1

f(x;) : toda la informacion posible sobre X



Variables estocasticas discretas
momentos n-ésimos : (X" = Z x f(x;)
7

primer momento <X > —  valor esperado (valor medio)

segundo momento — varianza de X :
var(X) = (X?) — (X)? (: <(X - <X>)2> ) (ejercicio)

— desviacion estandar ox = \/(XQ) — <X>2 (: \/<(X _ (X>)2> >

(“ancho” de la distribucic’)n)

Variables estocasticas continuas

X puede tomar valores continuos —  distribucion fx (z) debe ser continua a trozos
b
Pla< X <b) = / dz fx(z) (érea bajo la curva fX(x))
a

densidad de probabilidad debe cumplir fx(x) >0 y [ dz fx(z) =1



Variables estocasticas continuas

—  m-ésimo momento : (X") = / dz 2" fx(x)

todos los momentos (X™) < conocimiento completo de fx ()

funcion caracteristica ((X ”> pequeno para n grande)

¢X(k) = < sz> / dz ezkfo

1 d"¢x(k)
i dkn

Mg

(X7) =

k=0
n=0

—  fx(z)= %/ dk e ¢ x (k)

Y = g(X) (otravariable estocastica) — necesitamos fy () :

fr(y) = / de §(y — g(2)) fx(2) (ejercicio



Varias variables : Probabilidades conjuntas

X e Y variables estocasticas sobre un espacio muestral S ,
X(9) =Az1,29,...}, Y(S)=A{y1,y2,...} — “espacio de probabilidades”

X(9) xY(S) = {(z1,11), (¥1,92); -, (22, 1), (T2, y2);s oy (T3 Y5)5 - - - }

c/par ordenado (z;,%y;) <+ probabilidad conjunta f(xz;,y;) = P(X =z;,Y =y;)

vale para variables continuas

distribucién para una de las variables integrando :

Fx(z) = / dy f(z,y)

—  debe cumplirse f(z,y) >0 y // dz dy f(z,y) =1



Probabilidades conjuntas

covarianza de X e Y :

cov(X,Y) = // dz dy (x — <X>) (y— <Y>) f(z,y)

:/ dz dy zy f(z,y) — (X)(Y)

= (XY) — (X)) (ejercicio)
correlacion de X e Y : cor(X,Y) = % (adimensional)
> cor(X,Y) = cor(Y, X) (ejercicio)

> —1<cor(X,Y) <1
>cor(X,X)=1; cor(X,—X)=—-1 (ejercicio)
> cor(aX + b,cY +d) = cor(X,Y) (siempre que a, ¢ # 0) (ejercicio)

—  variables con idéntica distribucion de probabilidad pueden tener diferentes correlaciones



Probabilidades conjuntas
X e Y independientes : o flzy) = fx(@) fr(y) (ejercicios)

> (XY) = (X)(Y)
> var(X 4+ Y) = var(X) + var(Y)
> cov(X,Y) =0

0JO: cov(X,Y)=0 =% X e Y independientes

contamos con f(x,y) ylarelacion Z = g(X,Y)

= fz(z // dx dy 5 z —g(x y)) f(z,y) (ejercicio)
X e Y independientes:  fz(z2) = // dz dy 5(2 — g(az,y)) Ix(@) fy(y)

_ / / dz dy %909 fy(2) fy(y)

en particular, cuando g(x,y) =z +y — ¢z(k) = ox(k) oy (k) (ejercicio)



Distribucion binomial

experimentos con solo dos resultados posibles , con probabilidades p y ¢ (p +q = 1)

N experimentos — nj y no resultados (n1 +ng = N)

n1 experimentos con el primer resultado en un orden determinado —  probabilidad p"! ¢"2

si no interesa el orden , la probabilidad para cualquier combinacion (ni,mn2) es
distribucién binomial Pyn(ny) = p™ g2
ni

distribucién normalizada :

N N [y
> Py(m) =) ( )pnqum =(p+ot =1

n1=0 n1=0 m
N N
N B 0
<n1> — Z ny pm qN ny _ pa_ Z PN(nl)
n1=0 m p n1=0

[ 1= (P+Q)N = (n1)=pN (ejercicio)



Distribucion binomial

también puede mostrarse (n?) = (Np)? + Npgq (ejercicio)

((n1) =pN) —~  on=+/Npg

L , . ON q /1
desviacidon estandar relativa: 2t = z _
(n1) p VN

ON . . .
— chico : cualquier resultado n1 es muy préoximoa (ni) =p N

(n1)
(n1)

< did N il
a medida que crece, — > —— =

Distribucion gaussiana

(binomial) NN grandey p no muy pequefia <+ p N también grande

n\mn
aproximacion de Stirling n! = V2ntn (—)
e

N
(vélida paran > 10) en Py(n1) = ( ) g™
ni



Distribucion binomial — gaussiana

n N
N y nq muygrandes: n! = 27w n (E> (Stirling) en  Py(n1) = ( )p”l q"2

e ni
1 nq N —ny
Prn(ny) = ex [—n In—=— (N —nq)In ejercicio

+nylnp+ (N —np)In(1 —p)}

Py méaximo para n; = p N = (ny) : desarrollando el exponente de Py alrededor de (n1)

+0(e3)

Py(n1) = Py({n1)) ¢ 2N70 € =ny — (ny)

N grande < € chico : podemos descartar términos de orden superior al segundo

recordando que N pq = 0]2\7 e

1 _(n1—<7211>)2
Py(np)) = ——ce¢ 2oy

Vamon

. . iy . . . 9
distribucion gaussiana : determinada con (n1) y (nj)



Distribucion binomial — distribucion de Poisson

en algunos casos (binomial) , cuando N — oo, p =0, con pN =a (cte) < N

— 11 no es grande (prc’)ximo a{n;) =pN K N)

AN\ Y
N! VN e _ Nmem NfMe™ o
(N—n))! ~ VN—-m N-n\V™ (1_@)]\7_"1 T oem
e N
y AN (ejercicios)
A=pV (=g~ (1-p¥ = (1- 1) —e
anl e a
= PN(nl) = |
ni:
0.¢)
distribucion de Poisson —> Z Py(np)=e"e =1
n1=0

completamente determinada con (n1) = a



Distribucion binomial : Caminata al azar

movimiento unidimensional con pasos de longitud fija ¢,
hacia adelante (probabilidad p) o hacia atras (probabilidad g)

— tomamos p=¢q =1/2

N grande de pasos : distrib. probabilidades 11 pasos hacia adelante —  gaussiana

(p N también es grande)

desplazamiento neto m =nj —ng, ycomo n;y +no =N, m=2ny — N

distribucién de probabilidades : m soélo puede valer — N, —N+2,... N—2, N

para incluir valores intermedios (también posibles) — agregamos factor 1 /2 “repartiendo”

< normalizacion v

H
N
R

(ejercicio)



Distribucion binomial : Caminata al azar

longitud de paso ¢/ — desplazamiento neto real : © = m/

N pasos — Ax=/(Am = como Py(x)Azx = Py(m)Am = Py(m)Ax/{

2

1 o
— Py(z) = ———==e 2N{?
VorN(?
n pasos poru/tiempo — N =nt
P 1) 1 2%
— T, t) = e 4Dt
2V Dt

coeficiente de difusion D = n (/2



Distribucion binomial : Caminata al azar

t1 >0

to > 11




