Variables aleatorias o estocasticas

—  su valor se determina como resultado de un experimento

variable estocastica X puede tomar diferentes valores z; (resultados posibles {xz})

X no tiene un valor prefijado — para determinarlo es necesario el “experimento”

mecanica estadistica : magnitudes termodinamicas <> variables estocasticas

Probabilidad = expectativa sobre el resultado de un experimento o “evento”

Variables estocasticas discretas

X € {z1,22,...} — probabilidad f(z;) paracada x;

distribucion de probabilidades :  f(z;) >0 vy normalizada ;. f(z;) =1

f(z;) : toda la informacion posible sobre X



Variables aleatorias o estocasticas

Variables estocasticas continuas
— distribucién fx(x) debe ser continua a trozos

b
Pla< X <)) = / dz fx(x) (&rea bajo la curva fx (z))

— fX(x) > 0 y / dx fx(:ﬁ) =1

Varias variables: Probabilidades conjuntas
X(S> X Y(S> = {(:Eh yl)7 (xla y2)7 SRS (JIQ, yl)) (ZU27 y?)a s (xia yj)7 cee } :
c/par ordenado (z,y;) <+ probabilidad conjunta f(xz;,y;) = P(X=x;,Y =y;)

vale para variables continuas

—  debe cumplirse f(x,y) >0 y // dz dy f(z,y) =1



Probabilidades conjuntas

covarianza :
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XY
correlacion de X e Y : cor(X,Y) = cov(X, Y) (adimensional)
ox oy
A e ¥ independientes: . p(y y) = fx(x) fy(v) > (XY) = (X)(Y)
> var(X +Y) = var(X) + var(Y) >cov(X,Y) =0

contamos con f(z,y) ylarelacion Z = g(X,Y)

= fz(z // dx dy 5 z g(x y)) f(x,y) (ejercicio)
X e Y independientes:  fz(2) = // dz dy 5(2 —g(:z:,y)) fx(@) fy(y)
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en particular, cuando g(x,y) =z +y — ¢z(k) = ox(k) oy (k) (ejercicio)



Distribucion binomial

solo dos resultados posibles , con probabilidades p y ¢ (p +q = 1)

o (N
— distribucién binomial Pn(ny) = plq

ni
ON qg |1 ny (n1)
=pN, = /N 5 = s s = o

ni1 muy proximoa (ni) =pN

N grandey p no muy pequeia <+ p /N grande (valida para n > 10)
distribucién gaussiana : , Stiling: - m! = V2w n (E)
1 _ (n1—<7;1>)
Py(ny) = —e 20y — (ny)y <n%>

V2T on

aveces, cuando N — oo, p— 0, con pN =a (cte) < N
Stirling ...

anl e—(l

distribucién de Poisson :  Py(nj) = — (n1)=a

nq!



Distribucion binomial : Caminata al azar

longitud de paso ¢ — desplazamiento neto real : © = m/

N pasos — Az =/0Am = como Py(x)Ar = Py(m)Am = Py(m)Ax/l

2

1 o
— Py(x) = ——=e¢ 2Nf?
VorN{?
n pasos poru/tiempo — N =nt
Pl t) 1 _z?
— T, t) = e 4Dt
2/ Dt

coeficiente de difusion D = n (/2



Teorema del limite central

variable aleatoria X regida por fx () — promedio de N mediciones independientes

1T T4 TN
YN = N = ¢ fy(yn)?

1+ T2+ -+ TN

\/N (ZN OCyN)

definimos primero zy =

—  D(k) = / dzy €N fr7(zn)

N / doy ... doy ePotot e )/VN £ fr(a) . fx(zy)

E TV
-l (7%)
(0® = (X?) —(X)?) (ejercicio)

2
bx (%) _ ik(X)/VN / de 6ik(m—<X))/\/NfX($) _ ik(X)/VN [1_;_N02+"']



Teorema del limite central

o () =T [ i @M DD )= (1 g o2
k 3 N
—— | decrececon k — ®(k) = — aun mas rapidamente
ox (%) ®=lox (5)] ;

todos los (X%) finitos :

. 2 kO’ . K202
B(k) = VI {1 2Na+o( ) L S

o0 , 00 , 1252
o frlen) = 5 / Qs k2N () = - / Qe ¢ iken VLX) — 5

—00 —00

(@]
Q
C
wn
®
Q
>
Q

S

Il
>
Q

... completando cuadrados ...

para Y =Z/V/N

(promediode X ):




Distribucion de probabilidad en sistemas dinamicos
(Reichl)

mecanica estadistica : sistemas con muchos grados de libertad

(/N particulas en un recipiente, o N sitios de red interactuando entre si)

enfoque clasico — ecuaciones de Hamilton

3N coordenadas y 3/N impulsos generalizados (sin grados de libertad internos)

espacio de las fases T': ¢/ X" contiene 3N coordenadas y 3N momentos (qN, N)
(GN dimensiones) Ny

“microestados” : informacién microscopica del sistema

p

(“macroestados” : termodinémicos)

XN conocido enalgin ¢t —
oHN . oHN
agq; op;

(HN hamiltoniano del sistema) pj =

J-ésima particula



Distribucion de probabilidad en sistemas dinamicos

hamiltoniano no depende explicitamente de t:  HY(X®) = E constante de movimiento

energia < sistema conservativo

microestado XV se mueve segun las ecs. anteriores —

perfectamente determinado por condiciones iniciales = trayectorias nunca se cruzanen I

en sistemas “termodinamicos” : incertidumbre sobre microestados (condiciones iniciales)

— X variable estocastica 6.N-dimensional
podemos conocer valores medios , dispersion ...
densidad de probabilidad p(XV,t) — p(XN,t) dX probabilidad para el
microestado en un entorno d XV de X% en t

normalizacion (‘v’t ) ,
/ dXN p(XN 1) =1
I



Distribucion de probabilidad en sistemas dinamicos

probabilidad en ¢ de tener un estado en laregiéon R C I':
P(R) = / dxXN p(XN 1)
R

incertidumbre pequena sobre D, GAI p muy localizada

(se anula rapidamente lejos del valor medio)

... evoluciona manteniéndose localizada o esparciéndose (perdiéndose informacién)

¢, dinamica de sistemas continuos ?

densidad de probabilidad en I’ <— masa de fluido incompresible

normalizacion <> conservacion de la materia

aumento en P(R) con el tiempo : probabilidad que fluye hacia dentro de R C I’

. dP .
Sencieraa R XN=(¢"p") dt(R) = —jé p( XN t) XN . dsV
S




Distribucion de probabilidad en sistemas dinamicos

dP(R) _ f p(XN,t) XN. dSN
dt S

\ - g
~

flujo saliente atravésde S — teorema de Gauss

N L3
d P(FR) :/ MdXNz—/VXN-(p(XN,t)XN) ax™
i T X

Gomo (22 0 0 0
N X" =\ oq.’0qs"  oqn’ Op1’ Opn

VRCT = %p(XN, t) + Ven - (p(XN, 1) XV) =0

dq;  Op )
N J J ,
pero N ' =0 (por ecs. de Hamilton)
Vx Z (3% Op;
0 .
—  ecuacion de continuidad 9P _ _xN. Vynp

ot



Distribucion de probabilidad en sistemas dinamicos
op

ecuacién de continuidad = —xN. VN p

at

cambios temporales de p en un entorno fijo de I'

evolucion de p a medida que se desplaza el fluido : derivada total o convectiva

d 0

- - N.
qi ot X Vxy

—  p constante alrededor de un punto del “fluido” en movimiento

(fluido incompresible)

N
. oHY o  oHYN 0 )
definiendo H= . — y
; ( op; 9q; Oq; Op,
. o op N
ecuacion de continuidad — - —Hp = — [H ,p]

[-,+] corchete de Poisson



Distribucion de probabilidad en sistemas dinamicos

dp

L= _Hp=—[HV,
o p=—[H"p]
operador de Liouville L=—iH — L0p 7 ecuacion de
] — =
ot P Liouville
. _ N 4\ _ —itL N
< solucién formal : p( XN t)=e " p(X,0)
puede mostrarse que L es hermitiano (ejercicio) — ecuacion de autovectores

ifj = \j fj: autovalores \; reales, {f;} base ortonormal (/) € espacio de Hilbert)
= pXN0) =D XYY 5 Lp(XN,0)=)"Cy ) (XY
J J

solucion de la ec. Liowville —  p(X, 1) = Z e~ 0 f(XY)

J . . .
jcomportamiento oscilatorio!



Distribucion de probabilidad en sistemas dinamicos

solucion de la ec. Liowville —  p(X, 1) = Z e~ O f(XY)

J . . .
jcomportamiento oscilatorio!

®

Ademas, ecuaciones de Hamilton reversiblesen ¢ — si el sistema llegara al equilibrio ...

(fuera del equilibrio) ®

la mecanica clasica no predice el decaimiento al equilibrio termodinamico

ec. Liouville impone condicién cuando el sistema ya alcanz6 un estado estacionario :

p no depende explicitamente de ¢ — Lp=0 < [Hy,p]=0



