
Distribución de probabilidad en sistemas dinámicos

enfoque clásico → ecuaciones de Hamilton

3N coordenadas y 3N impulsos generalizados (sin grados de libertad internos)

espacio de las fases Γ : c / XN contiene 3N coordenadas y 3N momentos (qN ,pN )(
6N dimensiones

)
↘

“microestados” : información microscópica del sistema

(
HN hamiltoniano del sistema

)
ṗj = −∂H

N

∂qj
q̇j =

∂HN

∂pj

j-ésima partı́cula

XN (t) determinado por condiciones iniciales ⇒ trayectorias nunca se cruzan en Γ

en sistemas “termodinámicos” : incertidumbre sobre microestados

→ XN variable estocástica 6N -dimensional

podemos conocer valores medios , dispersión ...
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XN variable estocástica 6N -dimensional

densidad de probabilidad ρ(XN , t) → ρ(XN , t) dXN probabilidad para el

microestado en un entorno dXN de XN en t

probabilidad en t de tener un estado en la región R ⊂ Γ :

P (R) =

∫
R

dXN ρ(XN , t)

densidad de probabilidad en Γ ←→ masa de fluido incompresible

normalización ↔ conservación de la materia

dP (R)

d t
=

∫
R

∂ ρ(XN, t)

∂ t
dXN = −

∮
S
ρ(XN , t) ẊN · dSN

ẊN ≡ (q̇N, ṗN ), S encierra a R
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dP (R)

d t
= −

∮
S
ρ(XN, t) ẊN · dSN︸ ︷︷ ︸

flujo saliente a través de S → teorema de Gauss

dP (R)

d t
=

∫
R

∂ ρ(XN, t)

∂ t
dXN = −

∫
R
∇XN ·

(
ρ(XN, t) ẊN

)
dXN

↙ ∇XN ≡
(
∂

∂q1
,
∂

∂q2
, · · · , ∂

∂qN
,
∂

∂p1
, · · · , ∂

∂pN

)

∀R ⊂ Γ ⇒ ∂

∂ t
ρ(XN, t) +∇XN ·

(
ρ(XN, t) ẊN

)
= 0

ecuación de

continuidad

pero ∇XN · ẊN =

N∑
j=1

(
∂q̇j
∂qj

+
∂ṗj
∂pj

)
= 0 (por ecs. de Hamilton)

↪→ ecuación de continuidad
∂ρ

∂t
= −ẊN · ∇XN ρ
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ecuación de continuidad
∂ρ

∂t
= −ẊN · ∇XN ρ

definiendo Ĥ ≡
N∑
j=1

(
∂HN

∂pj
· ∂
∂qj
− ∂HN

∂qj
· ∂
∂pj

)

↪→ ∂ρ

∂t
= −Ĥρ = −

[
HN , ρ

]
[· , ·] corchete de Poisson

operador de Liouville L̂ ≡ −iĤ →
i
∂ ρ

∂ t
= L̂ ρ

ecuación de

Liouville

L̂ es hermitiano → autovalores λj reales , {fj} base ortonormal

↪→ ρ(XN , 0) =
∑
j

Cj fj(X
N ) → ρ(XN , t) =

∑
j

e−itλj Cj fj(X
N )

¡¡¡comportamiento oscilatorio!!! Mecánica clásica y la !&§Z%�#$®?



El operador densidad (Nazareno)

ensamble : M sistemas idénticos macroscópicamente , en los diferentes microestados posibles

valor medio temporal de cualquier variable dinámica = promedio sobre el ensamble

↪→ “ergodicidad” : puede no valer en algunos sistemas , aunque sı́ en este curso

c / sistema del ensamble : estado cuántico |k, t〉 k : todos los números cuánticos

valor de expectación de una variable dinámica Â en ese estado :

Ak(t) = 〈k, t|Â|k, t〉
(
〈k, t|k, t〉 = 1

)
promedio de Â sobre todo el ensamble :

〈Â〉M (t) =
1

M

∑
ens

〈k, t|Â|k, t〉 =
∑
k

ωkAk(t)

peso estadı́stico ωk = Mk/M , Mk sistemas en el estado |k, t〉



El operador densidad

promedio de Â sobre todo el ensamble :

〈Â〉M (t) =
1

M

∑
ens

〈k, t|Â|k, t〉 =
∑
k

ωkAk(t)

→ definimos el operador densidad
ρ̂ =

∑
k

ωk |k, t〉 〈k, t|

↪→ para cualquier variable Â (ejercicio)

〈Â〉M (t) = Tr
(
ρ̂Â
)

→ ρ̂ † = ρ̂ (hermitiano)

→ Tr (ρ̂) = 1 (ejercicios)

→ ρi ≡ ρii ≥ 0 (cualquier base)

→ Tr (ρ̂) = 1 =
∑
i

ρi ⇒ 0 ≤ ρi ≤ 1 ⇒ Tr
(
ρ̂ 2
)
≤ 1 ... s)

↪→
∑

i,j |ρij|2 ≤ 1



El operador densidad

Estados puros y mezcla ρ̂ =
∑
k

ωk |k, t〉 〈k, t|

todos los sistemas en el mismo estado |ko, t〉 :

〈Â〉M = Ako ρ̂ = |ko, t〉〈ko, t|
→ ρ̂ 2 = ρ̂

en una base donde ρ̂ es diagonal : ρ2i = ρi

como Tr(ρ̂) = 1 = Tr(ρ̂ 2) ↔
∑
i

ρi = 1 =
∑
i

ρ2i , 0 ≤ ρi ≤ 1

⇒ ρ` = 1 y ρi6=` = 0 para algún ` (estado puro)

ρ̂ hermitiana ↔ diagonalizable → diferencia clara estado puro y estado mezcla

estado mezcla : ρ̂ diagonal contiene más de un ρi 6= 0 → no poseemos tanta información

(no predecimos exactamente el estado del sistema)



El operador densidad

→ siempre conviene pensar expresiones con ρ̂ diagonal
(
Tr no depende de la base

)
si ρ̂ es diagonal , c / ρi : probabilidad de ocupar |i〉 → Pi

Tr (ρ̂) = 1 ↔
∑
i

Pi=1

si
[
ρ̂, Â

]
= 0 → base que diagonalice ambos operadores :

Pi probabilidad de ocupar un estado para el cual Â posee autovalor Ai

↪→ 〈Â〉M = Tr (ρ̂Â) =
∑
i

ρiAi =
∑
i

PiAi

evolución de un sistema cuántico → ecuación de Schrödinger

i~ d |k, t〉
dt

= Ĥ|k, t〉



Evolución de sistemas cuánticos

hamiltoniano Ĥ y observable Â independiente de t : para cada |k, t〉 del ensamble

i~ d

dt

〈
k, t
∣∣Â∣∣k, t〉 =

〈
k, t
∣∣[Â, Ĥ]

∣∣k, t〉 conmutador

〈Â〉M = Tr
(
ρ̂Â
)

=
∑
k

ωk
〈
k, t
∣∣Â∣∣k, t〉 →

i~ d

dt
〈Â〉M = i~ Tr

(
ˆ̇ρÂ
)

= i~
∑
k

ωk
d

dt

〈
k, t
∣∣Â∣∣k, t〉 =

∑
k

ωk
〈
k, t
∣∣[Â, Ĥ]

∣∣k, t〉
i~ d

dt
〈Â〉M = 〈[Â, Ĥ]〉M

↪→ i~Tr

(
∂ρ̂

∂t
Â

)
= Tr

(
ρ̂ [Â, Ĥ]

)
= Tr

(
[Ĥ, ρ̂ ] Â

)
(ejercicio)

Tr (ÂB̂) = Tr (B̂Â)

válida para cualquier Â →

i~ ∂ρ̂
∂t

= [Ĥ, ρ̂]
ecuación de Liouville cuántica

(ecuación de Liouville - von Neumann)



Evolución de sistemas cuánticos

i~ ∂ρ̂
∂t

= [Ĥ, ρ̂] ecuación de Liouville

operador de Liouville : L̂ =
1

~ [Ĥ, · ] ⇒ i
∂ρ̂

∂t
= L̂ ρ̂

solución formal :
ρ̂(t) = e−itL̂ ρ̂(0) = e−itĤ/~ ρ̂(0) eitĤ/~ (ejercicio)

... desarrollar e−itL̂ en serie ... binomio de Newton para [Ĥ, · ]

base (ortonormal) {|En〉} de autofunciones de Ĥ
(∑

n

|En〉〈En| = Î
)

ρ̂(t) =
∑
n,m

〈En|ρ̂(0)|Em〉 e−(i/~)(En−Em)t |En〉〈Em|

¡¡¡soluciones oscilatorias!!! !!!&?§Z%�#®?�ttt??$

estado estacionario : ρnm = ρnδn,m (no hay oscilaciones en ρ̂(t))

→ ρ̂ diagonal ↔ ρ̂= ρ̂(Ĥ) ↔ [Ĥ, ρ̂ ] = 0 equilibrio :
∂ρ̂

∂t
=0 en ec. Liouville


