Ensamble microcanonico (Reichl - Huang)

—  sistemas termodinamicos en equilibrio
<  principio de maxima entropia S =—kTr(pInp)

Sistemas cerrados y aislados :

energia E fijla — muchos microestados compatibles con £/ = U (constante)

(y N también) <  ensamble microcanénico
« :
> maximizacién de S con unico vinculo Tr (p) =1 (P] — ek ! = -+ )
S{-kTr(pmp)+aTc(p)} =0 = Tr{é,ﬁ [—k Inj+ (a—k)f” —0
£ _1
d0p arbitrarias — p=ek T diagonal, p; idénticos

W(E): n°deestadoscon £ 5 , =

“postulado de igual probabilidad a priori”



Ensamble microcanonico

S=—kTr(pInp)=—k> pilnp;

< | S=kInW(E)

relacion fundamental si aceptamos correspondencia con la entropia termodinamica

o L_ (9%
T \oU )y .

enfoque clasico : densidad de probabilidad p(XN)

calor especifico , funciones respuesta ...

S=—k / dXN p(XN) In [CN p(X )]
E<H(XN)<E+AE
cN (provee las unidades correctas) : volumen en I' de un estado del sistema
argumentos cuanticos - principio de incertidumbre de Heisenberg — CN = p3N

(valido para particulas distinguibles)



Ensamble microcanonico

enfoque clasico : maximizacién de la entropia — (ejercicio)
1
p( ) CL)(E7 V, N) Y w( ) Y ) /

E<H(XN)<E+AE

Y(E,V,N) érea de hipersuperficie con F — w(E,V,N)=%(E,V,N)AE

reemplazando (5 = ;{7/ dXY p(XM) In [CN/)(XN)Q

E<H(XN)<E+AE

w(E,V,N)

S(E.V,N) =k In—=-"y

S=knW(E)

relacion fundamental ...



Ensamble microcanonico

w(E,V,N)

S resulta extensiva S(E,V,N) =k In=Zx

— N particulas (distinguibles) repartidas en dos subsistemas no interactuantes

« particulasenuno y 5 = N — « enelotro

E/AE
wE) =Y {wm)(Ez.).w(m(E_Ei)

1=1

H maximopara I; = E, < Eg=FE—E,

S WO(E) - w(Ey) < wlB) < 2 W@(Ey) W) (Ep)

AFE
(1 solo término) (todos)
(@)(E,) w B (Eg) (@)(E,) w B (Ep) B
W « I6] . - a I6;
. < S(E,V.N) < k In—
k In Ca o < S(E,V,N) < kln Ca ol + NG

cualquier w(®) oc ()% | cualquier w®) oc (+)%7 E x N (extensiva)



Ensamble microcanonico

(@)(E,) wP(Ep) ()(E,) WP (Ep) E
w a) B Y ;AT w a) B el
k In Ca ol < S(E,V,N) < k1In Ca ol +/€1nAE
N — L,
OC(OH—ﬁ):N oclnN
limite termodinamico <> N — oo (también o — 0o, [ — 00)
InN <N — coinciden la cota inferior con la superior ...
SWV) — gla@) 1 g(5)
E/AE
QE,V,N) = Z w(E;) volumen total dentro de la hipersuperficie (£, V, N)
1=0
QE,V,N
— S(E,V,N) =k In <é—]\;) (ejercicio)

matematicamente mas conveniente



Ensamble microcanoénico
— energia E, toma un valor bien definido (Iimite termodina’mico)

>~ puede reemplazarse por un tnico sumando : término que maximiza (w(o‘) : w(6)>

(3

restriccion : E,, + Eg = E (cte)
logaritmo mono6tonamente creciente :

) {ln (w(o‘) -w(ﬁ))} =0 con O0E,+0Eg=0

(subsistemas independientes) olnw@  Hlnw® SE— 0
oE, OEg ‘o
0F, arbitrario — 85, 08y (1 B 05)
OFal|s,  OEslg, T oU

.. equilibrio termodinamico



Ensamble microcanonico

0Sq 953
= 2= =~ T, = TB
S=—kTr(plnp)
S =k InW(E) S(E,V,N) =k In W(ECY\) S(E,V,N) =k In Q(ECY\)

k=1,380649 - 10723 /K  constante de Boltzmann — T temperatura absoluta

constante de gases R = Nk

Q(E,V,N)
CN

ademas, S(E,V,N) =k In crece con U :

al aumentar la energia , el volumen () abarca cada vez mas estados



Ensamble microcanonico

entropia estadistica satisface los requisitos de la teoria termodinamica :
maximo valor compatible con U, V (variable extensiva X) y N
mondtonamente creciente con U

aditiva

Gas ideal clasico

N moléculas libres no interactuantes en un recipiente de volumen V'

(sin grados de libertad internos)

enfoque clasico - particulas distinguibles de masa m

necesitamos
Q(E,V,N) = / EBpy ... Bpy Bry... Bry
H(XN)<FE



Ensamble microcandnico : gas ideal clasico

Q(E,V,N) = / Ep ... EPpy Pry... Pry
H(XMN)<E

hamiltoniano independiente de r —

(2,,(R) : volumen de esfera n-dimensional de radio R = v/2mFE

debe cumplirse  ,(R) =1, R" — &b ?
Sp(R) = B " R" " : &rea superficial de la esfera n-dimensional de radio R
o0 (0.¢] 9 9 (0. ¢] 9
evaluemos / dzy - / Az, e~ @ +on) — / dR S, (R) e I
—00 —00 0



Ensamble microcandnico : gas ideal clasico

o0 n o0
[ / dz e_le —n / AR R" 1 e I
—00 0

00
sustituyendo = = R?> —  definicion de funcion I'ec) = / dz 27 te™®
J0

n/2
7Tn/2 _ nbn F(E) = b” — 77;— v

2 \2 r(+1)

2
aprox. Stirling para I':
3N 3N . 3N 3N
Inl'(z) = zlnz — 2 In(bsn) ~ 5 InmT — 5 In 5 + 5 (N — o)
3/2
3 4dmm E
— S(E,V,N) = 3 NE+NEk In |V (%N) (ejercicio)
2 U NET 3
... obtenemos T = I NVE P = N Cy = 3 k



Gas ideal clasico : paradoja de Gibbs

3 drm B\ 2 2/
S(B,V,N) = S Nk+ Nk n |V ( 505+ :N30+Nkln(\/u/)
(ejercicio) sozgk<1+ln4;TZL) y u:%zng

(muy similar a la que habiamos obtenido en Termo 1)

—  recipiente con dos gases diferentes a temperatura I’ separados por una pared diatérmica

N1 (N2) moléculas en compartimiento de volumen Vj (V3)
(Vi+Ve=V, N+ Ny=N)

removemos la pared divisoria : U no cambia <> ' tampoco varia

A
s TS =M lng1 + Ny ln% >0 (ejercicio)

gases diferentes : ©

gases idénticos , sistema inicialmente homogéneo (V;/N1=V2/Na=V/N)

— jjjaumento en la entropialll @O ®



