Ensamble candnico (Reichl)

Sistemas cerrados : pueden intercambiar calor con un bafno térmico pero no particulas

microestados con cualquier valor para E , aunque (E) = U (muy precisa)
— ensamble canonico

—  Descripcion clasica

maximizamos
S=—k / AXN p(XN) In[ON p(X V)]
r

con los vinculos

/ dXN p(xN) =1 / AXY H XM p(XN)=U
r r
1 N 1 N
IN(T, V) = = | dXN e PHEXT) XNy = —B H(XY)
3zﬁ F(T,X,N)=—kT'lhZn(T,X) : relacién fundamental




Ensamble canonico

1 1 [
Zn(T, V) = oF /F AXN —BHEY) _ oF dE g(E) e PF
—0o0

g(FE) : densidad de estados en I" con energia FE (“‘degeneracion”)

g(E) dE : probabilidad de ... energiaentre £ y E+ dE

1

= p(E) g(E)e ¥

Equiparticion de la energia (sistemas clasicos)
hamiltonianos cuadraticos en q;., p;

1
x1, ..., Ty : componentes de (g, p) H(XN) = Z 3% x? a; #0
J=1
o , nkT oUu nk
teorema de equiparticion de la energia : U=— Ncexy = =— - —



Equiparticion de la energia

gasideal : H involucra 3N impulsos lineales

vN
ZN(T, V) = N (2mmkT)3N/? (ejercicio)
 O(lnZzy) 3 3

moléculas diatémicas clasicas : grados de libertad traslacionales 4 rotaciones

(presentes a 1" ambiente)

H (clasico) suma 2 términos cuadraticos por molécula — U = 5NET/2

modos vibracionales : 2 términos cuadraticos mas (;por qué?) — U =TNKT/2



Ensamble canonico

Descripcion cuantica

—  maximizar S = —kTr(p Inp) conlosvinculos Trp=1 y Tr(Hyp)=U

multipl. Lagrange Qo ap
... condicién de maximo ...
Tr {5,5 {(O&o — k)j + ap }A[N —k ln[)} } =0 (ejercicio)
0p arbitraria : (ejercicio)
Zn(T, X) = Tr <e‘5ﬁN) F(T, X, N) = —kT In Zy(T, X)
*ﬁf{N *5Er
. e e _4F.
= p= : = = IN(T,X) =) gje P
Tr (e_ﬁHN> ZN ;

probabilidad de ocupar estado r suma sobre energias



Ensamble canonico

6_6E7"

estados r
ZN

Pr =

T—0 (f—00): p—0 paracq.estado excepto el fundamental
(ejercicio)
T — oo (B—0): p— constante

todos los estados microscépicos igualmente probables

energia I; :

gj : numero de estados (r) con E, = E;



Ensamble candnico : Fluctuaciones de la energia

descripcién termodinamica : ;, ensamble microcanonico o ensamble canonico ?

ZA\' = (ii';F = Tl' ((‘7';1\1—\'> TI- {eﬁ[F(T’XaN)_ﬁN]} —= 1

<3ﬂ) | P L g
9 6 X,N
derivando otra vez ...

2
T — + | | =5 — i (F=HN) & —
' (352 X,N ( 9p X,N o ‘

derivamos respecto a
Tr {

I(BF 9% BF oU
<f)’/7) | h <E> - <E2> N <E>2 - (8—§2)XN: N (%)XN: KTEN o
(extensiva U \) ’ ,
2N _ 2
VE =Y 1




Ensamble candnico : Fluctuaciones de la energia

VE)—(EP 1
(E) VN

— 0 limite termodinamico

fluctuaciones relativas de la energia muuuuuuUUUUUuuuuuuuy pequenas (N — oo)

—» estados con probabilidad nonula: £ = U

(elijo el que me convenga)
fisicamente : previsible

U, X, N fijos : ensamble microcandnico T, X, N fijos: ensamble candnico

(representacion entropia) — (representacion de Helmholtz)



Revision de los postulados de la termodinamica

P 1. Existen estados de equilibrio caracterizados por U, V' (X),y {N;}

(numeros de moles {n;} )
P2. Existe S, funcionde U (creciente), X y {N;}, que se maximiza en el equilibrio
P 3. La entropia de un sistema compuesto es aditiva, continua, derivable y creciente con U

P 4. La entropia se anula a medida que 'I' se aproxima al cero absoluto
ensamble candnico: a 7' = 0 solo se puebla el estado fundamental <+ microcandnico

S=kInW — degeneracion del estado fundamental

S
— ansumoWNN:N—>O para N — o0



Ensamble canonico : Solido cristalino

Descripcion clasica
1 N —BH(XN
Zn(T, X) = N /F AXN e AHXT)

oscilaciones colectivas de una red cristalina : 3/NV osciladores acoplados

—  coordenadas normales : 3/N osciladores desacoplados (modos normales)

al 1 mw?
H(XN):Z(—p$+ 2%3) —

, 2m
1=1 ,
1 (75 )
Zn(T, V) = h3—/ dz?V dp3N e 2\ 2m Pi 2
1 —B (— S+ x)
(osciladores independientes) — E/ dp; dz; e 2m Pi 2 Y

-~

“particiones individuales” z;

siempre puede factorizarse Z; en sistemas independientes



Ensamble canonico : Solido cristalino

“particiones individuales”

o~

1 [T P> +L/2 mw;
Zj = —/ dp 652m/ dze Pz 7

—0 L)2 oo
—
—00

1 2rkT 2
zi = —V2mrmkT T 5 = T kT (ejercicio)
h mw; hw;

3N 3N
AN = H Zi — F=—-KI'lnZy = —kTZ In z; (ejercicios)
=1 1=1
3N
O(BF) 9In(1/5)
- U=—==— ————= =3NkT cy = 3k
06 ; 0p

(no importan los w;)

teorema de equiparticion de la energia v



Ensamble canonico : Solido cristalino

cy = 3k (constante con T) _
20 r
descripcion satisfactoria para I’ altas = f
g
_ - Debye //
... pero para bajas T’ ~— 10 m— 1
O G
vale la cuantica: ¢, — 0O (Simon)
0 T | | 1
0 50 100 150 200
[{PAH H A Hpe. 1) 2l T (K)
a T altas : “distribucion de presencia” clasica v
probabilidad de encontrar a la particula clasica :
1 1

Pass(x) o

o(z)] +wy/ 12 — 22

x, : punto de retorno clasico

—  probabilidad cuantica : [t/ (z)[?



Ensamble canonico : Solido cristalino

T"— 0 : predominan estados con bajo n
probabilidades muy diferentes

< descripciones no coinciden

estados con n mayor :

|t () |2 mas parecida a Pe4s()

ambas descripciones adecuadas a I’ altas
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Ensamble canonico : Solido cristalino

Modelo de Einstein

—  descripcion cuantica : 3/N osciladores desacoplados (distinguibles)

autoenergias individuales :

)hwz' “ H; = hw (ﬁﬂr%)

operador numero

0 n4lni) =n; |n;) <ﬁ,‘n,'> = E,”I'I,,‘>>

—
~
~

~

modelo de Einstein : w; = w (V1)

< Zy=Tr e—ﬁth(ﬁﬂrl/?)}

funciones de onda conjuntas para los 3/N osciladores independientes : productos tensoriales

Ini,na,...,n3n) = |n1) ® n2) ® -+ ® |n3n)



Ensamble canonico : Solido cristalino
modelo de Einstein

productos tensoriales ... (osciladores independientes)

00 00 3N 00
. n’i
n1=0 nzny=>0 1=1 n;=0

(nlm)=:dn.m

— ZN(T,V) = (m)

3
F(T,V,N) = =kT In Zx(T,V) = 5 Nhw + 3NkT In (1— e Ph)

F(T'=0)#0 (Heisenberg)

ejercicio : conesta F(T,V,N) se satisface la 32 ley (S — 0 paral — 0)



Ensamble canonico : Solido cristalino

modelo de Einstein

3
F(T.V.N) = 5 Niw +3NKT In (1 — e~ 7)

o] (aU> 3(hw)?  ePw (ejercicio)
L= — [ =— jercici
N \ 0T V.N kT2  (ePhw —1)2
T—0 (—00): 32
2
co ~ 3k(hw)” 5 (—=0V)
T — oo (B —0): tomar el limite con cuidado (L’Hépital) (ejercicio)
¢ — 3kV

T—o0



