
Ensamble canónico : Sólido cristalino

Descripción clásica

ZN (T,X) =
1

CN

∫
Γ

dXN e−β H(XN )

oscilaciones colectivas de una red cristalina : 3N osciladores acoplados

→ coordenadas normales : 3N osciladores desacoplados (modos normales)

H(XN ) =

3N∑
i=1

(
1

2m
p2
i +

mω2
i

2
x2
i

)
→

ZN (T, V ) =
1

h3N

∫
dx3N dp3N e

−β
∑( 1

2m p
2
i +

mω2i
2 x2

i

)

(osciladores independientes) =

3N∏
i=1

1

h

∫
dpi dxi e

−β
(

1
2m p

2
i +

mω2i
2 x2

i

)
︸ ︷︷ ︸

“particiones individuales” zi

siempre puede factorizarse ZN en sistemas independientes
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−∞
dx e−ax

2
=

√
π

a
zi =

1

h

√
2πmkT

√
2πkT

mω2
i

=
2π

hωi
kT (ejercicio)

ZN =

3N∏
i=1

zi → F = −kT lnZN = −kT
3N∑
i=1

ln zi (ejercicios)

↪→ U =
∂(βF )

∂β
= 3NkT cv = 3k

(no importan los ωi)

teorema de equipartición de la energı́a X

descripción satisfactoria para T altas

... a bajas T vale la cuántica : cv → 0
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modelo de Einstein (cuántico) : 3N osciladores desacoplados (distinguibles)

autoenergı́as individuales :

Ei =

(
ni +

1

2

)
~ωi ↔ Ĥi = ~ωi

(
n̂i +

1

2

)
operador número

ωi = ω (∀ i)
↪→ ZN = Tr

[
e−β~ω

∑
(n̂i+1/2)

]
funciones de onda conjuntas para los 3N osciladores independientes : productos tensoriales

|n1, n2, . . . , n3N 〉 = |n1〉 ⊗ |n2〉 ⊗ · · · ⊗ |n3N 〉

ZN =

∞∑
n1=0

· · ·
∞∑

n3N=0

e−β~ω
∑

(ni+1/2) =

3N∏
i=1

e−β~ω/2 ∞∑
ni=0

(
e−β~ω

)ni
〈n|m〉=δn,m



Ensamble canónico : Sólido cristalino

modelo de Einstein

ZN (T, V ) =

(
e−β~ω/2

1− e−β~ω

)3N

F (T, V,N) = −kT lnZN (T, V ) =
3

2
N~ω + 3NkT ln

(
1− e−β~ω

)
F (T = 0) 6= 0 (Heisenberg)

satisface la 3ª ley
(
S → 0 para T → 0 - ejercicio

)

↪→ U =

(
∂ βF

∂ β

)
V,N

=
3

2
N~ω +

3N~ω
eβ~ω − 1

(
∼

T→∞
3NkT X

)

cv =
1

N

(
∂U

∂T

)
V,N

=
3(~ω)2

kT 2

eβ~ω

(eβ~ω − 1)2

T → 0
(β→∞)

cv ∼ 3k(~ω)2 β2

eβ~ω
→ 0 X

↗
↘

T →∞
(β→0)

cv →
T→∞

3k X
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Modelo de Debye evita la simplificación ωi = ω en

ĤN =

3N∑
i=1

~ωi
(
n̂i +

1

2

)
osciladores en una red de dimensiones caracterı́sticas Lx, Ly, Lz →

λ permitidas :
2Lx
mx

,
2Ly
my

,
2Lz
mz

, con mα = 1, 2, . . .

vectores de onda k , k ≡ |k| = 2π/λ →

relación de dispersión lineal 1D ω = ck c velocidad del sonido en el material

3D →
ω2
i = c2

[(
πmxi

Lx

)2

+

(
πmyi

Ly

)2

+

(
πmzi

Lz

)2
]

(algunas ternas (mxi,myi,mzi) dan frecuencias repetidas)

ωi discretas, pero ...
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modelo de Debye

ω2
i = c2

[(
πmxi

Lx

)2

+

(
πmyi

Ly

)2

+

(
πmzi

Lz

)2
]

lı́mite termodinámico ↔ Lα→∞ ⇒ ωi variables continuas

(espacio ω) distancia entre coordenadas α : πc/Lα → volumen de c / modo : (πc)3/V

frecuencia de Debye ωD : máxima posible →

# modos normales =
vol. octavo de esfera de radio ωD (ω > 0)

volumen correspondiente a un estado

3N =

1

8

(
4

3
πω3

D

)
(πc)3

V

⇒ ω3
D =

18Nπ2

V
c3 (si hubiera 1 solo modo con c / ω)

↙

3 modos normales con c / ω : 1 longitudinal y 2 transversales , con velocidades c` y ct
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modelo de Debye

3N = 2×

1

8

(
4

3
πω3

D

)
(πct)

3

V

+

1

8

(
4

3
πω3

D

)
(πc`)

3

V

⇒ ω3
D =

18Nπ2

V

(
2

c3t
+

1

c3`

)−1

para N(< ω) con frecuencias menores que cualquier ω

N(< ω) =
1

8

(
4

3
πω3

)[
2

V

(πct)3
+ 1

V

(πc`)3

]
=

3N

ω3
D

ω3 ⇒ dN(ω) =
9N

ω3
D

ω2 dω

↪→ ZN (T, V ) =

3N∏
i=1

e−β~ωi/2 ∞∑
ni=0

(
e−β~ωi

)ni =

3N∏
i=1

(
e−β~ωi/2

1− e−β~ωi

)

↪→ F (T, V,N) =

3N∑
i=1

~ωi
2

+ kT

3N∑
i=1

ln
(
1− e−β~ωi

)
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modelo de Debye
F (T, V,N) =

3N∑
i=1

~ωi
2

+ kT

3N∑
i=1

ln
(
1− e−β~ωi

)
lı́mite termodinámico ...

F (T, V,N) =
9N~
2ω3

D

∫ ωD

0
dω ω3 +

9NkT

ω3
D

∫ ωD

0
dω ω2 ln

(
1− e−β~ω

)

↪→ U =

(
∂ βF

∂ β

)
V,N

=
9

8
N~ωD +

9N

ω3
D

∫ ωD

0
dω

~ω3

eβ~ω − 1

x =
~ω
kT

U =
9

8
N~ωD +

9N

ω3
D

(kT )4

~3

∫ θ/T

0
dx

x3

ex − 1
θ ≡ ~ωD

k
temperatura de Debye

diamante: 3000 K Al: 400 K Pb: 90 K

↪→ cv =
9

ω3
D

k4T 3

~3

∫ θ/T

0
dx

x4 ex

(ex − 1)2
∼
T→0

12

5

kπ4

θ3
T 3 (ejercicio)

(ejercicio : predicción para altas T coincide con la clásica) coincide con experimentos



Moléculas diatómicas: hidrógeno (Balian)

gas diatómico : rotadores rı́gidos 2 átomos puntuales a distancia fija

T ambiente : grados de libertad electrónicos y de vibración no excitados

grados de libertad traslacionales : partı́cula cuántica en una caja (3D) de lado a

→ εk,`,m =
h2

8ma2
(k2 + `2 +m2) (k, `,m ∈ N)

masa atómica∼ 10−23 g , a = 1 cm → (∆ε)contiguos para T ' 10−14 K

θ

φ

↪→ a Tamb puede calcularse clásicamente

energı́a cinética de un rotador clásico

K =
p2
θ

2 I
+

p2
φ

2 I sen2 θ
(momento de inercia I)

masas m1 y m2 separadas ro → I =
m1m2

m1 +m2
r2
o



Moléculas diatómicas: hidrógeno

rotador cuántico :

εj =
~2

2 I
j(j + 1) → degeneración gj = 2j + 1

temperatura rotacional Θ ≡ ~2/(2Ik)

↪→ función partición por molécula Z1 =

∞∑
j=0

(2j+1) e−j(j+1) Θ/T

→ si T � Θ , x = j(j + 1)Θ/T se vuelve continua :

Z1 ≈
T

Θ

∫ ∞
0

dx e−x =
T

Θ
(ejercicio)

→ si T � Θ

Z1 ≈ 1 + 3 e−2Θ/T + 5 e−6Θ/T + . . . (sobra)

energı́a media ε̄ = −∂(lnZ1)

∂β
por molécula ↪→

· T � Θ : ε̄ = k T

· T � Θ : ε̄ = kΘ
[
6 e−2Θ/T − 18 e−4Θ/T + . . .

]
(ejercicio)



Moléculas diatómicas: hidrógeno

ε̄ = −∂(lnZ1)

∂β
→

· T � Θ : ε̄ = k T

· T � Θ : ε̄ = kΘ
[
6 e−2Θ/T − 18 e−4Θ/T + . . .

]
↪→ calores especı́ficos ... (ejercicio)

· T � Θ : cv = k

· T � Θ : cv = k

(
Θ

T

)2 [
12 e−2Θ/T − 72 e−4Θ/T + . . .

]

experimental

para-H

ln(T )

“equilibrio”

cv

3/2

5/2

7/2

sin paridad

H2 : valores predichos sobreestiman mucho

los datos experimentales

→ no consideramos espı́n 1/2 de los núcleos ...


