
Ensamble gran canónico

sistemas abiertos : intercambian calor con baño térmico + partı́culas con un reservorio

Zµ(T, V ) ≡ Tr
[
e−β(Ĥ−µN̂)

]
ρ̂ =

e−β(Ĥ−µN̂)

Tr
[
e−β(Ĥ−µN̂)

]
↪→ gran potencial Ω(T, V, µ) = U − TS − µ〈N〉 = −kT lnZµ(T, V )

Ω(T, V, µ) → 〈N〉 = −
(
∂Ω

∂µ

)
T,V

S = −
(
∂Ω

∂T

)
V,µ

...

N partı́culas indistinguibles : probabilidad no cambia al intercambiar partı́culas k y `

Ψ( ... , xk, ... , x`, ... ; t) simétrica para bosones (espı́n entero)

Ψ( ... , xk, ... , x`, ... ; t) antisimétrica para fermiones (espı́n semientero)

“postulado de simetrización”



Ensamble gran canónico

fermiones con 2 estados iguales → probabilidad nula

“ principio de exclusión de Pauli ”

variables “naturales” para Ψ : números de ocupación {n`}
“segunda cuantización”

(representación de Fock)

Gases ideales cuánticos

Zµ(T, V ) = Tr
[
e−β(Ĥ−µN̂)

]
repr. Fock: Ĥ y N̂ diagonales

energı́a cinética ε` = ~2k2`/(2m) p` = ~k`

↪→ Zµ(T, V ) =

∞∑
no=0

· · ·
∞∑

nj=0

· · ·
∞∑

n∞=0

S(N ;no, ... , n∞) e−β
∑∞

`=0 n`(ε`−µ)

↙

“factor estadı́stico” : número de configuraciones diferentes con {n`} /
(∑∞

`=0 n` = N
)



Gases ideales cuánticos

Zµ(T, V ) =

∞∑
no=0

· · ·
∞∑

nj=0

· · ·
∞∑

n∞=0

S(N ;no, ... , n∞) e−β
∑∞

`=0 n`(ε`−µ)

partı́culas distinguibles : Sdist(N ;no, . . . , n∞) =
N !

no! . . . nj! . . . n∞!

(difı́cil : conviene el ensamble canónico)

Maxwell-Boltzmann : Z
(MB)
µ (T, V ) =

∞∑
no=0

· · ·
∞∑

n∞=0

1

no! . . . n∞!
e−β

∑∞
`=0 n`(ε`−µ)

... distinguibles ... /N !

bosones : cq. {nj} (S = 1) Z
(BE)
µ (T, V ) =

∞∑
no=0

· · ·
∞∑

n∞=0

e−β
∑∞

`=0 n`(ε`−µ)

fermiones : exclusión (S = 1) Z
(FD)
µ (T, V ) =

1∑
no=0

· · ·
1∑

n∞=0

e−β
∑∞

`=0 n`(ε`−µ)

T →∞ : en cq. estadı́stica {nj} a lo sumo 1 (todos los estados igualmente probables)

todas las particiones coinciden



Partı́culas de Maxwell-Boltzmann

Z
(MB)
µ (T, V ) =

∞∑
no=0

· · ·
∞∑

n∞=0

1

no! . . . n∞!
e−β

∑∞
`=0 n`(ε`−µ) =

∞∏
`=0

exp
[
e−β (ε`−µ)

]

↪→ ΩMB(T, V, µ) = −kT lnZ
(MB)
µ (T, V ) = −kT

∞∑
`=0

e−β (ε`−µ)

V →∞ (lı́mite termodinámico) → autovalores p` continuos

∑
`

→ V

(2π)3

∫
d3k =

V

h3

∫
d3p ( ¡ejercicio! )

ΩMB(T, V, µ) = −kTV
h3

∫
d3p e−β(

p2

2m−µ) = −kTV
h3

4π

∫ ∞
0

dp p2 e−β(
p2

2m−µ)

∫ ∞
−∞

dx x2 e−tx
2

= − d

dt

∫ ∞
−∞

dx e−tx
2

= − d

dt

√
π

t
=

1

2

√
π

t3

↪→ ΩMB(T, V, µ) = −kTV eβµ
(
mkT

2π~2

)3/2

(ejercicio)



Partı́culas de Maxwell-Boltzmann

ΩMB(T, V, µ) = −kTV eβµ
(
mkT

2π~2

)3/2

= −kTV eβµ

λ3
λ ≡

√
2π~2
mkT

longitud de onda térmica

→ λ� espaciamiento medio entre partı́culas : todas las estadı́sticas predicen lo mismo

(no hay solapamientos de funciones de onda individuales)

〈N〉 = −
(
∂Ω

∂µ

)
T,V

= V eβµ
(
mkT

2π~2

)3/2

=
V eβµ

λ3
µ = kT ln

(
〈N〉
V

λ3
)

S = −
(
∂Ω

∂T

)
V,µ

=

(
5

2
k − µ

T

)
V eβµ

λ3
=

5k〈N〉
2
− k〈N〉 ln

(
〈N〉
V

λ3
)
ec. Sackur-Tetrode

P = −
(
∂Ω

∂V

)
T,µ

=
kT eβµ

λ3
=
〈N〉kT
V



Gas de Bose-Einstein (Reichl-Huang)

Z
(BE)
µ (T, V ) =

∞∑
no=0

· · ·
∞∑

n∞=0

e−β
∑∞

j=0 nj(εj−µ) =

∞∏
j=0

 ∞∑
nj=0

e−β(εj−µ)nj


si µ < εj ∀ j → tn = e−β(εj−µ)n < 1 −→ (suma

geométrica)

[ ∞∑
n=0

tn

]
=

1

1− t

↪→ Z
(BE)
µ (T, V ) =

∞∏
j=0

[
1

1− e−β(εj−µ)

]
j recorre todos los estados accesibles a las partı́culas

εj depende solo de p` → j = (`,ms) ms = −s,−s+ 1, ... , s

proyección del espı́n s

Z
(BE)
µ : gs=2s+1 factores idénticos ...

Z
(BE)
µ (T, V ) =

∞∏
`=0

[
1

1− e−β(ε`−µ)

]gs



Gas de Bose-Einstein

Z
(BE)
µ (T, V ) =

∞∏
`=0

[
1

1− e−β(ε`−µ)

]gs
s = 0 ↔ gs = 1

↪→ ΩBE(T, V, µ) = kT gs

∞∑
`=0

ln
[
1− e−β(ε`−µ)

]

〈N〉 = −
(
∂ΩBE

∂µ

)
T,V

=

∞∑
`=0

1 gs

eβ(ε`−µ) − 1
=

∞∑
`=0

〈n`〉
↑

número medio de partı́culas en p`

fugacidad z ≡ eβµ → 〈n`〉 =
z gs

eβε` − z
≥ 0 ⇒ eβε` > z ∀ `

↪→ mı́nima ε` : 0 → 0 < z < 1 ⇒ µ < 0

estado fundamental : 〈no〉 =
z gs

1− z
¿ z → 1 ?



Gas de Bose-Einstein

ΩBE(T, V, µ) = kT gs

∞∑
`=0

ln
[
1− e−β(ε`−µ)

]

partı́culas libres : ε =
p2

2m
=

~2k2
2m

condiciones periódicas : kx,y,zL = 2π `x,y,z

L∆kx,y,z = 2π∆`x,y,z ⇒ ∆kx,y,z =
2π

L
∆`x,y,z

lı́mite termodinámico : 〈N〉 muy grande ↔ V muy grande ⇒ p = ~k continuas

∑
`

f(`) ∆`x ∆`y ∆`z →
V

(2π)3

∫
d3k f(k) =

V

h3

∫
d3p f(p)

dependencia a través de ε = p2/(2m) :∑
`

f(`) ∆`x ∆`y ∆`z →
4πV

h3

∫
dp p2 f(p) =

4
√

2πm3/2V

h3

∫
dε
√
ε f(ε)

(ejercicio)



Gas de Bose-Einstein

ΩBE(T, V, µ) = kT gs

∞∑
`=0

ln
[
1− e−β(ε`−µ)

]
〈N〉 =

∞∑
`=0

1 gs

eβ(ε`−µ) − 1

ΩBE(T, V, µ)

V
=

kT gs
V

ln(1− z)− kT gs
λ3

g5/2(z) z ≡ eβµ

1

v
≡ 〈N〉

V
=
〈no〉
V

+
1 gs
λ3

g3/2(z) 〈no〉 =
z gs

1− z

(ejercicio)
g5/2(z) = − 4√

π

∫ ∞
0

dx x2 ln(1− ze−x
2
) =

∞∑
j=1

zj

j5/2

g3/2(z) =
4√
π

∫ ∞
0

dx
x2

z−1ex2 − 1
= z

∂

∂z
g5/2(z)

=

∞∑
j=1

zj

j3/2

sustitución x2 = βp2/(2m)



Gas de Bose-Einstein

1

v
≡ 〈N〉

V
=
〈no〉
V

+
1 gs
λ3

g3/2(z) 〈no〉 =
z gs

1− z
=

1 gs
e−βµ − 1

T suficientemente altas o v grandes (bajas densidades)

término ` = 0 aporta un diferencial

↪→ innecesario separarlo

g3/2(z) ≥ 0
(
g′3/2(z) ≥ 0

)
acotada

T ó v suficientemente bajos :

g3/2 llega al máximo valor (= 2, 612)

para z máximo
z

1

2,612

0

g3/2

↪→ ¡ el término g3/2(z)/λ3 no alcanza ! condensación de Bose-Einstein

el aporte de p = 0 deja de ser diferencial 〈no〉/V 6= 0



Gas de Bose-Einstein

1

v
=


1 gs
λ3

g3/2(z) si
λ3

gsv
≤ g3/2(1) = 2, 612

1

V

z gs
1− z

+
1 gs
λ3

g3/2(1) si
λ3

gsv
> g3/2(1)

z =


despejar g3/2(z) =

λ3

gsv
si

λ3

gsv
≤ g3/2(1) = 2, 612

1 si
λ3

gsv
> g3/2(1)

1/2,6120

1

v/λ3

z



Gas de Bose-Einstein

1

v
≡ 〈N〉

V
=
〈no〉
V

+
1 gs
λ3

g3/2(z)

dado v , hay una temperatura crı́tica Tc para la cual ocurre el cambio :

λ3 = gs g3/2(1) v ⇒ Tc =
2π~2
mk

(
1

2, 612 gs v

)2/3

dada T , hay un volumen especı́fico crı́tico :

vc =
1

2, 612 gs

(
2π~2
mkT

)3/2

〈no〉/〈N〉

0

1

1

T/Tc

fracción de partı́culas en p = 0

〈no〉
〈N〉

= 1−2, 612 gs
λ3

V

〈N〉
= 1−

(
T

Tc

)3/2

(si T > Tc esta fracción se anula)



Gas de Bose-Einstein

ec. Euler : U = TS−PV +µ〈N〉 → Ω = −PV = kT gs ln(1−z)− kTV gs
λ3

g5/2(z)

↪→


P

>
=

kT gs
λ3

g5/2(z) (T > Tc ó v > vc)

P
<

=
kT gs
λ3

g5/2(1) (T < Tc ó v < vc)

↘
independiente de v

0

T1

vc(T1) v

P

condensada

fase

fase gaseosa

P
< → 0
T→0

: estado p = 0 (fase condensada)

no aporta a la presión

región horizontal : coexistencia


