
Gas de Fermi-Dirac

ZFD
µ (T, V ) =

∞∏
`=0

(
1 + ze−β ε`

)gs
(gs 6= 1 siempre)

↪→ ΩFD(T, V, µ) = −kTgs
∞∑
`=0

ln
(
1 + ze−β ε`

)

〈N〉 = −
(
∂ΩFD

∂µ

)
T,V

= gs

∞∑
`=0

1

z−1 eβ ε` + 1
=

∞∑
`=0

gs

eβ(ε`−µ) + 1
=

∞∑
`=0

gs〈n`〉

T = 0 ↔ β =∞ :

todos los niveles se despueblan

excepto cuando ε` < µ

lı́mite termodinámico : ε continua

↪→ n(ε) =
1

eβ (ε−µ) + 1

1

µ

T = 0

ε`

〈n`〉

0

T > 0



Gas de Fermi-Dirac

∑
`

f(p`) ∆`x ∆`y ∆`z →
4πV

h3

∫
dp p2 f(p) =

4
√

2πm3/2V

h3

∫
dε
√
ε f(ε)

ΩFD(T, V, µ) = −kTgs
∞∑
`=0

ln
(
1 + ze−β ε`

)
→ ΩFD(T, V, µ) = −gskTV

λ3
f5/2(z)

f5/2(z) ≡ 4√
π

∫ ∞
0

dx x2 ln
(

1 + z e−x
2
) =

∞∑
j=1

(−1)j+1 zj

j5/2
si z < 1


Ω = −PV → U =

3

2
PV

(
igual que Bose-Einstein

)

〈N〉 = z

(
∂

∂z
lnZ(β, V, z)

)
β,V

=
gsV

λ3
f3/2(z)

f3/2(z) ≡ 4√
π

∫ ∞
0

dx x2
1

z−1 ex2 + 1
= z

∂

∂z
f5/2(z)

=

∞∑
j=1

(−1)j+1 zj

j3/2
si z < 1





Gas de Fermi-Dirac

f3/2(z) creciente con z → eβµ = z → 0
T→∞

↔ µ→ −∞
T→∞

z →∞
T→0

↔ µ

T
→ +∞ : µ > 0

T→ 0
acotado

0 z

∼ (ln z)3/2

∼ z

f3/2

análisis para T → 0 :

f3/2(z) para z grandes

U =
∑
`

gs 〈n`〉ε` →
4
√

2 π gsm
3/2 V

h3

∫ ∞
0

dε
√
ε ε n(ε) =

∫ ∞
0

dε g(ε) ε n(ε)

〈N〉 =
∑
`

gs 〈n`〉 →
∫ ∞
0

dε g(ε) n(ε) densidad de estados g(ε)



Gas de Fermi-Dirac - T bajas

U =

∫ ∞
0

dε g(ε) ε n(ε) 〈N〉 =

∫ ∞
0

dε g(ε) n(ε) → en general I =

∫ ∞
0

dε f(ε) n(ε)

desarrollo de Sommerfeld : (Schwabl)

I =

∫ µ

0
dε f(ε) +

∫ ∞
0

dε f(ε)
[
n(ε)−Θ(µ− ε)

]
↑

↗ función escalón de Heaviside

primer término : lı́mite T → 0

I ≈
∫ µ

0
dε f(ε) +

∫ ∞
−∞

dε f(ε)
[
n(ε)−Θ(µ− ε)

]︸ ︷︷ ︸
impar alrededor de ε = µ

expansión de Taylor de f(ε) alrededor de µ ... x = (ε− µ)/(kT )

I =

∫ µ

0
dε f(ε) +

π2

6
(kT )2 f ′(µ) +

7π4

360
(kT )4 f ′′′(µ) + ...

expansión de Sommerfeld



Gas de Fermi-Dirac - T bajas

I =

∫ ∞
0

dε f(ε) n(ε) =

∫ µ

0
dε f(ε) +

π2

6
(kT )2 f ′(µ) +

7π4

360
(kT )4 f ′′′(µ) + ...

expansión de Sommerfeld

la aplicamos a
〈N〉 =

∑
`

gs 〈n`〉 →
gsm

3/2V√
2π2~3

∫ ∞
0

dε
√
ε n(ε) =

gsV

λ3
f3/2(z)

sustituyendo ... despejamos f3/2(z) para z grandes
(
T chicas

)
f3/2(z) =

4

3
√
π

(ln z)3/2
[

1 +
π2

8
(ln z)−2 + ... +O

(
(ln z)−4

)]
(ejercicio)

bajas temperaturas o altas densidades ↔ λ3/v � 1 , aproximamos la ec. anterior

1

v
=

4

3
√
π

(ln z)3/2
gs
λ3

[
1 +

π2

8
(ln z)−2 + ...

]

↪→ µ(T = 0) ≡ ε
F

=
~2
2m

(
6π2

gs v

)2/3

energı́a de Fermi

1

µ

T = 0

ε`

〈n`〉

0

T > 0



Gas de Fermi-Dirac - T bajas

kT
F

= ε
F

→ temperatura de Fermi T
F
≡ ε

F
/k

T � T
F

: gas “degenerado” , las partı́culas tienden a ocupar los estados de menor energı́a

puede “invertirse” f3/2(z) =
4

3
√
π

(ln z)3/2
[

1 +
π2

8
(ln z)−2 + ...

]
(T�T

F
↔ z�1)

↪→ µ (= kT ln z) = ε
F

[
1− π2

12

(
kT

ε
F

)2

+ ...

]
(ejercicio)

exp. Sommerfeld U =
3

5
〈N〉 ε

F

[
1 +

5

12
π2
(
kT

ε
F

)2

+ ...

]
energı́a del estado fundamental

U =
3

2
PV → P ≈ 2

5

ε
F

v

[
1 +

5π2

12

(
kT

ε
F

)2

+ · · ·

]
P (T = 0) 6= 0



Gas de Fermi-Dirac - T altas

T altas o bajas densidades → λ3/v � 1 (no se notarı́a la cuántica)

↪→ z → 0
λ3

gsv
= f3/2(z) = z − z2

23/2
+ ...

“invirtiendo” z =
λ3

gsv
+

1

23/2

(
λ3

gsv

)2

+ ... (ejercicio)

→ si λ3/(gsv) muuuuy pequeño conservamos sólo el primer término : Maxwell-Boltzmann

Pv

kT
=

4π gs v

h3

∫ ∞
0

dp p2 ln

(
1 + z e−

βp2

2m

)
=
gsv

λ3
f5/2(z)

↪→ Pv

kT
=
gsv

λ3

(
z − z2

25/2
+ ...

)
= 1 +

1

25/2
λ3

gsv
+ ...

Maxwell-Boltzmann



Gas de Fermi-Dirac: Diamagnetismo de Landau (Huang)

teorema de Van Leewen : no existe el diamagnetismo (el magnetismo en general) en la clásica

Landau (1930) : cuantización de órbitas de partı́culas cargadas en un campo magnético

→ susceptibilidad magnética por unidad de volumen

χ =

(
∂M ′

∂B

)
T

M ′ : momento magnético por u / volumen

ensamble canónico : acoplamiento con campo externo →

G(T,B,N) = −kT lnZN (T,B) ⇒ M ′ = − 1

V

(
∂G

∂B

)
T,N

=
kT

V

∂

∂B
lnZN

↪→ gran canónico :
M ′ = −

[
∂

∂B

(
Ω̃

V

)]
T (,V ),z

= kT

[
∂

∂B

(
lnZµ
V

)]
T (,V ),z

Ω̃ = ...−BM ... V irrelevante en general



Gas de Fermi-Dirac: Diamagnetismo de Landau

diamagnético : χ < 0 paramagnético : χ > 0

núcleos de una red cristalina : µnucl � µe (tı́picamente 1000 veces más chico)

alineamiento de espines con campo externo → paramagnetismo

compite con el movimiento orbital

(gas de electrones libres)

campo magnético externo → A (potencial vector)

↪→ Ĥ1 =
1

2m

(
p̂ +

e

c
A
)2

(no relativista)

ec. Schrödinger independiente de t invariante ante transformaciones de gauge

A(r) −→ A(r)−∇ω(r) ψ(r) −→ e−
ie
~cω(r)ψ(r)

ω(r) cualquier función continua



Gas de Fermi-Dirac: Diamagnetismo de Landau

para B = Bk̂ , elegimos Ax = −By Ay = Az = 0

↪→ Ĥ1 =
1

2m

[(
p̂x −

eB

c
y

)2

+ p̂2y + p̂2z

]

~kα autovalor de p̂α → proponemos ψ(x, y, z) = ei(kxx+kzz) f(y)

autoenergı́a ε → (ejercicio)[
1

2m
p̂2y +

1

2
mωo

2(y − yo)2
]
f(y) = ε′ f(y) ?

ωo ≡
eB

mc
frecuencia ciclotrónica yo ≡

~c
eB

kx ε′ ≡ ε− ~2kz2/(2m)

órbitas circulares clásicas - m , e , B uniforme

? → f(y) : oscilador armónico en yo

autovalores de Ĥ1 :
ε =

pz
2

2m
+ ~ωo

(
j +

1

2

)
niveles de Landau

j = 0, 1, 2, ... pz ≡ ~kz



Gas de Fermi-Dirac: Diamagnetismo de Landau

ε =
pz

2

2m
+ ~ωo

(
j +

1

2

)
niveles de Landau

independientes de kx → degeneración = número de valores de kx permitidos

yo =
~c
eB

kx =
~c
eB

2π

L
nx (material de longitud L)

↪→ dentro del material : yo ≤ L ⇒ nx ≤
eB

hc
L2 = g (degeneración)

entonces B 6= 0 : energı́as asociadas al movimiento en el plano x-y dejan de ser continuas

→ fermiones libres bajo un campo :
Zµ =

∏
`

(
1 + ze−β ε`

)g
` = (pz, j) o `′ = (pz, j, α) ← valores posibles para kx : α = 1, 2, ... , g



Gas de Fermi-Dirac: Diamagnetismo de Landau

Zµ =
∏
`′

(
1 + ze−β ε`

)
→ lnZµ =

g∑
α=1

∞∑
j=0

∑
pz

ln
[
1 + ze−βε(pz,j)

]
ε(pz, j) independendiente de α ↔ repetir g veces el resto

lı́mite termodinámico : pz continuos ... (1D : ejercicio)

lnZµ =
2gL

h

∞∑
j=0

∫ ∞
0

dp ln
[
1 + ze−βε(p,j)

]

〈N〉 = z
∂

∂z
lnZµ =

2gL

h

∞∑
j=0

∫ ∞
0

dp
1

z−1 eβε(p,j) + 1

T altas : z → 0 para que 〈N〉 no diverja (ejercicio)

↪→ lnZµ '
2gzL

h

∞∑
j=0

∫ ∞
0

dp e
−β
[
p2

2m+ ~ωo
(
j+

1
2

)]



Gas de Fermi-Dirac: Diamagnetismo de Landau

lnZµ '
2gzL

h

∞∑
j=0

e
−β
[
~ωo

(
j+

1
2

)] ∫ ∞
0

dp e−β
p2

2m =
gzL

λ

e−x

1− e−2x
(ejercicio)

↑
x ≡ ~ωo/(2kT )

x→ 0 para T altas : desarrollamos en serie de Taylor y agrupamos adecuadamente ...

lnZµ '
gzL

λ

1

2x

(
1− x2

6

)
=
zV

λ3

[
1− 1

24

(
~ωo
kT

)2
]

(ejercicio)

↪→ χ = − z

3kTλ3

(
e~

2mc

)2 (
6= 0
)

(ejercicio)
(¡tomá Van Leewen!)

χ < 0 : diamagnético

z pequeños : 〈N〉 = z
∂

∂z
lnZµ coincide con lnZµ → 〈N〉

V
' z

λ3

reemplazando χ = − 1

3kTv

(
e~

2mc

)2

Curie : χ ∝ 1

T


