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Introduccién

Para formular la teoria termodindmica aceptamos las variables macroscépicas como representativas de valores
medios de diferentes magnitudes fisicas (energfa, magnetizacién, nimero de particulas, etc.). La termodindmica
estudia las relaciones entre esos valores medios, pero no se inmiscuye con la fisica microscépica.

En este curso intentaremos deducir las propiedades macroscdpicas a partir del conocimiento (escaso a veces)
que tengamos de la fisica microscopica. Para ello tendremos que manipular grandes ntimeros de particulas, por
lo que necesitaremos dominar el cdlculo de valores promedios de manera eficiente, contando adecuadamente,
para los sistemas analizados, las posibles configuraciones asociadas por ejemplo con una dada energia. Esto nos
obliga entonces a revisar (o enterarnos de) algunas nociones sobre probabilidad.

1. Probabilidad (basado en el texto de Reichl)

1.1. Permutaciones y combinaciones

Cuando trabajamos con muchos objetos, estos conceptos aparecen frecuentemente. Una permutacion es un
arreglo de un conjunto de N objetos diferentes en un orden definido. El nimero de permutaciones diferentes de
estos N objetos es IN!; esto se ve facilmente si pensamos que para la primera alternativa disponemos de los N
elementos del conjunto, cada uno de los cuales puede complementarse con los (N — 1) restantes como segunda
opcidn, y asi hasta llegar a la dltima eleccién, conformando el producto N - (N —1)-----1 = N

El niimero de permutaciones posibles al tomar R objetos del conjunto de N elementos sera, siguiendo el
mismo razonamiento,

N!
N-(N-1)----- (N-R+1)= ——.
Conviene enfatizar que también en este caso distinguimos subconjuntos que hayan sido escogidos en diferente
orden. Una combinacién Cﬁf es una seleccién de R objetos sin importar el orden en que se escojan:

CN:L: N
BT (N-R!R ~—\R )"

El factor R! del denominador descuenta aquellas configuraciones que tienen los mismos elementos y solo difieren
en su ordenamiento.

Si un conjunto de N elementos contiene n; elementos idénticos de tipo 1, ny de tipo 2, ... , ng de tipo k,
puede verse que el nimero de permutaciones posibles sera

k
N!
ni! ng! <o ny! (;nz _N> '

1.2. Definicién de probabilidad

Aceptamos como probabilidad nuestra expectativa respecto del resultado de un experimento o “evento”. Si
un posible resultado de cierto experimento es A, su probabilidad es P(A) si al realizar N experimentos idénticos
esperamos que el resultado A se obtenga en N P(A) de ellos. Dicho de otra manera, a medida que N — oo,
esperamos que la fraccién de eventos con resultado A tienda a P(A).

Un ejemplo sencillo pero que encontraremos muy frecuentemente es el de n resultados igualmente probables
de los cuales m corresponden al caso A que nos interesa: en ese caso, P(A) = m/n.

Definimos espacio muestral asociado a un determinado experimento como el conjunto S constituido por
todos los resultados posibles de ese experimento. Un evento plausible entonces correspondera a un subconjunto
de S.

Utilizando el lenguaje de teoria de conjuntos, denotamos como AUB a la unién de A y B, que es el conjunto
de todos los puntos que pertenecen a A o a B (o a ambos). La interseccion AN B de estos conjuntos se define
como el conjunto de todos los puntos que pertenecen a A y a B simultdneamente. Si AN B = & (no contiene
puntos), A y B son mutuamente excluyentes.
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Algunas probabilidades que resultan evidentes, en esta notacién se expresan como

P(A N B) representard entonces la probabilidad de tener ambos resultados, y P(A U B), la probabilidad de
tener como resultado un evento A o B (o ambos). En particular,

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

En el caso de que A y B sean mutuamente excluyentes tendremos P(AU B) = P(A) + P(B).

Si Ay, Ay, ..., A, son mutuamente excluyentes y exhaustivos, es decir, cubren todo el espacio muestral y
por lo tanto Ay U As U---U A, =S, decimos que {A;} es una particién de S en m subconjuntos. Cuando
{A;} es una particién se cumple que P(A;) + P(As) +---+ P(A,) = 1.

Dos observaciones diferentes A y B (pueden ser de eventos similares o completamente distintas) son eventos
independientes si y sélo si P(AN B) = P(A) P(B). Aqui es importante destacar que en esta notacién, P(A)
corresponde al resultado A permitiendo cualquier evento B, y andlogamente para el resultado B.

Se define probabilidad condicional P(B|A) como la probabilidad de obtener el resultado A dado que también
se obtiene B:

P(ANB)

P(BIA) = =5 5

En esta expresion el denominador de alguna manera sugiere una nueva normalizacién, como si redujéramos el
espacio muestral al evento B. Como P(AN B) = P(B N A), puede inferirse la relacién

P(A)P(A|B) = P(B)P(B|A) .

Evidentemente, en el caso de que A y B sean independientes, se cumple que P(B|A) = P(A).

1.3. Variables aleatorias o estocasticas

Una cantidad cuyo valor se determina como resultado de un experimento se denomina variable estocastica.
En un determinado experimento, una variable estocdstica X puede tomar diferentes valores x;; debe tenerse
cuidado de distinguir la variable X de los distintos resultados {z;} posibles.

Para visualizar mejor este concepto pensemos en el ejemplo de sortear tres monedas: el nimero de caras
que se obtiene es una variable estocéastica X ; los resultados posibles son z; = 0, 1,2, 3, cada uno con diferente
probabilidad. Vemos claramente que el nimero de caras no tiene un valor prefijado, y para determinarlo es
necesario realizar el “experimento”. A lo sumo podemos decir cudl serd el resultado menos probable, o cuantas
caras obtenemos en promedio al cabo de muchos experimentos.

Variables estocasticas discretas

Si X es una variable estocdstica que puede tomar un conjunto numerable de valores {x1,x2, ...}, podemos
asignar a cada x; una probabilidad f(x;). Esta distribucién de probabilidades no puede tomar valores negativos,
y debe cumplir la condicién de normalizacién ), f(z;) =1 (sumando todas las x; posibles).

La distribucién de probabilidades f(z;) constituye toda la informacién posible sobre la variable estocdstica
X. A menudo no puede determinarse f(x;) sino algunos de sus momentos n-ésimos, definidos como

(X7) = 3 al flai)

Los momentos de X dan informacién acerca de la forma de f(z;). En general, los mds importantes son los
primeros de ellos. El primer momento (X) suele senalarse como valor esperado porque nos provee el valor
medio de la distribucién. A partir del segundo momento se define la varianza de X como

var(X) = (X?) — (X)? (= (X = (X))?))
y de aqui, la desviacion estandar
=y - (=le-wn))

que da una idea del “ancho” de la distribucién.
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Variables estocasticas continuas

Cuando la variable X puede tomar valores continuos, la distribucién debe ser una funcién continua a trozos,
de modo que la probabilidad de tener un valor a < X <b sea el drea bajo la curva fx(x) en ese intervalo:

b

P(angb):/ dz fx(x) .

a

En este caso, fx(z) se denomina densidad de probabilidad de X, y como en el caso discreto debe cumplirse
fx(x) >0 ademds de la condicién de normalizacién

[ e px@ =1,

donde la integracién debe extenderse sobre todo el rango de valores posibles para X.

Analogamente al caso de variables discretas, la definicién del n-ésimo momento en este caso es

ey = [ oo px(a).

Obviamente, el primer momento (X) vuelve a ser el valor medio (o valor esperado), y la desviacién estandar
ox se define como antes a partir del primer y el segundo momentos.

El conocimiento de todos los momentos (X™) implica el conocimiento completo de fx(z). Esto se ve
fécilmente introduciendo la funcién caracteristica
_ (kXY _ ikz _ - (k) (X
ox (k) = (e >—/dxe fX(x)—Zil, (1)
n=0

n

donde el tdltimo término tiene sentido como herramienta siempre que (X™) sea pequeno para n grande. Vemos
que la densidad de probabilidad fx(z) es la transformada de Fourier de ¢x (k):

fx(z) = % / dk e % g (k) .

As{ hemos visto que, efectivamente, si conocemos todos los momentos (X™) queda determinada la funcién
caracteristica, y a través de esta ultima identidad podemos encontrar la densidad de probabilidad fx(x). Del
mismo modo, cuando conocemos ¢y (k), los momentos se obtienen directamente a partir de la relacién (1):

1 d"gx (k)

X"y =
X = 5 e

k=0
Esta relacién es muy 1til cuando resulta mas facil encontrar los momentos realizando la transformada de Fourier
de fx(z) y luego derivando en lugar de utilizar la definicién.

Otra alternativa que puede ser interesante, dependiendo del problema encarado, involucra una expansién de
la funcién caracteristica ¢x (k) en término de los cumulantes de orden n. Cp,(X), definidos mediante la relacion

n!

wmzwﬁz“wamv

n=1
A menudo necesitamos conocer la densidad de probabilidad en términos de la variable estocéstica Y = ¢g(X).

Como los valores medios de cualquier funcién deben coincidir al calcularlos en términos de X o Y, el entrenado
lector puede mostrar que debe satisfacerse la relacién

fﬂw:/dww—ﬁﬂﬁﬂ@7

donde la delta de Dirac es la delta de Dirac.

Probabilidades conjuntas

Si X e Y son variables estocdsticas sobre un espacio muestral S, con X(S) = {x1,22,...} e Y(S) =
{y1,y2,... }, el conjunto X (S) xY'(S) estard conformado por los pares ordenados {(x1,y1), (21,¥2), - .., (x2,41),
(x2,92), .-, (®i,y;),...} y serd un “espacio de probabilidades”, de modo que a cada par ordenado (x;,y;)

asignamos una probabilidad conjunta f(z;,y;)=P(X=xz;,Y =y;).
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Por supuesto, esa definicién vale también para variables continuas. Teniendo la precauciéon de sustituir
integrales por sumatorias cuando corresponda, escribiremos el desarrollo que sigue para el caso de variables
continuas. Cuando tenemos la probabilidad conjunta f(z,y), podemos obtener la distribucién para una de las
variables integrando todos los valores posibles para la otra:

fx(@) = / dy f(z.y) .

Como en los casos anteriores, debe cumplirse siempre que f(z,y) > 0, y la condicién de normalizacién se escribe

[tz v s =1,

La interdependencia entre estas dos variables estocasticas se evaltia mediante la covarianza de X e Y:

cov(X,Y):// dz dy (z — (X)) (v — (Y)) f(z,y)
_ / / dz dy zy f(z,y) — (X)HY)

— (XY)— (X)(Y) .

También suele usarse la correlacién de X e Y, definida como
cov(X,Y)

cor(X,Y) =
ox 0Oy

pues tiene la ventaja de ser adimensional y presenta ademés las siguientes propiedades:
a) cor(X,Y) = cor(Y, X) ;
b) —1 <cor(X,Y)<1;
) cor(X,X) =1, cor(X,—X)=-1;
d) cor(aX 4 b,c¢Y +d) = cor(X,Y) (siempre que a, ¢ # 0).

(¢}

Es interesante destacar que pares de variables con idéntica distribucién de probabilidad pueden tener diferentes
correlaciones.

En el caso en que X e Y son independientes, se satisface que

f(z,y) = fx(z) fy () ;
(XY) = (X)(Y) ;

var(X +Y) = var(X) + var(Y) ;
cov(X,Y)=0.

a
b
c

)
)
)
d)

Aqui también vale la pena notar que la ultima propiedad, cov(X,Y) = 0, no necesariamente implica que X e
Y sean independientes.

A veces partimos de varias variables estocasticas y necesitamos informacién sobre una nueva variable es-
tocastica Z, funcién de aquéllas. Por ejemplo, supongamos que contamos con la densidad de probabilidad
conjunta f(z,y) para las variables X e Y, que estdn conectadas con Z mediante la relacién Z = ¢g(X,Y).
Como senalamos para el caso de una variable, puede mostrarse que

fz(z)=// dz dy 6(z — g(z,y)) f(z,y) -

Cuando X e Y son independientes,

_ / / dz dy 6(z — g(z,9)) fx (@) v () -

En este caso, la funcién caracteristica sera

= / / dz dy 9@ fy(z) fy (y) .
En particular, cuando g(x,y) = x + y resulta

dz(k) = ox (k) oy (k) .
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1.4. Distribucién binomial

Frecuentemente nos enfrentamos con el caso de muchos experimentos que dan como resultado sélo dos valores
posibles. Denotamos entonces p y ¢ a las probabilidades para cada resultado, que satisfacen la condicién de
normalizacién p + ¢ = 1.

Al cabo de un nimero N de experimentos, tendremos respectivamente n; y ns resultados, que cumplen con
la relacién ny + ny = N. Si estamos interesados en tener ny experimentos con el primer resultado en un orden
determinado, la correspondiente probabilidad serd p™ ¢™2. Si en cambio no nos interesa el orden, la probabilidad
de tener cualquier combinacion ni,ny esta dada por la llamada distribucién binomial

N
PN(nl) = <n1 )pru qnz )

Es facil verificar que esta distribucion estd normalizada, pues

N N N

_ n N—ny __ N _
ZOsz(nl)—ZO(m)plq P= (g =1.
np= np=

Podemos evaluar el primer momento, teniendo en cuenta que

N
_ N ny N—nmy __ 8
(m) = > m(nl)p q =Py,

n1:O

N
> PN(m)] ;

n1=0
como el término entre corchetes es (p + ¢)”, resulta
(n1) =pN.
Se deja como divertido ejercicio para el lector mostrar que, andlogamente, el segundo momento resulta
(n}) = (Np)*+Npq.
Con estos dos momentos evaluamos la varianza o la desviacién estandar

on=+vVNpgq.

Mucho mas interesante resulta analizar la desviacion estandar relativa

ON o \/E 1
(n1) p VN
Aqui vemos que este valor se reduce a medida que crece N; un valor pequeno de oy /(n1) indica que cualquier

resultado n; tomard valores muy préximos al valor medio p N. Dicho en otras palabras, a medida que N crece,
n1/N ~ (nq1)/N = p.

1.4.1. Distribucién gaussiana

Cuando N es suficientemente grande y p no es demasiado pequena, de manera que p N también sea grande,
podemos utilizar la formula de Stirling para aproximar

n n
n! 2 +2mn (7) ,
e

que es vélida para n > 10. Si tenemos en cuenta que N y n; son muy grandes, reemplazando en la distribucién
binomial, podemos escribir

1

V2r N

Es sencillo demostrar que Py es maximo cuando n; vale p N = (n1). Podemos desarrollar el exponente de Py
alrededor de (n;), obteniendo

N —
7711+n11np+(N—n1)1n(1—p) . (2)

PN(n1)= N

n
exp |—ng lnﬁ1 —(N—=n1)In

_752 3
Py(n1) = Pa((m)) e 2pa 9

donde € = ny — (n1). Como para N grande € es chico, puede mostrarse que es una buena aproximacién descartar
los términos de orden superior al segundo. Recordando que N pg = 0% y evaluando correctamente Py ((n1))
en la expresién (2), se obtiene
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1 7(”1*(7;1»2
PN(TLl):\/TTJ]VG 2o-N (3)

Esta es la conocida distribucién gaussiana, y tiene la particularidad de que queda absolutamente determinada
mediante (n;) y (n?).

1.4.2. Distribucién de Poisson

En algunos casos, al crecer N, p — 0, de modo que p N = a (cte) < N. Entonces no es vélido tomar 7
grande, ya que sus valores serdn proximos a (n1) = p N < N. De todos modos, puede usarse la aproximacién
de Stirling en

()
Nt VN € _ Nmem  Nme™m
(anl)l ~ /]\[_n1 <N_n1>N—n1 B (1_E>N—n1 ~ e—n1 =
N
&

-V =g = 1-pY = (1- 1) e,

de manera que

a™ e

Py(n1) =

n1!

que es la llamada distribucion de Poisson. Vemos que cumple la condicién de normalizacién

Z Py(np)=e*e =1

n1=0

y queda completamente determinada por el primer momento (ny) = a.

1.4.3. Caminata al azar

Veamos ahora una aplicacién tipica de la distribucién binomial, consistente en un movimiento unidimensional
con pasos de longitud fija, hacia adelante (con probabilidad p) o hacia atrds (con probabilidad ¢). Analicemos
el caso particular en que ambos eventos son igualmente probables, es decir, p=¢=1/2.

Al cabo de un numero grande N de pasos, la distribuciéon de probabilidades para n; pasos hacia adelante
serd gaussiana, ya que p N también es grande. El desplazamiento neto serd m =mn; —ns, y como nj+ns =N,
podemos reescribir m=2n; — N. La distribucién de probabilidades para m se obtiene de (3), aunque con esta
notacién, m soélo puede tomar los valores —N, —N+2,..., N—2 N. Si deseamos incluir valores intermedios de
m (pues también son posibles), es necesario agregar un factor 1/2 “repartiendo” la probabilidad, y evitando
que se pierda la condiciéon de normalizacién. De este modo obtenemos

1 _m?
Palm) =\ grye 2

Si la longitud de cada paso es £, el desplazamiento neto real sera xt=m#. Al cabo de N pasos, Axz=/{Am,
de manera que, como Py (z) Ax = Py(m)Am = Py(m) Az/,

12

1 _
Py(x) = ———=¢ 2NZ .

Vor N2

Cuando la particula realiza n pasos por unidad de tiempo, N = nt; definiendo el coeficiente de difusién como
D =n/(?/2 se obtiene

1 2

Pt = ™
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Este resultado indica que si en t=0 la particula estd localizada en =0, la distribucién inicial es P(x,0)=0(x);
a medida que transcurre el tiempo, la distribucién se ensancha y se reduce su altura, de modo que el area bajo
la curva se mantenga siempre igual a 1.

1.5. Teorema del limite central

Si tenemos una variable aleatoria X regida por fx(z), puede definirse una nueva variable como el promedio
de N mediciones independientes de dicha magnitud, es decir,

_ Xy t+@x2+ -+ N
YN = N .

La pregunta que nos planteamos es jcémo serd la distribucién de probabilidades fy (yn) de esta nueva variable
estocastica?

Para responder este dcido interrogante, estudiemos primero la variable zy =(z14+z2+...+zn)/V N, que es
proporcional a yy; analicemos la funcién caracteristica correspondiente a fz(zn)

(k) = /dzN e**n frz(2n) = / dzy ... day eP@rreat e/ VN g (a0) fx (o) . fx (o)

()]

Tomando 02 =(X?)—(X)?2, puede desarrollarse

2
bx <\/kﬁ> :eik<x>/¢ﬁ/dx eik(zf(X>)/\/NfX(x):eik<X)/\/ﬁ 172%[0_2+m

La exponencial oscilatoria en la integral nos permite ver que ¢x(k/vN) decrece con k, de manera que

[qﬁx(k/ VN )]N decrecerd atn més rdpidamente. Si cuando z — oo fx(x) decae de tal forma que todos los
(X™) son finitos,
ikv/N (X) k? 2 E ikv/N (X) ko
P =e' 1 + ~ e 2 N — .
(k)=e SN o @ (\/>> e e ( 00)

De este modo, podemos reconstruir

1 —ikzyn 1 > —ik(z2ny—VN(X)) — Ko?
- ~ .
fz(an) = 5 / dk e (k) = o / dk e .

— 00 —0o0
Completando cuadrados puede resolverse la integral para obtener

_n=VN(X))* \/or 1 _ (en—VN(X))?
e 202 = ¢ 202 ;

1
fZ(ZN)’i% ?_\/ﬂo

de manera que la densidad de probabilidad para la variable Z es una gaussiana centrada en (Z) =+ N(X), con
una desviacién estdndar o, idéntica a la que tiene la variable X. Para la variable Y =Z/v/N es directo mostrar



8 2 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD EN SISTEMAS DINAMICOS

que

202

VN _Nunv—(X))*
fy(yn) = 76

5~
3

Estos resultados se conocen como teorema del limite central, y nos dicen que, sin importar cuél es la forma de
fx(x), el valor medio de la variable estocéstica yy coincide con (X) y la distribucién fy (yn) es gaussiana,
con oy =0/ V'N. Vale la pena resaltar que los requisitos que hemos pedido para nuestros N experimentos son:
que sean independientes, que los momentos (XV) sean finitos y que N sea grande.

2. Distribucion de probabilidad en sistemas dinamicos

2.1. La evoluciéon de sistemas clasicos (basado en el texto de Reichl)

Hemos dicho que la Mecanica Estadistica estudia sistemas con muchos grados de libertad, como es el caso de
N particulas en un recipiente, o N sitios de red interactuando entre si. En un enfoque cléasico, las ecuaciones de
Hamilton pueden utilizarse para predecir la evolucion del sistema, que estara caracterizado por 3NN coordenadas
y 3N impulsos generalizados (ignoramos grados de libertad internos).

Para realizar este andlisis es 1til introducir el concepto de espacio de las fases T', en este caso de 6N
dimensiones, en el que cada punto X contiene las 3N coordenadas y los 3N momentos (g",p"). Suele
llamarse a cada uno de estos posibles estados “microestados”, para hacer hincapié en el hecho de que dan
informacién microscépica del sistema, a diferencia de los “macroestados” que estudia la termodindmica en
general.

Si el valor de XV es conocido en algin instante, las ecuaciones de Hamilton nos proveen XV para cualquier
instante posterior:
OHN ) OHN

pb; = *qu ; q; = Tp] )
donde HV es el hamiltoniano del sistema y el subindice sefiala a la j-ésima particula. Sabemos ademds que
cuando este no depende explicitamente del tiempo, HY (X N )=F es una constante de movimiento, la energfa,

y se dice que el sistema es conservativo.

El microestado del sistema esta representado entonces por un punto en el espacio de las fases que se mueve
segtn las ecuaciones anteriores. Como el estado XV estd perfectamente determinado por las condiciones iniciales
para el sistema, sabemos que las trayectorias que describe nunca se cruzan en el espacio de las fases.

Cuando trabajamos con sistemas “termodinamicos” no se pueden especificar completamente sus microes-
tados, de manera que siempre existe cierto grado de incertidumbre respecto de las condiciones iniciales. Por
este motivo es razonable considerar que X* es una variable estocastica 6 N-dimensional. Puede conocerse algo
acerca de su valor medio, e incluso sobre su dispersién, pero hasta que no se realizara una “medicién” (ideal)
no se podria determinar el valor concreto que toma esta variable. Como toda variable estocéstica, X N estard
regida por una densidad de probabilidad p(X N t), de manera que p(X N t) dX N oes la probabilidad de que el
microestado del sistema esté en un entorno dX* de X en el instante ¢.

La condicién de normalizacién
/ dXV p(xN 1) =1
r

debe cumplirse para cualquier instante ¢, ya que el estado del sistema debe estar en alguna regiéon de I'. La
probabilidad de tener en el instante ¢ un estado en la region R C I" es

P(R):/RdXN p(XN 1) .

Si en algiin momento la incertidumbre sobre X es pequefia, p estars muy localizada alrededor del estado
més probable, anuldndose rapidamente al abandonar un entorno pequeno del mismo. A medida que transcurre
el tiempo, es posible que la distribuciéon permanezca muy ajustada, aunque el maximo quizas se desplace en el
espacio de las fases, de manera que no se pierda informacién sobre el sistema; por el contrario, puede ocurrir
que se esparza gradualmente, transformandose incluso en una distribucién bastante uniforme, con lo cual se
perderia la informacién por completo.
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Aunque no es demasiado lo que conocemos sobre dindmica de sistemas continuos, veremos cémo puede
establecerse una analogia entre la densidad de probabilidad en I' y la masa en el caso de un fluido incompresible.
Para comenzar, notemos que la condicién de normalizacién equivale a la conservacién de la materia. De la
expresion anterior podemos analizar cémo cambia P(R) con el tiempo, teniendo en cuenta que como un todo
debe conservarse la probabilidad. Cualquier aumento en la probabilidad contenida en la regién R debe igualarse
a la cantidad de probabilidad que fluye hacia dentro de ese volumen en I':

dP(R . N
S f px g & Meas™
dt g

. N
donde X = ((jN , ﬁN ), de manera que el dltimo miembro representa el flujo saliente a través de la superficie
S que encierra a R. Para evaluar este flujo, podemos recurrir al teorema de Gauss, reescribiendo la expresion
anterior como

xN .
MdXN:—/VXN-(p(XN,t)XN) ax?
r Ot R
donde
v :(53.._ e 90 . 5)
X" 7 \0q,"0q," ' 0qy’Op,’  Opy)’

y Vxn~-« () es la divergencia en I'. Como la igualdad anterior debe cumplirse para cualquier R C T", entonces
deben igualarse los integrandos, obteniéndose la celebérrima ecuacion de continuidad

9 N N A
S0(X ,t)—|—VXN-(p(X X )_o

El significado de esta ecuacion es similar al que deduciamos en Electromagnetismo, donde habiamos partido
considerando la conservacion de la carga.

. N
Para nuestro caso, en que p es la densidad de probabilidad en el espacio de las fases, Vyx~-X =0; es
directo inferir este resultado explicitando

oY al 0d; | b,

que se anula en virtud de las ecuaciones de Hamilton que recordamos maés arriba. Por lo tanto la ecuacién de
continuidad puede escribirse como

dp . N

Esta derivada expresa los cambios temporales de p en un entorno fijo de I'. Si deseamos analizar la evolucién
de p a medida que se desplaza el fluido, debemos recurrir a la derivada total o convectiva

d 0 . N
— =2 4+X .V
di ot X
En nuestro caso, esto se traduce como
dp
— =0.
dt

Lo que significa esta identidad es que p se mantiene constante alrededor de un punto del “fluido” en movimiento.
Es otra manera de identificar la densidad de probabilidad como fluido incompresible.

Utilizando las ecuaciones de Hamilton y definiendo

N
~ aN HN
1 Z(@ 0 0 0 )7

Ip, }’E - dq, '@

Jj=1
la ecuacién de continuidad (4) puede reescribirse como

9p _

9, = N
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donde [-,] representa el corchete de Poisson. La identidad anterior para la evolucién temporal de p suele
escribirse en términos del operador de Liouville L = —iH :
ap -
i— =1L
at

Esta expresion es conocida como ecuacion de Liouville, y la solucién formal puede escribirse como
p(XN 1) = e (XN, 0), (5)

donde p(X N 0) es la condicién inicial para p. Puede mostrarse que el operador L es hermitiano, de manera
que para la ecuacién de autovectores

Lfj=Xf;,
sus autovalores A; son reales, y los autovectores f; forman una base ortonormal en el espacio de Hilbert donde
definimos p. Podemos expandir en esa base la condicién inicial

p(XN,0) =3 £i(X7).

de manera que

Lp(X7™,0) =Y Cjx; f;(X7).
J
Entonces, la ecuacién (5) toma la forma

p(XN )= e g (X))
J
Como los autovalores \; son reales, la densidad de probabilidad tendra siempre un comportamiento oscilatorio,
sin lograrse reproducir el decaimiento al equilibrio que se observa en los sistemas reales. Ademds, como las
ecuaciones de Hamilton son reversibles en el tiempo, si en algiin momento el sistema arribara al equilibrio, esta
ecuacién nos dice que podria recorrer el camino inverso, si se cambian todos los p por —p hasta retornar a la
condicién inicial.

El problema de obtener el equilibrio termodinamico a partir de la dindmica que describen las ecuaciones
de la mecénica clasica evidentemente no es posible. La ecuacién de Liouville no nos permite conocer el camino
mediante el cual se llega al equilibrio, aunque nos proporciona una condicién que debe satisfacerse en un sistema
que ya alcanzé un estado estacionario, pues en ese caso p no depende explicitamente del tiempo y por lo tanto
Lp=0, o lo que es equivalente, [Hy, p]=0.

2.2. El operador densidad (basado en el texto de Nazareno)

Veremos a continuacion cuanto se puede avanzar mediante una descripcion cudntica, para lo cual introducire-
mos la idea de ensamble!, definiéndolo como una coleccién de M sistemas fisicos idénticos macroscépicamente,
cada uno ocupando los diferentes microestados accesibles.

La idea es que el valor medio temporal de cualquier variable dindmica del sistema es igual al promedio de esa
variable sobre el ensamble. Esta propiedad, denominada ergodicidad puede no ser valida en algunos sistemas,
aunque si lo sera en todos los casos que estudiemos a lo largo de este curso. Si bien existen herramientas formales
para demostrar cuando un sistema es ergddico, nosotros descansaremos en el hecho de que en todos los casos
que analizaremos, esta propiedad sera siempre aceptable para el sentido comun.

Cada sistema de nuestro ensamble tendra un estado cudntico descripto por la funcién de onda |k, t), donde
k representa todos los niimeros cuanticos que caracterizan al sistema. El valor de expectacion de una variable
dindmica A cuando el sistema se halla en ese estado estara dado por

Ag(t) = (k t|Alk,t)

siempre que tomemos estados normalizados ((k,t|k,t)=1). El promedio de A sobre todo el ensamble serd

(Aart) = 1= Sk Ak, 1) = 3 wrde(t)
k

ens

1Pronto veremos que también se la utiliza en descripciones clasicas.
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donde hemos introducido el peso estadistico wy = M}, /M (evidentemente, ), wi =1); aqui M, representa el

nimero de sistemas que en el estado |k, t), para los cuales el valor de expectacién de A es Ay.

Si definimos el operador densidad

p=> wilk,t) (K,
k

puede verse que para cualquier variable A se puede escribir
(A)u(t) = Tr(pA) .

Es facil mostrar que p = p, es decir, es un operador hermitiano. También resulta inmediato verificar que
Tr (p) = 1. Otra propiedad de este operador es que, independientemente de la base elegida, son no-negativos
sus elementos diagonales p; = p;; (la demostracion es directa a partir de la definicién, y también se deja como
ejercicio). De esto resulta que como

Tr(p)=1=> pi = 0<p <1,

Por ultimo destaquemos la propiedad de que como existe una base en la que p es diagonal, esta ultima desigual-
dad implica que Tr ([)2) < 1, de manera que en una base arbitraria

2]
es decir, todos los elementos de p son acotados.

2.2.1. Estados puros y mezcla

Si todos los sistemas de nuestro ensamble estdn en el mismo estado |ko,t), el valor de expectacién de A es
(ko t|Alko, t) = Ak, en todos los sistemas. Por lo tanto,

(A)yr = Ay, y p = ko, ) (Ko, t] -
Entonces se cumple que p2 = p. Si lo expresamos en una base donde p es diagonal, esto significa que debe
cumplirse p? = p;, pero como Tr(p) =1 (:Tr([)Q)), la tnica forma en que se pueden cumplir simultdneamente
las condiciones ZZ pi=1y Zz p?zl con 0 < p; <1lesquep;=1y pi2 =0 para algun valor /.

Como p siempre es diagonalizable, vemos que la diferencia entre un estado puro y un estado mezcla es
justamente esta: en un estado mezcla, que es el caso més general, la representacién diagonal de p contiene més
de un elemento distinto de cero, y esta situacién corresponde al caso en que no poseemos tanta informacién
acerca del sistema como para predecir exactamente en qué estado se encuentra.

Como vemos, siempre es conveniente pensar algunas expresiones que involucran trazas en una base que
diagonaliza a p (ya que la traza no depende de la representacién elegida). Asi evitaremos ademds la desazén
de encontrar inesperadas la notacién y la forma del operador densidad. Si p es diagonal, cada elemento p;
representa la probabilidad de que el sistema ocupe cierto estado |i), que anteriormente habfamos sefialado como
P;. Entonces, el hecho de que Tr (p) =1, significa que ), P;=1, que se convierte en una expresién mucho més
familiar para nosotros. Por otro lado, en el caso en que p y A conmuten, puede elegirse una base que diagonalice
a ambos operadores: en este caso P; representa también la probabilidad de que el sistema ocupe un estado para
el cual A posee su autovalor A;. Esto implica que el valor medio <A> M presenta un aspecto bastante menos
sorpresivo, ya que Tr (ﬁA) =Y. piAi=>_, PiA;, reencontrandonos con las expresiones de nuestra infancia.

2.2.2. Ecuacion de Liouville

Sabemos que, si H es el hamiltoniano de nuestro sistema y A es independiente de ¢, para cada estado |k, t)
de nuestro ensamble d
ih — (k,t
dt< ’
donde no debe confundirse el conmutador con el corchete de Poisson. Por otro lado, como

<A>M = Tr(ﬁ/i) = Zwk<k,t
k

Alk,t) = (k,t|[A, H]

kt),

A

k,t),

podemos escribir

kot) = ([A, H)ar

_d s ‘ s a . d 5 oA
ih (A = ihTr(pA) = ih Zk:wk a(k,t|A|k,t> = Zk:wk<k7t“A’H]
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de modo que

ih Tr (g%) =Tr(p[A H)) = Te([H, p] A)

(para verificar la tltima identidad sélo es necesario recordar propiedades simples de una traza, como Tr (Aé) =

Tr (BA)) Como esta relacién es valida para cualquier /1, entonces debe cumplirse la ecuacion de Liouville
cuédntica (o ecuacion de Liouville - von Neumann)
0p -
th— =1[H,p
5 = U 7)

También en este caso podemos definir el operador de Liouville
L=-[H,] =  i—=1Lp.

En este caso no diremos nada acerca de la hermiticidad de ﬁ, aunque nuevamente es posible escribir la
solucion formal como X X R
ﬁ(t) _ e—itL ﬁ(O) _ e—itH/h [3(0) eitH/h )
El tltimo término puede obtenerse desarrollando e "% como una serie de potencias y luego explicitando el
binomio de Newton correspondiente a las potencias del conmutador [fI ,-]. Si representamos a p en una base
ortonormal de autofunciones de H, {|E,)}, recordando que Yo [ En)(En| es el operador identidad, resulta

p(t) =D (Eulp(0)|Eny) e /M En=Emt | B ) (B |

n,m

Esta expresiéon nos permite ver claramente que la descripcion cudntica también provee soluciones oscilatorias
para la evoluciéon de nuestro sistema, ya que p consiste de una suma de términos que oscilan con distinta
frecuencia.

En cambio podemos observar que cuando se ha alcanzado el estado estacionario debe cumplirse ppm, = pn0n,m.,
es decir p debe ser diagonal en esta representacién, para que se anulen los términos oscilatorios. Esto es posible

si en el equilibrio p= p(H), lo cual era evidente de la ecuacién de Liouville independiente de ¢, pues entonces
[H, p]=0.

3. Nociones sobre teoria de informacidn (basado en el texto de Balian)

Hemos visto que las descripciones dinamicas que se pueden dar desde las teorias clasica o cudntica no
predicen adecuadamente las relajaciones de los sistemas termodindmicos. La evoluciéon de un sistema hacia un
estado estacionario es un problema aun latente en la actualidad, y es por ello que la mecénica estadistica aborda
fundamentalmente los sistemas que ya han alcanzado el equilibrio termodindmico. Plantearemos entonces las
bases para poder dar esa descripciéon de los sistemas en equilibrio, a partir de lo que se conoce como teoria
de informacion. Si bien aqui la orientaremos hacia la mecanica estadistica, la teoria de informacién hoy es de
interés en inteligencia artificial, neurociencias, sistemas no lineales, cudntica, etc.

3.1. Entropia de informacion

Para avanzar con nuestra descripcion, introduzcamos el operador —k In g, donde k es una constante. El valor
medio de este operador en un ensamble es

S=(-kmpy=—kTe(plnp)=—kd pjlnp;
J

el ultimo miembro corresponde a una base que diagonaliza a p. Vemos que S > 0, ya que los elementos diagonales
de p cumplen 0 < p; < 1 (cualquiera sea la base escogida).

En el caso de tener un ensamble puro, en esta representacion todos los elementos de p se anulan excepto uno
que vale 1, de modo que S = 0. En otras palabras, cuando poseemos la méaxima informacién sobre el sistema, S
alcanza su valor minimo. Por otro lado, en la préxima secciéon veremos que S alcanza el valor maximo cuando
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todas las probabilidades p; son iguales, es decir, cuando poseemos el minimo de informacién sobre el estado de
un sistema.

El valor de S cuantifica de alguna manera la falta de informacién o la incertidumbre respecto de un sistema.
Esta magnitud se denomina entropia de informacién o entropia estadistica?, y en general para un sistema regido
por una distribucién de probabilidades {P;} se define directamente como

M
=—k» PjlnP;, (6)
j=1

Si los M estados accesibles para el sistema son equiprobables,
P =— = S=kInM,

de manera que S es creciente con M. Otra propiedad importante es la aditividad, para lo cual imaginamos
dos sistemas independientes: el A, con ¢ resultados posibles cuyas probabilidades son p; (i=1,...,¢) y el B,
con m resultados posibles cuyas probabilidades son ¢; (j=1,...,m). Como los sistemas son independientes, la
probabilidad de tener simultdneamente el resultado ¢ para el sistema A y j para el B es m; =p;q; ({pi}y
{g;} estan normalizadas, con lo cual {m;;} queda automdticamente normalizada). La entropia para el sistema
conjunto es

l,m lm L m m L
Sap=—k»  mjlnm;=—k> pigin(piq)=—k <sz hlpz‘) > gk Y aing | > pi=Sa+55.
ij=1 i,j=1 i=1 j=1 j=1 i=1

Cuando consideremos sistemas termodindmicos, veremos que puede haber cierta interdependencia entre subsis-
temas, sin que esto afecte la aditividad de la entropia (ni de otras variables extensivas como la energia interna,
el momento magnético total, etc.).

En el caso de trabajar con variables continuas el desarrollo anterior se mantiene, excepto por el correspon-
diente reemplazo de sumatorias por integrales.

3.2. Principio de maxima entropia (estadistica)

Este principio queda préacticamente enunciado con el titulo que hemos elegido:

La entropia estadistica de un sistema alcanza el maximo compatible con los vinculos impuestos.

El sentido de este principio ha quedado explicitado en los ejemplos anteriores: de algiin modo senala que no
hay razén para privilegiar un estado particular de antemano.

El procedimiento habitual para maximizar la entropia consiste en recurrir al método variacional, imponiendo
los vinculos mediante multiplicadores de Lagrange. Veamos primero el ejemplo de hallar la distribucién de
probabilidad en nuestro conjunto de M eventos bajo la tinica imposicién de la normalizacién, j P =1
Debemos exigir que alrededor de la distribucién {P;} que maximiza (6) las variaciones virtuales se anulen:

M M
§|=k> PilmPj+a) Pl =0,
j=1 j=1

donde « es el multiplicador de Lagrange asociado con la normalizacién. Permitimos entonces variaciones in-
finitesimales 0 P; en las probabilidades (como si fueran independientes), obteniendo

M
> 6P [~k P+ (a— k)] =0.
j=1

2Este concepto fue utilizado en problemas de comunicacién por Shannon en 1948, y formalmente aplicado a la mecanica estadistica
por Jaynes en 1957; sin embargo, Gibbs ya habia propuesto esta expresién como entropia estadistica en 1901.



14 3 TEORIA DE INFORMACION

Como esto debe anularse para cualquier conjunto de variaciones {dP;} arbitrarias, entonces debe anularse el
término entre corchetes para cada j, con lo cual resulta

(0%
Pj:ez_l’

es decir, todos los estados tienen la misma probabilidad, que por la condicién de normalizacién no pueden
sino valer 1/M. En efecto, escribiendo explicitamente ) j P; = 1 podemos ademds encontrar el valor para el
multiplicador a:

= a=k(l—InM).

En el caso de contar con algin vinculo adicional
M
F=>_Pif, (7)
j=1

el proceso de maximizacion es similar, sélo que debemos acompanar esta nueva restricciéon con otro multiplicador
de Lagrange [, resultando

M
> 6P [~kIn P+ (a—k)+ Bf;]=0.
j=1

Obtenemos entonces
@ B
Pj = e(k_l)—i_ka ,
y cuando imponemos la condiciéon de normalizacién vemos que debe cumplirse

a M B
ekt E ekfi=1.
j=1

Definimos entonces la funcion particion

a X o
ZEel_?:ZeEfj (8)
j=1
Sustituyendo en la expresion anterior, obtenemos
B
ek fi
Pj=— .
> b
j=1

donde se evidencia que la distribucién {P;} estd normalizada. Falta ain determinar el valor del multiplicador
B, que puede obtenerse utilizando el vinculo (7)

Despejando de aqui 3, podemos encontrar también el valor de « a través de (8). La generalizacion para el caso
de mayor nimero de vinculos es inmediata, y sélo debe tenerse la precaucién de no sobredeterminar el sistema.
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4. Ensamble microcandnico (basado en los textos de Reichl y Huang)

Abordamos a partir de este capitulo el estudio de sistemas termodindmicos en equilibrio. Como dijimos
anteriormente, en estos casos la mecanica estadistica plantea el principio de méxima entropia utilizando el
operador densidad en la expresién de la entropia de informacién:

S=—kTr(plnp).

Veremos que la asociacion de esta magnitud con la entropia termodindmica nos provee una adecuada descripcién,
tanto para sistemas aislados como para aquellos acoplados de alguna manera con su entorno.

4.1. Sistemas cerrados y aislados

Comenzamos analizando un sistema que no intercambia ningin tipo de energia con su entorno, ni puede
incorporar o liberar materia. Si bien su energia E es fija, dispone de muchos microestados compatibles con la
condiciéon E=U (constante). El ensamble asociado con esta situacion se denomina microcandnico.

La maximizacién de S con el tnico vinculo Tr(p) =1 implica un procedimiento similar al de la seccién
anterior, aunque en este caso representaremos como Jp a las variaciones que se provoquen en el operador p
que maximiza la entropia:

S{kTr(plnp)+aTr(p)=0 = Tr{é[}[fkln[ﬂr(afk)f]}:(),

donde I es el operador identidad. Nuevamente, esto debe cumplirse para variaciones §p arbitrarias, de manera
que debe anularse el factor entre corchetes, lo que implica

p=ek 1. 9)

Esto significa que p es un operador diagonal, con todos sus elementos p; idénticos. Si el nimero de estados
accesibles al sistema con energia E es W(E), entonces

Este resultado es andlogo al de la seccién anterior, y es equivalente al postulado de igual probabilidad a priori,
que indica que no hay motivo para privilegiar ningin estado si la tnica restriccién que se impone es que el
sistema tenga energia . Muchas formulaciones de la mecanica estadistica comienzan aceptando este postulado
en lugar del principio de maxima entropia, que es el camino que nosotros hemos escogido.

Reemplazando los valores para p; en la expresion para la entropia obtenemos nuevamente

S =kInW(E) (10)

que puede tomarse como relacion fundamental para nuestro sistema si aceptamos que se corresponde con la
entropia termodindmica. En particular, la conexién directa con la temperatura se escribe como

1_(os
T \oU) vy’

y a partir de aqui, por supuesto, pueden encontrarse magnitudes como el calor especifico u otras funciones
respuesta.‘3

En el caso de que el sistema analizado pueda describirse adecuadamente mediante un enfoque clésico, ten-
dremos una densidad de probabilidad p(X”), y la entropia se escribe

S = —k/ dXY p(XV) In [ch(XN)} ,
E<H(XMN)<E+AE

donde la constante CN se introduce para tener las unidades correctas y corresponde al volumen en el espacio
de las fases I' ocupado por un estado del sistema. Este volumen sélo puede hallarse mediante argumentos

3Aqui la variable X representa los pardmetros extensivos involucrados en trabajos que pueden realizarse sobre nuestro sistema
termodindmico (volumen, momento magnético total, etc.)
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cuénticos, y pronto mostraremos que CN =h3N_ donde h es la constante de Planck®. Aceptando este volumen
finito ocupado en I' por cada estado, la integracion de la expresion anterior abarca estados con energias levemente
superiores a F en una cantidad AE pequena, aunque el volumen abarcado en el espacio de las fases es mucho
mayor que el de un tinico estado.

Al maximizar la entropia en esta descripcién cldsica se obtiene

1

p(XN) = CEVN

donde w(E,V,N) es el volumen en I comprendido entre las superficies de energia F y E 4+ AF

w(E,V,N) :/ dx? |
E<H(XM)<E+AE

que también puede representarse como el drea X(FE,V,N) de la hipersuperficie con energia F multiplicada
por el ancho AE, w(E,V,N)=%(E,V,N)AE. La densidad de probabilidad se anula si el estado analizado no
se encuentra comprendido en w(E,V, N). Reemplazando la expresién hallada para p(X N ) en la definicién de
entropia, se obtiene

W(E,V,N

Esta expresion es equivalente a la desarrollada para el caso cudntico: si w(E,V,N) es el volumen en T
ocupado por todos los estados accesibles y CV es el volumen asociado a un solo estado, w(E,V, N)/C¥ es el
nimero de estados compatibles con la energia E prefijada. Por otro lado, la expresion encontrada para S puede
tomarse como relacién fundamental a partir de la cual pueden derivarse todas las propiedades termodinamicas
del sistema considerado.

Es interesante verificar que esta expresién para la entropia resulta extensiva. Para ello consideremos un
sistema con N particulas distinguibles dividido en dos partes no interactuantes, conteniendo cada subsistema
«a y B=N — « particulas respectivamente. El hamiltoniano del sistema conjunto puede escribirse como

H(XN)=H(X") + H(X")

y el espacio de las fases es el producto cartesiano de los respectivos espacios para cada subsistema, I'V) =
'@ x (¥ Un estado con energfa total E se logra combinando un estado del subsistema a cuya energfa parcial
es F; con un estado de 3 cuya energia es E — E;, lo que en el espacio I'™) implica un volumen

wWw(E) - wPNE-E).

Como esta no es la unica alternativa, ya que existen muchos valores de E; que se corresponden con la misma
energia total F, el volumen en el espacio I'™Y) que debemos evaluar resulta de sumar todas las combinaciones
posibles, es decir
E/AE
wE) =Y [Ma)(Ei) W (B — Ei)] .

=1

Si el mayor sumando en esta expresién se da cuando E; = E, (Eg=E—E,), podemos acotar w por arriba
reemplazando en la sumatoria todos los términos por ese valor maximo, y por abajo eliminando todos los otros
términos (que son no negativos):

B w(a)(Ea)-w(ﬁ)(EB) )

w@(E,) - wP(Ep) < w(E) NG

IN

Tomando logaritmos y multiplicando por k£ obtenemos

w(a)(Ea) w(ﬁ)(Eﬁ)

k In Ca OB

()(FE BNE

< <
< S(E,V.N) < kln| = ol NG

donde hemos identificado CV = C*C# a partir de su definicién. Cualquier volumen en el espacio a (o f3)
es proporcional a cierta cantidad (dependiente del volumen en cuestion) elevada a una potencia 6a (o 63), de

4M4s adelante veremos que para el caso de particulas indistinguibles debe corregirse esta constante para conseguir resultados
adecuados.
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manera que el primer término del miembro de la derecha es proporcional a a+5 = N, mientras que el segundo es
proporcional aln N (pues E o< N). En el Ifmite termodindmico, es decir cuando N es muy grande (y también «
y ), la contribucién del dltimo término es despreciable frente al primero, coincidiendo entonces la cota inferior
con la superior. Esto implica que, en el limite termodinamico,

SV) = gle) 4 gB)

de modo que la entropia es aditiva. La extensividad que desedbamos verificar es consecuencia directa de la

aditividad.

Con un razonamiento similar al anterior puede mostrarse que si Q(E,V,N) = Zf:/OA EWw(E;) representa

el volumen contenido dentro de la hipersuperficie X(E,V, N), la expresién para la entropia puede escribirse
también como

Q(E,V,N)

S(E.V,N) =k In—==Zg

(12)

Matematicamente esta expresién suele resultar mas sencilla en la practica, de modo que la utilizaremos en lugar
de la férmula (11) cuando sea conveniente.

Paralelamente a la demostracién anterior, hemos resaltado el hecho de que la energia F, del subsistema
« tiene en realidad un valor bien definido, ya que —siempre en el limite termodinamico— la sumatoria puede
reemplazarse por un tnico sumando: el término que maximiza w(® - w®® bajo la restriccién E,+Ez=EFE (cte).
Como el logaritmo es una funcién monétonamente creciente, la condicién de méaximo puede escribirse como

0 [ln (w(o‘) -w(ﬁ)” =0 con 0Ey+00E3=0.

Dado que los subsistemas son independientes, w?) sélo depende de E;, de modo que la condicién anterior
implica

Olnw®  9lnw®
— 0E, =0
[ 0F, 0Ej3 }
para 0 F, arbitrario, es decir
0S4 _0Sp
8Ea Ea 8E,5 Ewﬂ

Esta identidad es un nuevo indicio de la “razonabilidad” de asociar la entropia de informacién con la entropia
termodindmica, pues si 05/0U = 1/T, la identidad anterior significa que

T, =1Ts,

es decir, en el equilibrio las temperaturas de ambos subsistemas deben igualarse. Por conveniencia, en la defini-
cién de la entropfa se elige la constante de Boltzmann k = 1,380649 - 10~22J/K ®, con el objeto de que esta
temperatura coincida con la temperatura absoluta que se introduce en la termodindmica. De todos modos, en
la expresién (9) se ha explicitado que la eleccién de esta magnitud es de algin modo irrelevante, ya que estd
ligada a los valores de los multiplicadores de Lagrange, y modificarla solo representaria un cambio de unidades.

Finalmente, es facil ver que nuestra expresién para la entropia crece con la energia interna: al aumentar U,
el volumen 2 que debe evaluarse en la expresién (12) crece, pues pasamos a abarcar, ademds de los estados
anteriores, nuevos estados con energia interna algo mayor. Como el logaritmo es una funcién creciente, esto
significa que S crece con U. La expresién que aceptamos para la entropia estadistica satisface entonces los
requisitos que exigimos al introducir esta funcion para desarrollar la teoria termodinamica: por un lado, toma el
maximo valor compatible con U, V' (o la variable extensiva X que corresponda) y N; por otro, es una funcién
mondtonamente creciente con U, y ademéas cumple con la propiedad de aditividad.

4.1.1. Gas ideal clasico

Consideremos como ejemplo el caso del gas ideal, que consiste en un sistema de N moléculas libres no
interactuantes contenidas en un recipiente de volumen V. En particular, supondremos que estas moléculas no

5Mediante el nimero de Avogadro N4, esta constante se relaciona con la constante universal de los gases R=N 4k.
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poseen grados de libertad internos, y para un enfoque clasico las consideraremos como particulas distinguibles
de masa m. En cartesianas, el hamiltoniano para este sistema es

N
H(XN)—LZ 2
 2m ¢:1pl ’

El volumen en el espacio de las fases correspondiente a estados con energia menor que E es

Q(E,V,N) :/ dPp, ... Ppy dPry... BPry .
H(XN)<E

Teniendo en cuenta que el hamiltoniano no depende de r, la integracién sobre cada coordenada espacial es
simplemente el volumen V', por lo que resulta

QE,V,N) =V¥Qsn(R),

donde denotamos €, (R) al volumen de una esfera n-dimensional de radio R = v/2mFE. Este volumen debe ser
proporcional a R",
Q,(R) =b, R",

de manera que nuestro problema ahora se reduce a encontrar una expresién para b,. Con ese objeto, pensemos
que si Sp(R)=d2,(R)/dR es el drea de la superficie de la esfera n-dimensional de radio R, podemos recurrir

a la identidad - - -
/ dz; - / dw,, e~ @+-Fan) = / dR S, (R) e

—00 —o00 0

[/ dzx 6_12:| =nb, / dR R" ! e B
—00 0

Sustituyendo = R? en la tltima integral, obtenemos la definicién de la funcién I, con lo cual

n/2
LN I
2 \2 F(§+1>

Utilizando la aproximacién de Stirling para la funcién I', se obtiene en nuestro caso

para escribir

3N 3N . 3N 3N
ln(bSN)’ZTlHﬂ'—TlnTﬁ-T (N—)OO),

de manera que

. <4me>3/2

De esta relacién fundamental pueden derivarse las conocidas ecuaciones de estado

2 U NKT
= P=""".

3Nk’ %

También puede hallarse para el calor especifico (por particula) la relacién ¢, = % k.

Paradoja de Gibbs

Podemos escribir la entropia en notacién mas compacta como
S=Ns,+NkIn (vu3/2) ,

donde

3 4mm 3

Esta expresién es muy similar a la que habiamos obtenido al desarrollar la teoria termodindmica. Analicemos el
caso en que un recipiente contiene dos gases diferentes a temperatura T separados por una pared diatérmica, de
modo que en un compartimiento hay Ny moléculas en un volumen V7, mientras que en el otro hay No moléculas
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en un volumen Vo (Vi+Vo=V | N;+No=N). Al remover la pared divisoria, como U no cambia, T" tampoco
varia, de modo que al mezclar habra un aumento de entropia dado por

%:Nl 111%4’]\72 111%2 >0.
Cuando los gases son diferentes, esta expresién aparentemente provee una adecuada prediccién. Sin embargo,
si los gases son idénticos, aun cuando el sistema sea homogéneo antes de remover la pared divisoria (V; /Ny =
Va/Ny = V/N), esta expresién sefiala que habrd un aumento en la entropia del sistema. Por supuesto, este
resultado es absurdo, y para resolver este problema Gibbs introdujo una modificacién en la constante CN para
el caso de particulas indistinguibles, agregandole un factor N!, es decir CN =h3N N! De este modo, utilizando
la aproximacién de Stirling la expresion para la entropia resulta

3 5 4m \% 3/2
S = Nk<3+ln 3h2>+Nk1n<Nu

Esta expresion se conoce como ecuacion de Sackur-Tetrode, y ahora es completamente coincidente con la que
habfamos obtenido en Termo I (en particular, a diferencia de la expresién anterior, esta entropia si es extensiva).
La prediccién del aumento de entropia se mantiene, excepto para el caso en que el sistema conjunto esté
originalmente en equilibrio termodinamico, con igual temperatura y presiéon a ambos lados de la pared divisoria.

No hay una respuesta convincente acerca de por qué corresponde dividir w/h*N u Q/h*N por N! dentro
del formalismo clasico. Quizas la motivacion original surgié de pensar que si las particulas son indistinguibles,
existen N! permutaciones que proveen el mismo estado, aunque esté claro que dentro de la teoria clasica todas
las particulas son distinguibles. La verdadera respuesta es en realidad provista por la cuantica, en el marco
de la llamada “segunda cuantizacion”: como veremos mas adelante, para describir N particulas idénticas, las
funciones de onda conjuntas deben ser simétricas o antisimétricas ante permutaciones de particulas, y cuando
las condiciones indican que la descripcion debe coincidir con el enfoque clédsico, se ve que entonces ambas
formulaciones concuerdan gracias a ese denominador N!.

4.1.2. Dos ejemplos de sistemas cuanticos

El problema central en el caso cuantico también es contar los estados de nuestro sistema compatibles con el
valor de energia E preestablecido.

Veremos en primer lugar el caso de N espines 1/2 no interactuantes en un sélido bajo la accién de un campo
externo B. Las energias posibles para cada espin son +uB/2, de modo que las energias totales para todo el
sistema serdn —N puB/2, (—=N/2+1)uB,...,+N pB/2. Denotando el valor de la energfa como

EMz(—Z+M)uB (0<M<N),
debemos entonces evaluar el ndmero de formas W (M) en que pueden combinarse M espines alineados con
el campo con N — M desalineados. Se deja como ejercicio resolver este problema combinatorio, vélido para
cualquier sistema en el que sus componentes pueden acceder solo a 2 estados cuyas energias suelen denotarse
como 0 y e. Este problema es conocido como sistema de dos niveles (por razones desconocidas), y puede verse
que para temperaturas extremas se anulan los valores asintéticos para el calor especifico por distintos motivos.
En el limite de bajas temperaturas, la misma definicién de calor especifico AU = Ne¢ AT nos hace ver que la
cuéntica prohibe a nuestro sistema absorber cantidades infinitesimales de energfa (calor) puesto que existe un
umbral discreto entre el nivel fundamental y el primer nivel excitado para nuestro sistema®. Para temperaturas
altas, como los niveles de energia son acotados, una vez que el sistema absorbié el maximo de energia posible,
no importa si el bano térmico que lo circunda aumenta su temperatura, pues ya no puede seguir incrementando
su energia U.

El segundo ejemplo que abordaremos aqui consiste en el modelo de Einstein para el sélido cristalino. La
descripcién termodinamica que se busca para el sistema sélo tiene en cuenta las oscilaciones colectivas del sélido
(ignorando la contribucién de los electrones, efectos de superficie, etc.). Esto significa considerar inicamente las
interacciones armonicas entre los N nucleos del sélido descripto, que se representan mediante un sistema de 3N
osciladores acoplados. Sabemos que esto significa que habrd 3N modos normales (osciladores desacoplados), y

la simplificacién de este modelo es que todos los osciladores poseen la misma frecuencia w,”.

6Para energfas mayores también el cambio en U es discreto, pero es valido tomar como diferenciales los saltos AU < U.
7Esta hipétesis se basa en el hecho de que son muchos més los modos que poseen frecuencia mas alta frente a los de frecuencias
bajas, y w, representa una especie de promedio pesado de todas las frecuencias.
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El j-ésimo oscilador puede tomar valores de energia E; = (n; + 1/2) lw, con n; =0,1,... La energia total
del sistema sera entonces

3N 3N
EA/[:(]\/_/'-|—2)@;07 con Mzzlnj.
=

La pregunta entonces, dentro del esquema microcandnico es jde cudntas maneras W (M) se puede lograr el
valor de energia Iy;7 En otras palabras, jde cuantas maneras pueden sumarse 3N numeros enteros mayores o
iguales que 0 para obtener el valor M (fijo)? Otra vez la respuesta se logra mediante un andlisis combinatorio
que se deja como ejercicio. También en este caso se verifica que el calor especifico se anula para T = 0, tal
como lo predice la cuantica. Para el limite de altas temperaturas puede verse que el calor especifico se vuelve
constante, tal como debemos esperar de acuerdo con el teorema de equiparticién de la energia que veremos en
el préximo capitulo.

5. Ensamble canonico (basado en el texto de Reichl)

5.1. Sistemas cerrados

Los sistemas que pueden intercambiar calor con un bano térmico sin permitir el ingreso o egreso de particu-
las se describen mediante el ensamble candnico. Para construir este ensamble consideramos microestados con
cualquier valor para la energia, aun cuando sabemos que macroscépicamente el valor medio (£) es una magnitud
muy precisa y debe coincidir con la energia interna U.

5.1.1. Descripcion clasica

Cuando el sistema analizado se describe adecuadamente mediante un enfoque clésico, debemos maximizar
la expresion

S =k [ XY p(X) WCp(X ™)),
r
agregando a la condicién de normalizacién
/ dxN p(xN) =1
r
la restriccién para el valor medio de la energia
/ dXN H(XN)p(XN)y=U .
r

Nuevamente utilizamos el método variacional acompanando estos dos vinculos con multiplicadores de Lagrange
o, v ap respectivamente. Exigimos entonces que las variaciones virtuales alrededor del maximo correspondan
a un extremo

(5{/ AX "N oo p(XN) + apH(XN) p(XN) — kp(X™) ln[CNp(XN)H} =0.
r

Como las variaciones 5p(X ™) deben ser arbitrarias, esta condicién se traduce como

o+ ap HXN) =k In[CVp(XN) - k=0, (13)
de modo que
) - ()

En esta expresién ain desconocemos cuanto deben valer los multiplicadores «, y ap. Para determinarlos es
necesario recurrir a las condiciones de vinculo. En primer lugar, la condicién de normalizaciéon nos conduce a
definir la funcién particion

1

ZN(O[E,V) = 61_% = CfN dXN CQTE H(XN) .
r
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Vemos que esta expresion relaciona los dos multiplicadores desconocidos, y para determinar el valor de ag,
multiplicamos la expresién (13) por p(X*V) y luego integramos en I', obteniendo

(o —Kk)+apU+S=-klnZy+apU+S=0.

Esta relacion entre U y S evoca la definicién que aceptamos para el potencial de Helmholtz F'— U+ TS =0, lo
que sugiere identificar

ap =— y F(T,V,N) = —kT In Zy(T, V) .

1
T

De esta manera, introduciendo el pardmetro 8 = 1/(kT), la funcién particién toma la forma

1
Zn(T, X) = CfN/F AXN e~ BH(XY)

donde hemos reemplazado V' por X para incluir el caso general de variable extensiva asociada con el trabajo
mecanico. El ensamble canénico queda completamente determinado por la expresion anterior y la distribucién
de probabilidades, que finalmente toma la forma

1 N
XNy = —BH(X™)
PX) =GR X ©
La ecuacién F(T,X,N)=—kTIn Zyn(T,X) provee toda la informacién termodindmica que posee nuestro sis-

tema, pues se trata de la relacion fundamental en la representaciéon de Helmholtz. Esto significa que el objetivo
de nuestra descripcién de un sistema en el ensamble canénico se reduce a encontrar la funcién particién, ya que
de alli se establece toda la conexién con la teoria termodinamica.

Es interesante destacar el comportamiento del sistema para temperaturas extremas, segin la descripcion
dada por la expresién anterior. Por un lado, cuando 7' — 0, es decir 8 — oo, p — 0 para cualquier estado
excepto el fundamental. Por otro lado, cuando T" — oo (8 — 0), p se hace constante, de modo que todos los
estados microscopicos del sistema son igualmente probables: habrd estados con idéntica energia, pero ningin
estado se puebla con preferencia cuando la temperatura se vuelve lo suficientemente alta.

Respecto de la expresién que hemos dado para la particién, también vale la pena enfatizar que deben agotarse
todos los estados accesibles para el sistema, y no solo recorrer los niveles de energia. En otras palabras, también
aqui puede ocurrir que muchos estados compartan la misma energia, por lo que en la integral involucrada en
Zn se repetiran muchas contribuciones idénticas. Suele escribirse la funcién particién como

1 o0
Zn(T, X) = W/ dE g(E) e PE |

—00

donde g(E) es la densidad de estados en el espacio de las fases con energia E, a menudo llamada degeneracion:
g(E) dE da la probabilidad de que un estado elegido al azar en I" tenga energfa entre £ y E + dE. Con esta
notacion, en términos de la energia E del sistema, la densidad de probabilidad se escribe andlogamente como

1

= - —BE
N A

p(E)

Equiparticién de la energia

En esta seccion analizaremos una propiedad importante de sistemas clasicos para los cuales el hamiltoniano es
cuadrético en cada variable del espacio de las fases. Denotando como 1, ... ,x, a las componentes de (g™, p")
que intervienen en el hamiltoniano (pueden ser solo algunas de ellas), podemos expresar

1
H(XN):Ziajx?.
j=1

Los valores de las constantes a; (# 0 todas) dependen de la situacién particular de que se trate: si z; representa
un momento lineal, entonces «; corresponde a la reciproca de la masa involucrada, 1/m; si z; designa una
coordenada generalizada, entonces o; es la constante eldstica asociada a la fuerza generalizada de restitucién.

El teorema de equiparticion de la energia puede enunciarse de la siguiente manera:
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1
Cada grado de libertad x; contribuye a la energia interna con 3 kT, sin importar cudnto vale ;.

En otras palabras, U =nkT/2, es decir la energia estd igualmente distribuida en cada grado de libertad, y
es proporcional a la temperatura. La demostracién del teorema es muy sencilla, ya que la funcién particién se

escribe como
Iy = i/ dX™ =257 _ p(N, X) ﬁ 2
N — CN r - ) = /Baj .

La funcién B(N, X) resulta de integrar aquellas ¢ y p que no intervienen en el hamiltoniano, y esencialmente
aqui nos interesa que no depende de la temperatura. Dejando como ejercicio probar que U = —9(In Zy)/0p,
puede utilizarse esta identidad para ver que

0 " n
U:% ;m\/ﬁ =5 kT,

que es lo que se deseaba demostrar. A menudo el teorema de equiparticién se verifica al analizar los calores

especificos, que satisfacen la relacion
ou nk
Nex = | =— =—.
- (aT ) XN 2

Para considerar algunos ejemplos sencillos, recurrimos primero al caso del gas ideal, cuyo hamiltoniano
involucra los 3N impulsos lineales. Se deja como ejercicio ver que la funcién particién resulta

vy 3N/2
ZN(T,V) = 55 (27mkT) /2
con lo cual
U= §Nk:T ; cy = § k
- 2 ) vV = 2 .

Este resultado coincide con el previsto por el teorema de equiparticion de la energia, ya que en este caso los
grados de libertad x; del enunciado anterior son los 3N impulsos lineales.

En el caso de moléculas diatéomicas clasicas, a los grados de libertad traslacionales deben agregarse las
rotaciones, que a temperatura ambiente estan presentes y pueden ser descriptas clasicamente. El hamiltoniano
clasico suma entonces dos términos cuadréaticos a cada molécula, que involucran los impulsos generalizados
correspondientes a las dos coordenadas angulares que determinan la orientacién de la molécula. La energia
interna agrega ahora la contribucién de estos 2N términos, de modo que U = 5NkT /2. Cuando ademads se
activan los modos vibracionales, en el hamiltoniano se incorporan dos términos cuadraticos por molécula, pues
las oscilaciones pueden separarse del movimiento del centro de masa mediante la coordenada relativa y el impulso
generalizado correspondiente. De este modo, la energia interna resulta en este caso igual a TNET /2.

5.1.2. Descripcion cuantica

Para desarrollar la mecédnica estadistica desde un enfoque cudntico, el procedimiento es similar al del caso
clasico. Ahora debe maximizarse la entropia

S=—kTr(plnp)
recurriendo a las expresiones adecuadas para los vinculos
Trp=1 y Tr(Hyp)=U .

Se deja como ejercicio verificar que si acompanamos los vinculos con los mismos multiplicadores de Lagrange
que en la secciéon anterior, la condicion de maximo implica

Tr {5;3 {(ao—k)eraEﬁN—klnﬁ]}:O.
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También en este caso esta igualdad debe cumplirse para cualquier variacién ép, de modo que arribamos a las
siguientes expresiones analogas a las del caso clasico:

Zn(T, X) = Tr (e_’BHN) ; F(T,X,N) = —kT In Zy(T, X) .
La solucién para el operador densidad resulta
R e—BHN
p=—7F—"v "
Tr (e—ﬂHN)

En caso de tener una representaciéon diagonal®, el elemento r-ésimo de p se escribe
e_BEr

ZN

Pr =

y representa la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado r.°

5.2. Fluctuaciones de la energia

Ahora que hemos desarrollado el formalismo correspondiente al ensamble candnico vale la pena preguntarnos
en qué cambiara la descripcion termodindamica provista desde este formalismo en relacién a la dada en el ensamble
microcanodnico. Para ello es 1til analizar cudnto puede fluctuar la energia de nuestro sistema al considerar en el
ensamble canoénico.

A partir de la expresién
Tr {eB[F(T,X,N)—ﬁN]} -1

derivamos con respecto a 3 y obtenemos

9BF - I o
Tr{ <aﬂ>x,N HN]e }—0.

Derivando nuevamente, llegamos a la relacion

2
& F 9 BF ; s | _
B (am)x,N*((w)X,N‘HN) ‘ -0

Recordando que 9(BF)/08=(E), vemos que las fluctuaciones de la energfa se rigen segin

e (5),, - (3),,
(B%) — (E)? = (am (G e

Como (E)=U es extensiva y por ende proporcional a N, en el limite termodindmico

E—(BF 1
(E) VN
Esto significa que las fluctuaciones relativas de la energia son muy pequenas cuando N — 0o, lo que implica que
los tinicos estados del sistema con probabilidad no nula son aquellos con E = U. Esto nos permite concluir que
el ensamble canodnico es equivalente al microcandnico, y la eleccién de uno u otro ensamble quedara supeditada
a la conveniencia de la descripcién en el formalismo escogido.

Fisicamente podiamos prever esta equivalencia, ya que es idéntico pensar que prefijamos los valores de U,
X y N (ensamble microcandnico) y procuramos el valor de T a través de una ecuacién de estado (por ej.,
en la representacién entropia), o imaginar que conocemos T, X y N (ensamble candnico) y de la relacién
fundamental obtenemos el valor de U en el equilibrio. La situaciéon termodindmica no cambia en absoluto,
aunque los microestados permitidos para el sistema ahora pueden abarcar diferentes energias.

5.3. Revision de los postulados de la termodindmica

Antes de abordar otros temas, repasemos los postulados que habiamos introducido en el desarrollo de la
teoria termodinamica.

8Recordemos que en el equilibrio [ﬁN, p]=0, como vimos en §2.2.2
9nsistimos con el hecho de que puede haber muchos estados diferentes con la misma energfa.
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Postulado 1. Existen estados de equilibrio caracterizados por la energia U, el volumen V (o la variable
extensiva X asociada con el trabajo externo), y los nimeros de moles {n;} de los componentes quimicos del
sistema.

Hemos basado nuestro desarrollo aceptando este postulado, con la tnica salvedad de caracterizar la canti-
dad de materia por los nimeros de particulas {IN;} en lugar de los nimeros de moles de cada componente,
sabiendo que ambas representaciones son equivalentes. En realidad las dudas pueden haber surgido a partir de
la aceptacion de la entropia de informacién como la entropia termodinamica. Los postulados restantes son los
que en realidad nos interesan en este sentido.

Postulado 2. Existe la funcion entropia S, funcién de U, X y {N;}, que toma el maximo valor posible en el
equilibrio.

En nuestro caso utilizamos la entropia de informacién, que toma el méximo valor admitido segin los vinculos
macroscopicos que se imponen, de manera que nuestro desarrollo es perfectamente compatible con este postulado.

Postulado 3. La entropia de un sistema compuesto es aditiva, continua, derivable y creciente con U.

En lo referente a la aditividad, hemos hecho el andlisis correspondiente al presentar el ensamble micro-
canodnico, y al relacionar la temperatura absoluta con la derivada de S respecto de U, convinimos que la
entropia es creciente con U.

Postulado 4. La entropia se anula a medida que T se aproxima al cero absoluto.

La verificacién de este postulado en nuestra formulacion puede realizarse tanto en el ensamble microcanénico
como en el candnico, pues la expresién para la entropia en este ultimo caso involucra unicamente al estado
fundamental, ya que a T'=0 solo se puebla este estado. La entropia

S=klnW

queda determinada por la degeneracion del estado fundamental. Esta puede valer 1 en el caso en que no esté
degenerado hasta algun valor que a lo sumo serd W ~ N, de manera que la entropia por particula se anula en
el limite termodinamico:

S
N%O para N — 0.

El postulado de Nernst entonces también se satisface a partir de la asociacion de la entropia estadistica con la
entropia termodinamica.

5.4. Solido cristalino

5.4.1. Descripcion clasica

Hemos visto que la expresién clasica para la funcién particién

1 N
_ N —BH(X™)
r
provee una correcta conexion con la termodinamica en el caso de un gas ideal, verificindose ademas el teorema
de equiparticién de la energia. Para analizar el caso de las oscilaciones colectivas de una red cristalina, debemos
recordar que los 3N osciladores acoplados pueden describirse mediante coordenadas normales como un sistema

de 3N osciladores arménicos desacoplados (modos normales)

N — I mwiz 2
H(X ):Z Pi )

‘ 2m
=1

La integracién de la funcién particién es directa, teniendo en cuenta que todas las coordenadas e impulsos z;
vy p; son independientes:

2 2
1 i (L ?+mw1 -7312 3N 1 - (L ?+mwi ng)
ZN(T,V):TSN/dw?’Ndp?’Ne SACT ): [1 E/dpidxie Pz P
i=1

El hecho de que los osciladores sean independientes se traduce en la factorizacién de la funcién particién
como producto de las “particiones individuales” z; correspondientes a cada oscilador. Esta factorizaciéon podra
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realizarse en todo sistema que pueda separarse en componentes no interactuantes. En nuestro caso particular
las “particiones individuales” se calculan mediante la expresiéon

2 = — dp e P2m dee 27

T e
h —00 —L/2 .

Como la exponencial decae rdpidamente para posiciones alejadas del equilibrio, podemos realizar la segunda
integracién entre —oo y 400, de manera que

2= %\/%ka 2R 2

2
mw; hew;

Entonces, independientemente de los valores que puedan tomar los w;, la descripcién clasica del sélido cristalino
predice que
U=3NkT y ¢, = 3k .

Estos resultados podrian haberse predicho mediante el teorema de equiparticion de la energia.

Vemos que esta descripcion no reproduce satisfacto-
riamente el comportamiento para bajas temperaturas, ‘
pues el calor especifico de un sélido debe anularse a me- ;
dida que se reduce su temperatura, tal como se deduce
a partir de consideraciones cuanticas. A temperaturas !
altas los estados mas energéticos del oscilador cuantico
se pueblan cada vez maés, de manera que la correspon- ' Prlas
diente “distribucién de presencia” se hace cada vez mas . [ f?
parecida a la predicha por la clasica. g

Para aclarar un poco esta idea recordemos que

mientras la probabilidad de encontrar a la particula
cldsica que oscila es proporcional a la inversa de la ve- e\
locidad v(z)
— ~—
xT

1 1

Pss(x) o = ,
Clas( ) |U(1’)| +w /—mg_$2

donde z, es el punto de retorno clasico, la correspon- ‘
diente probabilidad cuantica es el médulo de la funcién |
de onda al cuadrado ¢, (z)|?. Para los primeros esta-
dos cuanticos, esta probabilidad se parece muy poco a
la del oscilador clasico, tal como se muestra en la figura
(aquf se ha normalizado el rango de coordenadas espa-
ciales para que coincidan los puntos de retorno cldsico.)

Para estados con n mayor, la distribucién |, (z)|?
se parece cada vez més a Pss(z), por lo cual am-
bas descripciones pueden resultar adecuadas a tempe-
raturas altas, pero no a bajas temperaturas donde se

privilegian los estados de menor energia. T

5.4.2. Modelo de Einstein

La descripcién cudntica retoma la idea de 3N osciladores desacoplados (distinguibles), para los cuales los
autovalores de los hamiltonianos H; resultan F; =(n;+1/2) hw;, o bien, en términos del operador nimero,

. o1

H; = hw; (nl+2> .
(Podemos pensar que el operador niimero se define a partir de esta relacién, y se satisface que [ﬁl ;=0 y
filng) = n;|nq)).

Dijimos que el modelo de Einstein consiste en hacer w; =w (V), de manera que obtenemos

Zy =Tr [eiﬁh“’ Z(ﬁiﬂ/”] .
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Como las funciones de onda conjuntas que describen a los 3N osciladores independientes son simplemente
productos tensoriales
Ini,na,...,n3n) = |n1) @ [n2) ® -+ @ |nan) ,

la expresién para la particién se evalia facilmente en esta base, utilizando el hecho de que las funciones de onda
individuales son ortonormales ({(n|m)=:d, ,):

ZN - i o i e_ﬁhw 2 (ni+1/2) = ﬁ [e_ﬁhw/2 i (e—ﬁﬁw)"i 7

n1:0 7L3N:O =1 ni:O

es decir
3N

efﬁhw/Q
Zn(T,V) = (1_6_5m> : (14)

Podemos entonces expresar la energia libre de Helmholtz como
3
F(T,V,N) = 5 Nho+ 3NkTIn (1 — e 7).

El primer término representa la energia libre a T'= 0, y no es cero, tal como lo predice el principio de in-
certidumbre de Heisenberg. Se sugiere como ejercicio verificar que esta expresion satisface la tercera ley de la
termodindmica (S — 0 para T'— 0).

Podemos evaluar la energia interna a partir de la expresién anterior:

0 BF 3 3N hw
e = °Nhw+ ™
v (35)VN 2 hw—i_eﬁhw*l

El ingenuoso lector no dudard en verificar facilmente que esta expresién reproduce los resultados clasicos para
temperaturas elevadas; para T'=0, la energia interna nuevamente esta dada por el primer término.

También puede obtenerse el calor especifico por ntcleo

_Louy  _3(w? P
“TNN\OT )y T RT? (P12

En el régimen de bajas temperaturas, es decir, pensando 5 — oo, el comportamiento asintético estda dado por

2 P2

e Bhw

¢y ~ 3k(hw) (—0);

para temperaturas altas (5 — 0), al tomar el limite surgen un par de indeterminaciones que se resuelven
mediante la regla de L’Hopital, y puede verificarse (jti puedes hacerlo!) que se obtiene el comportamiento
clasico ¢, = 3k. Por supuesto, los comportamientos para temperaturas altas podian predecirse recurriendo al
teorema de equiparticién de la energia.

5.4.3. Modelo de Debye

Aunque cualitativamente la descripcién dada por el modelo de Einstein es correcta, de acuerdo con los
resultados experimentales ¢, no deberfa decaer exponencialmente cuando 8 — oo (T' — 0). Este inconveniente
se resuelve evitando la simplificacién de frecuencias idénticas para todos los modos normales:

3N 1
Hy =) hw (m+2) :
i=1

La idea de Debye fue suponer que los osciladores “conforman” una red de dimensiones caracteristicas L, Ly, L,
de modo que las longitudes de onda A permitidas en estas oscilaciones serdn 2L, /m,,2L,/m,,2L,/m,, con
me=1,2,... Admitiendo que entre las frecuencias w y los vectores de onda k, con k=|k|=27/\, la relacién
de dispersién unidimensional es w = ck, donde ¢ es la velocidad del sonido en el medio, en tres dimensiones

tendremos
M \ > TNy 2 mma\ 2
2 _ 2 X1 by 21
= | () + () + ()

(estas son las w; que tenfamos en la expresién anterior: por supuesto, algunas ternas (Mg, my;, m,;) definen
frecuencias repetidas). Dado que el limite termodindmico implica L, — 0o, estas w; pueden tomarse como
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variables continuas. En el espacio w, la distancia segin cada coordenada « es me/L,, de modo que el volumen
correspondiente a cada modo serd (wc)3/V. Si wp es la frecuencia méxima posible, el volumen del octavo de
esfera de radio wp (w > 0) dividido el volumen correspondiente a un estado es igual al nimero de modos

normales posibles
s (57)
— | s7mwh
813 =3N

3
= = W =
(me)® P

v
En realidad, hay en general 3 modos normales posibles con cada w: uno longitudinal y dos transversales, con
diferentes velocidades de propagacion, ¢; y ¢;. La igualdad anterior debe escribirse entonces como la suma de
los modos transversales mas el longitudinal para totalizar los 3N modos normales

1/4 v v s 18Nm2 /2 1\
s 2 1 —3N - (Z+=) .
s (37) 2 1 - = (5 3)

18N7? 3
— .
1%

La frecuencia wp se denomina frecuencia de Debye. La expresion anterior es también valida para obtener el
nimero de modos N (< w) con frecuencias menores que cualquier w

1 /4 174 174 3N
N =—(zmw?®) |2 1 = —uw
(<) 8(3“”(@“ <m>3} B

de manera que el niimero de modos con frecuencias entre w y w+ dw es

dN(w) = guﬂ dw . (15)
“D

Volviendo a la funcién particién, la expresién que reemplaza a la ecuacién (14) es

3N 0o o 3N e—Bhwi/Q
ZN(T, V) _ H [e—ﬁhw1/2 Z (e—ﬂhwi) "| — H (1_e—ﬁfiwz> s

i=1 n;=0 i=1

de modo que tendremos
3N 3N

F(T,V,N) =Y —+kT> In(l—e ).

i=1 i=1

hw;

Teniendo presente que los valores de w se tornan continuos, y utilizando la identidad (15), podemos hacer el
reemplazo de sumatorias por integrales obteniendo la expresién

9NRK [“P ONKT [“P
F(T,V,N):2—3/ dw w® + — / dw w21n(1—e_ﬁh“’) .
0 0

wWp wWp

El primer término se integra directamente, y para la energia interna puede escribirse

0 8F 9 9N [wr hs®
e o .
v (85>VN 8 th+W3D 0 dwe'@hw_l

Sustituyendo = = hw/kT podemos escribir la expresiéon anterior en términos de la temperatura de Debye'®

0 = hwp/k

9 9N (kT)* /9/T z?
= “Nhwp + —- d :
v 8 ot wd o R o e 1

La expresién para el calor especifico resulta entonces
9 kAT3 07 zte”
Cy = 7373/ dx e 1\2 -

wh By (e —1)

Nuevamente, la prediccién para altas temperaturas coincide con la clasica, pero la diferencia fundamental con
el modelo de Einstein se da para bajas temperaturas, pues en ese caso

BLﬂAjﬁ
5 63 ’

describiendo adecuadamente el comportamiento de las determinaciones experimentales.

Cy ™~

10 Algunos valores representativos de : para diamante, 3000 K; para aluminio, 400 K; para plomo, 90 K.
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5.5. Moléculas diatomicas: el caso del hidrogeno (basado en el texto de Balian)

El anélisis de las moléculas diatomicas resulta de especial interés porque permite avanzar en la comprension
de diferentes situaciones. Para ello, consideramos las moléculas de un gas diatémico como rotadores rigidos,
conformados por dos dtomos puntuales mantenidos a distancia fija. A temperatura ambiente, los grados de
libertad electrénicos y de vibraciéon no estan excitados, de manera que esta aproximacion resulta muy adecuada.

Los grados de libertad traslacionales se corresponden con los de una particula cudntica en una caja (tridimen-
sional) de lado a, de modo que los niveles de energia estardn dados por [h?/(8ma?)](k*+0%+m?) (k,l,m € Z > 0).
Para una masa atémica del orden de 10~23g y una caja de lado a = lcm, la energia térmica relacionada con el
salto entre dos niveles consecutivos de energia corresponde a una temperatura de 107'* K, de modo que a tem-
peratura ambiente, la contribucién de los modos traslacionales a la energia interna puede calcularse mediante
un enfoque clésico.

Nos concentramos entonces en la energia cinética de rotacién, cuya expresion clasica, en términos del mo-

mento de inercia I es 9 2
Po . Po
21  2Isen?f’
Para masas my y ma, si r, es la distancia entre ambas, resulta P
1 2 2
= — 7
mi + mo
Sabemos que los niveles de energia para un rotador cuantico se traducen directamente como )
h
e, =—7(F+1
i=57I0+1),

con degeneracién g; = 2j + 1. Definiendo la temperatura rotacional © = h%/(2Ik), la funcién particién por

molécula estard dada por
oo

7, = 2(2] +1) eI+ ©/T
=0

Para el caso T > ©, podemos hacer la sustitucién z=j(j+1)© /T, resultando una variable continua en este
rango de temperaturas. De este modo, obtenemos

T [ T
71~ — dre ™ =—.
1 @/0 X e @

Si en cambio T' < O, tenemos
Zi~14+3e 29/ 4 5¢769/T 4

Asi, para la energia media por molécula é=—09(In Z1)/9/ encontramos:

T>0: e=k
T<0O: € =kO [66_29/T—186_4®/T+...]

De este modo, los calores especificos resultan
T>0: cy =k

o\ 2
T<0O: Cv:k(T) [126_2@/T—72e_4®/T+...]

Para el caso de la molécula de hidrégeno, los valores

C
predichos para ¢, sobreestiman demasiado los valores v
TSNPRNNES £ IRNCSR
experimentales. Esta discrepancia no se debe al hecho Lqull}brlo
de haber despreciado las energias de vibracién y esta- 2 PR

dos electrénicos excitados, no solo porque la diferen-

cia se notaria inicamente a T muy altas, sino porque

ademas en ese caso la prediccion deberia ir por debajo

de las mediciones (pues faltarfa agregar alguna con- 5/2
tribucién a ¢,).

En cambio, lo que no se ha tenido en cuenta es el
espin 1/2 de los niicleos de hidrégeno, ni tampoco el
hecho de que el espin total ¢ de las moléculas puede 3/2
ser 0 (nicleos antiparalelos) o 1 (paralelos). El para-
estado (o0 =0) tiene degeneracién 20 +1 =1, mientras
que el orto-estado (0 =1) tiene degeneracién 3. In(T)
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Cuando los atomos son distintos, en muy buena aproximacion, la degeneracién de cada estado no influye en el
valor de la energia, porque esta sera casi independiente de ¢. En ese caso, la funcién particion debe multiplicarse
por un factor constante (2s;+1)(2s2+1) (=4 en nuestro caso).

Sin embargo, cuando los atomos son idénticos, debe tenerse en cuenta la indistinguibilidad de las particulas.
El postulado de simetrizacién exige que la funcién de onda conjunta de la molécula sea antisimétrica al inter-
cambiar los atomos. Las partes correspondientes a vibracién y a estados electrénicos son simétricas en el estado
base (no estdn excitadas). En el para-estado, la funcién de onda de espin es antisimétrica, mientras que en el
orto-estado es simétrica. La funcién de onda rotacional es simétrica o antisimétrica segun el nimero cuéntico j
sea par o impar '!. O sea que tendremos:

para-hidrégeno (0=0): j=0,2,4,... degeneracién 1;
orto-hidrégeno (c=1): j=1,3,5,... degeneracién 3.

Asi, la funciéon particién debe calcularse teniendo en cuenta que debe sumarse sobre todos los estados posibles:
Z = Zpara + 3 Zorto ’

donde Zpara abarca los j pares y Zoto, los j impares. Teniendo en cuenta todos estos aspectos, la prediccién
para ¢, sigue estando para el para. La solucién definitiva se basa en analizar la razén de moléculas en ambos

estados
3 Z (2j+l)e_j(j+1)e/T
_ Norto _ J impar
Npara 13 (25 + 1)e 7UTDO/T
j par

Segun esta expresion, cuando T' — 0, 7 — 0, y cuando T > ©, r =3 (para calcularla, es vélido el reemplazo
de la sumatoria por una integral tanto en el numerador como en el denominador). A temperatura ambiente,
r=3 pues T ~ 40 (~ 4x85K). Al reducir la temperatura, r deberfa bajar, pero no es esto lo que sucede: la
transicion entre los estados orto y para involucra la inversién de espines, que tiene una probabilidad sumamente
baja de ocurrir, y puede llevar anos alcanzar el equilibrio en este sentido. Esto significa que tipicamente las
determinaciones experimentales se realizan fuera del equilibrio, con r = 3. Entonces puede considerarse al sistema
como una mezcla de gases independientes, de manera que la contribucién al calor especifico se computa como
la suma de los dos gases
Cy = Cgara + Cgrto .

Ahora si, las predicciones concuerdan con el experimento.

Hay otras alternativas para verificar que el cdlculo mediante este método es correcto. Una de ellas es medir
el calor especifico de mezclas con diferentes valores para r. Para hacerlo, el gas se prepara pasandolo por un
catalizador (carbono activado) a diferentes temperaturas, con el objeto de acelerar la transicién orto-para: en
esos experimentos las predicciones concuerdan con los datos medidos.

Las mismas consideraciones que hemos hecho valen para el deuterio diatémico Ds. En el caso del HD, por
supuesto, no surgen inconvenientes, ya que los dos atomos son diferentes y las cuentas con que comenzamos
eran validas.

5.6. Acoplamiento mecanico con el exterior: sistemas magnéticos

Consideremos ahora el caso en que el sistema analizado, ademds de estar en contacto con un bano térmico,
se encuentra bajo un campo Y constante, la variable intensiva relacionada con el trabajo externo. Tendremos
que agregar ahora un nuevo vinculo al maximizar la entropia de informacién, correspondiente a mantener el
valor medio (X)) de la variable extensiva constante.

Los siguientes ejemplos se encuadran dentro de esta situacién:

e gas en un recipiente a P constante — se impone el vinculo sobre el valor medio (V') del volumen en el
recipiente;

e sustancia magnética (o dieléctrica) a induccién externa B (campo eléctrico E) constante — debe consi-
derarse la restriccién de momento magnético total M (polarizacion eléctrica P) constante;

e cadena (molecular) a tensién constante — la magnitud macroscépica que debe agregarse como vinculo es
la longitud media (L).

M Recordemos que ante inversiones, los arménicos esféricos se transforman segin Yj,, (7 — 0,¢ + 7) = (=1)7 Y}, (0, ¢).
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Para afianzar ideas vamos a abordar el ejemplo concreto de sistemas magnéticos bajo induccién externa
B. En el caso de que los nicleos interactien entre ellos, una descripcion sencilla del hamiltoniano del sistema
acoplado con el campo externo corresponde al denominado modelo de Ising, cuyos autovalores son

Hl = _ZJijJin —,UBBZO'j 5
ij J

donde las magnitudes o; corresponden a los autovalores de los operadores de espin S, (individuales) segin la
direccién del campo B, y up es el momento magnético correspondiente a cada nicleo —en la discusién que
sigue veremos la importancia de sefialar este hamiltoniano como H' en lugar de H. El cédlculo de la funcién
particién nos lleva, como siempre, a recorrer todos los estados accesibles para el sistema

Z:Ze‘ﬁhﬂ,

y la energia libre de Gibbs queda determinada por

G=—-kTlhZ.

[ Por qué el potencial termodindmico que debe asociarse es el de Gibbs y no el de Helmholtz? Al maximizar la
entropia, ademds de la condicién de normalizacién y de fijar U = (H), agregamos el vinculo M = ug > {0;) =
Nug(o;). Dejando los detalles como ejercicio, la identificacién que debemos hacer en el proceso variacional, es

—kTlmZ=U-TS—BM,

que es precisamente la energia libre de Gibbs. Para arribar a este resultado, es necesario distinguir el valor medio
del hamiltoniano del sistema U = (H) del valor medio (H'): en H' esta incluido el campo B como constante, de
manera que cualquier configuracién {o;} no modifica el valor de B, aunque drene o entregue energia magnética
al enderezar espines. El hecho de que H' incluya las fuentes de B significa que

(H'Y=U — BM ,

es decir, estd asociado con la entalpia magnética. Entonces, para el hamiltoniano “del sistema”, lo correcto es
escribir
H=— E Ji]‘O'iO'j 5
ij
teniendo la adecuada asociaciéon (H)="U.

Conviene hacer hincapié en el hecho de que algunos textos presentan esta asociacién de manera equivoca,
refiriendo el potencial termodindmico como energia libre de Helmholtz; no obstante, se ultilizan siempre las

relaciones
M= — 5’£ 0 S =— 8£ .
0B TN oT B.N

En el caso particular de espines no interactuantes, J;; = 0, de manera que U =0. A diferencia de un gas
ideal, al reducir el campo externo el sistema no guarda para si ninguna energia, mientras que en el caso del gas,
las moléculas conservan la energia mecanica que absorben como energia cinética.

6. Ensamble gran canonico (basado en el texto de Reichl)

6.1. Sistemas abiertos

En este capitulo consideramos sistemas que ademés de intercambiar calor con un bano térmico pueden
intercambiar particulas con un reservorio. Estos sistemas estan descriptos mediante el ensamble gran candnico,
en el cual debemos considerar microestados que ademds de acceder a cualquier valor para la energia, pueden
estar conformados por un nimero de particulas variable.

El procedimiento para maximizar la entropia es similar al de los casos anteriores, y sélo desarrollaremos
aqui el formalismo cudntico, dejandose como ejercicio la obtencién de la expresion adecuada para sistemas que
pueden describirse clasicamente. Debemos considerar los vinculos impuestos por la condicién de normalizacién
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y el valor medio del hamiltoniano asociado con la energia interna del sistema, a los cuales se suma el nimero
medio de particulas a través de la restriccion

Tr(5 N) = (N},

donde N es el operador niimero total de particulas. La condicién de extremo para la entropia de informacién
implica
5{Tr {aop+aEf{ﬁ+aNN,a—k,alnp” —0,

es decir
Tr{aﬁ[(ao—k)f+aEﬁr+aNN—kmﬁ]}:o.

Como siempre, esta condicién debe cumplirse para cualquier variacion dp, de manera que debe anularse todo el
corchete de la expresiéon anterior:

(ap—k)I+apgH+axyN—klnp=0. (16)

Al igual que en el ensamble canodnico, la condicién de normalizacion puede utilizarse para definir la funcién gran
particion
Qo ap g, AN g
Z(ag,an) ="k =Trlek 7 N
Esta expresion relaciona los tres multiplicadores de Lagrange que hemos introducido: las otras dos condiciones
de vinculo deben bastar para encontrar los valores de ap y ay. Para hacerlo multiplicamos la ecuacién (16)
por p y tomamos la traza, obteniendo

—k an(aE,aN)+aEU+aN <J\7>+S:07

0, lo que es equivalente,
—kT WnZ(ap,an) =U—-TS — pu(N) =Q(T,V, pn) ,
si realizamos las identificaciones 1

oar = —— an =
E T y N

De este modo, la funcién gran particién puede escribirse como

NI=

Z,(T,V)="Tr [e’ﬁ(H*HN)}

y el operador densidad toma la forma
X e—BH—pN)
pP=—"—F "7 -
Tr [e_ﬁ(H_#N)]

Como dijimos més arriba, la conexién con la termodindmica se da a través del gran potencial

T, V,p) = —kT In Z,(T, V) .

6.2. Fluctuaciones en el ensamble gran candnico

Analicemos ahora las fluctuaciones en el nimero de particulas de nuestro sistema en equilibrio termodinami-

co. Teniendo presente que
o0
0 =-(50),.,
K)oy

Trp="Tr [e‘ﬂ(ﬁ_“N_Q)} =1

a partir de la igualdad

9

derivamos dos veces con respecto a u. Obtenemos entonces

-7y e (58)_ s (%)

Como la ultima derivada conserva el cardcter extensivo, serd proporcional a (N), de manera que las fluctuaciones
relativas satisfacen
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Esto significa que en el limite termodindmico, las fluctuaciones del nimero de particulas son excesivamente
pequenas. Este resultado suele invocarse como equivalencia de ensambles y nos permite elegir con libertad la
descripcién de un sistema en equilibrio a partir del ensamble que resulte mas conveniente.

La expresién anterior puede explicitarse aun méas considerando la densidad de particulas por unidad de

volumen n= @ = (%?p)ﬂu - (w)np .

Valiéndonos del potencial de Helmholtz, cuya expresion diferencial en el contexto del ensamble gran candnico
es dF=—-SdT—PdV+ud(N), hallamos la relacién de Maxwell

(fg‘i)mm - (a(?]i))T,V - <?;)T,<N) - <8§Z>>T,V '

Podemos escribir entonces

o). = (), (@)= ), = (), (), - e

de manera que

ET (N)?2
(v =)y = LN
El hecho de que la compresibilidad k7 no diverge, excepto en las proximidades de un punto critico, nos permite
asf confirmar que las fluctuaciones (relativas) alrededor de (N) son despreciables.

6.3. Particulas idénticas (basado en el texto de Balescu)

En un sistema de N particulas indistinguibles, debe exigirse que la funcién de onda conjunta provea la
misma densidad de probabilidad al intercambiar dos (o més) particulas cualesquiera k y ¢:

(g, xey . D=9 me, . D

Esto implica que la funcién de onda debe permanecer inalterada o a lo sumo cambiar de signo, condicién que
suele resumirse mediante la notacién

\I/(...,ajk,...,l‘g,... ):9\11(...,xg,...,xk,... ),

con §#=+1 para el caso de bosones (particulas con espin entero) y # = —1 para fermiones (espin semientero).
Esta condicion es conocida como postulado de simetrizacion: en el caso de bosones la funcion de onda conjunta
debe ser simétrica ante permutaciones de las particulas, y para fermiones, antisimétrica.

Usualmente comenzamos nuestra descripcién escribiendo ¥ en términos de productos tensoriales de las
funciones de onda individuales

U(2zy,...,oN;t) = Zn-Zc(ml,...,mN;t) Omy (1) o omy (XN) - (17)

Aqui los m; pueden ser vectores de nimeros cuanticos que representan los posibles estados individuales, y
las ¢, () son las autofunciones estacionarias individuales. Como el producto tensorial @.,, (1) ... @my(N) (0
|m1)®|ma)®...|mpy) enlanotacién de Dirac) no satisface de antemano ninguna simetria, sobre los coeficientes
¢(mq,...,my;t) debe imponerse la condicién

(oo, Mpy .o oymyg, .. t) =0c(o..,mey .o my, ... t)

para satisfacer el postulado de simetrizacién. De aqui se deduce directamente el principio de exclusion de Pauli,
pues en el caso de fermiones la tinica posibilidad para que se cumpla la identidad anterior cuando dos estados
son iguales a m es ¢(...,mpy=m,...,my=m,...) =0, con lo cual es imposible que dos fermiones ocupen el
mismo estado.

En este contexto, vemos que lo que importa es cuantas particulas ny se encuentran en el estado my, pues
no podemos distinguir cudl es cudl. En otros términos, las variables “naturales” para caracterizar un estado son
los niimeros de ocupacién ny. La densidad de probabilidad en términos de los {ny} debe ser equivalente a la
descripcion basada en el conjunto de nimeros cuanticos {m;}, es decir

Cna, sy )P =D fe(ma, .. mus )
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donde la sumatoria de la derecha debe abarcar todos los estados que generan el mismo conjunto de niimeros
de ocupacién de la izquierda. Como las particulas son indistinguibles, los N'!/]],(n;!) sumandos son iguales, de
modo que la condicién anterior puede escribirse

N!
W ‘C(m17...,mN;t)|2

Esta relacion nos permite pasar del formalismo habitual a la representacién de los nimeros de ocupacién. Esta
dltima es cominmente referida como “segunda cuantizacién”.

|C(n1,...,n7;,...;t)\2 =

En casi todos los casos de interés los ny son infinitos, ya que el nimero de niveles accesibles a una particula
también lo es. Por supuesto, en cada estado, sélo algunos ny seran distintos de cero, ya que debe satisfacerse la

condicion
E Ny = N .
¢

El formalismo de la segunda cuantizacion

La funcién de onda del sistema debe satisfacer la ecuacién de Schrodinger

ih%@(ml’”"xmﬂ =HU(zy,...,25;1) .

En el caso en que el hamiltoniano sea separable

N N
H= Z h9) = Z HO) (simplificando notacién) ,

j=1 =1

<.

podemos escribir la ecuacién de Schrodinger en la notacién de Dirac

N
o\ o
ih% => h9) W) .
Jj=1
Utilizando la propiedad (ejercicio)
N o N
(ma,...omy|HmY, oomly) =S (milhDm) T mpm, s
j=1 r=1,r#j

se obtiene, a partir de (17), la ecuacién equivalente

N
Z‘h%c(mh...7mN;t) :ZZ (mj|ﬁ(j)|m;-) c(my,...,m}, ... ,my;t) .

y— ’
J=1 m;

Esta identidad nos dice que la evolucién temporal de los coeficientes c¢(my,...,muy;t) estd determinada por
las probabilidades de transiciéon de cada particula j para pasar del estado m;. al estado m; (siempre sumando
sobre todas las transiciones posibles).

Esta misma idea puede darse en términos de los niimeros de ocupacién. Pensemos en el caso en que antes de
. .’ 7z ! 7 . .7
la transicién hay T particulas en el estado m/; y ny,; en el estado m; , y después de la transicién hay (nm; -1)

particulas en el estado m} Y (Mm; + 1) en el estado m; . Resulta natural pensar este proceso asocidndolo con
la aniquilacién de una particula en el estado m; juntamente con la creacion de otra en el estado m;. Los
operadores bdsicos del formalismo de la segunda cuantizacién actian precisamente mediante esos procesos:
creacion y aniquilacion.

Si adoptamos una base ortonormal {qb({nm})} con un producto interno asociado de manera que
(¢(7nm7)7¢(,nﬁn,)) = H(S”m,nin ,
m

el operador aniquilacién se define mediante la relacion

m Ao My e o.) = /M Oy — 1,..0)

y el operador creacion a través de

al d ) =V F 1O 1,00



34 6 ENSAMBLE GRAN CANONICO

(De este modo, para cada estado m hay un par de operadores d,, &Jl)

Si bien la notacién puede parecer enrevesada, adan arap se ol on. Se deja como ejercicio verificar que cada
uno de estos operadores es el conjugado hermitiano del otro. Evidentemente, esto significa que a,, y dﬂ:l 1no son
hermitianos.

Con estos nuevos elementos, resulta natural incorporar el operador
H= 37 (mlhO ') i, oy
m,m’

para producir las transiciones que procurabamos. En esta tltima expresion hemos eliminado los indices j en
virtud de que las particulas son indistinguibles. Centraremos nuestra atencién en el operador niimero para el
estado m, cuya definicién natural es

Al am O M) = A Ty )

Las autofunciones de este operador son estados con nimeros de ocupacién {n;} bien definidos.
La conservacién del nimero de particulas permite definir el operador nimero total
> afam =N,
m
que, al actuar sobre funciones con {n;} bien definidos nos devuelve el niimero total de particulas del sistema.
Como
i @y B Ty 2) = (M + 1) e T

es obvio que a,, y @,, no conmutan. Para agilizar la pluma, se deja como ejercicio sencillo verificar que se
cumplen las siguientes relaciones:

[amam} — 0

.l =0

[a al } S
my Q| = Om,m

Un hecho importante de este formalismo es que existe un “estado vacio” ¢, = ¢(0,0,...). Cuando con-
sideramos este estado, se cumple que a,,¢, = 0 para cualquier valor de m. La base ¢(...,nm,...) puede
construirse aplicando sucesivamente a' a ¢,. Por ejemplo, djn ¢, es un estado normalizado con 1 particula;
(1/\/1 + (5m,m/) atl d;, ¢, es un estado normalizado correspondiente a dos particulas, etc.

Estos estados son automadticamente simétricos ante permutaciones de particulas en estados m y m’ arbi-
trarios, y vemos que no hay ninguna restriccién sobre el niimero de particulas n,, que pueden habitar un estado
cualquiera. Esta caracteristica permite construir directamente el caso general para un sistema de bosones:

\I/:coqzﬁo—FZcm&jn(bo—t— Z c(m,m’)&%&jﬂ,qﬁoﬁ_... )

m,m’

Este formalismo se denomina representacion de Fock, y la expresién anterior es valida para cualquier caso en que
el niimero total de particulas fluctie: resulta muy adecuada para la descripcién de fotones y fonones, y también
para los estados que nos permiten construir el ensamble gran canénico. En el caso en que N es constante, la
expresion anterior se reduce a

1 . N
\I’:Z"'%Fc(ml,...,mN)a,:’h"'a:n ¢0.

1

miy

En esta suma puede haber términos con m; iguales; los denominadores y/n;! provienen del hecho de que al
aplicar n; veces el operador 4,/, no se tiene un estado normalizado, como habfamos planteado en un comienzo.
i

Para el caso de fermiones deben redefinirse los operadores creacion y aniquilacion de manera que sélo
permitan que los nimeros de ocupacién adopten los valores 0 6 1. Si ordenamos los estados individuales de
manera que puedan tomarse €, <€p, <...<&py, ..., el nimero de estados ocupados por debajo del nivel m
puede escribirse como
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con lo cual los operadores aniquilacion y creacién pueden definirse respectivamente como

Qm (o) = (=1 g d(c ooy — 1,.00) y
Gl Dy ) = (=1 (1 =) Oy m +1,...)

Puede verse facilmente que de esta manera se respetan adecuadamente las reglas de exclusién y la antisimetria
requerida para la funcién de onda ¥ al reproducir la construcciéon que hicimos para bosones.

6.4. Gases ideales cuanticos (basado en el texto de Reichl)

Hemos visto ya que, al estudiar sistemas abiertos en equilibrio termodindmico mediante el ensamble gran
candnico, las fluctuaciones en el nimero de particulas son despreciables, por lo que es equivalente el planteo de
cualquier problema en el ensamble candnico o en el gran candnico. Esto nos permite abordar el estudio de los
gases ideales cuanticos en el formalismo gran candnico, evitando inconvenientes algebraicos muy complicados
para resolver en el ensamble canénico (o microcandnico).

Partimos entonces de la expresién para la gran particion
Z,(T,V)="Tr [e*ﬁ(ﬁf“m}

En la representacion de Fock, esta traza se evalia facilmente, pues H y N son diagonales. Si ¢y = h2k§ /(2m)
es la energia cinética de una particula en el estado p, =hk,, para el caso general obtenemos

— i i i S(N;nm“.’noo) e P 220 ne(ez—u)7

ne=0 n;=0 Noo=0

donde el factor S(N;n,,...,ns) representa el nimero de configuraciones diferentes con esos nimeros de ocu-
pacién o poblaciones y debe cumplirse ZZO ny = N. La diferencia entre los comportamientos que se describen re-
side en este factor estadistico S, que tiene en cuenta si deben satisfacerse las estadisticas de Maxwell-Boltzmann,
Bose-Einstein o Fermi-Dirac.

Definimos las particulas de Maxwell-Boltzmann como aquellas cuya funcién de onda conjunta no satisface el
postulado de simetrizacién, sino que pueden pensarse como particulas distinguibles que obedecen la cuantica, a
las que aplicamos el contaje correcto de Boltzmann introducido en §4.1.1 (ese misterioso denominador N!). Si
bien este enfoque no representa ningun sistema fisico, reviste cierto interés académico que se evidenciara pronto.

En el caso de particulas distinguibles, la expresion para el factor estadistico se obtiene de manera directa:

Sdist(N;nov s vnoo) -

Nol...mjl . no!

Con este factor la funcion gran particién adopta una expresion algo dificil de evaluar en virtud del numerador
N1, por lo que en este caso generalmente se utiliza el ensamble candénico. Sin embargo, para el caso de Maxwell-
Boltzmann, el contaje correcto simplifica las cuentas, resultando

(MB) (T,V) Z Z e =B 3720 nelee—p) (18)
nol . Nsg!

n,=0 Noo=0

En la préxima seccidon veremos que esta expresion puede evaluarse de manera muy directa.

Para el caso de bosones, cualquier conjunto {n;} representa un tnico estado posible, sin restriccién alguna
sobre los valores de los niimeros de ocupacién, lo que implica que siempre el factor estadistico S vale 1:

Z(BE T V Z Z -8 ZZO ng(er—p) . (19)
ne=0 Moo =0

Para temperaturas suficientemente altas, todos los nimeros de ocupacién valen a lo sumo 1, ya que todos los
estados son igualmente probables, de modo que coinciden las descripciones de Maxwell-Boltzmann y la de Bose-
Einstein.

Para fermiones, también cada conjunto {n;} representa un tnico estado, pero ahora deben restringirse los
nimeros de ocupacién posibles a 0 6 1:

(FD) (T,V) Z Z =B 320 nelee—p) (20)

n,=0 Noo=0
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Claramente, todas las particiones coinciden a T suficientemente altas.

6.4.1. Particulas de Maxwell-Boltzmann

La expresién (18) puede factorizarse facilmente, pues se trata de una suma sobre indices independientes
sobre la exponencial de una sumatoria, obteniendo

ZLMB)(T, V)= ﬁ exp [e*ﬁ(“*“)} .

A partir de aqui, el gran potencial resulta

Qus(T,V, ) = —lenZ(MB)(T V) _kTZe—ﬁ ec—p)

Para V' suficientemente grande (limite termodindmico), la distribucién de estados se hace continua, pues el
espaciamiento de los autovalores de p, permitidos es inversamente proporcional a V', de modo que las sumatorias

se convierten en integrales
Vv \%
— Pe=— | &
%: (21 / 13 p

La expresién para el gran potencial puede entonces escribirse

k:TV KTV o
Qus(T,V, 1) /d3 e B m — _ 3 / dp p® e BEm—m)
0

es decir

mkT\ %2
27h? )

Qg (T, V, ) = —KTV P* <

Suele introducirse aqui la longitud de onda térmica

2mwh?

mkT '

que mide el “desparramo” de la funcién de onda de las particulas. Un ejercicio muy loable es comparar esta
magnitud con la longitud de onda de De Broglie. Si A es mucho menor que el espaciamiento medio entre
particulas, todas las estadisticas predicen los mismos resultados: al no haber solapamientos de las funciones de
onda individuales, no influye la indistinguibilidad de las particulas en la fisica del sistema.

Utilizando esta definicién, la expresién para el gran potencial resulta

KTV ePr

A3 '

Esta identidad puede tomarse como relacién fundamental, de la que pueden derivarse las diferentes ecuaciones
de estado. Por ejemplo, para el nimero medio de particulas tenemos

3/2
(N) = — @ — V ePr LkT :@.
o) ry 2mh? A3

Despejando el potencial quimico de esta igualdad, se obtiene

(N) \a
=kTIn| — )\ .
2 n( v
Para la entropia tenemos

(), - (-8) - ()

Reobtenemos de este modo la cautivante ecuacion de Sackur-Tetrode.

(T, V, ) = —

Finalmente, para la presién del gas resulta
p_ (8(2) B kT ePr  (N)YKT

v XV

Afortunadamente, los resultados son los mismos que predijimos en otras ocasiones con la misma conviccién.
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7. (Gas de Bose-Einstein (basado en los textos de Reichl y Huang)

Hemos visto que la gran particién para un sistema de particulas regido por la estadistica de Bose-Einstein
estd dada por la ecuacién (19), la que puede reescribirse como

o0

Z,L(LBE) (T,V) = H Z e Blegr—m)ngy
=0 | ny=0

pues los indices ny se suman independientemente unos de otros. Veremos en seguida que para garantizar la
convergencia de estas sumas debe cumplirse que p < €y V¢, de manera que podemos tomar el corchete como
una suma geométrica, resultando

0l 1
(BE) — I I - -
Z}L (Tv V) - P |:1 _ e—,B(eZ/—/L):| ’

Conviene aclarar aqui que ¢/ debe recorrer cada uno de los estados accesibles a las particulas. Como la energia
depende solamente de los autovalores del impulso y no de la proyeccién del espin s de las particulas, podemos
pensar que la sumatoria recorre los distintos estados con dos indices: ¢ para py y ms(= —s,—s +1,...,s)
para las coordenadas de espin. Por otro lado, las sumatorias no involucran a my, de manera que tendremos un
producto de gs = 2s+ 1 sumatorias idénticas, lo que puede resumirse en un exponente g, en el tltimo corchete:

0 1 9s
(BE) _ S
Z (T,V)_}:[O L_eﬂ(ew)} .

De aqui en adelante trataremos el caso de particulas sin espin (s = 0), aunque la generalizacién para s # 0
es directa. Obtenemos entonces para el gran potencial

QBE(T7 V7/Jf) = kTZ In [1 _ e—B(Ez—u)] 7
=0
y para el nimero medio de particulas

O0pE > 1 =
N) = — B
< > ( 6,u )T,V 22:% eBlec—n) _ 1 Z <n€> )

£=0

donde (n;) es el nimero medio de particulas en el estado p,. Definiendo la fugacidad z = e®*, identificamos

z

(ne) =

efee — 27

Como las poblaciones medias (n;) no pueden ser negativas, debe cumplirse ¢’ > 2z V £. Dado que el minimo
valor para €; es cero, podemos establecer cotas para la fugacidad y, por ende, para el potencial quimico

0<z<l1 = pn<0.

En particular, vemos que la poblacién del estado fundamental

(no) =

z
1—=2

puede diverger si z se aproxima a 1. Si ocurriera, ese estado se poblaria macroscépicamente, lo que, como
veremos, se traduce como una transicion de fase.

Podemos reescribir las expresiones para el gran potencial y el niimero medio de particulas tomando el limite
termodindmico, de manera que convertimos las sumatorias en integrales siguiendo el procedimiento habitual,
en términos del impulso lineal p o de la energfa individual € = p?/(2m)

\% 4/ 27em3/2V
Z%ﬁ/d?)p:ih:i /\/gdG
0

Obtenemos entonces Qs (T V. ) LT LT
BE sV
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y para la reciproca del volumen especifico v por particula

1_(N) _{no) 1

vV \%
donde

4
95/2(2) = *ﬁ o
y
4 > x?
g3/2(2) ﬁ/o £ —leo® ]

A estas expresiones integrales se arriba realizan-
do la sustitucién z? = Bp?/(2m). Para temperatu-
ras suficientemente elevadas o valores de v bastante
grandes (bajas densidades), los términos correspon-
dientes a ¢ = 0 son despreciables, por lo que la se-
paraciéon de esos sumandos es innecesaria y pueden
omitirse en las expresiones anteriores. Sin embar-
go, la funcién gs/2(2), positiva y mondtonamente
creciente, es acotada: analizando la expresion (21),
vemos que para alguna situacion con T 6 v su-
ficientemente bajos, z alcanzard su méaximo valor
y, consiguientemente, lo mismo ocurrird con gz/o
(= 2,612). En ese caso, el término gz/2(2)/A* del
segundo miembro no es suficiente para mantener la
identidad, de manera que la poblacién media del

7 GAS DE BOSE-EINSTEIN

+ g g3/2(2) ,

o0 g2 > Zj
de 22 In(1 — ze ):stﬁ
j=1

(21)

0 (2) S %)
Z Gg5)2(2) _
Zaz / B Z §3/2 "
j=1
g3/2
2612+ - ————————————— -
\
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
0 1

estado p = 0 deja de ser “diferencial” para poblarse macroscopicamente: de esta manera, en el limite ter-
modindmico (V' — o0), el cociente (n,)/V # 0. Este es el verdadero motivo por el cual se separan las con-
tribuciones correspondientes a p = 0 en las expresiones anteriores. La poblacién macroscopica del estado con
impulso cero se conoce como condensacion de Bose-Einstein, y en seguida veremos que se corresponde con una

transicién de fase.

La expresién (21) debe entonces desdoblarse para
distinguir las situaciones mencionadas, de manera que
tendremos

1 DY
) 8 g3/2(2) s < g3/2(1) = 2,612
v 1 =z 1 Dt

Vﬁ"’ ﬁg?)/z(l) st > g3/2(1)

Dicho de otro modo, el valor de la fugacidad se
obtiene segin qué caso corresponda:

A3 A3
despejar gs/2(2) = b si o < g3/2(1) = 2,612
z =
A3
1 S1 7 > 93/2(1)

o

1/2,612

v/A3

Para una dada densidad 1/v, hay una temperatura critica T, a la cual ocurre el cambio, y estd dada por

A= 93/2(1)U

c

B 2mh?

(

mk

1
2,612v

>2/3

Del mismo modo, para una dada T', el volumen especifico critico resulta

2 h?
mkT

1
Yo T 5 612

(

)3/2
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De las expresiones anteriores puede obtenerse la

fraccién de particulas en el estado p =0 1
(o) _ 2612 V. _  (T\"
™M Ty W\

(si T > T, esta fraccién se anula).

En virtud de la ecuacién de Euler U=TS—-PV+u(N),
Q) = —PV, de manera que la ecuaciéon de estado para
la presion resulta

kT
P = ng/z(z) T/T.
0 1
kT
P™ =" g50(1
bE g5/2(1) P

donde hemos indicado con un supraindice “>” la pre-
sién por encima de la zona de condensacién (T > T,
6v > ),y “<” para la zona de condensacién. Es
interesante destacar que debajo del punto de conden-
sacion la presion resulta independiente de v. También
es interesante notar que P~ = 0 cuando T —0, es decir
que los bosones en el estado p = 0 (fase condensada)
no aportan a la presion; esto podia preverse, ya que fase

estas particulas no pueden transferir ningin impulso condensada
para contribuir a la presion en el sistema.

fase gaseosa

Las isotermas en un diagrama P-v tienen el as- 0 ve(Th)
pecto de la figura. Como en el caso del cambio de fase

v

liquido-gas, la regién horizontal puede pensarse como una region de coexistencia: alguna inestabilidad ha sido
subsanada en el potencial de Helmholtz uniendo dos estados mediante una recta, cuya pendiente (constante)
corresponde al valor de la presion en la coexistencia.

La presion de vapor representada por la curva cortada de la figura, esta dada por la condicion

kT
PO(T) = F 95/2(1)
Derivando respecto de T' se obtiene

dpP,
dT

_ g kgs5/2(1) 1 [5 kTgs/z(l)]

Mo Tue 277 gae(l)

Vemos que se satisface la ecuacion de Clausius-Clapeyron si notamos que la discontinuidad Av en el volumen
especifico es igual al volumen especifico critico en cada caso, ya que en la fase condensada v = 0 (;por qué?). En
ese caso, como podemos verificar a partir de la expresion para la entropia obtenida mas abajo, el calor latente
de la transformacién (siempre por particula) debe ser

5 /0(1
E:ﬁszg/Q()

2 g3p(l)

Estas dos discontinuidades en derivadas primeras de la energia libre de Gibbs hacen que este cambio de fase
resulte una transicién de primer orden.

Para el potencial de Gibbs se obtiene

y para la entropia
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Estas expresiones para la entropia nos permiten calcular explicitamente el calor latente de la transformacion;
se deja como ejercicio comprobar que afortunadamente coincide con el valor identificado mas arriba.

Combinando las ecuaciones anteriores encontramos la energia interna

3 KTV
U =22"g
3 2 )3 gs5/2 (Z)
U - 5 PV = Cy
< 3EKTV
U = CEDCE 95 /2(1)
Podemos calcular de aqui el calor especifico (por s |
particula) a volumen constante, tomando la precaucién 2
de derivar la entropia manteniendo V' y (N) constantes
> 15 kv 9 93/2(2) 3
=22 g -z L 73/2
Cy 4 )3 90/2(3) 4 91/2(2:) T
< 15 kv 1
=— — 1 0
Cy 4 )\3 95/2( ) T T

El aspecto de la curva de ¢, ha hecho que este cambio de fase se denomine “transiciéon lambda”.

Como habra notado el avezado lector, hemos recurrido a la ecuacién (21) para 1/v o a la anterior para
Qpg/V, incluyendo o despreciando la contribucién de las particulas en el estado con p = 0, seglin nuestra
conveniencia. Sin embargo, puede demostrarse que siempre puede incluirse esta contribucién sin que pierdan
validez los resultados encontrados. Se sugiere como ejercicio realizar esta verificacién.

Para el caso de un gas de fotones, como el niimero de particulas no se conserva, la maximizacién de la entropia
estadistica no conlleva el vinculo asociado con (NN), de manera que no aparece el correspondiente multiplicador
de Lagrange, y las poblaciones de los estados p; toman la forma 1/[e®¢ — 1] en lugar de 1/[e®(¢=#) — 1]. Esto
es equivalente a aceptar que para fotones = 0, y esta claro que en este caso el gran potencial 2 coincidira con
la energia libre de Helmholtz FF = U — T'S. El hecho de que el potencial quimico se anule en este caso, podria
esperarse de antemano aceptando que ocurre una “reaccién quimica” en las paredes de la cavidad, en la que
el intercambio de energia de la radiacién con las mismas implica la creaciéon o absorcién de fotones. La gran
particién que se obtiene de este modo coincide con la particion correspondiente al sistema de osciladores de
frecuencias respectivas wy: en ese caso, cada oscilador se encuentra en el estado cudntico ny, en lugar de pensar
que el modo electromagnético de frecuencia wy posee un nimero variable de fotones ny.

8. Gas de Fermi-Dirac (basado en los textos de Reichl y Huang)

En la secciéon 6.4 habiamos obtenido la funcién gran particién para un sistema de particulas regido por
la estadistica de Fermi-Dirac. En la correspondiente expresién (20), el indice ¢ debe senalar univocamente el
estado cuédntico accesible a cada particula: por ejemplo, para particulas de espin 1/2, este indice debe abarcar
los posibles estados de impulso py y también las proyecciones ‘up’ (1) o ‘down’ (}) para el espin. Para el caso
de particulas libres, los autovalores individuales para el hamiltoniano no dependen de la orientacién del espin s,
por lo que deben repetirse gs = (2s+1) veces las sumatorias sobre los diferentes estados de impulso. Como esta
suma solo puede abarcar dos niimeros de ocupacién posibles en cada estado (0 y 1, pues se trata de fermiones),
la gran particion puede expresarse como

ZEP(T, V) =[] (14 ze7P)™
(=0

Podemos entonces escribir para el gran potencial

o0

Qep(T,V,p) = —kTgs Z In (14 ze )
=0
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y de aqui derivamos el niimero medio de particulas

(99D B 1
== (B) 0y

v =0

Como el nimero total de particulas se construye sumando las contribuciones medias de todos los niveles py,
obtenemos para el nimero medio de particulas en el estado /¢

gs

9:n0) = Sorega 1

donde hemos separado la probabilidad (ns) de ocupar el estado ¢, debida solo al cardcter estadistico de las
particulas bajo estudio (en este caso fermiones). Vemos en primer lugar que siempre se cumple g4(ns) < gs, tal
como exige el principio de exclusién, por lo que eviden-
temente no habréd condensacién en el caso de fermiones. (ne)
Por otro lado, es interesante analizar la poblaciéon me-
dia del estado fundamental,

1

el =

que nunca diverge, pues z > 0.

T=0

Vale la pena notar que la expresién para las pobla-
ciones medias (ng) nos indica que si la temperatura
alcanza el cero absoluto (5 = o0), todos los niveles
se despueblan excepto aquellos para los que ¢, < p.
Cuando la temperatura es apenas superior, la distribu- 0
cion se aparta suavemente de la correspondiente a
T = 0, como se indica en la figura. La derivada de esta distribucién se anula rapidamente cuando €, se aleja
apenas de p, como notaremos mas adelante.

€

I3

Al tomar el limite termodindamico los autovalores € para el hamiltoniano individual de las particulas toman

valores continuos, y es frecuente escribir la poblacion estadistica como
1
n(e) = eBle—pm) 117

En la expresion anterior para el gran potencial, cuando tomamos el limite termodindmico podemos reemplazar
la sumatoria sobre ¢ por una integral en el espacio ahora continuo de p (o de €), obteniendo

_ gskTV kTV

QFD(TYD Vi M) f5/2( )

donde
4 o 0 ] +1 .

.2 .
f5/2(z)zﬁ ; dx 2? 1n(1+ze_“) Z 0/2 siz<1

=1

Para llegar a esta expresién integral es necesario realizar el cambio de variable 22 = p?/(2mkT), mientras que
la sumatoria se obtiene al hacer un desarrollo en serie del integrando, resolviendo luego término a término.

Es interesante senalar que podemos escribir la gran particiéon en términos de 5, V' y z como variables
independientes, en lugar de T', V' y p. De este modo, con un minimo de inspiracién el lector podra mostrar por

ejemplo la siguiente relacion
U—_ (f‘ﬂnzw,u@) ,
V,z

op
teniendo la precaucién de que al derivar deben permanecer constantes V' y z (y no p). Se obtiene asi
3 KTV
U= 295 5 f52(2)

mientras que para un gas de bosones con degeneracién ¢’ la energia interna resulta

3 ,kTV
U= 59; 795/2(2) .

Comparando estas expresiones con 2 = —PV, se ve que al igual que para la estadistica de Bose-Einstein se

cumple

3
U=_-PV.
2
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De manera semejante puede expresarse el nimero medio de particulas

(N = = (81112(5,1/2)) _ gV ). (22)
B,V

0z
donde
R I Of (s )itz
f3/2(z):ﬁ0 dr mzza—zfs/Q() :g 3/2 siz<1

Como la funcién f3/5(z) es creciente con z, de la
expresién anterior para (N) puede verse que, para
una dada densidad, cuando crece la temperatura debe
decrecer z, de manera que para altas temperaturas
w — —oo. Por otro lado, cuando la temperatura se hace ~ (Inz)%/?
muy pequena, z debe tender a 0o, es decir p/T — o,
de donde inferimos que a bajas temperaturas p > 0,
aunque su valor puede ser acotado, pues el denomi-
nador T' garantiza de todos modos la divergencia.

I3/2

Para estudiar el comportamiento de este sistema a
bajas temperaturas debemos analizar entonces el com-
portamiento de f3/5(2) para valores de z grandes. ~z
Seguiremos para ello el método de Sommerfeld, no-
tando que estamos interesados en propiedades ter- 0 z
modindamicas como la energia interna del sistema

7 gsm>/? o o
U= glner - 4%5;];131//0 deﬁen(e):/o de g(e) e ne) (23)

4

o el numero medio total de particulas
(N) = ge(ne) = / de g(e) n(e) .
7 0

Al cambiar de variables, la densidad de estados g(e) representa la fraccién de estados individuales diferentes
que comparten ese autovalor de energia €. En general entonces, tenemos integrales de la forma

I:/Ooo de f(e) nle) .

El desarrollo de Sommerfeld consiste en separar esta integral en dos partes

1= ["der@+ [ ae s [0 - 0-o] |

donde ©(x) es la funcién escalén de Heaviside. De este modo, retenemos en el primer término del miembro de
la derecha el comportamiento que sobrevivira para el limite T — 0. Puede extenderse la ultima integral hasta
—oo definiendo f(—e€) = f(e) para e < 0, teniendo en cuenta que n(e) solo difiere apreciablemente de ©(u — €)
en un entorno cercano de € = p, pues para € < 0 < u(T—0), n(e) =1+ O(e PH—9))

/def /def n(e) — O(u—e)

Como ejercicio sencillo, se recomienda demostrar que la funcién n(e) — O(u — €) es impar alrededor de € = p.
Podemos tomar entonces la expansién en serie de Taylor de f(¢) alrededor de u y realizar el cambio de variable
x = (e — u)/(kT), notando que las potencias pares de x no contribuirén a la integral

1:/0“ def(e)+/oo dz [ ! —@(m)} « (f’(u)(k:T)za: f3( ) (k7Y 2%+ ) .

o e +1

El producto del factor entre corchetes y las potencias impares de  es una funcién par, y dado que O(—z) =0
para z > 0,

1= [ e+ T G171+ S T ) o (24)
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donde hemos utilizado la funcién ¢ de Riemann, relacionada con la funcién I' mediante la identidad

| = -2

en particular, (2) = 7%/6 y ((4) = 7*/90. La expansién de Sommerfeld (24) permite reescribir el nimero
medio de particulas

E > SV
(N) :;gs (ne) — \/W/O de Ven(e) = 9)\73f3/2(2)'

sustituyendo la integral en €, de modo que puede despejarse el comportamiento de f3/5(2) para valores grandes
de z:

f3/2(z) = %

Entonces, para el caso de bajas temperaturas o altas densidades, es decir A\3/v > 1, la ecuacién (22) puede
aproximarse como

(Inz)3/? [1+7r82(1nz)2+~~+O((1nz)4)} . (25)

1

14
v 37w

En particular, se define como energia de Fermi

B 6a2\?
w(T=0)=¢ep ( ) .

~2m \ gsv

2
(lnz)S/Q% [1—1— g(lnz)_Q—k---}

Completamos ahora el comentario de mas arriba diciendo que a T’ =0 si e, > ep, ng =0,y si ¢ < €p, ny = 1.
Se define también el impulso de Fermi pr escribiendo la relacién clasica ep = p%/2m. Mds frecuentemente
se utiliza la temperatura de Fermi Tr = e /k, de manera que si T < T se dice que el gas estd “degenerado”,
porque todas las particulas tienden a ocupar los estados de menor energia, segtin lo permitido por la degeneracién
Js-
La expansién (25) puede “invertirse”, resultando en esta regién

2 2
u(szlnz):epll—ﬁ(kT) _|_]
12 (S

Podemos obtener una expresiéon para la energia interna de este sistema desarrolando andlogamente la ex-
pansion (23), siguiendo también el método de Sommerfeld. Se deja como ejercicio verificar

2
U:§<N>6F 142 (kT> + -

12 (Sl

El primer término corresponde a la energia del estado fundamental, y puede verificarse facilmente que

2
r_3
D om =5 Mer.

|pl<pr

Con estos elementos puede calcularse el calor especifico

w2 k2
Cy~ — —T.
2€F

Aqui se pone en evidencia que se cumple la tercera ley de la termodinamica, ya que este calor especifico tiende
a cero en el limite de bajas temperaturas.

A partir de la igualdad U = (3/2) PV puede escribirse

2 ep 572 (kT2
P~—-—|1+—|— e
5 v [ + 12 ( €F ) +
Podemos ver que a T'= 0, P # 0, como consecuencia del principio de exclusién, pues no todas las particulas
pueden tener el minimo valor de impulso.
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Analicemos a continuacién el régimen de temperaturas altas o bajas densidades, es decir, \*/v < 1, donde
esperamos que los efectos cuanticos se “disimulen”. Recordando que en este caso z toma valores muy préoximos
a 0, aproximamos

R N P
= 3/2 Z2) =2 — —— e
gsv / 23/2

Como antes, “invirtiendo” esta serie tenemos

A1 a3
p= =) +
gsv 232 (gsv)
En los casos en que A\3/(gsv) es extremadamente pequefio, podemos quedarnos solo con el primer término, coin-

cidiendo nuestro resultado con el correspondiente al gas de Maxwell-Boltzmann. Por otro lado, puede verificarse
que las poblaciones de los distintos niveles también coinciden con el caso de Maxwell-Boltzmann. Finalmente,

la ecuacion de estado
Pv  dwgsv [ 5 _Bp®
T s /0 dp p ln<1—|—ze 2m

puede aproximarse como

@_gsv _ 22 + _1_~_L)\73+
KT~ a8 \° 7 252 IR TTERPRY

Nuevamente, el resultado coincide con el de Maxwell-Boltzmann en la situacién limite.

8.1. Diamagnetismo de Landau (basado en el texto de Huang)

Ya hemos visto en uno de los ejercicios el teorema de Van Leewen, que establece que no existe el diamag-
netismo (y el magnetismo en general) en estadistica cldsica. Sin embargo Landau en 1930 mostré que es posible
explicar el fenémeno del diamagnetismo mediante la cuantizacion de las érbitas de particulas cargadas en un
campo magnético.

Las propiedades magnéticas de un material se analizan a través de la susceptibilidad magnética por unidad

de volumen
(55)
X=\ 355 .
0B ),

Aqui M’ representa el momento magnético por unidad de volumen, y B, la induccién externa aplicada. Si el andli-
sis es llevado adelante en el ensamble canénico, sabemos que cuando el hamiltoniano incorpora el acoplamiento
con el campo externo, la funcién particién estara relacionada con la energia libre de Gibbs

1 /0G S A N
G(T.B.N) = —kT In Zn (T, B M= (9%C _ KT O mzy
(T, B, N) nZn(B) = V(@B)TN V OB

En el gran canodnico el analisis es similar, resultando

o ([Q [a (mz )}
== — kT | — w .
OB (v) OB\ V )]s

Hemos denotado el gran potencial como Q para recordar que a diferencia de los casos anteriores, éste involucra
también la transformacién de Legendre de M por B (otra vez, en virtud de que el hamiltoniano utilizado para
el cdlculo de la gran particién incluye el acoplamiento con la fuente de campo). Por otro lado, aunque en general
las variables P y V' no intervienen en las ecuaciones de estado, se ha indicado a V' como otra posible variable
natural de nuestro potencial.

M = -

(V)2

Un sistema es diamagnético cuando x < 0, y paramagnético cuando x > 0. Los ntcleos que constituyen una
red cristalina en general no aportan a la respuesta magnética de los materiales, pues su momento magnético
intrinseco es mucho menor que el de los electrones (tipicamente 1000 veces mds chico). El alineamiento del espin
de los electrones con el campo externo da lugar al paramagnetismo, que compite con el movimiento orbital de
los mismos. Para llevar adelante nuestro andlisis, pensamos en un gas de electrones libres, ignorando entonces
sus coordenadas de espin al estudiar su traslacion.
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Niveles de Landau

En un campo magnético externo asociado a un potencial vector A , el hamiltoniano no relativista correspon-
diente a un electrén “libre” es

e 2
o= (p+ € a)
2m c

La ecuacién de Schrodinger independiente de ¢ es invariante ante transformaciones de gauge
A(r) — A(r)—Vuw(r),
Y(r) — ey,

donde w(r) es cualquier funcién continua. Si B = Bk, podemos elegir A, = —By; A, = A, =0, con lo cual

obtenemos ,
N 1 eB
H=— [(;—y> +py* +p.°
2m c

Proponiendo ¢(z,y, 2) = ik thz2) (y), donde k,, es el autovalor respectivo para p,, la ecuacién de Schrodinger
estacionaria correspondiente al autovalor de energia ¢ implica

[217@ Py’ + %mwo2(y - yo)ﬂ f) =€ fy),

donde w, = eB/(mc) es la frecuencia ciclotrénica correspondiente a las érbitas circulares cldsicas de una masa
m con carga e bajo un campo B uniforme, y, = he/(eB) k, v € =€ — h?k,?/(2m). La anterior ecuacién para
f(y) no es otra que la entrafiable ecuacién de un oscilador arménico, de manera que los autovalores de H; son
los niveles de Landau

2
D= 1
~ om o <J + 2> )
donde j =0,1,2,... v p, = hk, son los autovalores de particula libre segin la direccién z.

Notemos que los niveles de Landau son independientes de k., lo que significa que habra una degeneracion
para ellos igual al nimero de valores de k, permitidos en cada caso, de manera que el valor de y, no escape del
volumen que contiene a los electrones. Suponiendo que se trata de un material ctibico de lado L, e imponiendo
condiciones periddicas a 1, los valores permitidos para k, resultan 2wn, /L, donde n, es un ndmero natural.
En ese caso,

he 27r

eBL

de modo que la condicién y, < L implica n, < eB/(hc) L?, o equivalentemente, la correspondiente degeneracién
sera

Yo =

gzhfc

Vemos entonces que cuando aparece un campo externo B # 0, las energias asociadas con el movimiento en
el plano z-y dejan de ser continuas para tomar los valores discretos que hemos encontrado aqui.

Para obtener la funcién gran particién debemos desarrollar adecuadamente la expresién

Z#—H(1+Z€ 'Be")

14

donde aquf los estados posibles son senalados por los ntimeros cudnticos £ = (p.,j) o ¢’ = (p.,j,«) en nuestra
notacion previa, representando los valores posibles para k, con el indice « = 1,2, ..., g. Tenemos entonces

oo

zg: Z Z In [1 + ze~Be(p=d)

j=0 p=

Como €(p,,j) no depende de «, sumar sobre este indice simplemente implica repetir g veces el resto de la
expresion. En el limite termodinamico, los autovalores de p, pasan a ser continuos, de modo que la suma se
transforma en integral mediante el procedimiento habitual

2gL
Inz, = 9= Z/ dp In 1—|—ze Be(p.d)
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donde hemos reducido el intervalo de integracion sobre p a partir de la paridad del integrando. El nimero medio
de particulas resulta entonces

Oz, 29L /OO 1
() == 0z h =)o P Belvd) 1+ 1 (26)

Para temperaturas altas, z se aproxima a cero, de modo que el valor de (V) no diverja. Utilizando entonces
el hecho de que z es pequeno, podemos aproximar

[e%e] o _ i w 1
InZ, ~ 29;L Z/o dp e ﬂ[2m+h O(J+2>} )
j=0

Ahora la integracién y la suma se resuelven independientemente, y definiendo x = fiw,/(2kT) obtenemos

—T

gzL e

o= e

Como x es pequeno para temperaturas altas, podemos desarrollar en serie de Taylor, teniendo el cuidado de
agrupar pertinentemente los términos del mismo orden. Asi obtenemos

27 N O N A P A
InZz, ~ (1 ) 1 51 \ 77

6) A
de donde puede obtenerse una estimacién para la susceptibilidad

B z eh \?
X TENd \2me)
La primera gran sorpresa es que este tratamiento cuantico nos ha permitido obtener una respuesta magnética

no nula. Pero ademas, el hecho de que x sea negativo implica que estamos dando cuenta de un comportamiento
diamagnético del material en cuestion, lo que nos mantendré por un tiempo en un éxtasis irrefrenable.

)

Para z pequenos la ecuacién (26) provee una expresién que coincide con InZ,, de manera que podemos
aproximar (N)/V =~ z/A3. Reemplazando z en la expresién para y obtenemos

1 el \ 2
X=—Sg-\5— s
3kTv \ 2me

que en particular satisface la ley de Curie (x o« 1/7T).

8.2. Efecto de Haas - Van Alphen

Analicemos ahora el comportamiento para temperaturas bajas. Como sabemos, los electrones ‘intentan’
ocupar los estados de energia mas baja, aunque también sabemos que a medida que se reduce el valor de B,
correspondientemente caben menos en el estado fundamental, porque la degeneracion g disminuye linealmente
con B. Esto trae como consecuencia oscilaciones en la magnetizacién, fenémeno que se conoce como efecto de
Haas - Van Alphen, a partir de los resultados de un famoso experimento realizado por estos investigadores en
1930, en una muestra de bismuto a 14,2 K entre 0,5 y 2 Tesla.

Al interesarnos en el caso kT < hw,, tomamos directamente T'= 0 en las expresiones anteriores, e ignoramos
el movimiento en la direccién z, pues no aporta a la susceptibilidad magnética.

Definiendo 11, = ehi/(2mc), los niveles de Landau pueden escribirse como €; = 241,B(j +1/2), y en términos
de B, = nhc/e, donde n = N/L? es el ntimero de particulas por unidad de drea, su degeneracién es g = N B/B,.
La magnitud B, representa el valor minimo para que todos los electrones quepan en cada uno de los niveles de
Landau. A T'= 0, cuando B > B, todos los electrones se acomodan en el nivel fundamental j = 0; en ese caso,
la energia por particula serd E,/N = p,B. Si en cambio B < B,, algunas particulas deben ocupar niveles mds
altos: la condicién para que los primeros j + 1 niveles de Landau (del 0 al j) estén ocupados completamente, el
(j + 1) parcialmente lleno y los otros vacios es

(+1g<N<({+2)yg,

o bien

B B
i+ 1)N — < N<(j+2)N = = e
(J+1) B, < <(j+2) B, 2B 711
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Cuando el valor de B yaga en ese intervalo la energia fundamental por particula serd

%:Jigew [1—(”;)9} 1= 1o B [2j+3—<j+1)<j+2>§0 ,
es decir,
5 o Box si xEB£O>1
vB = 1

foBox[2/+3— (G +1)(j+2)a] s (j=0,1,2,...)

<zxr<
Jj+2 Jj+1

Puede obtenerse (jcémo y por qué?) a partir de estas expresiones

—lo N si x>1
M = 1
2+ 1D)G+2)x—(25+3 si —— <ax< -
ton 205 +1)(j +2) x — (25 + 3)] 2 1
y
0 si x>1
X=193 2 1 1
oM . . .
+1 + 2 si — <r< ——
B, G+1DG+2) 12 .
X
M 2pon/B,
Horty o 1 12 —
B .
1 B, P
: 6+ I
| I 5
o] _— B __.B,
11 1 1
4 3 2

8.3. Ferromagnetismo: Modelo de Ising

Uno de los fenémenos mas interesantes en fisica del estado sélido es el ferromagnetismo: en algunos metales
como el hierro o el niquel, una fraccién finita de los espines asociados con cada ntcleo se polariza espontanea-
mente en determinada direccién, generando un momento magnético macroscépico en ausencia de campo externo.
Esto ocurre solo a bajas temperaturas; a temperaturas elevadas los espines se orientan al azar, produciendo una
magnetizacién resultante nula.

Para intentar una descripcién, supongamos que cada uno de los N puntos de la red cristalina aloja un atomo
al que asociamos un espin 1/2 y momento magnético pp (magnetén de Bohr en unidades de h). Bajo la accién
de una induccién magnética externa B, el hamiltoniano del sistema (incluyendo la interaccién) es

N
H:_ZJZJ a’l&]_/lBBZ&Za
(ig) i=1

donde 6 = (6%,6Y,6%) son las matrices de Pauli y J;;, denominada “integral de intercambio”, depende de la
distancia entre los nticleos i-j: en nuestra descripcién consideraremos que es distinta de cero para los ntcleos
més cercanos en la red, motivo por el cual la primera sumatoria barre solamente los pares (ij) de primeros
vecinos. Cuando J;; > 0 se dice que el sistema es ferromagnético, mientras que si J;; < 0 el sistema es
antiferromagnético.

El hamiltoniano de la expresién anterior se conoce como modelo de Heisenberg o isotrépico. Cuando la
respuesta del sistema es relevante solo en una orientacién (B = Bk), la expresién anterior se transforma en el
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modelo de Ising o anisotrépico al considerar J;; = J (pues solo se incluyen las interacciones entre primeros
vecinos):

H=-JY 6;6;-upBY o7 .
(i) i=1
En adelante obviaremos el supraindice z, sobreentendiendo que & representa el operador 7. Si bien original-
mente el modelo de Ising se desarrollé para analizar el ferromagnetismo, se lo puede adaptar facilmente para
describir otros cambios de fase. Asi es que han surgido aplicaciones para estudiar transiciones orden-desorden
(aleaciones), vidrios de espin, el llamado gas de red, y recientemente se lo ha utilizado también en redes neu-
ronales.

8.3.1. Modelo de Ising unidimensional

La descripcién de un sistema unidimensional se simplifica notablemente cuando se imponen condiciones de
contorno periédicas, es decir, el estado del nicleo N + 1 coincide con el del niicleo 1. Entonces podemos escribir

N

N
~ o B R .
H=-J E 0i0iy1 — HBQ E (Gi + Giv1) -
i—1 i=1

Para calcular la funcién particién, solo debe tenerse la precaucién de barrer todos los autovalores de este hamil-
toniano, a través de la accion de los operadores ¢;, que actuan cada uno en el espacio de Hilbert correspondiente,
con autovalores o; = *+1

o1==+1 on==%1

Definimos ahora el operador P con elementos de matriz

B
JO"L0'1'+1+H82 (U"i+0'i+1)j|

- 8
(0i|Ploit1) = e [

Eligiendo la base de manera que el autovalor ¢ = 1 corresponda al elemento <é> yo = —1 al (?), la

representacién matricial de este operador es

. (eﬁ(HuBB) e—B7 )

= e_ﬂ‘] GB(J_MB B)
De este modo, la funcién particién resulta

ZN(T,B)= Y -+ Y (01|Ploa) (02| Plos) - (on|Ploy) -

0’1::‘:1 UN::tl

Como los estados |+ 1) y |+ 1) forman una base,
Y lo)lol=1
o==+1

de manera que
Zn(T,B) = Z (01| PN|o1) = Tr (PY)
o1==%1

Al ser P un operador simétrico, puede diagonalizarse exigiendo

BCI+ns B) _ ) e—B7 B
B S _ ) | =0

resultando la ecuacién caracteristica
22 —2XeP cosh(Bup B) +2senh (28.) =0,

de donde

At =€ cosh(Bup B) £ \/e—QfBJ + e2AJ senh? (Bup B) .
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Como Tr (PN) no depende de la base
Te(PY)y=XY +XY =  G(T,B,N)= kT In(\Y + V),

Es fécil ver que en el limite termodindmico solo sobrevive la contribucién de A (> A_) analizando la energia
libre de Gibbs por nucleo

g(T,B) = lim N G(T,B,N)=—kT In\; .

N —oc0

El momento magnético total para el sistema resulta

B g _ Nupsenh(Bup B)
W= (8B>T N \/ —ap B '
e + senh? (Bup B)

Es evidente entonces que cuando B = 0, (M) también se anula, es decir, no hay magnetizacién espontdnea en
una dimensién.

8.3.2. Modelo de Weiss

En dos dimensiones, el modelo de Ising también puede resolverse analiticamente, lograndose encontrar res-
puesta ferromagnética bajo campos externos. Sin embargo, el desarrollo se torna excesivamente complicado para
sistemas tridimensionales, recurriéndose a métodos aproximados. El que veremos aqui se conoce como método
de Weiss o modelo de campo molecular.

En esta descripcién se reemplaza la interaccién con los v primeros vecinos de la red por un promedio, de
modo que el hamiltoniano resulta

’Y N N

El denominador 2 del primer miembro se introduce para evitar contar dos veces la interaccién correspondiente a
cada par (ij). Vemos entonces que el efecto de los primeros vecinos se traduce como la produccién de un campo
efectivo Jy(o)/(2up). En esta aproximacién de campo medio puede entonces escribirse

N
:Zﬁi, con H,=— <J72< >+u B)&i,
i=1

es decir, como un sistema de espines no interactuantes. Al ser independientes los espines, sabemos que la funcién
particién del sistema total Zy se evaltia a partir de la particién correspondiente a cada espin Z;, pues Zy = Z1¥.
En nuestro caso conocemos el resultado

21 203 (24 1 5]

y, a partir de los autovalores H; del hamiltoniano para cada espin,

(o) = (07) = Z ge P = tgh {5(‘”;@ 1s B)] .

0':i:1

Esta ecuacion trascendente puede tener solucién no nula para B = 0, como puede verificarse graficamente.
También se deja como ejercicio comprobar que existe una temperatura critica por encima de la cual las soluciones
no triviales no existen, cuyo valor es T, = Jv/(2k).

Por supuesto como esta descripcion del fenémeno del ferromagnetismo no depende de la dimension de nuestro
problema, resulta inadecuada para un sistema unidimensional.

De la “ecuacién de Curie-Weiss” correspondiente a B = 0

(o) = tah (o) )

podemos hallar (numéricamente) el comportamiento del momento magnético por nicleo m = ppg(o) en funcién
de la temperatura. Pueden encontrarse las aproximaciones asintéticas para T bajas

_Jym
m/up ~1—2e nskT
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y para T — T, (por debajo)

T
m/up ~ 3(1—TC>.

De este modo pueden analizarse todos los exponentes criticos, relacionados con los comportamientos de los
diferentes parametros cerca del punto critico.



