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Horarios

Clases tedricas: Martes y Viernes, 14:00 a 16:00 hs., Aula 17 (FaMAF).

Clases practicas:

= Lic. en Matemdtica, Astronomia y Fisica: Martes de 16:00 a 18:00 hs., Aula 13 (FaMAF) y Viernes
de 16:00 a 18:00 hs., Aula 17 (FaMAF);

= Profesorado en Matematica: Miércoles de 14:00 a 16:00 hs., Aula 10 (FaMAF) y Viernes de 16:00
a 18:00 hs., Aula 17 (FaMAF).

Condiciones de regularidad

Se tomaran 3 (tres) parciales durante el cuatrimestre. Para obtener la condicién de ALUMNO REGULAR
se deben cumplir los siguientes requisitos:

= Aprobar 2 (dos) de los 3 (tres) parciales.

= Tener el 80 % de asistencia a las clases practicas.

Fechas importantes

Fechas (tentativas) de los parciales
evaluacién | fecha
Parcial 1 3 de Abril de 2009.
Parcial 2 22 de Mayo de 2009.
Parcial 3 19 de Junio de 2009.
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Andlisis Matematico III (2009)

Observacion.
En estas guias hay tres niveles de ejercicios:

1. Es altamente recomendable terminar estos ejercicios durante las clases practicas.

2. Estos ejercicios son préctica adicional para los parciales. El nivel de complejidad es similar al del
primer grupo.

3. Ejercicios de dificultad un poco mas elevada.

4. Los ejercicios con esta marca son importantes para afianzar conceptos. Es recomendable tener bien
claros estos ejercicios antes de proseguir.

Temario

1. PRACTICO 1: GRAFICOS: RECTAS, PLANOS Y SUPERFICIES. Gréficas de funciones y sus ecua-
ciones en formas candnica, paramétrica e implicita. Cénicas.

2. PRACTICO 2: CURVAS EN EL ESPACIO. Coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas. Dominio
e imagen de funciones reales. Longitud de curvas. Parametrizaciéon de curvas. Vectores tangente y
normal. Curvatura.

3. PRACTICO 3: COORDENADAS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO. Coordenadas cilindricas y esféri-
cas. Dominio e imagen. Gréficas, curvas de nivel y superficies de nivel. Representaciéon de sélidos.

4. PRACTICO 4: LiMITE Y CONTINUIDAD. Célculo de limites y estudio de continuidad de funciones
de varias variables.

5. PRACTICO 5: DERIVADAS PARCIALES Y DIFERENCIABILIDAD. Planos tangentes. Concepto de
diferenciabilidad. Gradiente. Regla de la cadena. Derivadas direccionales.

6. PRACTICO 6: FUNCIONES INVERSAS E IMPLICITAS. Condiciones necesarias para definir fun-
ciones implicitas e inversas.

7. PRACTICO 7: DESARROLLOS DE TAYLOR. Definicién. Polinomios de Taylor.

8. PRACTICO 8: PUNTOS CRITICOS DE FUNCIONES. Maximos y minimos locales y globales. Método
de los multiplicadores de Lagrange.

9. PRACTICO 9: INTEGRALES DE FUNCIONES REALES. Suma de Riemann. Orden de integracién.
Cambio de coordenadas. Cambio de variables. Integrales de linea.

10. PRACTICO 10: CAMPOS VECTORIALES. Definicién. Campos conservativos. Independencia de
la trayectoria. Rotor y divergencia. Teoremas de Green, Stokes y de la divergencia.
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PRACTICO 1: GRAFICOS: RECTAS, PLANOS Y SUPERFICIES

[ Definicién: RECTA
Sean xq, x1 vectores fijos de R™. Definimos la recta que pasa por xg y generada por x1, al conjunto

Lo={z=x¢+1tx;:t€R} (Ecuacién vectorial o paramétrica de la recta)

Decimos que dos rectas son paralelas si sus generadores lo son, i.e., L es paralelaa L = {yo+ty1 : t €
R} si x1 e y1 son vectores paralelos. (Si xo # 0, jasegura esto que la recta Ly no pasa por el origen?)

O Definicién: PLANO
Sean xg, X1, y X3 vectores no paralelos de R3. Se llama plano que pasa por X, generado por X; y Xa,
al conjunto

Py={yc€ R?:y =x¢+tx) +sx2: s, € R} (ecuacién vectorial o paramétrica del plano Fy).

»»» 1. Dar la ecuacién vectorial de las siguientes rectas:

a) Que pasa por (—3,0,2) y es paralela a (0,3, —2).

b) Que pasa por los puntos (—1,5,4) y (0,3, —2).

d

(a)
(b)
(c) Definida porz =3t+1, y=5t—2, 2z =2t + 1.
(d) Que pasa por (2,0) y es ortogonal a (1,3).

(¢)

e) Que pasa por (1,3) y es paralela a la que pasa por (—1,4) y (3, —2)

»»» 2. Dar la ecuacién vectorial de los siguientes planos:
(a) Generado por (—1,0,4), (2,3,—10) y que contiene al punto (2,3, —5).
(b) Generado por (—1,0,4), (2,3,—10) y que pasa por (3, —3,6). jPasa este plano por el origen?

(c) Que pasa por (1,—1,0), (1,2,1), y (0,1,1).

»»» 3. Graficar los siguientes conjuntos de puntos en R?:
(a) {(z.y) eR?:2” +y° =1}

(b) {(z,y) eR?: (x—1)+ (y+2)* =4}
(z-2)?%  (y+1)°

() {(z,y) eR*: s T = 1} (elipse)
@ {@y) eR:o—172+ U g
(e) {(x,y) € R?: 22— (y—1)2 =1} (hipérbola)
2
() {ay e®: @32~ Ly
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»»» 4. Sea P el plano generado por x1, X2 y que pasa por Xg, y sea IN un vector ortogonal a x1 y Xs.
(a) Probar que x € P <= (x — x¢) - N = 0 (Ecuacién Normal del plano).
(b) Dar la ecuacién normal del plano definido por:
y =1t(1,2,0) + s(2,0,1) + (1,0,0) con ¢, s,€ R
(c) Dar la ecuacién normal del plano que pasa por (1,—1,1), (=2,0,1), y (—1,1,1)

(d) Dar la ecuacién vectorial del plano con ecuacién 2z + 3y 4+ z =1

O Definiciones: ECUACIONES DE LAS CONICAS

Una parabola es el conjunto de puntos en el plano que equidistan de un punto (foco) y de una recta
(directriz). Si el foco es el punto (0,p) y la directriz es la recta y = —p:

2 = dpy

Una elipse es el conjunto de puntos en el plano tales que la suma de sus distancias a dos puntos fijos
(focos) es constante:

La hipérbola es el conjunto de puntos en el plano tales que la diferencia de sus distancias a dos puntos

fijos (focos) es constante:
22 P
a? b2

O Definiciones: ECUACIONES DE LAS CUADRICAS

=1

Un elipsoide esta dado por el conjunto de puntos de R? que satisfacen:

$2 y2 22

ag +""+’E§ :31

Un cono est dado por el conjunto de puntos de R? que satisfacen:

$2 y2 22

A |
a? * b2 2
Un paraboloide esta dado el conjunto de puntos de R3 que satisfacen:
z=x?+ y2
El cilindro es el conjunto de puntos en R? que equidistan de una recta, por ejemplo:
cte = x° + y2
Un hiperboloide es el conjunto de puntos de R? que satisface
2= 2242 +a
con a # 0.

> »p» 5. Usar las definiciones para deducir las ecuaciones de las cénicas.

»»» 6. Reduzca la ecuacién a una de las formas candnicas, clasifique la superficie y trace su grafica:




Andlisis Matematico III (2009)

(@) 22+ y*+2%2+4dx—6y=3 (b) 22+ 4y*+22—-8y=0
(c) 42332—1—43/2—4,22—8@/:0 (d) 22 =22 +4y? — 22+ 8y +4z
() F -y =1

»»p» 7. Relacione la ecuacién con su grafica. Dé argumentos para su eleccion.

(@) 2?2 +4y2+922=1 (b) 922 +4y* +22 =1
(c) 22 —y*+22=1 (d) —2?2+y?—2%=1
(e) y=22%+2? (f) 9% =22+ 222
(g) 22+2:%2=1 (h) y=2%— 22
12
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»»» 8. Encuentre los vértices y focos de la cénica dada y trace su gréfica. En el caso de una hipérbola,
determine las asintotas.

1,2 y2 582 y2
= =1 b) 252% + 9y* =1 —— - =1
@) 6+ (b) 2527 + 9y () 141~ 25

(d) —224+92=9 ()2 —322+122 —4y+8=0 (g) 2> +2y> -6z +4y=0

»»p» 9. Encuentre las trazas de la superficie dada en los planos © = k, y = k, z = k, identifique la superficie
y trace su grafica:

2yt 27 =9
e

) 422 4+ 9y* + 2% = 36
) 22
e) 2 +y*—22=0
)
)
)

z2 2 22
Ty -g5=1

4a? — % + 2522 =0
3y% + 1222 = 162

2 2
v 2
25 T35 =4

22 —y?=0

—~
Q. o

Tyt =z

—2?2+yt—2=0
x2:y—|—z

—. O

—~~ —

—~

— -+

~— N N N N —

»»» 10. Encuentre la ecuacién de la superficie que consta de todos los puntos x € R? para los cuales la
distancia de x al eje = es el doble de la distancia de x al plano yz. ldentifique la superficie.

>>» 11. Hallar el valor de k para el cual la interseccién del plano x+ky = 1 con el hiperboloide y? —? — 22 =
1 es una elipse en el plano yz.

»»» 12. Hallar la ecuacién de la curva interseccién del plano x 4+ 2y + z = 0 con el cilindro 2% + 3% = 4.
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PRACTICO 2: CURVAS EN EL ESPACIO. ‘

O Definicion: ECUACIONES DE CURVAS
Si a,b € R, la representacién paramétrica de una curva en R? esta dada por r = (z,, z), con:

z=xz(t); y=vyt); z==z2(1); a<t<b

»»» 1. Relacione las ecuaciones paramétricas con las graficas. Dé argumentos para su eleccién.

(a) z = cos(t), y=t, z = sen(t)

(b) z=1t>-2, y =1t z=tt+1

(€ z=t,  y=1/1+1t), 2=t

(d) x =sen(3t) cos(t), y = sen(3t) sen(t), z=t
(e) = = cos(t), y = sen(t), z = sen(bt)

(f) z = cos(t), y = sen(t), z = In(t)

0] () (m

~ ~ ~
S * +
(V) v) "
—— (K

A
\
/

bl

<
\

»»p» 2. Dibuje la curva con la ecuacién vectorial dada. Indique con una flecha la direccién en la que t se
incrementa.

(@) r(t) = (t,—t,2t) (b) r(t) = (t2,t,2)

(c) r(t) = (sen(?), 3, cos()) (d) r(t) = (sen(t),t, cos(t))

(e) r(t)=(t*+1)i+tk (f) r(t) =ti+tj+ cos(t)k

(8) r(t) =3+ t4) + Ok (h) r(t) = (sen(t),sen(t), v2 cos(t)).
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»»» 3. Muestre que la curva con ecuacién paramétrica x = tcos(t),y = tsen(t),z = t estd en el cono

22 = 22 + 92, y utilice este hecho para ayudarse en el dibujo de la curva.

»»» 4. Encuentre el limite:

(a) limy_g (t,cos(t),Q) (b) limy_g (%’ti’»’e—l/m)
(c) limy—g (\/m, e tar;(t)) (d) lim; (e*t T rctan(t)>

»»p» 5. Determine el dominio y la derivada de la funcién vectorial dada,

@) )= L) (6) r(t) = (2~ 4, VI=./5=1)
(c) r)=1+ tan( ) + sec(t)k (d) r(t) = tei+ t+1J + arctan(t)k
(e) r(t) =In(4— )i+ I+t —4edk (f) r(t)=a+tb+t%c

(g) r(t)=e" cos( )i+ e tsen(t)j — In|tlk (h) r(t) =tax (b+tc)

donde a, b, ¢ son vectores de R3.

»»» 6. Dibuje la curva plana con la ecuacién vectorial dada, calcule ¥'(¢) y dibuje el vector posicién r(t) y
el vector tangente r'(t) para el valor dado de ¢.

(a) (cos(t)lsen(th)), t=mn/4 (b) (t3,t%), t=1
(c) (1+t)i+t%, t=1

»»p» 7. Determine las ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la curva con las ecuaciones paramétri-
cas dadas, en el punto especificado:

(@) z=t, y = V2cos(t), z = /2sen(t), r=(n/4,1,1)
(b) x = cos(t), y = 3e*, z=3e r=(1,3,3)
»»» 8. Las curvas ri(t) = (t,1%,t3) y ra(t) = (sen(t),sen(2t),t) se intersecan en el origen. Determine su
angulo de interseccién.

> 9. Sear(t)=(t,t%,t3) para0 <t < 1.

(a) Hacer un dibujo de la curva que describe r y de la recta tangente en (1/2,1/4,1/8).
(b) Encuentre |r'(t)|.

(c) Siconsideramos a r definida en todos los reales calcular todos los ¢ para los cuales la recta tangente
a la curva en r(t) es paralela al vector (4,4, 3). iHay algin punto ¢ para el cual la recta tangente
a la curva en r(t) es perpendicular al vector (4,4,3)?

1
[r(2)]

»»p» 11. Siuna curva tiene la propiedad de que el vector de posicién r(t) es siempre perpendicular al vector

r(t) - ¥ (1)

»»p» 10. Sir(t) # 0, muestre que jt r(t)| =

tangente r'(t), pruebe que la curva estd en una esfera con centro en el origen.




Andlisis Matematico III (2009)

%% 12. Supongamos que una curva estd parametrizada por dos funciones continuamente diferenciables
ri(t), a <t <byrys), a« <s<f. Estas funciones se llaman parametrizaciones equivalentes si existe
una funcién continuamente diferenciable ¢ tal que

ri(p(s)) =ra(s), a<s<p,
¢'(s) >0, a<s<f.
(a) Muestre que parametrizaciones equivalentes asignan la misma longitud a la curva.
(b) Muestre que

_ 2
1—s 2s >’ 0<s<1

(z,y) = (cos(t),sen(t)), 0<t<w/2 y (z,y)= <m, T

son parametrizaciones equivalentes de un cuarto de circulo.

»»» 13. Muestre que la curva (z,y) = (cos(s),sen(s)), 0 < s < 27 estd parametrizada por longitud de
arco.

> » 14. Sear: [a,b] — R™ una curva continuamente diferenciable. Pruebe que Hff r(t) dtH < ff lr(2)] dt.

Sean p =r(a) y g = r(b) los extremos de la curva. Pruebe que I(r) > ||p — q||, y por lo tanto la curva
mds corta que une dos puntos es el segmento.

»»» 15. Encontrar la longitud de las siguientes curvas:

(a) r(t) = (t,In(cos(t))) con 0 <t <1

2 1
(b) r(t) = (t27 gzt?’ - 2t> con 0 <t <2

(c) r(t) = (6t%,4v2t3,3t*) con — 1<t <2

(d) y:x2/3c0n0§x§5

»»p 16. Reparametrice las siguientes curvas con respecto a la longitud de arco a partir de t = 0.

(a) r(t) = (e'sen(t), e’ cos(t)) (b) r(t) = (3sen(t),4t,3cos(t)).

»»» 17. Encuentre los vectores tangente unitario y normal unitario 7'(t) y N(t) de las siguientes curvas.
Calcule sus curvaturas.

(a) r(t) = (sen(4t),3t,cos(4t)) (b) r(t) = (6t,3v/2t%,2t3)
(c) r(t) = (v/2cos(t),sen(t),sen(t)) (d) r(t) = (t2,2t,1n(t))
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18. ;En qué punto tiene la curva y = e su maxima curvatura?

O Definicién: CiRCULO OSCULANTE

dd4

444

dd 4

El circulo osculante a una curva C en un punto dado P es el circulo que posee la misma recta tangente
y la misma curvatura que C' en el punto P. Este circulo es el que mejor se aproxima a la curva en P.
El radio R de dicho circulo se denomina el radio de curvatura 'y estd dado por R = 1/k, donde k es la
curvatura de C en P.

19. Encuentre las ecuaciones de los circulos osculantes de la pardbola y = %xQ en los puntos (0,0) y
1 . ‘ ,
(1, 5). Grafique la pardbola y los circulos osculantes.

20. Encuentre la velocidad, la aceleracién y la rapidez de una particula con funcién posicién dada.
Dibuje la trayectoria de la particula y los vectores aceleracién y velocidad a partir de los valores dados
de t.

(a) r(t) = (t? —1,1), t=1 (b) r(t) = (Vt,1-1), t=1
(c) r(t)=eti+e ], t=0 (d) r(t) =sen(t)i+2cos(t)], t = 5
(e) r(t) =sen(t)i+tj+cos(t)k, t=0 () r(t)=ti+2j+t3k, t=1

21. Se lanza un proyectil con una velocidad inicial de 500m/s y un angulo de elevacién de 30°.
Determine el alcance del proyectil, la altura maxima alcanzada y la rapidez en el momento del impacto.

10
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’ PRACTICO 3: COORDENADAS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO ‘

1. Identifique las superficies dadas por las siguientes ecuaciones.

(a) r=3 (b) p=3 (© =13
(d) 0=7% () z=12 (f) r=4senf
(g) psen¢gp =2 (h) r=2cosb (i) p=2cos¢
(G) r?—222=4 (k) p*(sen®¢ —4cos? @) =1

2. Escriba la ecuacién en coordenadas cilindricas y en coordenadas esféricas.
(a) 22 +y*—22=16 (b) 2% +y? =22
() y*+22=1 (d) =z=2a"—y°

3. Dibuje el sélido que describen las siguientes desigualdades.

(@) flz,y)=e""" (b) f(z,y) = /36 — 922 — 4y?

() f(z,y,2) =2a*In(z—y+2) (d) flz,y,2 ):\/W

(e) f(lzy):\/ft\/? (f) f(z,y)=In(zy - 1)

(8) fla,y) =47 (h) flz,y) =22 +y> -1+ (4 —a? —y?)

5. Trace las gréficas de las siguientes funciones:

(@) flz,y)=4—2a®—y° (b) f(z,y) = sen(x)
(C) f(xvy):Tin (d) f(xay):xQ_yQ
(e) flz,y) = Va?+y? (f) flx,y) = 2* = 3ay?

6. Dibuje un mapa de contorno de la funcién dada mostrando varias curvas de nivel:

(@) flz,y) ==y : (b) f(z,y) =y — cos(x)
(© fla,y) = exp ()

2 +y
7. Describa las superficies de nivel de las funciones dadas:

(a) f(z,y,2) =z +3y+5z (b) flz,y,2) =a* + 3y* + 522
z,y,2) = a? — y?

~—~
0
N—r
g
~—

Las curvas de nivel son ampliamente usadas en diferentes campos de la fisica y la tecnologia. He
aqui un ejemplo. Piense al menos 3 ejemplos mds.

8. Una placa metdlica delgada, localizada en el plano zy, tiene temperatura T'(x,y) en el punto
(z,y). Las curvas de nivel de T se llaman isotermas porque en todos los puntos de una de estas
curvas la temperatura es la misma. Dibujar algunas isotermas si la funcién temperatura estd dada por

100
T(z,y) = 1210

11
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PRACTICO 4: LiMITE Y CONTINUIDAD. ‘

»»» 1. Demuestre las siguientes desigualdades:

(a)
(c)

(@1, )] < Vméx{|zi], 1 <@ <n}, (b) (@1, @)l < laaf 4 - 4 [anl,
(@1, @)l = |2 V1 <id<n.

»»p» 2. Demostrar, usando la definicién, que:

()
()

()

(d)

0)

>>> 4.

2

. 2\ _ . _
lim, ) —1,2)( +y°) =5, (b) Mmzy)—(0,) \/,fziTyz =0,
MM (z,1)— (20,50) T + ¥ = Z0 + Yo, (d) Umyzy)—(z0,90) Y = ToYo-
»»p» 3. Determine el limite, si existe, o demuestre que no existe:
2.3 3,2 _5 2 2 2
lim Y LY (b) lm T TEYAY () 1im —L
(,y)—(0,0) 2—uxy (zy)—(=21) 27—y (z.y)—(0,0) %+ y
22+ 1—1 2
VAL g, P 6 ot T
(zy)—(00) 22 +y (@)~ (0,0) || + |y (.9)—(0,0) || + |y
2 2 2 .7\3 2
im 7861(; —i—2y ) h { L 1 x; (i) lim x
(z,y)—(0,0) T2+ Yy (z,9)—(0,0) Y=+ ) ) (z,9)—(0,0) T + Y ) 9
im (22 +y) @2 +y?) (k) ; TY ¥y A rzt 0 lm tYE
(z,9)—(0,0) (2,y,2)—(0,0,0) 22+ y2 + 24 (z,y,2)—(0,0,0) T2 + y2 + 22
Sea p; : R®" — R la i-ésima proyeccién ortogonal; esto es, p;(x1,...,2,) = x;. Pruebe por
b proy g b ) ) p

(a)

(b)

definicién que lim p;(x) = a;. Si ¢ : R” — R es la funcién constante ¢(x) = ¢ para todo x,
X—a

pruebe que lim ¢(x) = c.
X—a

Deduzca que toda funcién polinomial de n variables es continua.

Sif,g:R*" =R, f>0,lim f(x) =0y |g(x)| < f(x) para todo 0 < |x —a| < r, demuestre que
X—a

lim g(x) = 0.

X—a

Sif:R" - R, lim f(x) =1y h:R— Rescontinua en f(a), demuestre que lim h(f(x)) = h(l).
X—a X—a

»»» 6. Demuestre que f: R” — R dada por f(x) = |x| = \/x - x es continua en R".

%% % 7. Determine el dominio y el conjunto de puntos en los cuales son continuas las siguientes funciones:

12
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2 .2

T Y .
@iy ={ 21y S EVFO0 ey - ey - vay
0 si (z,y) = (0,0)
sen(x) )
{ Ty e Ao (d)f (. y) = n(z +)
1+y sizx=0
3723/3 )
{ 20° 4y si (z.9) # (0.0) () f(z,y,2) =z +yvae+=2
0 si (z,y) = (0,0)
v siz+y#0 x|
r+y ) (h)f(X) = 1 _ ‘X|2
0 siz+y=0
1 1
flay)= 5+

Y

»»p 8. Estudiar el limite y la continuidad en el origen de las siguientes funciones:

@)f@y){¢§@2 si (z,y) # (0,0)

0 si(z,y) = (0,0),

z?Jy siy>0A2?/y<1

y/z? siy>0Ax?/y>1
b) f(x,y) =
(b) flz,y) o —y) sy <0

0 six=06y=0,

 sen{(y —2*)(y — 22*)} i (z,y) # (0,0)
(C) f($,y)—{1 Si (l’,y):(0,0)
donde sgn(t) =1sit>0ysgn(t)=—1sit<O0.

»»» 9. Determine para qué valores de r la funcién

z? 4+ y? + 22

(z+y+2)"
f(x,y,z){ St s s (w,y,2) # (0,0,0)
0 si (:an7 Z) = (0,0,0)

es continua en R3.

13
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PRACTICO 5: DERIVADAS PARCIALES Y DIFERENCIABILIDAD. ‘

»»» 1. Encuentre las derivadas parciales de primer orden de:

(a) f(z,y) = 2%+ zsen(z + y) (b) f(z,y) = sen(x) cos(x + y)
(c) flw,y)=aY (d) f(z,y) = arctan(y/x)

(e) fla,y)= [ <dt () flz,y) =log,(y)

(8) flz.y,zw) =575 (h) fla.y,2) =2

(i) flz,y,2)=a"

»»» 2. Verifique que f,, = fy. para las siguientes funciones:
fla,y) =zy+2°y°,  flr.y) =1/("+y?),  flz,y) = arcsen(zy?).
»»> 3. Sea f:R" =R, f(x) = (]x|)~2). Demuestre que Af =0, donde Af = fo,o, + - + fo -

»»»> 4. Sea

2 _ g2
fay) = War,g @700
0 (z,y) = (0,0)
Demuestre que f3,(0,0) = —1y fy.(0,0) = 1. jContradice esto el teorema que asegura que las

derivadas cruzadas coinciden?

* %% 5. Sea f:R" — R tal que gf'

)

(x0) existen para todo 1 < i < n.
Demuestre que f es diferenciable en xq si y sélo si

i 100 = £(x0) = V£ (x0) - (x = )

=0.
X—Xo |x — xg]

% %% 6. Demuestre que si f es diferenciable en xg, entonces f es continua en xy. jVale la reciproca?

»»»> 7. ;En qué puntos de R? son diferenciables las siguientes funciones? j Por qué?
1 1
(a) f(w,y)=;+? (b) g(z,y) = Va* —y? (c) f(u,v) = |u+0v|

xy .

—— six#*

bor 8. Sea f(z,y) =4 22— i
si x =ty

Demuestre que f tiene derivadas parciales en (0,0) pero no es diferenciable en (0,0).

Ty .
——— s (, 0,0
Analice qué pasa en el caso: f(z,y) = ¢ =2 +y? (,y) # (0,0)
si (z,y) = (0,0)

x2y sen (l) siz#0

T

»»»> 9. Sea f(x,y):{ 0 G0

(a) Analice la continuidad de f en todo R2.

14
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(b) Analice la existencia de derivadas parciales de f en todo R? y calciilelas.
(c) Analice la continuidad de las derivadas parciales de f en todo su dominio.

(d) Analice la diferenciabilidad de f en todo R2.

10. Repita el analisis del ejercicio anterior para las siguientes funciones.
222

@) flz,y) = lz[+ |yl
0 si (z,y) = (0,0)

(b) f(z,y) = x[y|seny

(22 +y?)sen(—=—) i (w,y) # (0,0)

1.2+y2

() J.y) = { . si (@) = (0,0)

(d) f(z,y) = VIzy|

11. Si cree que adn tiene dificultades con los ejercicios anteriores, busque mas en los libros de texto y
trate de resolverlos.

12. Decidir en cudles puntos no son continuas las siguientes funciones (tomar el mayor dominio posible

para f)

(8) f(z.) = (y + tan(x), In(x + ). (b) f(z.) = (77 751)
(u,v) = (v + tan(u), u + sen(v),v), (d) f(u,v) = (3u — 4v, u + 8v),
(z,y) = (52 + 32, 2° + 7).

2

13. Sea f la funcién vectorial definida por f(z,y) = (2? — y?, 2zy). Encuentre la matriz jacobiana de
f en los siguientes puntos: a) (z,y) b) (a,b) ¢)(1,0).

14. Encuentre la matriz jacobiana de las siguientes funciones en los puntos indicados.

(a) A(u,v) = (u+v, u —wv, 1) en (u,v) = (1,0)

(b) f(z,y,2) = (x+y+ 2, 2y + yz + zx, xyz) en (x,y, 2).

15. Sea P una transformacién de R? en R?, definida por P(z,y,2) = (z,v).

(a) iCdal es la interpretacién geométrica de esta transformacién?

(b) Demuestre que P es diferenciable en todos los puntos y encuentre la matriz de la diferencial de
Pen (1,1,1).

15
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»»» 16. ;Cudl es la matriz jacobiana de la siguiente funcién afin:

ay; az ag x ag
b1 bz b3 Yy + b() ?
cl1 C2 cC3 z Co

»»» 17. Demuestre que toda funcidn lineal es su propia diferencial.

»»» 18. ;En qué puntos no son diferenciables las siguientes funciones? ; Por qué?
1 1 9 9

(b) g(z,y) = (Va2 —y?, = +y).

_ ) (zsen(2), z4+y) siz#0
(c) h(z,y) = { (0,22 + y2) siz=0

(d) Aproximar por una funcién afin a f(x,y) en el punto (1,2) y a h(x,y) en el punto (1,0).

9 U+ v
T ¢+ oy +1 U
f = 2 ) g = 2u 3
y Y-+ 2 v 02

: : : 1
encontrar la matriz de la diferencial de g o f en xg = <1>

»»» 19. Dadas

»»» 20. Considerar las funciones

u—+v x
u
f()— u—v | =1y y F(z,y,2) =2 +y*+ 22 =w.
v
z

(a) Hallar la matriz jacobiana de F' o f en (Z)

ow Ow
(b) Hallar 0 Y Fo-

»»p» 21. Una caja rectangular cerrada tiene dimensiones de 80 cm, 60 cm y 50 cm, con un error posible

de 0,2 cm. en cada dimensidn. Utilice diferenciales para estimar el error en el célculo del drea de la
superficie de la caja.

»»» 22. Cuatro niimeros positivos, cada uno menor que 50, son redondeados a la primera cifra decimal y

luego multiplicados entre si. Utilice diferenciales para estimar el maximo error posible del producto que
resultaria del redondeo.

»»p» 23. Utilice la regla de la cadena para encontrar las derivadas parciales indicadas:

ow Jw

(@Q)w=a?+y* + 2% x=st, y=scos(t), z = ssen(t); 35 Bt
s

16
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0z 0z 0
(b) z = y*tan(x), = = tuv, y = u+ tv*; a—i, 8—; 8—?}
0z 0z
24. E tre — y —:
ncuentre =y 9y
(a) ze? + yz + ze* = 0. (b) xyz = cos(x + y + z).
0
25. Sea z = f(x,y). Haga el cambio de variables z = rcosf, y = rsenf. Si 8—f = 22 + 2zy —
x
0
vy 873/ = 22 — 22y + 2, encuentre a—; cuandor =2y 60 = 3.

: 0 0
26. Siw=+ /22492422 y (z,y,2) = (rcosf,rsenf, r), calcule 8710 y 8—1;) usando la regla de la
T
cadena. Compruebe el resultado por sustitucién directa.

27. Si z = f(=z,y) es diferenciable y (x,y) = (r cos 6, rsen@), pruebe que
0\ (0:\F_ (02)?, 1 (0:\?
Ox oy)  \or r2\o0) -

28. Sea F(u,v,w) una funcién diferenciable en R3 tal que F,(u,v,w) = 2, F,(u,v,w) = vy
Fy(u,v,w) = v. Definimos:

f(xa y) = F(:BQ + y,xQ, exy), g(t) = f(t,COS(t)).
Calcule fy(z,y), fy(z,y)y ¢'(t).

29. Sea f(x,y) una funcién a valores reales tal que

fx(2a 1) = 3a fy(27 1) = _27 fzx(271) = 0, fzy(2a 1) = fyz(172) = 1’ fyy(2a 1) =2.
2
Oudv en (

30. Demuestre que cualquier funcién de la forma

Sea (z,y) = (u+ v, uv). Encuentre u,v) = (1,1).

z = f(z+at) + g(xz — at)
es solucién de la ecuacién de onda
0%z 5022
— =a .
ot? 0z?

31. Para cada una de las siguientes funciones, encuentre su derivada direccional en la direccién del
vector u, en el punto x:

(a) f(z,y,2) = zyz; u = (cos(a) sen(f),sen(a) sen(B),cos(B)); x=(1,0,1).
(b) fz,y) =2? —y% u=(x %), x=(11)

(c) f(z,y) = e"sen(y); u= (cos(a),sen(a)), x=(1,0).

<
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»»» 32. Encuentre el valor absoluto de la derivada direccional en (1,2, 1) de la funcién
f(z,y,2) = 23 +y? + 2 en la direccién normal en (1,2,1) a la superficie definida implicitamente por
r—y22+23=0.

»>p> 33.

(a) Sea f diferenciable en pg y tal que si w = f(x,y), la derivada direccional de w en pg = (1,2)
en la direccién p; = (2,3) es 2v/2, y en la direccién ps = (1,0) es —3. ;Cudl es la derivada
direccional de w en pg en la direccién (—1,2)?

(b) Ahora sea f diferenciable en un pg = (a,b) y tal que se conocen las derivadas direccionales de f
en po en las direcciones u; y us. j Pueden conocerse las derivadas en pg en cualquier direccién?
i Qué condicién sobre u; y us permiten hacerlo?

»»» 34. Demuestre que la funcién f definida por

bl g,
fay) = V2 + 2 (z,y) # (0,0)
0 si(z,y) = (0,0)

tiene derivada direccional en todas direcciones en el punto (0,0), pero no es diferenciable en (0, 0).

»»p» 35. Calcule el gradiente de las siguientes funciones en los puntos indicados:
(a) f(x7y72) = (.T—y)COS(.CUZ); (1727_1)
(b) f(x) = [xI*  xo € R™
(o) f(x) =|x|% xo€R™

»»» 36. Para las funciones del ejercicio anterior halle la direccién y la tasa de maximo crecimiento en el
punto indicado.

»»» 37. Demuestre que si f es diferenciable en x, entonces g{l(xo) =V f(xp)-u

»»» 38. Dadas las siguientes superficies, indique dos vectores tangentes (no paralelos) al gréfico en el
punto indicado, encuentre la ecuacién general del plano tangente en el punto indicado, y la ecuacién
paramétrica de la recta normal al mismo, en el punto de tangencia:

=/1—22—y2en (1/2,1/2,1/V?2).

N

z=ax%y% en (1,2,4).

(a)
(b)
(c)2® +y* — 2> =2en (1,1,0) y en (0,0,0).
(d)
(e)

18
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39. Sea F :RR? — R continuamente diferenciable. Demuestre que VF es ortogonal a la recta tangente
a la curva de nivel definida por F'(x,y) = 0 en cualquiera de sus puntos.

40. Si f:R? — R es continuamente diferenciable, su grafico puede definirse implicitamente como la
superficie de nivel S de la funcién F(x,y,z) = z — f(z,y) dada por F(x,y,z) = 0.

0 0
(a) Muestre que VF = ——f, ——f, 1], el cual es un vector nunca nulo.
dx’ 0Oy

(b) Encuentre el vector normal y el plano tangente al gréfico de f(z,y) = zy + ye® en (1,1).

41. Sea f(xvy) = ('/I’.2 - y27 21‘1/) y se€an Tg = (170)7 U1 = (017O>7 Y2 = (0701)7 Y3 = (01701)
(a) Caleule f(zo +y;) parai=1,2,3.
(b) Encuentre la funcién afin A que aproxima a f cerca de x.
(c) Use A para encontrar aproximaciones de los vectores f(xg + y;) con i =1,2,3.

42. La temperatura T en una esfera de metal sélida es inversamente proporcional a la distancia al
centro de la esfera, el cual se considera que es el origen. La temperatura en el punto (1,2,2) es 120°.

(a) Encuentre la razén de cambio de T" en (1,2, 2) en direccién al punto (2,1, 3).

(b) Demuestre que en cualquier punto de la esfera la direccién de méximo aumento de la temperatura
estd dada por un vector que apunta hacia el origen.

43. Supongase que se estd escalando una colina cuya configuracién estd dada por la ecuacién z =
1000 — 0.012% — 0.02y? y que una persona se encuentra en un punto con coordenadas (60, 100, 764).

(a) Determine en qué direccién debe moverse inicialmente para llegar a la cima lo mas rdpidamente
posible.

(b) Si la persona asciende en esa direccidn, determine a qué dngulo sobre la horizontal estard escalando
inicialmente.
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’ PRACTICO 6: FUNCIONES INVERSAS E IMPLICITAS. ‘

O Teorema de la funcién inversa:
Sea f(x) una funcién continuamente diferenciable en un entorno de a € R™, con valores también en
R™.
Si la diferencial Df(a) es inversible entonces existe una funcién diferenciable g(y) en un entorno de
b = f(a), que invierte a f, es decir: g(f(x)) = xy f(g(y)) = y. Ademss,

Deg(b) = [Df(a)} -

[0 Teorema de la funcién implicita:
Sea F(x,y) una funcién continuamente diferenciable en un entorno de (a,b) € R"” x R™, con valores
en R™. Sea ¢ = F(a,b) € R™.

Si la diferencial de F' con respecto a las variables y, Dy F(a, b), es inversible entonces existe una funcién
y = f(x) de R™ en R™, definida y continuamente diferenciable en un entorno de a, tal que f(a) =by
F(x,f(x)) = c para todo x en ese entorno. Ademds,

Df(x) = — [DyF(x,f(x))] " DxF(x, f(x))
»»p 1. Escriba claramente el concepto de diferenciabilidad. j Cudndo una funcién es diferenciable?

»»» 2. Sea f: A — B una funcidn. Mostrar que f tiene inversa si y sélo si es biyectiva.

2

2
»»> 3. Sea f(z,y) = <x2 J ) Observar que identificando R? con C de manera que (z,y) «— 2z =
Yy

x + iy entonces f(x,y) se corresponde con la funcién g(z) = 22.

(a) Mostrar que para todo punto xg excepto xo = (0,0) la restricciéon de f a algin entorno abierto
de xg tiene inversa.
(b) Mostrar que si no se restringe el dominio, f no tiene inversa.

(c)Si f~! es la inversa de f en un entorno de (1,2), calcular la transformacién afin A(x,7) que
aproxima f~! cerca de f(1,2) = (—3,4).

(d) Si w = (—3.2,4.1), calcular u = A(w) y comprobar que f(u) ~ w.

> 4.
(a) Sea T definida por

> 0,
(x) —T(r0) = (rcos@) ’ {7“
Y rsen 6 0<6 < 2.

Encontrar DT}, y su inversa en aquellos u = (r, ) donde existan.

(b) Calcular T~1 explicitamente, y comparar D(T~1)x y [DTy] ! en los puntos correspondientes.
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(c) Sea S definida por

x rsen¢ cosf 0<r,
y| =S(r,¢,0) = | rsen¢ senf |, 0< ¢ <7/2,
z rcos¢ 0<6 <2

Hallar DS, 4.9y en los puntos donde exista.

(d) Calcular S~! explicitamente.

»»» 5. Probar que la funcién diferenciable

f(:l"? y’ Z)
F(z,y,2) = 9(z,y, x)
f(z,y,2) +g(x,y, 2)

no puede tener nunca una inversa diferenciable.

»»» 6. Probar que existen funciones inversibles en un entorno de un punto xg sin tener la derivada inversible
en xy.

»»p» 7. Sea f:R — R definida por

T 1 .
+x25en<>, siz#0
0, six =0.
Probar que f’(0) es inversible pero que f no tiene inversa en ningin entorno de 0. jPor qué no se
cumple el teorema de la funcién inversa?
»»p» 8. Claramente el punto (z,y) = (0,0) es una solucién del sistema de ecuaciones
e +ay+e’ =2
2 —r+y+y=0.
Demuestre entonces que en un entorno suficientemente pequefio del punto (0,0) no existe ninguna otra

solucién.

> 9. Sj
r=u-+v+w
y=u?+ 0?2 +w?

z=ud 4+ v3 + wd,

calcule ? en la imagen (z,y,2) = (2,6,8) de (u,v,w) = (1,2, —-1).
Y

»»» 10.
(a) Probar que las ecuaciones

22+ y+2z2+u—v—-1=0
zy+z—u+2v—1=0
yz+zz+ul4+v=0

definen x,y y z como funciones de u y v cerca de (z,y, z,u,v) = (1,1, —1,1,1).
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(b) Hallar la matriz de la diferencial de la funcion implicitamente definida

8

11. Probar que bajo las hipétesis del teorema de la funcién implicita existe una tnica funcién f tal que
F(x, f(x)) = c en un entorno de a. Ayuda: usar la funcién H(x,y) = (x, F'(x,y)) y aplicar el teorema
de la funcion inversa.

12. Demuestre que la ecuacién x5 + 4® + 22 + y = 0 define en un entorno del punto (0,0) una Gnica
funcién y = y(z). Determine 3”(0) y demuestre que x = 0 es un méximo local. ;Se puede pensar a z
como funcién de y, no necesariamente x diferenciable?

13. Considerar la ecuacién (z — 2)3y + ze¥~! = 0.

(a) iEstd y definida implicitamente como funcién de z en un entorno de (z,y) = (2,1)?

(b) ;En un entorno de (0,0)? ;En un entorno de (1,1)?

14. El punto (z,y,t) = (0,1, —1) satisface las ecuaciones
xyt +sen(xyt) =0, xz+y+t=0.
iEstdn x e y definidas implicitamente como funcién de ¢ en un entorno de (0,1, —1)?

15. La hipdtesis de que Fy(a,b) tenga inversa en el teorema de la funcién implicita no es condicién
necesaria para que la ecuacién F'(x,y) = c defina una dnica funcién diferenciable f tal que f(a) = b.
Probar esto tomando F(z,y) = 2° — 43 y (a,b) = (0,0).
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PRACTICO 7: DESARROLLO DE TAYLOR. ‘

»»»> 1. Encuentre el desarrollo de Taylor de tercer grado de (u -+ v)3,

(a) alrededor de (up,vo) = (0,0),

(b) alrededor de (ug,v9) = (1,2).

»»p> 2. Encuentre la mejor aproximacién de segundo grado de la funcién f(x,y) = xe¥ cerca del punto
(0, y0) = (2,0).

»»»> 3. Calcular el desarrollo de Taylor de segundo grado de ze**¥ en (zq,%0) = (0,0),

(a) calculando las derivadas,
(b) por sustitucién.
o3f

> 4. Sif(z,y) = (2% +y2)e” T usar el desarrollo de Taylor de f para calcular W(O,O).
o0y

»»» 5. Probar que (0,0,0) es un punto critico de f(x,y, z) = cos(x? +yz) y analizar si es extremo relativo
o no, usando el polinomio de Taylor de grado 2.

. . 1
»»» 6. Hallar el polinomio de Taylor de grado 2n de la funcién f(x,y) = en el (0,0).
Y

1+=x
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PRACTICO 8: PUNTOS CRITICOS DE FUNCIONES. ‘

»»» 1. Repase el desarrollo del test de las derivadas segundas. Entincielo claramente.

»»» 2. Encuentre los puntos criticos de las siguientes funciones y decida si la funcién tiene un maximo
local, un minimo local, o un punto de silla en xg.

(a) flz,y) = 2%y (b) f(z,y) = xsen(y)
(c) flz,y) =2 —2y—y*+5y—1 (d) f(z,y) = e cosy
(e) flx,y) =aye ™V’ (f) flz,y) =" +y*
(&) flz,y)=(z—y)*

»» > 3. Repase el método de los multiplicadores de Lagrange para encontrar los puntos criticos de una
funcién sujeta a restricciones.

»»» 4. Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange para encontrar el valor maximo de las funciones
dadas sujeta a las restricciones indicadas.

() flzy)=a?+y% a'+yt=4

(b) f(z,y,2) =zyz;, 22+2y°+322=4.

(c) flar,...,mp) =21+ +xp, T+ +22=1
(d) f(r,y,2)=z(y+2); 2*+y’=1lyzz=1.

»» > 5. Encuentre los méximos y minimos de las siguientes funciones en las regiones indicadas:

(a) x +y en el cuadrado de vértices (£1,+1).
(b) x4y + zen laregién 22 +y? + 22 < 1.

PR en la regién (z —2)? +y? < 1.

(d) x2+y% + %my en la elipse 2% + 2y < 1.

»»p 6. La base de un acuario con un volumen dado V estd hecha de pizarra y las paredes laterales estdn
hechas de vidrio. Si la pizarra tiene un costo de cinco veces el del vidrio (por unidad de drea), encuentre
las dimensiones del acuario que minimizaran el costo de los materiales.

»»p» 7. Pruebe que el rectdngulo con drea maxima que tiene un perimetro dado es un cuadrado.

»»» 8. Pruebe que el tridngulo con drea maxima que tiene un perimetro p dado es equildtero. (Sugerencia:
Usar la férmula de Herdn para el drea: A = \/s(s — z)(s — y)(s — z) en donde s = p/2, y z,y, 2 son
las longitudes de los lados).

»»p 9. Supdngase que un cientifico tiene razén en pensar que dos cantidades x e y estan relacionadas
linealmente, esto es, y = max + b, por lo menos aproximadamente, para ciertos valores de m y b. El
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cientifico lleva a cabo un experimento y colecciona datos en forma de puntos (z1,91), ..., (Zn,Yn), los
cuales grafica luego. Estos puntos no se encuentran exactamente en una linea recta, por lo que desea
encontrar constantes m y b de manera que la recta y = mx+b “se ajuste” a los puntos lo mejor posible.
Sea d; = y; — (ma; + b) la desviacién vertical del punto (x;,y;) con respecto a la recta. El método de
los cuadrados minimos determina los valores de m y b de manera que se minimice Y. | d7, la suma de
los cuadrados de estas desviaciones. Demuestre que, de acuerdo a este método, la recta de mejor ajuste
se obtiene cuando

n n
mZa:i +bn = Zyl

i=1 =1

n n n

=1 i=1 =1

de manera que la recta se encuentra resolviendo estas dos ecuaciones en las incdgnitas m vy b.

10. El plano x4+ vy + 2z = 2 intersecta al paraboloide z = z? 4 42 en una elipse. Encuentre los puntos
de esta elipse que estdn mas cerca y mas lejos del origen.

11. Encuentre la distancia minima en R? entre la elipse 22 +2y? = 1y la recta = +% = 4. (Indicacién:
considerar el cuadrado de la distancia como funcién de cuatro variables.)

12. Desigualdad de Schwarz:

n
(a) Encuentre el maximo y el minimo de la funcién g x;y; sujeta a las restricciones

n n =1
ngzlyz:y?:l.
i=1 i=1

(b) Deduzca de (a) la desigualdad de Schwarz: |x - y| < ||x||||y]| para todo x,y € R™. Pruebe ademas
que vale la igualdad si y sélo si x e y son paralelos.
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’ PRACTICO 9: INTEGRALES MULTIPLES. ‘

»»» 1. Usando la definicién de la integral doble como limite de sumas de Riemann, caIcuIar/ f(z,y) dx dy,
B
donde f(z,y) =z+4yy B={(z,y) : 0<x <2, 0<y<1}. [R=6]

»»p 2. Calcular las siguientes integrales iteradas

2 2
/ dw/ 22y? + 23) dy (b) / dy/ |z — 2|senydz.
0 1

»»» 3. Hacer un dibujo del conjunto B y calcular / fdA, donde
B

(a) f(z,y) = 2%+ 3y*y B el disco 2% + y% < 1. [R= 7]

1
(b) f(x,y) = prapy y B la regién acotada por las rectas y =z, z =1, x =2, y =0. [R=1n2]

() f(x,y) =zsenzyy B el rectingulo 0 <z <, 0<y<1.[R=n]
(d) f(x,y) = 2?> —y? y B consiste de todos los (z,y): 0 <z <1, 22 —3%>0.
(e) f(z,y) =2y B es la regién definida por z > 0, 22 +y* < 2, 22+ y% > 1, en los dos Srdenes

posibles.

»»p» 4. Calcular las siguientes integrales dobles por integrales iteradas, en los dos érdenes posibles.

2 re” 1 3x+2
/ / dy dz (b) / / dy dz.
0 J1 —2 Jx2+4x

»»» 5. Hallar el volumen del sélido cuya base es la regién del plano z,y acotado por la pardbola y = 4 — 22
y la recta y = 3z y cuya tapa es el plano z = x + 4.

»»p» 6. Hallar el volumen del sélido cuya base es la regién del plano x,y acotado por el circulo 22 + 4% = a?

y la tapa estd acotada por el paraboloide az = x? + /2.
2 (2
»»p» 7. Evaluar / / e dxdy. ( Ayuda: Grafique la regién de integracién y cambie el orden.)
y

»»» 8. Encontrar el volumen bajo el grifico de f sobre la regién B, donde

(@) f(z,y) =z +y+2y B es la regién acotada por las curvas y> = 2, r = 2. [R= 128\f]

(b) f(z,y) =|z+y|y B eseldisco z? +y? < 1. [R= %ﬂ]
»»»> 9. Hallar el drea del subconjunto de R? acotado por

(a) 2% -2z +4y?> —8y+1=0. [R= 2n] (b) z=19% x=2y—1°
(C) fU:y—yQ,fU‘H/:O

26



44

dd4

44

4 d g

4 d o

444

444

dd 4

dd 4

Andlisis Matematico III (2009)

10. Dibujar en R3 los cilindros sélidos definidos por 22 + 22 < 1y 4% + 22 < 1 respectivamente.
Calcular el volumen de la interseccién. [R= %]

11. Hallar el volumen de los siguientes cuerpos mediante una integral triple:

X z
(a) El tetraedro acotado por el plano — + % +— =1 (con a, by c positivos) y los planos coordenados.
a C

(b) Considerar en el primer octante la regién limitada por el cilindro z = 4 — y? y los planos z =
y, =0, z=0.
(c) El volumen comin a los cilindros 22 + % = a® y 22 + 2% = a°.

(d) El elipsoide de semiejes a, b, c.

12. Hallar el volumen

Comiin de la esfera 22 + y? 4 22 = 4a? y el cilindro 22 4 y? = a?.

Acotado por la esfera 22 4+ y? 4 2% = 4a? y el paraboloide az = z2 + 3.

Limitado por la superficie z = /22 + y y los planos x = 0,2 =1,y = 0,y = 1.

)
)
)
d) Comprendido bajo la superficie z = xy y sobre el tridngulo de vértices (1,1), (4,1) y (1,2).
) Bajo el cono z = /22 + 2 y arriba del anillo 4 < z% 4 y? < 25.
) Arriba del cono z = \/ﬂﬁy2 y debajo de la esfera 2% + 4% + 22 = 1.

)

En el interior de la esfera 22 + y? + 22 = 4a® y fuera del cilindro 22 + 3% = 2ax.

13. Hallar el volumen acotado por el cilindro y = cosz y los planos z =y, © =0, x = 7/2, z = 0.
. 1
14. Hallar el volumen acotado por las superficies z = z? + 32, z = 5(352 +y2+1).

15. Se le practica a una esfera de radio a con a > by/2 un agujero cuadrado de lado 2b, cuyo eje
coincide con el centro de la esfera. Hallar el volumen removido.

16. Hallar el volumen de la porcién de esfera r2 + 22 = a? que estd dentro del cilindro r = asen 6
(r, z,0 son las coordenadas cilindricas.)

17. Hallar el volumen encerrado por la superficie » = a sen ¢, en coordenadas esféricas.

18. Sea T : R? — R? la funcién definida por (x,y) = T'(u,v) = (u? — v?,2uv) y sea Ry, = {(u,v) :
u? + 0?2 <1, u,v >0},

a) Graficar la regién R,, = T(Ryy). (Ayuda: usar coordenadas polares).
Yy

(b) Calcular
dx dy

Ray /T2 + y2
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19. Encontrar el drea acotada por la lemniscata (22 + y2)? = 2a?(2? — y?) pasando a coordenadas
polares. [R=2a?]

ry =ux
» T2 = up+u2 ) i
20. Demuestre que la transformacién . no cambia vollimenes.

21. Encontrar el volumen del sélido que es imagen de una bola de radio a bajo la aplicacién lineal dada
por la matriz

1 -1 1
0 2 5
0o 0 7

22. Calcular la integral de f(z,y, z) = a sobre la semiesfera 22 + y2 + 22 < 1, z > 0. [R=2/37d]

23. Calcular usando coordenadas cilindricas /2 11 22 dx dy dz

r7+y* <
0<z<L1

24. Determinar si la integral estd definida o no, y en caso afirmativo calcular su valor:

dx dy dxdydz
@ [, 5 o) | A
224y2<1 T2+ Y 224y2422>1  TYZ

(c) / e ¥7Y7*dx dy dz donde C es la columna infinita max(|x|, |y|) <1, z>0.
c

av
25. Sea B la bola ||x]| <1 en R™. ;jPara qué valores de a existe / | ‘a?
B |X
26.
2 2 o0 2
(a) CaIcuIar/ e Y dr dy. (b) Usar (a) para caIcuIar/ e du.
R2 )

c) Calcular [, e‘x%“_x%dxl <o dxy,.
R

Aplicaciones:

27.

(a) Sea B una bola de radio a con una densidad p en cada uno de sus puntos igual a la distancia del
punto a un didmetro fijo. Encontrar la masa total de la bola. (Ayuda: calcular prdV usando
coordenadas esféricas).

(b) Sea B un cilindro de altura h y radio a con una densidad p en cada uno de sus puntos igual a la
distancia del punto al eje del cilindro. Encontrar la masa total del cilindro.
28. Hallar el centro de masa de la pirdmide homogénea cuya base es el cuadrado delimitado por las

rectasx =1, x=—1, y=1, y=—1en el plano z = 0 y cuyo vértice estd en el punto (0,0, 1).

29. Se distribuye carga eléctrica en el disco unitario 22 4+ y? < 1 de manera que la densidad de carga
en (z,y) es o(x,y) = 1 + 22 + y2. Encuentre la carga total del disco.
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»»» 30. Encuentre la masa y el centro de masa de la ldmina que ocupa la regidn descrita D y que tiene la
funcién densidad p indicada.
(a) D es la regién triangular con vértices (0,0), (2,1),(0,3); p(z,y) =z + .

(b) D es la regién del primer cuadrante limitada por la pardbolay = 22 y la recta y = 1; p(x, ) = zy.

»»» 31. Una ldmina ocupa la porcién del disco 22 + 4% < 1 comprendida en el primer cuadrante. Encuentre
su centro de masa si la densidad en cualquier punto es proporcional a su distancia al eje x.

O Definicién: MOMENTOS DE INERCIA
El momento de inercia de una particula de masa m con respecto a un eje del cual dista en r, se define
como I = mr. Esta definicién se extiende (; C6mo?) a una lamina con densidad p(x,y) que ocupa una

Ixz//sz pla,y) dA, IyZ//DI2 p(z,y) dA

U Definicién: RADIOS DE GIRO
El radio de giro de una ldmina con respecto a un eje es el nimero R tal que mR? = I, donde m es la

regién D:

masa de la ldmina e I es el momento de inercia. En particular, los radios de giro con respecto a los ejes
x e y satisfacen: mx = I,; my = I,

»»p> 32. Una ldmina con densidad constante p(x,y) = p ocupa la regién comprendida bajo la curva y =
senz de x = 0 a = 7. Encuentre los momentos de inercia I, e I, y los radios de giro Z y 4.
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PRACTICO 10: CAMPOS VECTORIALES. ‘

»»p» 1. Calcule las siguientes integrales de linea:
(a) / xy* ds donde C' es la mitad derecha de la circunferencia z2 + 3> = 16.
c

dr+d
(b) / a:a;iy?; donde C estd dada por r(t) = (cost,sint) y 0 <t < 2.
c

(c) / xyzds, C: x =2t, y=3sent, z =3cost, 0 <t < m/2.
C

(d) / yzdx+xzdy+xydz, C consta de los segmentos rectilineos de (0,0,0) a (2,0,0), de (2,0,0)
c
a (1,3,—1), y de (1,3,—1) a (1,3,0).

»»p» 2. Evalle / F - dr, donde C esta descrita por la funcién vectorial r(t).
c
(a) F(z,y) = (e%,ay), r(t) = (t3,t%), 0 <t < 1.

(b) F(z,y) = (2%, 2y, 2%), r(t) = (sent,cost,t?), 0 <t < 1.

(O Aplicaciones:

»»» 3. Encuentre el trabajo realizado al mover una particula a lo largo de la curva r(t) = (¢,t,t%) con
0 <t <2, bajo la influencia del campo F(z,y,2) = (x + y,y,y).

»»» 4. Encuentre la masa total de cable r(t) = (z,y,z) = (6t2,/32t3,3t*) con 0 <t < 1:

(a) si la densidad en el punto correspondiente a t es t2,

(b) si la densidad en cualquier punto es su distancia al origen de R? (escriba la integral sin calcularla).

»» > 5. Encuentre la masay el centro de masa de un alambre que tiene la forma de la hélice x = ¢, y = cost,
z=sent, 0 <t <2, sila densidad en cualquier punto es igual al cuadrado de la distancia al origen.

[0 Definiciones: GRADIENTE, DIVERGENCIA, ROTOR

El gradiente de una funcién escalar f(x1, 2, ...,x,) es el campo dado por:

_(9F of
V(f) - <aw17-"7axn>
La divergencia de un campo F : R” — R™ dado por (F}, Fy, F3, ..., F},) es la funcién escalar
OF; oF,
div(F) = — + ... =V-F
iv(F) ox1 + Oxy,
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El rotor de un campo es otro campo, y tiene sentido sélo para n = 3:

=V xF

0Fy O0F, O0F, 0F; 0Fy, O
rot(F) = —

8%‘2 83337 8.%'3 B 83}17 8%‘1 B 8332

[0 Teoremas importantes: GREEN, STOKES, DIVERGENCIA

e Teorema de Green: Sea D C R? una regién acotada, unién finita de regiones simples, cuyo borde,
0D, es una curva y simple, cerrada y lisa o una unién finita de tales curvas, orientada positivamente.
Fi(z,y), Fa(x,y) son funciones a valores reales continuamente diferenciables sobre todo D U ~:

F F
// (82 - 81>dx1dx2 - / F1dxy + Fydao
D 81‘1 8952 ~

e Teorema de Stokes: Sea S una superficie en R3, parametrizada por una funcién g : D U 9D — R3,
C?, donde D es una unién de regiones simples y 9D es una curva diferenciable por partes. Si F es un
campo continuamente diferenciable, definido en S, entonces

/Lrot(F)~Nda:LF~dr

e Teorema de Gauss: Sea D C R3 una unién de regiones simples tal que el borde 0D es una superficie
(unién finita) S positivamente orientada . Si F es un campo vectorial en R3 continuamente diferenciable

///Ddiv(F)dxdydz://SF-Nda

donde N es el vector normal unitario apuntando hacia afuera de la superficie.

entonces

»>p 6.

(a) Demuestre que, si el campo vectorial F = (P, Q, R) es conservativo y P, @, R tienen derivadas
parciales de primer orden continuas, entonces

oP 9Q 9P OR  9Q OR

Oy Oz’ 9z Oz’ 0z Oy

(b) Demuestre que la integral de linea / y dx +x dy+ xyz dz no es independiente de la trayectoria.
c

»»p 7. Determine si F es un campo conservativo o no. En caso de serlo, encuentre una funcién f tal que
F=V{f.

(a) F(z,y) = (a* — 4y, 2y — 32)
(b) F(z,y) = (¢** + zseny, z° cosy)

(c) F(z,y.2) = (2,2yz,2 + y°)
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(d) F(z,y,z) = (cosy,senz,tan z)

_y €T
»»» 8. Sea F(z,y) = <x2+y2’x2+y2>'

P
(a) Demuestre que gy = %

(b) Demuestre que / F - dr no es independiente de la trayectoria.
c

»»» 9. Evalle la integral de linea por dos métodos: (i) directamente y (ii) usando el teorema de Green.
(a) / x dx — 2*y? dy, en donde C' es el cuadrado con vértices (0,0), (1,0), (1,1), (0, 1).
C

(b) /(:1:2 + 4?) dz 4 2zy dy, en donde C' consta del arco de la pardbola y = 22 de (0,0) a (2,4) y
c
los segmentos rectilineos de (2,4) a (0,4) y de (0,4) a (0,0).

»»» 10. Aplique el teorema de Green para evaluar la integral de linea a lo largo de la curva positivamente
orientada dada.

(a) / 2%y dx — 3y? dy, en donde C' es la circunferencia 22 + y2 = 1.
C

(b) /(xy + e“"”Q)dx + (2% = In(1 + y)) dy, en donde C' consta del segmento rectilineo de (0,0) a
c

(m,0) y lacurvay =senz, 0 <z <.
»»» 11. Encuentre el drea de la regién limitada por la hipocicloide con ecuacién vectorial r(t) = (cost,sen®t),
0<t<2m.

> » 12. Mostrar que si D es una regién acotada por una curva C! a trozos en R? entonces el 4rea de D
viene dada por

A(D) = ;%(—ydﬂc +zdy).

»»» 13.

(a) Sea D una regién limitada por una curva cerrada simple C en el plano zy. Use el teorema de
Green para probar que las coordenadas del centroide (Z, ) de D son

_ 1 2 — 1 2
a: 2A }éx y y 2A Cy v
en donde A es el drea de D.

(b) Encuentre el centroide de una regién semicircular de radio A.

»»» 14. Cilculo de los momentos de inercia.
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(a) Escriba la definicién de los momentos de inercia.

(b) Una ldmina plana con densidad constante p(x,y) = p ocupa una regién en el plano zy limitada
por una curva cerrada simple C'. Demuestre que sus momentos de inercia con respecto a los ejes

Ix:—pfyg’dx Iy:—pjg:z:gdy
3Je 3Je

(c) Encuentre el momento de inercia de un disco circular de radio a con densidad constante p con

son

respecto a un didametro.

15. Encuentre el rotor y la divergencia del campo vectorial dado.

(a) F(z,y,2) = (senz,cosz, %)

(b) F(xay7 Z) = (e:rz7 _Ze_y7y1n(z))

16. Pruebe las siguientes identidades suponiendo que las derivadas parciales apropiadas existen y son
continuas. Si f es una funcién y F, G son campos vectoriales, entonces se definen los campos vectoriales:

fF = (fF)(l',y,Z) = f(xaya z)F(x,y,z)
(F x G)(z,y,2) = F(z,y,2) X G(x,y, 2)
y la funcién F- G : R? = R, (F - G)(z,y,2) = F(z,y,2) - G(z,9, 2)

(a) div(F 4+ G) = divF + divG (b) rot(F + G) = rot(F) + rotG
(c) div(fF)= fdivF+F-Vf (d) rot(fF)= frot(F)+VfxF
(e) div(F x G) =G -rot(F) — F - rot(G) (f) div(VfxVg) =0

17. Encuentre el drea de la superficie indicada:

(a) La porcién del paraboloide z = 32 + 2% que se encuentra en el interior del cilindro y? + 22 = 9.
elipsoide (r/a)” + (y + (z/c)” = escriba la integral sin calcularla).
b) El elipsoid 2 b)? 2=1 iba la i I si Icularl

(c) La helicoide (o rampa espiral) con ecuacién vectorial r(u, v) = (wcosv,usenv,v), 0 <u < 1,0 <
v <.

18. Calcule /(a;22 +y?2) dS, donde S es el hemisferio z? + y? 4+ 22 =4, 2 > 0.
s

19. Paradoja de la Pintura. Consideremos la superficie de revolucién S, que resulta de hacer girar
alrededor del eje z la curva en el plano (y, z) dada por z = —%, para e <y < 1.

(a) Calcular, usando coordenadas cilindricas, el volumen encerrado por S..
(b) Calcular el drea de Se. (Si no sale la integral propiamente dejarla indicada).

(c) Para los resultados obtenidos en a) y b) hacer tender € a cero. Notemos con lo obtenido que éste
serfa un recipiente que podria ser llenado de pintura pero no podria ser pintado.
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20. Calcule / F - dS, donde F(z,y, z) = (¥, ye®,2%y) y S es la porcién del paraboloide z = 2% + 32

s
que se encuentra arriba del cuadrado 0 <z <1, 0 <y < 1y tiene orientacidn positiva.

21. Use el teorema de Stokes para evaluar /rotF -dS donde F(x,y,2) = (y?z,22,2%y?) y S es la
S
porcién del paraboloide z = 22 + y? que se encuentra dentro del cilindro 22 + y? = 1, orientado hacia

arriba.

22. Aplique el teorema de Stokes para evaluar / F - dr donde F(xz,y,2) = (2%y,1/32>,2y) y C es la
c
curva de interseccién del paraboloide hiperbdlico z = y? — 22 y el cilindro 22 4+ y? = 1, recorrida en

sentido antihorario cuando se observa desde arriba.

23. Verifique el teorema de Stokes para F(x,y,2) = (2y,4z,—6x) y S la porcién del paraboloide
2z =9 — x2 — y? que se encuentra arriba del plano zy, orientada hacia arriba.

24. Calcule el trabajo efectuado por el campo de fuerza

cuando una particula se mueve bajo su influencia alrededor del borde de la porcién de la esfera =2 +
y? + 22 = 4 que se encuentra en el primer octante, en direccién opuesta a la de las agujas del reloj
cuando se observa desde arriba.

25. Si S es una esfera y F satisface las hipétesis del teorema de Stokes, demuestre que / rot F-dS = 0.
S

26. Verifique el teorema de la divergencia para F(x,vy,2) = (22,y2,322) en el sélido E limitado por

el paraboloide z = 22 4+ y? y el plano z = 1.

27. Aplique el teorema de la divergencia para calcular / F - dsS.
s

(a) F(z,y,2) = (—xz,—yz,2%), S el elipsoide (x/a)? + (y/b)* + (z/c)? = 1.

(b) F(z,y,2) = (222,1/3y> + tan z, 2%z + 3?) y S la mitad superior de la esfera 22 + 3> + 22 = 1.

28. Utilice el teorema de la divergencia para calcular /(236 + 2y + 2%) dS
S
donde S es la esfera 22 4 y? + 2% = 1.

29. Pruebe las siguientes identidades suponiendo que S y F satisfacen las condiciones del teorema de
la divergencia y que las funciones escalares y las componentes de los campos vectoriales tienen derivadas
parciales de segundo orden continuas.

(a) /SF-dS—O, F(z,y,2) =acR? (b) /SVf-ds—/Ev?fdv
(c) V(E):},’/F-ds, F(z,y,2) = (z,y, 2) (d) /rotF-dS:O
S S
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