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Métodos de generacion de v. a. normales

» Notar: Si X ~ N(0,1), entonces p + o X ~ N(u,?), por lo cual
es suficiente saber generar X ~ N(0, 1).

» Método de Box - Muller (1958) - Se generan dos variables
normales independientes X e Y.

» Estrategia: utilizar una de las dos normales como respuesta en
las llamadas pares.

» Transformaciones de Box - Muller: utilizan funciones
trigonométricas.

» Se recomienda utilizar una combinacién de generadores. Los
generadores de congruencias producen puntos espiralados.

» Método Polar: Marsaglia and Bray (1964) - Eliminan los calculos
trigonométricos. Reduccion del tiempo de ejecucion en un 27%.



Método de Box Muller

Si X e Y son normales estandar independientes, entonces

R? = X®+ Y?,

tan(6) = Y

X

determinan variables R? y © independientes.
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fy(X.y) = gre” /2
R? = X2+ Y2
© = arctan(y)



Método de Box-Muller
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) ,  d=x?+y? 0=arctan(y/x)

R? ~ &(3)y © ~U(0,27).

X = Rcos(h), Y = Rsen(f)

Método de Box-Muller

Generar Uy, Us ~ 1(0,1);

R? — —2log(Uy);
O «— 27TU2;

X «— R cos(©);
Y — R sen(©)




Método de Box-Muller
Transformaciones de Box-Muller:
> X « /—2log(Uy) cos(27Uz)
> Y «— /—2log(U;) sen(2rUs)

» El célculo de funciones trigonométricas lo hace poco eficiente.

» ldea de Marsaglia: Utilizar v. a. uniformes V; y V, en el circulo
unitario y utilizar nuevamente coordenadas polares.
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Método polar

» Generar un par ( Vi, V») uniformemente distribuido en el
cuadrado.

C = circulo unitario,

v

1
PAIAC O) = [ [ Tuc(xy) dxay
C
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Si (V4, V) € C, entonces resulta uniformemente distribuido en el
circulo unitario.

R? = V2 + V2 resulta uniforme en (0, 1).
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P(R?<a)=-7-a=a.
™

v

© = arctan V,/V; es uniforme en (0, 27):

P(e<a):23.
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Transformaciones de Box Muller resultan:

seno =

o
(VP + V)12
Ve
(VE+ V)12

X = (—2log U)'/?
Y = (—2log U)'/2

» R?y © son independientes, luego podemos tomar

U=RP=VZ+ Vg



Método polar

Tomamos S = R?, y obtenemos

X = (-2log S)"/2 Vi

gi/2
Vo
Y =(-2log 8)" 2 =7

Método polar (tltima version)
repeat

Generar Vi, Vo ~U(—1,1); > Requiere 7 ~ 1.273

SI‘S— V112 + V3 iteraciones.
until S < U » Entre un 9% y 31% mas
X\ —s W rapido en FORTRAN.

Y — /285,




Generaciéon de v. a. normales

Existen otros métodos de generacion de v. a. normales. Uno de ellos
es el método rectangle-wedge-tail:

|Z|! Z ~ N(Ov 1)
0,88 » 15 rectangulos (~ 92%)
T l . 1A ”
] 3 » 15 "tridngulos”.
0.6] X » 1 cola.
] S Método de composicion:

» 15 distr. uniformes.

» 16 restantes: método de
rechazo.

Referencia: Donald E. Knuth,
Seminumerical Algorithms, p.p.
122 en adelante.

0,49

0,2




Generaciéon de un Proceso de Poisson

En un proceso de Poisson homogéneo de razén ), los tiempos de
llegada entre eventos sucesivos son exponenciales con razén A
(media 1/)).

Para generar los primeros n eventos de un Proceso de Poisson
homogéneo, generamos exponenciales X; ~ £(A), 1 <i<n:

» Primer evento: al tiempo Xj.
» j-ésimo evento: al tiempo X; + Xo +---+ Xj, para1 <j < n.

Para generar los eventos en las primeras T unidades de tiempo,
generamos eventos hasta que j+ 1 excede a T.



Proceso de Poisson homogéneo

Generacion de eventos en el intervalo [0, T

t—0,/0;

while true do
Generar U ~ U(0,1);
if t—1log U > T then

stop
else
t—t—1logU;
[ — [+ 1;
S[l] —t
end
end

» [: nUmero de eventos.
» SJ/]: tiempo en el que ocurre el evento /.
» S[1], S[2], ..., estan en orden creciente.



Proceso de Poisson homogéneo

Otro método para simular los primeros eventos se fundamenta en lo
siguiente: sea N(T): el nimero de eventos hasta el tiempo T:

Dado N(T), la distribucién de los tiempos de arribo en un Proceso de
Poisson homogéneo de razén A es uniforme en (0, T).

Luego, para generar los eventos hasta el tiempo T:
» Generar una v. a. Poisson de media AT, y tomar n= N(T).
» Generar nv. a. uniformes Uy, U, ..., U,.
» Los tiempos de arribo son: TU;, TUs, ..., TU,.

» ;Es mas eficiente? Notar que hay que ordenar los tiempos de
arribo.



Proceso de Poisson no homogéneo

En un Proceso de Poisson no homogéneo, con intensidad A(?):

» los incrementos no son estacionarios, es decir, no dependen de
la longitud del intervalo,

» la intensidad A(¢) indica la tasa de ocurrencia de los eventos,
> si A(t) < A, entonces A(f) = A - 28 con 20 < 1,

» podemos considerar p(t) = )\( )/)\ como Ia probabilidad de
ocurrencia de un evento en un Proceso de Poisson homogéneo
de razon .

Método de adelgazamiento o muestreo aleatorio



Proceso de Poisson no homogéneo

Generacion de eventos en el intervalo [0, T]

t<—20,l+0;
while true do
Generar U ~ U(0,1);
if t—1logU > T then
stop
else
t—t—1logU;
if U < \(t)/X then
| — I+1;
S[f] «—t
end
end
end

» [: nUmero de eventos.
» S[1], S[2],....: tiempos de eventos.
» El algoritmo es mas eficiente cuanto mas cerca esté X de A(t).



Proceso de Poisson no homogéneo

Un mejora consiste en particionar el intervalo (0, T) en subintervalos,
y aplicar el algoritmo anterior en cada uno de ellos:
O=fHh<th< - <l<bep1=T

] \ A(8) < N,
: \ sij—1<s<j




Proceso de Poisson no homogéneo

t—0;J«1;10;
while true do
Generar U ~ U(0,1);
X — —/\iJIog U;
while t + X >, do
if J=k+ 1 then
stop
end
X — (X —ty+ 1)L
J—J+1
end
t—t+X;
Generar V ~ 1(0,1);
if V < A(t)/)\, then
| — I+1;
S[f] — t
end
end




Proceso de Poisson no homogéneo

Otra mejora sobre este algoritmo es considerar el minimo de A(s) en
cada subintervalo.
Por ejemplo, en un intervalo (fi_1, £;):
> Amin = mMin{\(s) | s € (ti_1,t)}
En este intervalo los eventos ocurren con intensidad

(A(S) - >\min) + )\min,

» Generar eventos de un P. P. homogéneo con razon Anmin.
» Intercalarlos con eventos de un P. P. no homogéneo con
intensidad 3
A(S) = A(8) — Amin-
» Ventaja: El nimero promedio de uniformes a generar disminuye
en )\min (tl - ti—1)-



Proceso de Poisson no homogéneo

Otro método consiste en generar directamente los sucesivos
tiempos de evento.

» Si, Sy, ...: sucesivos tiempos de evento.

» Estos tiempos de evento no son independientes.

» Para generar S, 1, utilizamos el valor generado S;.

» Dado que ha ocurrido un evento en t = S;, el tiempo hasta el
proximo evento es una variable aleatoria con la siguiente
distribucion:

Fs(x) = P{ocurrauneventoen (s,s+ x)}
= 1—P{0eventosen (s,5+x)}

_ 1_exp(/:+x/\(y)dy> =1 —exp(/OXA(Ser)d}’)



Proceso de Poisson no homogéneo

Ejemplo
Describir un algoritmo para la generacion de eventos de un P. P. no
homogéneo con funcién de intensidad

1

= — > .
A t+3’ t=0
X A X+s+3
/0 /\(s+y)dy_/0 erersdy_log<s+3>.
Fu(x) = 1 s+3 X

T X+5+3 x+s+3

u= Fg(x) = X = u(1$_+5>).




Proceso de Poisson no homogéneo

Fo'(u) = (s+8) ;.

Los sucesivos tiempos de eventos son entonces:

3U;

S 1- U
U Sy 4+ 3U.
S = S +(8+3)—2-= R

1-U  1-Us

U ~§5.1+3U
S = §.1+(5-1+3) = j—1 + 9L

10U, 1-0



Proceso de Poisson no homogéneo

Generacion de eventos utilizando el método de la T. Inversa

| =0;
S[0] = 0;
while true do
Generar U ~ U(0,1);
if (S[]+3U)/(1 —U) > T then
stop
else
| — |+ 1;
S[] < (S[I-1]+3U)/(1 = U);
end
end




