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Introduccién Demostracion

Definicidén

m(x) = #{p primo : p < x} = Z 1

1792 Gauss conjetura que:

rx+c)—m(x) & — i) = [ L ar
(150~ ] i)

c<x log(x) ¢ log(t)

1789 Legendre conjetura

m(x)

- log(x)

1896 Hadamard y de la Vallée Poussin demuestran la
conjetura.

Una demostracién “elemental” fue hallada en 1949 por Selberg y

Erdds su demostracién no recorre la funcién ¢ de Riemann ni la
teoria de funciones complejas pero es bastante intrincada.
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Introduccién Demostracion

Lema (1 Férmula del producto de Euler)

((s) =[x =p*)"" si Re(s) > 1

p

Demostracion ,
Sea P(x) = [, (1+ Ly (pi) +>

Dicho producto tiene un nimero finito de términos de la serie

n
>, (#) que converge absolutamente si Re(s) > 1, luego podemos
multiplicar y reordenar sus términos sin que se altere su suma.

Un término general tiene la forma:
1\™ 1\* 1\ 1
<Pf ) <P§) (pf ) (Pt Pl
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Introduccién Demostracion

Por el teorema fundamental de la aritmética podemos escribir

1
P(x)=>» —
nS
neA
Donde A € N consta de todos los n cuya descomposicién tiene
factores primos < x.

Por consiguiente

+001 1
Qi mPM=2 05
1 neB

Donde B € N es el conjunto de los n que tienen por lo menos un
factor primo en su descomposicién > x
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Introduccién Demostracion

Ahora
<2 S 2

neB n>x

+001

=P

nS

1

nS

1

nS

1

1 .
Y comolZ s converge por ser Re(s) > 1 se tiene que
ZH>X

luego

— 0
X—+00

nS

por otro lado
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Introduccién Demostracion

Se tiene que la funcion ((s) — %1 se extiende a una funcion

S
holomorfa en Re(s) > 0

Demostracion
Para Re(s) > 1 tenemos que

o 1 1 il 1
ot B e S
y como
J«n+1 (1 - 1) n+l ’ < mix ‘ s ‘ _ |s]
N ns xS u5+1 n<u<n+1|ystl nRe(s) + 1
y > % converge si Re(s) > 0= ZS"H (L — L) dx converge
uniformemente en Re(s) > 0. [l
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Introduccién Demostracion

Definicidon

Sean s € C y x € R definimos la funcién de Chebychev v : R — R

por la expresién
v(x) =) logp

p<x

La funcion de Chevychev cumple que

Demostracion
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Introduccién Demostracion

e

n<p<2n n<p<2n ) _ el/(2n)—1/(n)
tomando logaritmo
2nlog2 = v(2n) — v(n)
Sea un x arbitrario y determinamos n para que n < 37 < n+1
entonces

v(x) < v(2n+2)<v(n+1)+ (2n+2)log2

< u(% +1)+ (x+2)log?2
< l/(%) + Iog(% +1)+ (x+2)log?2

Si C > log 2 se tiene que |v(x) — V(g) < Cx | para x = xp(C).
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Introduccién Demostracion

Considere los puntos

X X X

2r—1 2

X
0 >

Usando v(x) — v(3) < Cx para los puntos que estdn a la derecha

de xg
v(x) —v (g) <
v(3)-v(z) < 3
() (7)< o
Sumando
v(x) — v(x) < y(x)—y(z%) <Cx+ -+ c%
O sea que v(x) <2C-x+ O(1) L]
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Definicion

Se considera la funcién ¢ : C — C por la expresién

o(s) =Y log(p)

S
> P

Lema (4)

La funcién zeta de Riemann no se anula en Re(s) > 1y

¢(s) — L es holomorfa en Re(s) > 1

Demostracion
Para Re(s) > 1 por la convergencia del producto de Euler implica
que ((s) # 0y de

=5 - [a-p

p
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Introduccién Demostracion

tomando logaritmo, y por ser el producto de logaritmos la suma de
logaritmos

—log ((s Zlog (1-p

y derivando

_{(s) _xlog(p)p™® < log(p)
¢(s) 2 1—ps _Zp:ps—l

p

_d) log(p)
C(S) - ¢(S) +; ps(ps _ 1)
1

la suma final converge uniformemente para Re(s) > 5. entonces
por el lema 2 ¢(s) se extiendo a una funcién holomorfa en

1
Re(s) > 5.

y como C(( )) tiene polos donde ((s) tiene polos y ceros, y ademas

todos sus polos son simples, se tiene que ¢(s) tiene un polo simple
en s =1, y el resto de los polos de ¢ estan en_|os ceros de (.
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Introduccién Demostracion

En Re(s) > 1 la funcién ((s) no tiene ceros por el lema 1, entonces basta
ver que ((s) no tiene cero en Re(s) = 1 para ver que ¢(s) — -1; se
extiende a una funcién holomorfa en Re(s) > 1.

Supongamos que existe un cero en s = 1 + ai, (¢ €R, « # 0), de
orden p y eventualmente otro cero de orden v en s = 1 + 2ja, (con

u,v = 0), por el lema 2

||ITTBE¢(1+E) =1, I|'moegb(1+eiozi) =—u, y I|'moe¢>(1+ei2ai) =—v

Haciendo la siguiente suma
d(l+e—2ai) + 4p(l+e—ai)+6¢(l+e¢)
I

+
, og(p) ( o | _ai\*
+ ¢(1+6+2a/):2 Dite (pz +p 2) =0
p

Lo que implica que 6 — 8y —2v > 0y como u, v = 0 se tiene que u =0
U]
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Introduccién Demostracion

Dada la funcion de Chebychev v : R — R se tiene que

T p(x) — x
————— dx es converge
1

x2

Demostracion
Recordando que v(x) = 3., log(p) podemos escribir

o(s) = Y 8P _ ¢ V(Pi)—ps'/(Pf—l)
p

pi i

JFZO]:VE’?) JFZO::PIH +Z ( p; 51 >

Pit1
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Introduccién Demostracion

Entonces
Pi+1 S

o) = Yp) | o e

pi Pi

y como v(x) es constante en [p;, pi+1) y es igual a v(p;) nos queda

Pi+1 4, +00 I/(X)
= SZ dx =s dx
Xs+1 Xs+1

por otro lado

Entonces para Re(s) > 1

(s) 1:f*°0V<f»>—XdX

s s—1 1 xS+l
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Para Re(z) > 0 se tiene que

p(z+1) 1 f+oo v(x)—x
eS| B S
z+1 z 1 xZ+2
Ahora por el lema 4 se tenia que ¢(s) — i se extiende a una
funcién holomorfa en Re(s) = 1, luego
1
¢(z+ 1) — = = h(z) con h holomorfa en Re(z) >0
z
y entonces

p(z+1) 1 _ 1/z + h(z)

1_ 1+zh(z)—z—1 h(z)—1

z+1 z z+1 z z(z+1) z+1
por lo que si definimos a g como
_oz+1) 1
8(z) = z+1 z

por lo antes expuesto se extiende a una funcién holomorfa en
Re(z) = 0.
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Ahora para Re(z) > 0

g(z) = FOO v X g

1 xZ+2

haciendo el cambio de variable x = e! tenemos

+0o0 £y _ at + A
J V(e)eerdt_f e~ (u(et)e ™t — 1) dt—f e #f (1) dt

0 (et)z+2 0 0

Donde f(t) = v(et)e™t — 1, que por el lema 3 es acotada.
Por otra lado haciendo el mismo cambio de variable x = et

tenemos que
¢ v(x) —x T

para probar el lema tenemos que probar que existe el
p T . -
im0 So f(t) dt, y para ello aplicamos el siguiente teorema:
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Introduccién Demostracion

Teorema

Sea f(t), (t = 0) una funcién acotada y localmente integrable,
definimos

g(z) = L+OO e “'f(t)dt en Re(z) >0

entonces si g(z) se extiende por continuidad analitica a una
funcion holomorfa en Re(z) = 0 se tiene que

-
lim L f(t)dt

T—+o00

existe y es igual a g(0)

Como nuestra g esta en las condiciones del teorema por la dltima
igualdad (1) prueba el lema. O
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Introduccién Demostracion

Siendo v(x) = > log(p) se tiene que asintdticamente

v(x) ~ x.

Demostracién

Si suponemos que para un cierto A > 1 tenemos que v(x) = Ax
para valores de x arbitrariamente grandes, entonces como v(x) es
creciente se tiene que

AX AX A

t)—t Ax —t A—

f ”()2dt>f X2dt=f > ds = 5(A) > 0
X t X t

Por otra parte, usando el lema 5 se tiene que para cualquier € > 0
existe K > 0 de forma que si K1, Ko > K entonces

K p(x) — x
[ g,
Ki X

por lo que dicho A no existe.
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Introduccién Demostracion

Similar razonamiento si para cierto A < 1, se tiene que v(x) < Ax
para valores de x arbitrariamente grandes, entonces para t < x

v(t) < v(x) < Ax,

entonces
X _ X _ 1y
Jy(”ztdtgf sztdtzj)\2sds=5(>\)<0
ot ax L A S

Otra ves esto no es posible por el lema 5.
Luego no se cumple que

B =lim supM>1ya:h’m inf M<1
x—+0 X xX—>+00 X
y por lo tanto
X X
B = lim supy—)glyazlfm inf M)l
x—+o X x—>+00 X
luego 5 =1=« L]
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Introduccién Demostracion

Teorema (Teorema de los niimeros primos)

Demostracion

Sea
v(x) € Y log(p) < log(x) Y 1 = log(x)m(x)

pP<x pP<Xx

haciendo limite inferior y teniendo en cuenta el lema 6 nos queda

|
lim g 10800 e V00
X—400 X X—400 X

Sea ahora € tal que 0 < € < 1, se tiene

v)> Y log(p)=(1—¢) Y log(x)

xl=eg<p<x xl—egp<x
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Introduccién Demostracion

Como log(x) no depende de p y usando la definicién de 7 nos
queda

v(x) = (1 —e€)log(x) 2 1= (1-e¢)log(x) (m(x) — 7r(x1_5))

X175<p<X

Ahora como

| l—e | L yl—e
X—+00 X X—+00 X
) log(x)
= |lim sup =0
x—400 X& 0
entonces
I 1 1
lim sup m(x) log(x) < lim sup v(x) =
X—>+00 X l—€e x5t X 1—e¢

para cada € luego
I
0 log(x)
X——+00 X

~1

Ramoén Sellanes Teorema de los Niimeros Primos



Introduccién Demostracion

FIN J

GRACIAS J
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