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Notacion: Transformada de Fourier y formula de inversion
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Problema 1: Pruebe que

a) Foosol f(2)e™"*} = f(w + h).

af

) Fool—inf(a)} = 2.

Problema 2: Pruebe que la transformada de Fourier de f(x) = e*axQ, a > 0, es otra
Gaussiana, a saber f(w) = e~**/(49) /\/2a. Para esto muestre que
T
Yda = [ —
[ e
b) f'(x) = —20xf(z).
Usando b) muestre que f'(w) = —21 f(w). Finalmente integre esta ecuacién diferencial y
oY

determine la constante de integracién usando a).

Problema 3: Calcule la transformada de Fourier de las siguientes funciones:

a) f(z) = W Ayuda: Usar el Teorema de los residuos.
b) f(z) = ze o,
Problema 4: Sean f y g funciones definidas como

Fz) = 1 siz| <1, (z) = 1—|z| silz| <1,
| 0 en otro caso, Y IT=7 0 en otro caso.

Calcule las transformadas de Fourier f(w) y §(w).

Problema 5: Recordando que la convolucién Fourier de dos funciones f(z) y g(x) se

define como
(f * 9) / fz—t)g

a) (f*g)(x)=(g9xf)(x)
b) Foowl(f % 9)(2)} = V21 f(w)j(w).

pruebe que



Problema 6: Sea f € S(R?). Pruebe que la transformada de Fourier, f(E) Fo i (f(2)),
satisface (donde la flechita denota transformacién de Fourier de & — k)

Problema 7: Una rotacién en R? es una transformacién lineal que preserva el producto
interno. Osea,

a) R(az + by) = aR(x) + bR(y),
b) R(z)-R(y) =z -y, para todo z,y € R%.
Pruebe que o
f(RZ) — f(RE).

Como corolario, pruebe que si f(Z) tiene simetria esférica (es decir, en coordenadas esféri-
cas f depende solo de 7 y no de los dngulos), entonces su transformada de Fourier también.

Problema 8: Sean (r,0, ¢) coordenadas esféricas en R3. Calcule la transformada de Fou-
rier de

£ = (25) " e,

Tas

Problema 9: Si f(s) es la transformada de Laplace de f(t), pruebe que

a) Leos{ua(t)f(t —a)} = e f(s).
b) Liss{ePf(1)} = f(s - B).

) Loss~tf(0)) = 5 F(s)

donde se define la funcién escalén uq(t) como:

1 sit>a,
ua(t)—{ 0 sit<a.

Problema 10: Calcule las transformadas de Laplace de:

a) (t) = e, b) (1) = Snlet) 0 1(t) =

a a

Problema 11: Pruebe que si h(t / f(x)g(t — z)dx, entonces h(s) = f(s)j(s).



Problema 12: Sea £;,;{f(t)} la transformada de Laplace de una funcién continua por
tramos f(t) con periodo T'. Demuestre que:

T
Lol O} = =z [ IO (R} >0)

Hint: Use que: fooo = fOT—l—fj%T—i-~-- + f(zjil)T+-~-, haga el cambio de variable: 7 =
t — (n —1)T en la n-ésima integral.

Problema 13: Utilice el resultado del problema anterior para calcular la transformada
de Laplace L£;,:{f(t)} de la funcién dibujada a continuacién:

f(t)

A

1

Problema 14: ;De qué funcién es

1
(T 1)(s - 1)

la transformada de Laplace?

Problema 15: Considere un péndulo ideal que cuelga bajo la accién de la gravedad y es
perturbado por una fuerza tangente a la trayectoria dada por:

F(t) = F, cos(wt)

a) Determine en la aproximacién de oscilaciones pequenas el dngulo de desviacién del
equilibrio utilizando la transformada de Laplace.

b) Indique para qué valores de w no se mantendrd vélida para todo t la aproximacién
de pequeinias oscilaciones y explique porqué.

Problema 16: Tres nicleos radioactivos decaen sucesivamente en serie, de forma tal que
los ntimeros N;(t) de cada tipo obedecen las ecuaciones
dNy dNy dN3

— = =1 Vy, = A N1 — AaNg, e

— = AaN3 — A3Ns.
0 i 24V2 34V3

Si inicialmente Ny = N, Ny = 0, N3 = n, calcule N3(¢) utilizando transformadas de
Laplace.



