Mecanica Cuantica 1

Guia 7 - Mayo de 2009

Problema 1: Una particula de masa m estd restringida a moverse en una dimensién entre = —L/2
y * = L/2, donde el potencial es nulo. Obtenga una cota para la energia del estado fundamental
utilizando la funcién de prueba ¥,(z) = a(x — L/2)(z + L/2). Compare con la solucién exacta.

Problema 2: Muestre que si el Hamiltoniano unidimensional

h2 a2
H= + V(z)

" 2m dz?
cumple:
i) (V|H|¥) > C para todo ¥ de norma 1 en el dominio de H, donde C' es una constante real;
i) [, [V (@)lde < 00 y
iii) [V (z)dz < 0;
entonces H soporta al menos un estado ligado.

Sugerencia: Use el resultado variacional general con una funcién de prueba gaussiana ¥,, o< exp (—az?)
para obtener una cota variacional de la energia y estudie el limite de o pequeno.

Problema 3: Considere el potencial

1
V(z) = (53:2 —J)e*‘”‘“2 ;oa>0

a) Determine (sin explicitar ninguna funcién de onda) una condicién de existencia de estado ligado.

ax

b) Utilice la funcién de prueba ¥, (z) o« e~ ’ para dar una estimacion del estado fundamental.

Calcule la curva de existencia de estado ligado y compare con la obtenida en el punto a).

Problema 4: Considere el oscilador armoénico de masa m y frecuencia angular w y su estado funda-

mental
1 \W4 1/ 2\? 0
Po(z) = <mg—7r) exXp [—5 <x—0) Ty = o

Aplique el método variacional de Ritz a las funciones

7/);_ = ¢o(r+a), ¥, (x) =¢do(r—a), con a real.

a) Verifique que T/Jai son linealmente independientes si y solo si a # 0.

b) Determine los valores estacionarios de

_ _9 _ _
||C*¢a + C+71Z)(-1i_|| <C*¢a + C+71Z)(-1"_|H|c*¢a + C+71Z)(-1i_> , €+ € C )
y grafiquelos como funcién de a > 0. Determine los coeficientes respectivos.

c¢) Demuestre que
_ R —_
H¢a —TIZ);_H <71Z)a _¢;|H|wa _¢;>2E1’
donde E; es la energia del primer estado excitado del oscilador. Determine el valor de a que minimiza
esta cota.

d) Comente sobre en que medida los valores estacionarios son aproximaciones a los dos primeros
estados ligados. Obtenga el valor de a > 0 tal que la suma de los moédulos de las diferencias sea
minimal.



Problema 5: Teorema de Hellmann-Feynman:

a) Pruebe que si un Hamiltoniano depende de un parametro A y |A) es un autovector normalizado
H(N) Ay = E(MN)|A), (asumiendo condiciones apropiadas de diferenciabilidad de H(X) E(A\) y |\)),

entonces

dE(X) OH(X)
dA oA
b) Muestre que si H = T+ AV ;A > 0 y el potencial cumple limz_, V(Z) = 0, la energfa de los
estados ligados son funciones monétono decrecientes del parametro A.

= (Al A

Problema 6: Un oscilador arménico de masa m, carga ¢ y frecuencia w es puesto bajo la acciéon de
un campo eléctrico constante en la direcciéon x positiva.

a) Tome las dos primeras autofunciones del oscilador no perturbado (campo nulo) para obtener una
cota para la energia del estado fundamental y del primer estado excitado utilizando el método varia-
cional de Ritz.

b) Vea que este problema puede resolverse en forma exacta. Calcule las energias exactas y comparelas
con las obtenidas en (a)

c¢) Tome ahoralas n (3 < n < 6) primeras autofunciones del oscilador no perturbado (campo nulo) para
obtener una cota para la energia del estado fundamental y los primeros estados excitados, utilizando
el método variacional de Ritz. Resuelva numericamente y grafique los valores obtenidos en funcién
de 1/n. Estime los valores a los que convergen cuando n — oo y compérelos con los valores exactos
encontrados en el inciso (b).

Problema 7: Célculo variacional de la energia del estado fundamental de un oscilador arménico de
frecuencia w y masa m utilizando una funcién de prueba racional.

Sea la funcién de prueba

Na
donde n es un ndmero entero, & > 0 y N, una constante de normalizacion tal que ||V, (a;z)|| =1
a) Célcule la constante N,,.
b) Calcule (H)(n;a) = (¥, (e z) |H|¥, (c;x)) para el oscilador arménico. ;Cuales son los valores

permitidos de n?

¢) De una expresién «,, para el pardmetro o que optimiza (H)(n;«a) a n fijo, y la correspondiente
estimacién variacional de la energia del estado fundamental. Particularice para n = 2, estime el error
porcentual con que aproxima la energia del estado fundamental en este caso. Comente el resultado.

d) Discuta sobre el valor 6ptimo de n y la energia correspondiente. ;Puede decir algo sobre la funcién
de prueba en este caso? Verifiquelo.

Foérmulas utiles:

/oo 2 2k-DN/TT(n—k—1/2)

o (a+a?)n 2k T'(n) an—k—1/2

donde 0 < k < n enteros, a« > 0 y I'(x) cumple I'(m) = (m — 1)! para m entero; zI'(z) =T'(z + 1) y
I'(z) ~ V2mexp(—z)z* /2 para £ — oo (férmula de Stirling).
T —-n
exp(—z) = lim (1 + —) ;o >0.
n—00 n

Problema 8: Considere una particula de carga ¢ y masa m en un campo electromagnético (E,B)
descripto por un potencial ¢ y un vector potencial A:

E--124 Gy B_vxA.
c Ot



a) Pruebe que el operador

vl <—mv - gA(r,t))
m C

asociado con la velocidad es invariante ante transformaciones de calibre.

b) Verifique que

hg O ; / x V
VisVhl = iy 3 cineBes o il =oyai(h/m) ¥ x V = 5B

c) Defina la densidad de corriente que obedece la ecuacién de continuidad

dp
vIi+Z_yp
o

donde p(r,t) = [¥(r,t)|? y muestre que J es invariante ante transformaciones de calibre.



