Métodos Matematicos de la Fisica
Osenda — Ortiz

Guia 5 — 1 de noviembre de 2012

Problema 1: Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de primer orden,
considerando el problema de valores iniciales especificado:

ou ou
a) E—i—c%:O, u(z,0) = h(x)
ou ou

En el caso b), ;jHasta qué valor de tiempo ¢ se pueden extender las soluciones?
Ayudas:

* Especifique el campo de direcciones caracteristicas asociado con cada ecuacién.

* Considere la curva y(s) = (s,0,h(s)) en R3. Obtenga la curva caracteristica v(s,t) que pasa por
cada y(s) en t = 0, resolviendo la ecuacion diferencial ordinaria que determina el campo de direcciones
caracteristicas.

Problema 2: Considere un circulo de radio a con centro en el origen de coordenadas. Sean (r,¢)
las coordenadas polares y (z,y) las correspondientes coordenadas rectangulares del plano. Calcule la
solucién del problema de Dirichlet (interior) para la ecuacién de Laplace (V2u = 0) con las siguientes
condiciones de contorno:

a) u(r=a)=A4
b) u

r=a)=A coso
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e) u(r=a)=A+ B sen¢
f) u(r=a) = Asen?¢+ Bcos’¢p; A, B ctes.
Problema 3: En el problema anterior considere condiciones de contorno de Neumann: au) _ f(9)
n

(interior) para los siguientes casos particulares:

a) f(¢) =4

b) f(¢)=Ax

c) f(¢) =A(2*—y?)
d) f(¢) = A cos¢+ B

e) f(¢) = A sen¢+ B sen®¢

Identifique los problemas que no tienen solucién uinica o aquellos donde la solucién no depende “con-
tinuamente” de la condicién de contorno.

Problema 4: Determine la distribucion estacionaria de la temperatura dentro de la capa esférica
a <r <b silaesfera r = a se mantiene a la temperatura T} y la esfera r = b a la temperatura 75.

Problema 5: Use la solucién fundamental o funcién de Green para la ecuacién de difusién/calor en
(—00,00) para determinar la solucién fundamental de

Ou — k:Z@

ot 0zx2’

en la semi-recta (0,00) con condicién inicial u(z,0) = f(z) para = > 0 y condicién de borde



a) de Dirichlet; u(0,t) =0, ¢t > 0.
b) de Neumann; (0u/0x)(0,t) =0, ¢ > 0.

Para ello (método de las imédgenes), considere la extensién del problema a todo (—oo, 00) tomando la
extension par o impar de f, segun corresponda para el caso a) o b).

Describa un método de solucién para las siguientes variantes inhomogeneas:
a) de Dirichlet; u(0,t) = g(t), t > 0.
b) de Neumann; (du/0x)(0,t) = g(t), t > 0.

Problema 6: Pruebe que la solucién de la ec. de difusién/calor inhomogenea

ou  ,0%
E_k @+F(ﬂf,t),

en la recta real con condicién inicial u(z,0) = f(z), x € R, es

ulir, 1) = /R Bz — g, 1) f(y) dy + /O ds /R dy Bz —y,t — $)F(y,5) |

donde @ es la solucién fundamental (funcién de Green) del problema homogeneo.
Problema 7: En analogia con el problema 5 para la ec. de difusién/calor, considere la ec. de ondas

Pu 0%

el ki
ot? 0z
en la semirecta (0,00) con datos iniciales

ou

u(m,O) = ¢($) ) E(x’o) = 1/)($) ;, x>0,

y condicién de borde de Dirichlet (condicién de reflexién en x = 0):
u(0,t) =0, t>0.

Use el método de las imagenes y la férmula de d’Alembert para el problema de Cauchy de la ec. de
ondas en la recta real, para obtener una expresién andloga para una solucion.

Problema 8: Calcule la solucién de la ecuacién de Poisson en el plano:
Vu(r,¢) =1
dentro del circulo de radio r = a si u(r = a) = 0.

Problema 9: Resuelva el problema de las oscilaciones transversales propias de una cuerda homogénea
de longitud L si:

a) Los extremos de la cuerda estén fijos rigidamente.

. . Ou )
b) Los extremos de la cuerda estén libres. Es decir — = 0 en los extremos de la cuerda. Esto tiene

ox

lugar cuando los extremos de la cuerda estan sujetos mediante anillos (de masas despreciables),
que deslizan sin rozamiento sobre barras paralelas.

¢) Un extremo de la cuerda estd fijo rigidamente y el otro libre.

d) Los extremos de la cuerda estan fijos eldsticamente, es decir que: 9z —hul,_y,=0.
x b
z=0,L



e) Un extremo de la cuerda estd fijo rigidamente y el otro eldsticamente.

f) Un extremo de la cuerda estd fijo eldsticamente y el otro estd libre.

Problema 10: En los instrumentos musicales de cuerda percutida (por ejemplo, el piano) las osci-
laciones transversales de la cuerda tensa se generan mediante un golpe, que le da a la cuerda una
velocidad inicial sin desviacion inicial. Si el martillo percutor es plano, rigido y tiene un ancho 24, el
perfil de velocidad inicial de la cuerda estara dado por:

o Vo |T—x| <O

0 |z—z, >0

suponiendo que el martillo golpea a una distancia z, del extremo de la cuerda y que ésta tiene un
largo L.

a) Determine las oscilaciones de la cuerda u(z,t) para todo t > 0, suponiendo que Uy = ¢ Uzy.

b) Para la energia de la cuerda oscilando se tiene la expresién
L
E = 5/0 p (PuZ + uf) do

donde la densidad p = M/L, si M es la masa de la cuerda. Calcule la energia asociada con cada
modo de oscilacién o “armonico”.

c) Determine en qué puntos de la cuerda x, la percusién no excita el m-ésimo modo de oscilacién.

d) Bajo la razonable aproximacién 6 < L, determine cuél es el arménico que mas resuena (es decir
que posee mayor energia) si se percute la cuerda a una distancia x, de uno de sus extremos.

Problema 11: Calcule las oscilaciones propias de una membrana circular

a) con la frontera fija rigidamente;

b) con la frontera libre.

Problema 12: Calcule la frecuencia méas baja de oscilaciéon de una onda acustica en una esfera hueca

de radio R. La condicién de contorno es B_(b =0 y ¢ obedece la ecuacién de ondas homogénea.
"lr=R

Problema 13: La cantidad u satisface la ecuaciéon de ondas homogénea dentro de un cilindro de

radio a, con la condicién de contorno u = 0 en las paredes del cilindro. En el extremo z = 0 se tiene

—iwot.

ue u = Uy e es decir, se estan enviando ondas a lo largo del tubo con diferentes distribuciones
(0] b) )

espaciales (modos). Encuentre la velocidad de fase del modo fundamental como funcién de la frecuencia
w, e interprete el resultado para pequenos valores de w,.

Problema 14: Encuentre las frecuencias de oscilacion més bajas de un parche de tambor en forma
de tridngulo isésceles recto de lados a, a y av/2.

Problema 15: Considere un parche de tambor con la forma de un sector circular de radio R y angulo
s.
a) ;Cudl modo es el ilustrado en la figura? Dé su respuesta para 8 = n/2, m, 37/2.

—
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b) Esquematice en un grafico las frecuencias de los primeros seis modos como funciones de .

Problema 16: La ecuacién que describe las ondas eldsticas en un medio isotrépico es:

0%a

donde @ mide los desplazamientos desde el equilibrio, p es la densidad, y A y p son las constantes
elasticas del medio. Encuentre la frecuencia més baja de oscilacién de una esfera eldstica isotrépica de
radio R, dado que:

a) d(¥) es de la forma f(r)é, , y

da,

b) la condicién de contorno en r = R es AV - d + 2p = 0. Con el fin de calcular un nimero

,
concreto, considere al final A = p.

Problema 17: En el exterior de un cilindro infinitamente largo de radio a la funcién potencial u(Z, t)
satisface la ecuacion de ondas. El cilindro se encuentra dividido longitudinalmente, y sobre su superficie

uge” ot (0 < ¢ < )
—uge” W0t (1 < ¢ < 27)
Calcule u(Z,t) fuera del cilindro si sélo existen ondas salientes para r > a.

Problema 18: Suponga que la densidad de neutrones n dentro del ?3°U obedece la ecuacién diferen-
cial: 1
n
Vi 4+ An = ——
K Ot
a) Encuentre el radio critico R, para el cual una esfera de ?*U con un radio igual o mayor a dicho
valor es inestable, es decir que la densidad de neutrones en su interior crece exponencialmente

con el tiempo.

b) Suponga dos hemisferios de 23°U que se encuentran en el limite de estabilidad. Si se juntan para
formar una esfera, ésta resulta inestable, y se cumple que n ~ ¢'/T . Encuentre la constante de

tiempo 7 de la explosién resultante.

Problema 19: Una esfera de radio R estd uniformemente a temperatura 7" = 0. En el instante
t = 0 se sumerge en un bano liquido a temperatura constante 7T,. Calcule la subsiguiente distribucién
de temperatura T'(Z,t) dentro de la esfera. [Utilice kK = conductividad térmica / (densidad x calor
especifico)].

Problema 20: La temperatura en una esfera homogénea de radio a obedece la ecuacion de difusion
V2T = (1/k) (0T /8t), con k constante. Por acciones externas, la temperatura de la superficie de la
esfera es forzada a comportarse segin lo ilustrado en la figura. Calcule la temperatura T'(t) en el
centro de la esfera.

=37 =27 —T T 27 37 47 57



Las alteraciones se extienden para t = Fo0.

Problema 21: Encuentre los tres autovalores mas pequenios de la ecuacién de Schrédinger para una
particula confinada en una caja cilindrica de radio a y altura h:

h2
—2—V21/1 = Ev (¢ = 0 sobre las paredes) a ~h
m

Problema 22: Utilice la transformada coseno con respecto a y para calcular la distribucién de
temperatura estacionaria en un sélido semi-infinito (x > 0) cuando la temperatura en la superficie
(z = 0) se mantiene constante e igual a la unidad para —a < y < a, y cero fuera de esa franja.

Problema 23: Un alambre recto de radio a se sumerge en un volumen infinito de liquido. Inicialmente
el alambre y el liquido tienen temperatura 7' = 0. En ¢t = 0 el alambre es subitamente llevado a la
temperatura T, y a partir de entonces, mantenido a esa temperatura. Encuentre la transformada de
Laplace F(r,s) de la distribucién de temperatura T'(r,t) resultante en el liquido.

Problema 24: Utilice transformadas de Fourier para calcular el movimiento de una cuerda estirada,
infinitamente larga, con desplazamientos iniciales dados y(x,0) = ¢(z) y velocidad inicial nula. Los
desplazamientos satisfacen la ecuacién de ondas homogénea.

Problema 25: Las funciones de Green pueden calcularse para ecuaciones diferenciales homogéneas
con condiciones de contorno inhomogéneas. Para ilustrar esto, considere la ecuacion de Helmholtz:

V2u(r,0) + k*u(r,0) = 0

dentro del circulo de radio R, con la condicién de contorno dada: u(R,60) = f(€). La solucién puede

escribirse como: )
T

w(F) = 0 G(,0) f(0') O’ .

Calcule G(Z,6").



