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Notacion: Transformada de Fourier y formula de inversién

fw) = Famol f(2) e f(x)dw
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Problema 1: Pruebe que

0) Fooso{ f(2)e™™*} = f(w+h).

df

) Fsol—inf ()} = .

Problema 2: Pruebe que la transformada de Fourier de f (x) = e o > 0, es otra
Gaussiana, a saber f(w) = e~**/(4®) /\/2q. Para esto muestre que
a) / flx)dx = \/E
o)
b) f'(x) = —2ax f(z).
Usando b) muestre que f’(w) = —21 f (w). Finalmente integre esta ecuacién diferencial y
o)

determine la constante de integracién usando a).

Problema 3: Calcule la transformada de Fourier de las siguientes funciones:

a) f(z) = a2+—2 Ayuda: Usar el Teorema de los residuos.

b) f(x) = ze o,
Problema 4: Sean f y g funciones definidas como
1 osifx] <1, 1—|z| silz| <1,
flz) = { 0 en otro caso, Y 9(w) = { 0 en otro caso.

Calcule las transformadas de Fourier f(w) y §(w).

Problema 5: Recordando que la convolucién Fourier de dos funciones f(z) y g(z) se

define como
(f * 0) / fz—t)g

a) (f*g)(x)=(g9*f)(z).
b) Feosul(f*g)(w)} = \/ﬂf(w)g(w)

pruebe que



Problema 6: Un sistema lineal es excitado por una senal periddica f(t), tal que f(t+7T) =
f(t). La respuesta del sistema es tal que una entrada sinusoidal de frecuencia angular w
es multiplicada por (wp/w)?, a menos que w = 0, en cuyo caso no hay salida. La salida

puede ser escrita como
9 [T
=— / Gt —1t) f(t)dt.
T Jo
Calcule la funcién G(t).

Problema 7: Sea f € S(R?). Prucbe que la transformada de Fourier, f(k) = F. g (f(Z),
satisface

a) f(T+h) = PR ().
b) f(Z)e~iTh - f(k + h).
¢) f(6F) = 6~ (671F)

d) (%)af(f) — (zk:)“f(ﬁ), donde « es un multi indice.

e) (—ix)*f(Z) — <%>af(l€), donde « es un multi indice.

Problema 8: Una rotacién en R¢ es una transformacién lineal que preserva el producto
interno. Osea,
a) R(az + by) = aR(z) + bR(y),
b) R(r)- R(y) = x -y, para todo z,y € R%
Pruebe que .
f(RZ) — f(RE).

Como corolario, pruebe que si f(Z) tiene simetria esférica, entonces su transformada de
Fourier también.

Problema 9: Sean (7,6, ¢) coordenadas esféricas en R3. Calcule la transformada de Fou-

£@) = (5) e,

mal

rier de

Problema 10: Si f (s) es la transformada de Laplace de f(t), pruebe que

a) Leos{ua(t)f(t —a)} = e f(s).
b) Liss{ePf(1)} = f(s — B).

&) Lioa{—t1(1)} = L f(s).

donde se define la funcién escalén u,(t) como:

1 sit>a,
ua(t)—{ 0 sit<a.

Problema 11: Calcule las transformadas de Laplace de:

sin(at)

a) f(t) =", b) f(t) = ; c) f(t) =

a a




Problema 12: Si h(t) = /0 f(z)g(t — z)dx entonces h(s) = f(s)g(s).

Problema 13: Calcule la transformada de Laplace L,_,s{f(z)} de la funcién dibujada a
continuacion:

f(x)

Problema 14: ;De qué funcién es

1
(s2+1)(s—1)

la transformada de Laplace?

Problema 15: Considere un péndulo ideal que cuelga bajo la accién de la gravedad y es
perturbado por una fuerza tangente a la trayectoria dada por:

F(t) = F, cos(wt)

a) Determine en la aproximacién de oscilaciones pequenas el angulo de desviacién del
equilibrio utilizando la transformada de Laplace.

b) Indique para qué valores de w no se mantendré vélida para todo t la aproximacién
de pequenas oscilaciones y explique porqué.

Problema 16: Tres niucleos radioactivos decaen sucesivamente en serie, de forma tal que
los nimeros N;(t) de cada tipo obedecen las ecuaciones
dN1 dN2 dN3

— = —A\1Vy, = A1 N1 — A2 Vo, o

— = ANy — A3N3.
0t I 20V2 — A3lV3

Si inicialmente Ny = N, Ny = 0, N3 = n, calcule N3(¢) utilizando transformadas de
Laplace.



