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Introduccidn

Una superalgebra es un dlgebra Z-graduada A = A5 @ Az,
(si a € An, b € Ag entonces ab € A, para a, 3 € {0,1}).
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Introduccidn

Una superalgebra es un dlgebra Z-graduada A = Az @ Az,
(sia € An, b € Ag entonces ab € A, para o, 3 € {0,1}).

Una superdlgebra de Lie es una superdlgebra g = g5 & g7 con
una multiplicacién que denotamos por [, | que satisface:

[a, 6] = —(~1)*"[b, 4]

[a,[b, c]] = [[a, b], c] + (—1)*°[b, [a, c]]

para a € g, b € ga.
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Introduccidn

Una superalgebra es un dlgebra Z-graduada A = Az @ Az,
(sia € An, b € Ag entonces ab € A, para o, 3 € {0,1}).

Una superdlgebra de Lie es una superdlgebra g = g5 & g7 con
una multiplicacién que denotamos por [, | que satisface:

[a, 6] = —(~1)*"[b, 4]

[a,[b, c]] = [[a, b], c] + (—1)*°[b, [a, c]]

para a € g, b € ga.

Diremos que P(a) = a:si a € g,.
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Equivalentemente, una superdlgebra de Lie puede definirse
como una triada de objetos:
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Equivalentemente, una superdlgebra de Lie puede definirse
como una triada de objetos:

Un dlgebra de Lie g5, un gg- médulo gg
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Motivacién original

Encontrar una prueba del teorema de clasificacién de las
superdlgebras de Lie cldsicas de dimensién finita sobre C
usando la clasificacién de las superalgebras de Lie
contragradientes de crecimiento finito.
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[Kac]

Teorema (Teorema de Clasificacién)

Una superdlegbra de Lie cldsica de dimension finita sobre C es
isomorfa a un dlgebra de Lie simple A,, B, ..., G» 0 a una de
las superalgebras A(m, n), B(m, n), C(n), D(m, n), D(2,1; «)
cona #0,—-1, F(4),G(3),P(n) o Q(n).
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Motivacidon secundaria

Entender cuales son las dificulades para dar una prueba
alternativa en el caso de las superalgebras de Lie clasicas
bésicas, que son las que admiten una forma bilineal par
invariante no degenerada.
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Sea | ={1,...,n}, A= (aj)7;_; una matrizde rango L, 7 C I.

Tomamos un espacio vectorial h de dimensién
n+ corank(A) =2n— L
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Superalgebras de Lie Contragradientes
Sea | ={1,...,n}, A= (aj)7;_; una matrizde rango L, 7 C I.

Tomamos un espacio vectorial h de dimensién
n+ corank(A) =2n— L

funcionales linealmente independientes asq, ..., o, € h*
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Superalgebras de Lie Contragradientes
Sea | ={1,...,n}, A= (aj)7;_; una matrizde rango L, 7 C I.

Tomamos un espacio vectorial h de dimensién
n+ corank(A) =2n— L

funcionales linealmente independientes asq, ..., o, € h*

h1, ..., h, € h tal que Oéj(h,') = ajj.
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Superalgebras de Lie Contragradientes
Sea | ={1,...,n}, A= (aj)7;_; una matrizde rango L, 7 C I.
Tomamos un espacio vectorial h de dimensién
n+ corank(A) =2n— L
funcionales linealmente independientes asq, ..., o, € h*
h1, ..., hp € h tal que aj(h;) = aj;.

Definimos g(A,7) como la superdlgebra de Lie con generadores
X1, ..y Xny Y1, ..., Yn, €l espacio vectorial h y las relaciones
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Superalgebras de Lie Contragradientes
Sea | ={1,...,n}, A= (aj)7;_; una matrizde rango L, 7 C I.
Tomamos un espacio vectorial h de dimensién
n+ corank(A) =2n— L
funcionales linealmente independientes asq, ..., o, € h*
h1, ..., hp € h tal que aj(h;) = aj;.

Definimos g(A,7) como la superdlgebra de Lie con generadores
X1, ..y Xny Y1, ..., Yn, €l espacio vectorial h y las relaciones

[h, Xi] = ai(h)Xi
[h, Yi] = —ai(h)Y;
[Xi, Yj] = dijhi

[h, k] =0

para h, k € h.
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Teorema
a) Si denotamos por ny (respectivamente n_) a la
subsuperdlgebra en g(A, ) generada por Xi, ..., Xy

(respectivamente Y1, ..., Yy), entonces como espacios
vectoriales
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Teorema

a) Si denotamos por ny (respectivamente n_) a la
subsuperdlgebra en g(A, ) generada por Xi, ..., Xy
(respectivamente Y1, ..., Yy), entonces como espacios
vectoriales

g(AT)=nydhdn_.

b) ny y n_ son libres en Xi,....Xp y en Y1,..., Y
respectivamente.
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Teorema

a) Si denotamos por ny (respectivamente n_) a la
subsuperdlgebra en g(A, ) generada por Xi, ..., Xy
(respectivamente Y1, ..., Yy), entonces como espacios
vectoriales

g(AT)=nydhdn_.
b) ny y n_ son libres en Xi,....Xp y en Y1,..., Y

respectivamente.

c) El mapa X; — —(=1)P0Y;, Y; - —X; y h — —h para
h € h admite una tnica extension a un automorfismo w que
tiene orden 4siT # ¢ y 2si T = ¢.
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Denotamos @ = >_"_; Za; a lo que llamaremos el reticulo de
raices, Qv =Y 11 Zia.

d) Con respecto a h se tiene la siguiente descomposicién en
espacios de raices:

g(AT) = @aEQiga ©h Dacq: 8-«
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Denotamos @ = >_"_; Za; a lo que llamaremos el reticulo de
raices, Qv =Y 11 Zia.
d) Con respecto a h se tiene la siguiente descomposicién en
espacios de raices:

Q(A, T) = @aEQié—a ®h @aeQi 8-
donde g, = {x € g(A,7)|[h, x] = a(h)x para todo h € h}.
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raices, Qv =Y 11 Zia.
d) Con respecto a h se tiene la siguiente descomposicién en
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e) Z(A, 1) admite una Z-graduacién

g(A,T) = Dicz8i
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Denotamos @ = >_"_; Za; a lo que llamaremos el reticulo de
raices, Qv =Y 11 Zia.

d) Con respecto a h se tiene la siguiente descomposicién en
espacios de raices:

g(AT) = @aEQiga ©h Dacq: 8-«

donde g, = {x € g(A,7)|[h, x] = a(h)x para todo h € h}.
Ademads, dimg, < 0oy 8, C ny para ta € Q.

e) Z(A, 1) admite una Z-graduacién
E(A,T) = Diczéi
donde
& =h, yparai>0 & = ©Ona=i8a, E-i= Dhta=i8—a
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Denotamos @ = >_"_; Za; a lo que llamaremos el reticulo de
raices, Qv =Y 11 Zia.

d) Con respecto a h se tiene la siguiente descomposicién en
espacios de raices:

g(AT) = @aEQiga ©h Dacq: 8-«

donde g, = {x € g(A,7)|[h, x] = a(h)x para todo h € h}.
Ademads, dimg, < 0oy 8, C ny para ta € Q.

e) Z(A, 1) admite una Z-graduacién
E(A,T) = Diczéi
donde
& =h, yparai>0 & = ©Ona=i8a, E-i= Dhta=i8—a

si consideramos htaw = Y i ki para a =Y, k.



swperdlgebras  Denotamos Q@ = Y7 Za; a lo que llamaremos el reticulo de
de Lie contra- , n -
gradientes de raices, Q+ — lel Z+O{,

crecimiento

ey d) Con respecto a h se tiene la siguiente descomposicién en
mpares espacios de raices:
Florencia
o > _ 5 ~
Hur:(:iskzer g(A7 T) - @QEQigOL S h @QEQi E—a

donde g, = {x € g(A,7)|[h, x] = a(h)x para todo h € h}.
Ademads, dimg, < 0oy 8, C ny para ta € Q.

Superalgebras
de Lie Contra-

gradientes e) Z(A, 1) admite una Z-graduacién
g(A,T) = ®icz&i
donde
& =h, yparai>0 & = ©Ona=i8a, E-i= Dhta=i8—a
si consideramos htaw = Y i ki para a =Y, k.

f) Existe un dnico ideal maximal r que intersecta trivialmente a
h. M3s alin

El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar

Kac-Moody



Superélgebras
de Lie contra-
gradientes de
crecimiento
finito y
reflexiones
impares

Florencia

Orosz
Hunziker

Superalgebras

de Lie Contra-

gradientes

El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar

Kac-Moody

Denotamos @ = >_"_; Za; a lo que llamaremos el reticulo de
raices, Qv =Y 11 Zia.
d) Con respecto a h se tiene la siguiente descomposicién en
espacios de raices:
g\’(A, T) = @aEQiga ®h @aeQi 8-
donde g, = {x € g(A,7)|[h, x] = a(h)x para todo h € h}.
Ademads, dimg, < 0oy 8, C ny para ta € Q.
e) Z(A, 1) admite una Z-graduacién
B(A,T) = ®iczbi

donde

g =h, yparai>0 g = ®na=i8as E-i= Dhta=if—a
si consideramos htaw = Y i ki para a =Y, k.

f) Existe un dnico ideal maximal r que intersecta trivialmente a
h. M3s alin

r=(rNn_-)®(rNn;y) (suma directa de ideales).
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Definicién
Una superdlgebra de Lie contragradiente g(A, 7) es el cociente

g(A,T) - é’(A,T)/r.
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una descomposicién en espacios de raices de g(A, ) con
respecto a h:
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Por la independencia lineal de a4, ..., a, no tenemos raices
nulas, luego go = h.
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nulas, luego gop = h.
Si o # 0y g, # 0 entonces « es una raiz de multiplicidad

m(a) = dimg,,.
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Por la independencia lineal de a4, ..., a, no tenemos raices
nulas, luego gop = h.

Si o # 0y g, # 0 entonces « es una raiz de multiplicidad
m(a) = dimg,,.

Denotamos con A al conjunto de raices. Definimos las raices
positivas A, = AN Q4+
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Por la independencia lineal de a4, ..., a, no tenemos raices
nulas, luego gop = h.

Si o # 0y g, # 0 entonces « es una raiz de multiplicidad
m(a) = dimg,,.

Denotamos con A al conjunto de raices. Definimos las raices
positivas Ay = AN Q+ y las negativas A_ = AN —Q4.
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Por la independencia lineal de a4, ..., a, no tenemos raices
nulas, luego gop = h.

Si o # 0y g, # 0 entonces « es una raiz de multiplicidad
m(a) = dimg,,.

Denotamos con A al conjunto de raices. Definimos las raices
positivas Ay = AN Q4+ y las negativas A_ = AN —Q4. Se
tiene la unidn disjunta

A=A, UA_.
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Notemos que si o« € A entonces g, es el espacio vectorial
generado linealmente por elementos de la forma
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Notemos que si o« € A entonces g, es el espacio vectorial
generado linealmente por elementos de la forma

[(Xi, [Xi,, ... Xi.] tal que ajy + ... + o, = .

Luego, podemos reescribir

g(A,7)=n_@®h@n,, donde ni = Boea, &a-
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Por el teorema anterior, el ideal r C g(A, 7) es W-invariante.
Luego w induce un automorfismo w de orden 4 0 2 en la
superalgebra de Lie g(A, 7) llamado automorfismo de Cartan.
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Por el teorema anterior, el ideal r C g(A, 7) es W-invariante.
Luego w induce un automorfismo w de orden 4 0 2 en la

superalgebra de Lie g(A, 7) llamado automorfismo de Cartan.
Estd determinado por

w(X;)

—-(-1)

"0y,

w(Yi) = =Xy w(h)

—h para h € h.
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Por el teorema anterior, el ideal r C g(A, 7) es W-invariante.
Luego w induce un automorfismo w de orden 4 0 2 en la
superalgebra de Lie g(A, 7) llamado automorfismo de Cartan.

Estd determinado por

w(X) = ~(~1)"O,

w(Y;) = —Xi y w(h) = —h para h € h.

Puesto que w(gy) = g-q, tenemos que m(a) = m(—a) y
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Por la homogeneidad de los elementos X;, Y; respecto de la Z»
graduacién y por la independencia lineal de aj, ..., a, se sigue
que los espacios de raices g, son homogéneos, i.e., estdn
contenidos sélo en uno de los espacios vectoriales g(A, 7)g o

g(A’T)i'
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Por la homogeneidad de los elementos X;, Y; respecto de la Z»
graduacién y por la independencia lineal de aj, ..., a, se sigue
que los espacios de raices g, son homogéneos, i.e., estdn
contenidos sélo en uno de los espacios vectoriales g(A, 7)g o

g(A 7)1
Denotamos Ay = {a € A| g C g(A, 7)5} Y
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Por la homogeneidad de los elementos X;, Y; respecto de la Z»
graduacién y por la independencia lineal de aj, ..., a, se sigue
que los espacios de raices g, son homogéneos, i.e., estdn
contenidos sélo en uno de los espacios vectoriales g(A, 7)g o
g(A>T)i'

Denotamos Ay = {a € A| g C g(A, 7)5} Y
A; ={a € Al go C g(A, 7)1} a los conjuntos de raices pares e
impares respectivamente.
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Por la homogeneidad de los elementos X;, Y; respecto de la Z»
graduacién y por la independencia lineal de aj, ..., a, se sigue
que los espacios de raices g, son homogéneos, i.e., estdn
contenidos sélo en uno de los espacios vectoriales g(A, 7)g o

g(A>T)i'

Denotamos Ay = {a € A| g C g(A, 7)5} Y
A; ={a € Al go C g(A, 7)1} a los conjuntos de raices pares e
impares respectivamente.

Tenemos entonces la unién disjunta

A:A()UAT
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Diremos que una matriz A es una matriz generalizada de Cartan
si A satisface las siguientes condiciones para todo i,/ € I:
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Diremos que una matriz A es una matriz generalizada de Cartan
si A satisface las siguientes condiciones para todo i,/ € I:
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2) ajj = 0 implica P(i) = 1.
3) ajj # 0 implica 2aj;/a;; € Z_ para i # j.
)

4) ajj # 0y P(i) = 1 implica ajj/aji € Z_ para i # j.
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Definicién

Una superdlgebra de Lie contragradiente g(A, ) es una
superalgebra de Lie de Kac-Moody si A es una matriz
generalizada de Cartan.



Superélgebras
de Lie contra-
gradientes de
crecimiento
finito y
reflexiones
impares

Florencia
Orosz
Hunziker

Superalgebras
de Lie de
Kac-Moody

El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar
Kac-Moody

Definicién

Una superdlgebra de Lie contragradiente g(A, ) es una
superalgebra de Lie de Kac-Moody si A es una matriz
generalizada de Cartan.

Proposicién
Los operadores adX;, adY; son localmente nilpotentes en una
superalgebra de Kac-Moody.
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Si B = DA con D una matriz diagonal inversible entonces
g(A) ~ g(B).
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Resultados
preliminares,definiciones y

propiedades

Si B = DA con D una matriz diagonal inversible entonces
g(A) ~ g(B).

Por ello asumiremos sin pérdida de generalidad que a;; € {0,2}.

Si {a1,...,an} son las raices simples de g(A) denotamos a,g
con a =, f=qj a aj.
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Es inmediato ver que las posibilidades para cada raiz simple
« = (j son cuatro:

1) ana =2y P(i) = 0. Este es el caso clasico, en el que
Xi, Yi, hi generan una subdlgebra isomorfa a s/(2).
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Es inmediato ver que las posibilidades para cada raiz simple
« = (j son cuatro:

1) ana =2y P(i) = 0. Este es el caso clasico, en el que
Xi, Yi, hi generan una subdlgebra isomorfa a s/(2).

2) a0 =0y P(i) = 0.
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Es inmediato ver que las posibilidades para cada raiz simple
« = (j son cuatro:

1) ana =2y P(i) = 0. Este es el caso clasico, en el que
Xi, Yi, hi generan una subdlgebra isomorfa a s/(2).

2) ana =0y P(i) = 0. En este caso Xj, Y, h; generan una
subdlgebra isomorfa al dlgebra de Heisenberg.
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Es inmediato ver que las posibilidades para cada raiz simple
« = (j son cuatro:

1) ana =2y P(i) = 0. Este es el caso clasico, en el que
Xi, Yi, hi generan una subdlgebra isomorfa a s/(2).

2) ana =0y P(i) = 0. En este caso Xj, Y, h; generan una
subdlgebra isomorfa al dlgebra de Heisenberg.

3) daa =2y P(i)=1.



Superélgebras
de Lie contra-
gradientes de
crecimiento
finito y
reflexiones
impares

Florencia
Orosz
Hunziker

Superalgebras
de Lie contra-
gradientes con
una raiz
isotrépica

El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar

Kac-Moody

Es inmediato ver que las posibilidades para cada raiz simple
« = (j son cuatro:

1) ana =2y P(i) = 0. Este es el caso clasico, en el que
Xi, Yi, hi generan una subdlgebra isomorfa a s/(2).

2) ana =0y P(i) = 0. En este caso Xj, Y, h; generan una
subdlgebra isomorfa al dlgebra de Heisenberg.

3) @na =2y P(i) = 1. En este caso Xj, Y;, h; generan una sub
(super)algebra isomorfa a osp(1]2) y 2«; es raiz.
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Es inmediato ver que las posibilidades para cada raiz simple
« = (j son cuatro:

1) ana =2y P(i) = 0. Este es el caso clasico, en el que
Xi, Yi, hi generan una subdlgebra isomorfa a s/(2).

2) ana =0y P(i) = 0. En este caso Xj, Y, h; generan una
subdlgebra isomorfa al dlgebra de Heisenberg.

3) @na =2y P(i) = 1. En este caso Xj, Y;, h; generan una sub
(super)algebra isomorfa a osp(1]2) y 2«; es raiz.

4) aga =0y P(i) = 1.
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Es inmediato ver que las posibilidades para cada raiz simple
« = (j son cuatro:

1) ana =2y P(i) = 0. Este es el caso clasico, en el que
Xi, Yi, hi generan una subdlgebra isomorfa a s/(2).

2) ana =0y P(i) = 0. En este caso Xj, Y, h; generan una
subdlgebra isomorfa al dlgebra de Heisenberg.

3) @na =2y P(i) = 1. En este caso Xj, Y;, h; generan una sub
(super)algebra isomorfa a osp(1]2) y 2«; es raiz.

4) anq =0y P(i) = 1. En este caso [X;, Xi] =[Yi, Yi] =0y
Xi, Y;, h; generan una subdlgebra isomorfa a s/(1|1).
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Es inmediato ver que las posibilidades para cada raiz simple
« = (j son cuatro:

1) ana =2y P(i) = 0. Este es el caso clasico, en el que

Xi, Yi, hi generan una subdlgebra isomorfa a s/(2).

2) ana =0y P(i) = 0. En este caso Xj, Y, h; generan una
subdlgebra isomorfa al dlgebra de Heisenberg.

3) @na =2y P(i) = 1. En este caso Xj, Y;, h; generan una sub
(super)algebra isomorfa a osp(1]2) y 2«; es raiz.

4) apo =0y P(i) = 1. En este caso [X;, Xi| =[Y;,Yi] =0y
Xi, Y;, h; generan una subdlgebra isomorfa a s/(1|1).

En el dltimo caso decimos que « es isotrépica y por definicién
una raiz isotrépica es impar.
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Es inmediato ver que las posibilidades para cada raiz simple
« = (j son cuatro:

1) ana =2y P(i) = 0. Este es el caso clasico, en el que
Xi, Yi, hi generan una subdlgebra isomorfa a s/(2).

2) ana =0y P(i) = 0. En este caso Xj, Y, h; generan una
subdlgebra isomorfa al dlgebra de Heisenberg.

3) @na =2y P(i) = 1. En este caso Xj, Y;, h; generan una sub
(super)algebra isomorfa a osp(1]2) y 2«; es raiz.

4) apo =0y P(i) = 1. En este caso [X;, Xi| =[Y;,Yi] =0y
Xi, Y;, h; generan una subdlgebra isomorfa a s/(1|1).
En el dltimo caso decimos que « es isotrépica y por definicién

una raiz isotrépica es impar. En los otros casos decimos que la
raiz es no isotrépica.
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Una raiz simple es regular si para toda otra raiz simple (3,
a,s = 0 implica ag, = 0. Si a no es regular, la llamamos
singular.
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Lema
Para un subconjunto J C I, sea A, la subsuperalgebra
generada en g(A) por h, X;, Y paraic J.
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Lema

Para un subconjunto J C I, sea A, la subsuperalgebra
generada en g(A) por h, X;,Y; para i € J. Entonces, A, es
isomorfa a h* @ g(Ay) donde A; = (ajj)ij cs y h* es un
subespacio de h.
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Lema

Para un subconjunto J C I, sea A, la subsuperalgebra
generada en g(A) por h, X;,Y; para i € J. Entonces, A, es
isomorfa a h* @ g(Ay) donde A; = (ajj)ij cs y h* es un
subespacio de h.Mas precisamente, h* es un subespacio
maximal en Njc jKer «; que intersecta trivialmente al espacio
generado por {h;}ic.
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Una superdlgebra de Lie contragradiente g = g(A) tiene una
Z-graduacién natural
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g = Dgi

donde go :=hy g1 =80, ®... D &a,-
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Una superdlgebra de Lie contragradiente g = g(A) tiene una
Z-graduacién natural

g = Dgi
donde go :=hy g1 =80, ®... D &a,-

Esta graduacién se llama principal.
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Decimos que g tiene crecimiento finito si la dimensién de g,
crece polinomialmente en n.
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Decimos que g tiene crecimiento finito si la dimensién de g,
crece polinomialmente en n.

Esto es, si limp_,o0 (log (X7, dimg;) /log(n)) < oo
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Corolario

Si g(A) es de crecimiento finito, entonces para todo conjunto
J C I, la superdlgebra de Lie g(A;) es de crecimiento finito.
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A se dice indescomponible si el conjunto / no puede
descomponerse en dos conjuntos

J, K tales que ajy = aj =0parajec Jy k € K.
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A se dice indescomponible si el conjunto / no puede
descomponerse en dos conjuntos

J, K tales que ajy = aj =0parajec Jy k € K.

Diremos que A es elemental si no contiene filas nulas. En caso
contrario, diremos que A es no elemental.
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Integrabilidad y crecimiento finito

Diremos que g(A) es integrable si adX; es localmente
nilpotente para todo i € /.
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Integrabilidad y crecimiento finito

Diremos que g(A) es integrable si adX; es localmente
nilpotente para todo i € /. En este caso Y; también resulta
localmente nilpotente para todo /7 € /.
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Proposicién
Sea g(A, 1) integrable y A elemental, indescomponible con
n>?2.
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Proposicién

Sea g(A, 1) integrable y A elemental, indescomponible con

n > 2. Entonces, luego de reescalar las filas de A se satisfacen
las siguientes condiciones:

1)aj=0o0a;=2paraicl.
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Proposicién

Sea g(A, 1) integrable y A elemental, indescomponible con

n > 2. Entonces, luego de reescalar las filas de A se satisfacen
las siguientes condiciones:

1)aj=0o0a;=2paraicl.

2) Si aji = 0 entonces P(i) = 1.
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Proposicién

Sea g(A, 1) integrable y A elemental, indescomponible con

n > 2. Entonces, luego de reescalar las filas de A se satisfacen
las siguientes condiciones:

1)aj=0o0a;=2paraicl.
2) Si aji = 0 entonces P(i) = 1.
3) Si a; = 2 entonces a;; € 2P()7,_
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Proposicién

Sea g(A, 1) integrable y A elemental, indescomponible con

n > 2. Entonces, luego de reescalar las filas de A se satisfacen
las siguientes condiciones:

1)aj=0o0a;=2paraicl.
2) Si aji = 0 entonces P(i) = 1.
3) Si a; = 2 entonces a;; € 2P()7,_

4) Si ajj =0 y aji # 0 entonces aj; = 0.
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Si ajj =0y P(i) =0, entonces h;, X;, Y; generan una
subdlgebra de Heisenberg /.
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Si ajj =0y P(i) =0, entonces h;, X;, Y; generan una
subdlgebra de Heisenberg /. Por ser A elemental, existe j tal que
a;j 75 0.
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Si ajj =0y P(i) =0, entonces h;, X;, Y; generan una
subdlgebra de Heisenberg /. Por ser A elemental, existe j tal que
aj # 0. Luego Y; genera el /-médulo irreducible de dimensién
infinita con carga central —aj;. Luego (adY;)™Y; # 0 para todo
m > 0 lo que contradice el hecho de que g(A) es integrable.
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Si ajj =2y P(i) = 0, entonces hj, X;, Y; generan una
subdlgebra isomorfa a s/(2).
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Si ajj =2y P(i) =0, entonces h;, X;, Y; generan una
subdlgebra isomorfa a s/(2). Cualquier Y; genera un
I-submédulo M con peso maximo —aj;.
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Si ajj =2y P(i) =0, entonces h;, X;, Y; generan una
subdlgebra isomorfa a s/(2). Cualquier Y; genera un
I-submédulo M con peso mdximo —aj;. Como adY; es
localmente nilpotente, este submédulo debe ser de dimensidn
finita. Esto implica —a;; € Z, i.e. aj € Z_.
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Si aj =2y P(i) = 1, entonces hj, X;, Y; generan una
subdlgebra isomorfa a osp(1,2).
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Si aj =2y P(i) = 1, entonces hj, X;, Y; generan una
subdlgebra isomorfa a osp(1,2). Cualquier Y; genera un
I-submédulo M con peso maximo —%a;j.
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Si aj =2y P(i) = 1, entonces hj, X;, Y; generan una
subdlgebra isomorfa a osp(1,2). Cualquier Y; genera un
I-submédulo M con peso maximo — 1aU Como adY; es

localmente nilpotente, este submddulo debe ser de dimensidn
finita.
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Si aj =2y P(i) = 1, entonces hj, X;, Y; generan una
subdlgebra isomorfa a osp(1,2). Cualquier Y; genera un
I-submédulo M con peso maximo — 1aU Como adY; es
localmente nilpotente, este submddulo debe ser de dimensidn
finita. Esto implica —%a;j €Zy,ie ajc2l_.
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Para probar la dltima afirmacién
que a,-,-:2, a,-J-:Oyaj,-;«éO.

de la proposicién supongamos
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Para probar la dltima afirmacién de la proposiciéon supongamos
que a;; = 2, a;j = 0y aji # 0. Entonces Y; genera un
s/(2)-médulo de peso maximo 0. Luego M es el s/(2)-médulo
trivial o un médulo de Verma.
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Para probar la dltima afirmacién de la proposiciéon supongamos
que a;; = 2, a;j = 0y aji # 0. Entonces Y; genera un
s/(2)-médulo de peso maximo 0. Luego M es el s/(2)-médulo
trivial o un médulo de Verma. Por ser adY; localmente
nilpotente, M es el s/(2)-médulo trivial. Luego [Y;, Yj] = 0.
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Para probar la dltima afirmacién de la proposiciéon supongamos
que a;; = 2, a;j = 0y aji # 0. Entonces Y; genera un
s/(2)-médulo de peso maximo 0. Luego M es el s/(2)-médulo
trivial o un médulo de Verma. Por ser adY; localmente
nilpotente, M es el s/(2)-médulo trivial. Luego [Y;, Yj] = 0.
Pero

[X;, [Yi, Vil = £[H}, Yi] = £a;Yi # 0
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Para probar la dltima afirmacién de la proposiciéon supongamos
que a;; = 2, a;j = 0y aji # 0. Entonces Y; genera un
s/(2)-médulo de peso maximo 0. Luego M es el s/(2)-médulo
trivial o un médulo de Verma. Por ser adY; localmente
nilpotente, M es el s/(2)-médulo trivial. Luego [Y;, Yj] = 0.
Pero

[X;, [Yi, Vil = £[H}, Yi] = £a;Yi # 0

por lo que llegamos a una contradiccién.
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el siguiente

resultado:
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Nos interesa demostrar el siguiente resultado:

Teorema
Sea A una matriz elemental. Si g(A) tiene crecimiento finito,

entonces g(A) es integrable.

Para probar este teorema necesitamos una serie de lemas.
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Lema (1)
Sea n =2 y ajpax; # 0. Si adXy no actda nilpotentemente en
Xz, entonces g(A) tiene crecimiento infinito.
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DEMOSTRACON

A es simetrizable, por lo que g(A) admite una forma bilineal
invariante (, ). Por hipdtesis tenemos que (adX1)" Xz # 0
para todo m € Z,. Tomamos para k € Z

E, = (adX1)3 Xs,
Fi = (adY1)3* Y3,
Hi = [Ex, Fi],

Bk = 3koy + an.
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Analizando los casos posibles es inmediato ver que B¢ — 3 ¢ A
si k #£ 1.
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Analizando los casos posibles es inmediato ver que B¢ — 3 ¢ A
si k # I. Luego, tenemos que

[Ek, Fi] = 0 Hk.
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Si | es la sub(super)algebra generada por Hy, Ex, Fx con
k € Z, entonces se demuestra que / tiene crecimiento infinito.
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Si | es la sub(super)algebra generada por Hy, Ex, Fx con
k € Z, entonces se demuestra que / tiene crecimiento infinito.
Para ello, primero se ve que existe k € Z tal que
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Si | es la sub(super)algebra generada por Hy, Ex, Fx con
k € Z, entonces se demuestra que / tiene crecimiento infinito.
Para ello, primero se ve que existe k € Z tal que

(Bki»> By + -+ Br,) #0
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k € Z, entonces se demuestra que / tiene crecimiento infinito.
Para ello, primero se ve que existe k € Z tal que

(Bkuﬁl@ + ...+ Bkr) 7£ 0
para toda secuencia k < k; < ... < k, usando el suguiente lema
técnico.
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Lema

Sea V' un espacio vectorial de dimensién 2 que admite un
producto bilineal no nulo simétrico. Para dos vectores v,w € V
tales que (v,w) # 0, existe k > 0 y ¢ € C tal que
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Usando que (Bk, + -.- + Bk, )(Hk,) = A(Bkys Bk, + -+ + Bk, ) con
A # 0 se sigue que Sy, + ... + Bk, # 0.
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A # 0 se sigue que i, + ... + Bk, # 0. Luego,

[Fios [Eys [Eg---Eig ]l = [Hio [y Eie ]] =

(Biy + - + B, ) (Hig )[Eky----Ei,] # 0 si k < ky < ... < k.
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Usando que (Bk, + ... + Bk, )(Hk,) = MBky» Biy + --- + Bk,) con
A # 0 se sigue que i, + ... + Bk, # 0. Luego,

[Fias [Ekys [Eky--Ei 111 = [Hiy s [Eiy----Ei 1] =

(Biy + - + B, ) (Hig )[Eky----Ei,] # 0 si k < ky < ... < k.
Luego, [Ek,,-..Ek,] # 0 y estos conmutadores son linealmente
independientes.
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Introducimos una Z- graduacién en g(A)

deg' X1 =1 deg’X> = 3.
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Introducimos una Z- graduacién en g(A)
deg' X1 =1 deg’X> = 3.

Se ve que deg’'[Ex,,...Ex,] = 3(ki + 1) + ... + 3(k, + 1).



Se sigue que dimg(A)5, > fkt1(n)
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Se sigue que dimg(A)j,, > fy+1(n) donde fi1(n) es la
cantidad de formas de escribir a n como una suma
my+ ...+ m,
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Se sigue que dimg(A)j,, > fy+1(n) donde fi1(n) es la
cantidad de formas de escribir a n como una suma
m+..+mconk+1<m<..<m,.
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Se sigue que dimg(A)j,, > fy+1(n) donde fi1(n) es la
cantidad de formas de escribir a n como una suma

my+ ...+ m, con k+1<my <..<m,. Luego g(A) tiene
crecimiento infinito con la nueva Z-graduacién.



Superélgebras
de Lie contra-
gradientes de
crecimiento
finito y
reflexiones
impares

Florencia
Orosz
Hunziker

El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar

Kac-Moody

Se sigue que dimg(A)j,, > fy+1(n) donde fi1(n) es la
cantidad de formas de escribir a n como una suma

my+ ...+ m, con k+1<my <..<m,. Luego g(A) tiene
crecimiento infinito con la nueva Z-graduacién.

Por otro lado, |deg’(X)| < 3|deg(X)| para todo X en g(A),
por lo que g(A) tiene crecimiento infinito en la graduacién
principal y el lema queda demostrado.
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Lema (2)

Sean=2, a;1 =2, a;p =0 y ap; # 0. Entonces g(A) tiene
crecimiento infinito.
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DEMOSTRACON

Definimos

(—1)PWPE)

X2 = [X1,X2], Y12 = [Y1, Yo

ani

Entonces, se tiene que

[X12, Yi2] = [X1, V1] = 1, [Xi2, Yi] = [Yi2, Xi] = 0.
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DEMOSTRACON

Definimos

Entonces, se tiene que
[X12, Yi2] = [X1, V1] = 1, [Xi2, Yi] = [Yi2, Xi] = 0.

Luego Xi2, Y12, X1, Y1 y h generan una subdlgebra / isomorfa a
un cociente de g(B) con b1 = bip = b1 = by = 2.
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DEMOSTRACON

Definimos

Entonces, se tiene que
[X12, Yi2] = [X1, V1] = 1, [Xi2, Yi] = [Yi2, Xi] = 0.

Luego Xi2, Y12, X1, Y1 y h generan una subdlgebra / isomorfa a
un cociente de g(B) con b1 = bip = b1 = by = 2.
En particular, adX; no es nilpotente en Xis.
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DEMOSTRACON

Definimos

Entonces, se tiene que
[X12, Yi2] = [X1, V1] = 1, [Xi2, Yi] = [Yi2, Xi] = 0.

Luego Xi2, Y12, X1, Y1 y h generan una subdlgebra / isomorfa a
un cociente de g(B) con b1 = bip = b1 = by = 2.

En particular, adX; no es nilpotente en Xis.

Por el Lema 1, / tiene crecimiento infinito y por lo tanto g(A)
tiene crecimiento infinito.



Lema (3)
Sea n= 3’

<O <Fr o«

it
v

Q>



Lema (3)

Sean=3,an=an=0y
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Lema (3)

Sean=3, a21=a22=0yag37é0.
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Lema (3)

563”23, 321232220)/3237&0.
Si adXy no actia de manera nilpotente en Xa, entonces g(A)
tiene crecimiento infinito.
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DEMOSTRACON DEL

Ahora podemos demostrar el Teorema.

TEOREMA
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DEMOSTRACON DEL
TEOREMA

Ahora podemos demostrar el Teorema.

Asumamos que adX; no es localmente nilpotente.

Entonces adX; no actiia de forma localmente nilpotente sobre
algiin X;.
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DEMOSTRACON DEL
TEOREMA

Ahora podemos demostrar el Teorema.

Asumamos que adX; no es localmente nilpotente.

Entonces adX; no actiia de forma localmente nilpotente sobre
algiin X;.

Si ajj = ajj = 0 entonces [X;, Xj] = 0. Luego a;; # 0 o0 aj; # 0.



Consideramos los siguientes casos:
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Consideramos los siguientes casos:
1) Si ajjaji # 0, entonces Ay, iy satisface las condiciones del
Lema 1y luego g(Ay; ) tiene crecimiento infinito.
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Consideramos los siguientes casos:
1) Si ajjaji # 0, entonces Ay, iy satisface las condiciones del
Lema 1y luego g(Ay; ) tiene crecimiento infinito.

2) Si ajj =2y ajj (aji) entonces Ay; j, satisface las condiciones
del Lema 2 y luego, g(Ay; ;1) tiene crecimiento infinito.
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Consideramos los siguientes casos:
1) Si ajjaji # 0, entonces Ay, iy satisface las condiciones del
Lema 1y luego g(Ay; ) tiene crecimiento infinito.

2) Si ajj =2y ajj (aji) entonces Ay; j, satisface las condiciones
del Lema 2 y luego, g(Ay; ;1) tiene crecimiento infinito.

3) El caso ajj = ajj = 0 es imposible ya que eso implicaria
ad2X,-(Xj) = 0.
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4) Si ajj =2, a;j # 0, aji = ajj = 0 entonces aj, # 0 para algtin
k € I por ser A elemental. Luego por el Lema 3 g(Ay; ;)
tiene crecimiento infinito.
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4) Si ajj =2, a;j # 0, aji = ajj = 0 entonces aj, # 0 para algtin
k € I por ser A elemental. Luego por el Lema 3 g(Ay; ;)
tiene crecimiento infinito.

5) Si ajj = a; =2, a; # 0 aj; = 0 entonces Ay, ;1 satisface las
condiciones del Lema 1 g(A{,-J-}) tiene crecimiento infinito.
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U 4) Si aj =2, ajj # 0, aji = ajj = 0 entonces aj # 0 para algtin
Florendia k € I por ser A elemental. Luego por el Lema 3 g(Ay; ;)
porosz tiene crecimiento infinito.
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Hungiher tiene crecimiento infinito.

5) Si ajj = a; =2, a; # 0 aj; = 0 entonces Ay, ;1 satisface las
condiciones del Lema 1 g(A{,-J-}) tiene crecimiento infinito.

6) Si ajj =0 a; # 0y aj = aj; =0, entonces aj, # 0 para
algin k € | por ser A elemental. Luego por el Lema 3
g(Aqijky) tiene crecimiento infinito.

7) Siajj = aj =0 a; # 0y aj; = 2, entonces Ay; j, satisface las
condiciones del Lema 1 y luego g(A{,-J}) tiene crecimiento
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Reflexiones impares

Si «j es una raiz isotrépica (regular), definimos la reflexién
impar (regular) o; del siguiente modo:
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y los elementos X!, Y/, h del siguiente modo:

sik=1i
sik;éiya,-k:akizo
si aj # 0 0 ax; # 0 para k # i.
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k= Xk Vil

hi
hy
(—=1)PR) (ahy + akih;)

sik=1i
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siajx #0o0 ay #0para k # i
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Definimos ademds para cada k € /
o) = oilay).

Entonces tenemos el siguiente resultado:
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Teorema
Sea g(A) una superdlgebra de Lie contragradiente con raices
simples 1 = {a, ..., an}.
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Teorema

Sea g(A) una superalgebra de Lie contragradiente con raices
simples 1 = {a1, ..., an}.

Supongamos que 1" = {a, .., a},} es el conjunto obtenido de
T por una reflexién o; impar regular.

Entonces {a/, ..,a},} es linealmente independiente.

Ademds, los elementos correspondientes X!, Y! h. para i € |
satisfacen las relaciones

[h7, Xi1 = ai(h))X;

/ / / / /!
[hj> Yil= _O‘i(hj)yi
(X7, Y{] = djhi.
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Ji—. simples 1 = {a1, ..., an}.

Florencia Supongamos que 1" = {a, .., a},} es el conjunto obtenido de
Orosz ., .

Hunziker T por una reflexién o; impar regular.

Entonces {a/, ..,a},} es linealmente independiente.
Ademds, los elementos correspondientes X!, Y! h. para i € |
satisfacen las relaciones

[h7, Xi1 = ai(h))X;

/ / / / /!
[hj> Yil= _O‘i(hj)yi
(X7, Y{] = djhi.

Mas adn, X!, Y!, h;, i € | generan a g(A).

e g(A7) = g(A', ') donde
impares T’ — {k c T, k 7é I ta/ que aj = 0 — aki} U {I}

Matriz obtenida
por reflexién
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Kac-Moody
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DEMOSTRACION

Debemos ver que [X], Y] = 0 para j # k.
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DEMOSTRACION

Debemos ver que [X/, Y] = 0 para j # k.
Si j, k # i, las posibilidades para oj(a;) — (k) son
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DEMOSTRACION

Debemos ver que [X/, Y] = 0 para j # k.
Si j, k # i, las posibilidades para oj(c;) — oj(ay) son

aj—
aj —
aj +
aj —

Ok
O —
Qj — Ok
(673

Siaj =aj=ax =aik =0
Sia,-j:aj,-:0yak;75003ik7'50
Siajk=ar=0yai#00a;#0
Siax#0o0ak#0ya;#00a;#0.
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Viendo caso por caso, tenemos que si j, k 7 i entonces
oi(aj) — oi(ak) ¢ A, y luego [X], Y;] = 0.
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Viendo caso por caso, tenemos que si j, k 7 i entonces
oi(aj) — oi(ak) ¢ A,y luego [X], Y;] = 0.

Asumamos ahora que j = i (k # i). Las posibilidades para
[X!, Y/] son

{ [Yi, Ye] =0 siak =aik =0
[Yi, [Yi, Yill = c[Yi, [Yi, Y]l =0 si axi # 0 # ajx.

puesto que ad?Y; = 0. El caso k = i es analogo al anterior.
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Por dltimo, notemos que si 0j(j) = aj + a; (i.e. aj #0y
aji # 0 puesto que ¢ es regular) entonces,
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Expll'citamente las entradas de A’ pueden definirse por

_ /
k_j Q; (h )
Despues de reescalar los elementos h) tenemos que para

Sk #i
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/ — .
aj = ajj
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ay; = —dajkaki
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Exph’citamente las entradas de A’ pueden definirse por

_ /
kj Q; (h )
Despues de reescalar los elementos h) tenemos que para

Sk #i

/
d;p = ajj = 0
/ —_— e
aj = ajj
/
ay; = —dajkaki

agj =
aik = ak =0

aki #0o0ax #0y aj=a; =0

ajk #0o0ak #0y ai #00a; #0

akj
ajk dkj
Aikakj + Akidij + AjkAki
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Observacién

Podemos reescalar las filas de A’ reescalando los elementos hj,.
H /

Por lo que, podemos asumir que aj, € {0,2}.

En caso de que aj, = 0 para algiin k, es nuestra convencion

reescalar A’ tal que a,; = 1 para algin j.
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Observacion
Podemos reescalar las filas de A’ reescalando los elementos h;(.

Por lo que, podemos asumir que &), € {0, 2}.

En caso de que aj, = 0 para algiin k, es nuestra convencion
reescalar A’ tal que a,; = 1 para algin j.

Si A’ es obtenida de A por una reflexién impar regular respecto
de «; entonces
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Observacion
Podemos reescalar las filas de A’ reescalando los elementos h;(.

Por lo que, podemos asumir que &), € {0, 2}.

En caso de que aj, = 0 para algiin k, es nuestra convencion
reescalar A’ tal que a,; = 1 para algin j.

Si A’ es obtenida de A por una reflexién impar regular respecto
de «; entonces

AT = (AT — {a;}) U {—a;}.
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Observacién

Podemos reescalar las filas de A’ reescalando los elementos hj,.
Por lo que, podemos asumir que &), € {0, 2}.

En caso de que aj, = 0 para algiin k, es nuestra convencion
reescalar A’ tal que a,; = 1 para algin j.

Si A’ es obtenida de A por una reflexién impar regular respecto
de «; entonces

A = (A — {ai}) U{—a;}.

Si A” es obtenida tras aplicar dos veces una reflexién impar
regular a A, entonces existe una matriz diagonal inversible D
tal que A” = DA
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Observacién

Podemos reescalar las filas de A’ reescalando los elementos hj,.
Por lo que, podemos asumir que &), € {0, 2}.

En caso de que aj, = 0 para algiin k, es nuestra convencion
reescalar A’ tal que a,; = 1 para algin j.

Si A’ es obtenida de A por una reflexién impar regular respecto
de «; entonces

AT = (AT — {a;}) U {—a;}.

Si A” es obtenida tras aplicar dos veces una reflexién impar
regular a A, entonces existe una matriz diagonal inversible D
tal que A” = DAy escalares by, ¢, tales que X! = b Xx y
Yi// = Ck Yk.
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Proposicién
Si A es elemental (no elemental), entonces toda matriz A’
obtenida de A por una reflexion impar regular es elemental
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Proposicién

Si A es elemental (no elemental), entonces toda matriz A’
obtenida de A por una reflexion impar regular es elemental (no
elemental).
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DEMOSTRACION

Si la i-ésima fila de A es nula, entonces una reflexiéon impar no
modifica a a; ni a h; y luego la i-ésima fila de A’ es cero.
Supongamos que la i-ésima fila de A’ es cero.
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DEMOSTRACION

Si la i-ésima fila de A es nula, entonces una reflexiéon impar no
modifica a a; ni a h; y luego la i-ésima fila de A’ es cero.
Supongamos que la i-ésima fila de A’ es cero. Entonces

/ 7 H
a;(h}) = 0 para todo j € /.
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DEMOSTRACION

Si la i-ésima fila de A es nula, entonces una reflexiéon impar no
modifica a a; ni a h; y luego la i-ésima fila de A’ es cero.
Supongamos que la i-ésima fila de A’ es cero. Entonces

a;(h}) = 0 para todo j € /.

Supongamos que A’ es obtenida por la reflexién oy.
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DEMOSTRACION

Si la i-ésima fila de A es nula, entonces una reflexiéon impar no
modifica a a; ni a h; y luego la i-ésima fila de A’ es cero.
Supongamos que la i-ésima fila de A’ es cero. Entonces

a;(h}) = 0 para todo j € /.

Supongamos que A’ es obtenida por la reflexién oy.

Entonces si ax # 0
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modifica a «; ni a h; y luego la i-ésima fila de A’ es cero.

Supongamos que la i-ésima fila de A’ es cero. Entonces

/ 7 H

a;(h}) = 0 para todo j € /.

Supongamos que A’ es obtenida por la reflexién oy.

Entonces si ax # 0

h: = c(a,-khk + ak,-h,-)

con ¢ # 0 a (h;) = 0 = c(—ajkamk — axiaik) y sabemos que
akk = 0. Luego ajx = 0.
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por reflexién
impar
Kac-Moody
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Por lo que si a,; # 0

h: = Cak,'h,'.

De donde se sigue que ajj = «j(h;) =

j# k.

55%

"(h:) = 0 para todo
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Por lo que si a,; # 0

h: = Cak,'h,'.

De donde se sigue que ajj = «j(h;) =

j# k.

EEaJ

Por otro lado, si ax; = 0, entonces (a;x = 0)

"(h:) = 0 para todo
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Por lo que si a,; # 0

h: = cak,-h,-.

De donde se sigue que a; = a;(h;) = X 1a/(h:) = 0 para todo

j# k.

agi ¢ J

Por otro lado, si ax; = 0, entonces (a;x = 0)

En este caso tenemos que ajj =

jel.

aj(hi) = aj(h}) = 0 para todo
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La nocién de crecimiento no depende en la eleccién del sistema
de raices simples de g(A):

Lema
Sea IV un sistema de raices simples obtenido de I por una
reflexién impar. Entonces dimg), < dimg_on, & ... & gop.
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porosz La nocién de crecimiento no depende en la eleccién del sistema
de raices simples de g(A):

Lema

Sea IV un sistema de raices simples obtenido de I por una
reflexién impar. Entonces dimg), < dimg_on, & ... & gop.

En particular, si g(A) es de crecimiento finito, entonces g(A’)
es de crecimiento finito.

El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar
Kac-Moody
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Teorema

Sea A una matriz elemental y g(A) de crecimiento finito.
Entonces A y toda matriz A’ obtenida de A por una secuencia
de reflexiones impares regulares satisface las condiciones
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Teorema

Sea A una matriz elemental y g(A) de crecimiento finito.
Entonces A y toda matriz A’ obtenida de A por una secuencia
de reflexiones impares regulares satisface las condiciones

1)aj=0o0a;=2paraicl.
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Teorema

Sea A una matriz elemental y g(A) de crecimiento finito.
Entonces A y toda matriz A’ obtenida de A por una secuencia
de reflexiones impares regulares satisface las condiciones
1)aj=0o0a;=2paraicl.

2) Si aji = 0 entonces P(i) = 1.



Superélgebras
de Lie contra-
gradientes de
crecimiento
finito y
reflexiones
impares

Florencia Teorema

O . . ..

ey Sea A una matriz elemental y g(A) de crecimiento finito.
Entonces A y toda matriz A’ obtenida de A por una secuencia

de reflexiones impares regulares satisface las condiciones
1)a;=0o0a;=2paraicl.
2) Si ajj = 0 entonces P(i) = 1.

3) Si ajj = 2 entonces ajj € 2PNz,
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Teorema

Sea A una matriz elemental y g(A) de crecimiento finito.
Entonces A y toda matriz A’ obtenida de A por una secuencia
de reflexiones impares regulares satisface las condiciones

1)aj=0o0a;=2paraicl.
2) Si aji = 0 entonces P(i) = 1.
3) Si ajj = 2 entonces ajj € 2P(N7,_

4) Si ajj =0 y aji # 0 entonces aj; = 0.
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Lema

Una matriz A que satisface las condiciones anteriores es una
matriz generalizada de Cartan si y sélo si Il no contiene raices
isotropicas singulares.



Kac-Moody regulares

(O @ (=»

«E»

Q>



Superélgebras
de Lie contra-
gradientes de
crecimiento
finito y
reflexiones
impares

Florencia
Orosz
Hunziker

El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar

Kac-Moody

Kac-Moody regulares

Definicién

Diremos que g(A) es una superalgebra regular de Kac-Moody
si Ay toda matriz obtenida de A por una secuencia de
reflexiones impares es una matriz generalizada de Cartan.
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Kac-Moody

Kac-Moody regulares

Definicién

Diremos que g(A) es una superalgebra regular de Kac-Moody
si Ay toda matriz obtenida de A por una secuencia de
reflexiones impares es una matriz generalizada de Cartan.

Corolario

Si A es simetrizable con un cero en la diagonal y g(A) tiene
crecimiento finito, entonces g(A) es una superalgebra regular
de Kac-Moody.
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superalgebras regulares de
Kac-Moody

Dada una matriz de Cartan A, podemos asociarle un diagrama
['4 del siguiente modo:



Superélgebras
de Lie contra-
gradientes de
crecimiento
finito y
reflexiones
impares

Florencia
Orosz
Hunziker

El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar
Kac-Moody

Diagramas y matrices para

superalgebras regulares de
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Dada una matriz de Cartan A, podemos asociarle un diagrama
['4 del siguiente modo: Los vértices de [ 4 corresponden a las
raices simples de g(A) y vienen dados por la siguiente tabla
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Dada una matriz de Cartan A, podemos asociarle un diagrama
['4 del siguiente modo: Los vértices de [ 4 corresponden a las
raices simples de g(A) y vienen dados por la siguiente tabla

g(A) A | P(1) | Diagrama
Al (2| o0 O
B(0,1) = osp(1,2) | (2) 1 .
A(0,0) =s/(1,1) | (0) | 1 ®
Heisenberg 0] 0 O

El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar
Kac-Moody
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Unimos el vértice v; con el vértice v; con una flecha si aj; # 0y
le agregamos a esta flecha el ndmero aj;.
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Unimos el vértice v; con el vértice v; con una flecha si aj; # 0y
le agregamos a esta flecha el ndmero aj;.
Asi la correspondencia entre matrices y diagramas es biyectivo.
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Unimos el vértice v; con el vértice v; con una flecha si aj; # 0y
le agregamos a esta flecha el ndmero aj;.

Asi la correspondencia entre matrices y diagramas es biyectivo.
La condicién de que A sea indescomponible corresponde al
requerimiento de que el diagrama sea conexo.
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Unimos el vértice v; con el vértice v; con una flecha si aj; # 0y
le agregamos a esta flecha el ndmero aj;.

Asi la correspondencia entre matrices y diagramas es biyectivo.
La condicién de que A sea indescomponible corresponde al
requerimiento de que el diagrama sea conexo.

Diremos que un vértice es isotrdpico si es de tipo ®.
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Usamos las siguiente notacién
de vértices:

para

denotar los posibles tipos
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. Oo®
® Qoe
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Sea A una matriz tal que a; = 0.

Luego reescalar la i-ésima fila de A corresponde a reescalar
todos las flechas que salen del vértice v; en el diagrama I 4.
Esto define una relacién de equivalencia entre diagramas,
donde Iy ~ T4 si A" = DA para alguna matriz diagonal D, y
en este caso g(A) ~ g(A).
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Sea A una matriz tal que a; = 0.

Luego reescalar la i-ésima fila de A corresponde a reescalar
todos las flechas que salen del vértice v; en el diagrama I 4.
Esto define una relacién de equivalencia entre diagramas,
donde Iy ~ T4 si A" = DA para alguna matriz diagonal D, y
en este caso g(A) ~ g(A).

Consideraremos los diagramas mddulo esta equivalencia.
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Hunziker de Kac-Moody.
Una reflexién impar de un diagrama en un vértice isotrdpico v;
es el diagrama Iy donde A’ es la matriz obtenida de A por una
reflexion impar en la correspondiente raiz isotrépica «;.
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Un diagrama se dice regular de Kac-Moody si la
Florencia correspondiente superdlgebra de Lie contragradiente es regular
Hunziker de Kac-Moody.
Una reflexién impar de un diagrama en un vértice isotrdpico v;
es el diagrama Iy donde A’ es la matriz obtenida de A por una
reflexion impar en la correspondiente raiz isotrépica «;.
Notemos que el conjunto de diagramas regulares de
Kac-Moody es cerrado por reflexiones impares regulares.
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Un diagrama se dice regular de Kac-Moody si la
correspondiente superdlgebra de Lie contragradiente es regular
de Kac-Moody.

Una reflexién impar de un diagrama en un vértice isotrdpico v;
es el diagrama Iy donde A’ es la matriz obtenida de A por una
reflexion impar en la correspondiente raiz isotrépica «;.
Notemos que el conjunto de diagramas regulares de
Kac-Moody es cerrado por reflexiones impares regulares.
Denotamos por C(I') a la coleccién de todos los diagramas
obtenidos por secuencias de reflexiones impares de un diagrama
regular de Kac-Moody I



Superélgebras
de Lie contra-
gradientes de
crecimiento
finito y
reflexiones
impares

Florencia
Orosz
Hunziker

Introduccién

Superalgebras
de Lie Contra:
gradientes

Superalgebras
de Lie de
Kac-Moody

Superalgebras
de Lie contra-
gradientes con
una raiz
isotrépica

Integrabilidad
y crecimiento
finito

El teorema

Reflexiones
impares

Matriz obtenida
por reflexién
impar
Kac-Moody

Por subdiagrama I’ de I, entendemos un subdiagrama
completo,
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Por subdiagrama I’ de I, entendemos un subdiagrama

vértices v; y v; estan en I, entonces
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Por subdiagrama I’ de I, entendemos un subdiagrama
completo, i.e. si los vértices v; y v; estan en I, entonces
las flechas enumeradas con ajj y aji también pertenecen a I"'.
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Por subdiagrama I’ de I, entendemos un subdiagrama
completo, i.e. si los vértices v; y v; estan en I, entonces

las flechas enumeradas con ajj y aji también pertenecen a I"'.
Diremos que un diagrama conexo y regular de Kac-Moody es
extendible si es un subdiagrama conexo de un diagrama regular
de Kac-Moody conexo.
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Diagramas de Kac-Moody
regulares conexos subfinitos

Hoyt clasificé las superélgebras regulares de Kac-Moody
clasificando los diagramas regulares de Kac-moody.
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Hoyt clasificé las superélgebras regulares de Kac-Moody
clasificando los diagramas regulares de Kac-moody. Un
diagrama para una superalgebra de Lie de Kac-Moody de
dimensién finita o afin es regular de Kac-Moody.
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Definicion

Diremos que un diagrama regular de Kac-Moody es subfinito si
es conexo, contiene un vértice isotrépico y satisface la siguiente
condicién para todo diagrama reflejado:
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Definicion

Diremos que un diagrama regular de Kac-Moody es subfinito si
es conexo, contiene un vértice isotrépico y satisface la siguiente
condicién para todo diagrama reflejado: todos los subdiagramas

conexos propios que contienen un vértice isotrépico son de tipo
finito.
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Diremos que un diagrama regular de Kac-Moody es subfinito si
es conexo, contiene un vértice isotrépico y satisface la siguiente
condicién para todo diagrama reflejado: todos los subdiagramas
conexos propios que contienen un vértice isotrépico son de tipo
finito.
Hoyt demuestra que todos todos los diagramas regulares de
Kac-Moody son subfinitos.
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2 vértices

Usando las reflexiones impares Hoyt describe todos los
diagramas con dos o tres vértices que son regulares de
Kac-Moody y contienen un vértice isotrépico.
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Lema

Los diagramas regulares de Kac-Moody de 2 vértices que
contienen un vértice isotrépico son A(1,0) =sl(2,1) y
B(1,1) = osp(3,2).



Superélgebras

de Lie contra-
gradientes de
crecimiento

finito y

reflexiones

mpares Recordemos que en el caso en que a;; = 0 reescalamos a A de
Florencia modo que a; = 1 para algin ;.

Hunziker

Introduccién

Superalgebras
de Lie Contra
gradientes

Superalgebras
de Lie de
Kac-Moody

Superalgebras
de Lie contra-
gradientes con
una raiz
isotrépica

Integrabilidad
y crecimiento
finito

El teorema

Reflexiones
impares

Matriz obtenida
por reflexién
impar
Kac-Moody



Superélgebras

de Lie contra-
gradientes de
crecimiento

finito y
reflexiones
impares Recordemos que en el caso en que a;; = 0 reescalamos a A de
Florencia modo que a;; = 1 para algin j.
e e Empezamos con la siguiente situacién
_>1
® .®
El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar
Kac-Moody



Superélgebras

de Lie contra-
gradientes de
crecimiento

finito y
reflexiones
mpares Recordemos que en el caso en que a;; = 0 reescalamos a A de
Florencia modo que a;; = 1 para algin j.
Hunziker Empezamos con la siguiente situacidn
_>1
® ~,®
_ ) 01
es decir estamos considerando A = .
El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar
Kac-Moody



Superélgebras

de Lie contra-
gradientes de
crecimiento

finito y
reflexiones
mpares Recordemos que en el caso en que a;; = 0 reescalamos a A de
Florencia modo que a;; = 1 para algin j.
Hunziker Empezamos con la siguiente situacidn
_>1
® ~,®
_ . 01
es decir estamos considerando A =
a *
donde x € {0,2}.
El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar

Kac-Moody



Por ser A regular a # 0.

«O>r «Fr <

it
-

DA



Superélgebras
de Lie contra-
gradientes de
crecimiento
finito y
reflexiones
impares

Florencia
Orosz
Hunziker

Por ser A regular a # 0. Si x = 0, reescalando a

0

] 1
Superalgebras _
de Lie Contra A - 3 0 y ObtenemOS

gradientes

Introduccién

Superalgebras
de Lie de
Kac-Moody

Superalgebras
de Lie contra-
gradientes con
una raiz
isotrépica

Integrabilidad
y crecimiento
finito

El teorema

Reflexiones
impares

Matriz obtenida
por reflexién
impar
Kac-Moody



Superélgebras
de Lie contra-
gradientes de
crecimiento
finito y
reflexiones
impares

Florencia
Orosz
Hunziker

El teorema

Matriz obtenida
por reflexién
impar
Kac-Moody

Por ser A regular a # 0. Si x = 0, reescalando a

A= 0 1 , obtenemos B =
a 0

de Cartan para A(1,0).

01
10

que es una matriz
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Por ser A una matriz generalizada de Cartan,

acz_

y_

_a_
a+1

€ Z_ lo que implica a = —2.
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Asi, obtuvimos en este caso ambas matrices y diagramas para
A(1,1) = sl(2,1), como habiamos obtenido al fijar los dos
posibles sistemas de raices simples en el estudio de la
exposicidon de Van de Leur.
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Las extensiones regulares de Kac-Moody de tipo finito a tres
vértices son las siguientes:

A(0,2), A(L,1), B(1,2), B(2,1), C(3), G(3), D(2,1,q)
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Las extensiones regulares de Kac-Moody de tipo finito a tres
vértices son las siguientes:

A(0,2), A(L,1), B(1,2), B(2,1), C(3), G(3), D(2,1,q)

con a # —1,0.
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Ejemplo: Consideramos un caso en el que le agregamos un
vértice a un diagrama de A(1,0) Supongamos que v3 es gris.

1 a
— —

Reflejando en v» tenemos que 1 4+ a,1 + é € 7Z_ lo que implica
a=—1.
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Ejemplo: Consideramos un caso en el que le agregamos un
vértice a un diagrama de A(1,0) Supongamos que v3 es gris.
1 a
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Reflejando en v» tenemos que 1 4+ a,1 + é € 7Z_ lo que implica
a=-1.
Luego el diagrama es
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Hoyt continda estudiando las posibles extensiones regulares por
induccién en los vértices y clasifica todos los diagramas de
Kac-Moody regulares subfinitos.
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Hoyt continda estudiando las posibles extensiones regulares por
induccién en los vértices y clasifica todos los diagramas de
Kac-Moody regulares subfinitos. Esta herramienta es
fundamental para la clasificacidén de las superalgebras de
Kac-Moody de crecimiento finito que terminan Hoyt y
Serganova.
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