Parcial 2!

1. Sea ’
—2E__ si(w,y, 2 0,0,0
Wz, y, ) = VRt (z,y,2) # ( )
0 , si(z,y,2z) =(0,0,0)

) Probar que h es continua en todo R3.

) Calcular hy, hy, h, en todo punto de R

c) i Es h diferenciable en (0,0,0) ?

a) h es continua fuera del origen como cociente de funciones continuas (cuyo denominador
no se anula). Ya que fuera del origen
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donde r = (z,y, 2), h es también continua en el origen.
(b) Con 7 como en (a) y r = ||r||, cuyo gradiente es (Vr)(r) = —r/r?,

1
(Vh)(r) = gsyz% + ;(yz, xz,xy), r#0.

Ya que h(z,0,0) = h(0,y,0) = h(0,0,2) = 0, las derivadas parciales en el origen son:
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y, andlogamente (por la invarianza de h ante permutacién de variables), h,(0) = h,(0) = 0.
Observamos que h, es continua en R3 ya que
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e igual para hy, y h;, de modo que lim,_,o(Vh)(r) = 0.
(c) Por la continuidad de Vh en R* deducimos que h es diferenciable en R?. Pero esto
puede verificarse directamente en el origen
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2. Hagalo Usted mismo.

3. Sea f(z,y) = 2° — xy® + 1.

(a) Considere la superficie S C R* dada por el grafico de f. Hallar una representacién
explicita para el plano tangente a S en el punto p = (1,0, 2).

(b) Calcule el polinomio de Taylor de segundo grado de f en el punto (1,0).
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(c) Sea G(u,v) = f(g(u,v),v), con g(u,v) = u+ v. Calcule G,, y G,.
(a) f es continuamente diferenciable en R?. Una normal a S en p = (p1, p2, f(p1,p2)) es

_fx<p17p2) _(317% —pg)
N=| —fyp1,p2) | = —2p1p2
1 1

La ec. del plano tangente en p es:

0=N-(x—p)=—0Cpi—p3)(@—p1)—2mp2(y — p2) + 2 — f(p1,p2) -

Ponga los nimeros Usted mismo.
(b) Necesitamos el gradiente que ya calculamos,

i =+ )
y el Hessiano

e = (oo )= (5, ).

Entonces,

PO (,y) = £1,0) + (VA1,0) - (2,0) + 5 {for1,0)2% + 21 (1, 0)ay + (1,007}

=243z +32% — 2.

Observe que
f(1+91:,y) - f(Q)(xvy) = x3 —Z'y2,

v If(1+2,y) = [P (2,9)] < 2| (z,9)].
(c) Directamente substituyendo

G(u,v) = flu+v,v) =1+ (u+v)®— (ut+v)v* =1+u*+ 3u?v + 2uv? .

Por ende,
Gu(u,v) = 3u® + 6uv + 20* | G,(u,v) = 3u® + 4uv .

plicando la regla de la cadena. Sea h : R* — R?, h(u,v) = (g(u,v),v); entonces dh,,) :
R? — R? con

aneaton=( 5 5 ) () -0 D) ()= ("3")-

Ahora G = f oh y dG(uﬂ,) = df(g(uw)w) o (dh(uﬂ)), con

1 1
dG(u,v) = df(g(uw)yv) o dh(u’v) - (Vf> (g(U, U)7U)) ( 0 1 )



= (3g(u,v)* — v%,3g(u, v)? — v* — 2g(u, v)v) = (3u? + 6uv + 207, 3u® + 4uv) .

4. Sea f(z,y) = (y — 2%)(y — 22?).

(a) Verifique que (0,0) es un punto critico y calcule la matriz Hessiana de f en (0,0).
(b) ¢Puede ser (0,0) un minimo o un méaximo local de f ? Ayuda: considere las tres
regiones del plano delimitadas por las gréaficas de las parBolas y =% ey = 22? y estudie
el signo de f en cada una de estas regiones.

(a) f(z,y) = 228 4y°=32%y; fo(w,y) = 82°—6yx, f(x,y) = 2y—32%, fou(w,y) = 242”6y,
fay(x,y) = =62, fy,(z,y) = 2. Efectivamente, 0 = (0, 0) es critico. Ademés

o = (5 )

cuya determinante se anula. No podemos decir nada por ahora sobre 0 como punto critico.
(b) Las regiones

Ry:={(z,y): y>22%, 2 €R}, Ry:={(z,y): 2® <y<22? zeR},

Ry :={(z,y): y<2®, v €R}

son abiertas y estdn bordeadas por las pardbolas y = 22 y y = 222. Las tres regiones
tienen a 0 como punto limite comun.

En Ry, y — 22? > 0 implica que y — 22 > 0 de modo que f es positiva (> 0) alli. En Ry,
y—a22>0yy—2z% <0 demodo que f es negativa (< 0) en R, y, por tltimo aunque ya
no nos hace falta, en Rj se tiene y — 22 < 0 implica y —22% < 0 y por ende f es positiva en
R3. Como f(0) = 0, 0 no es un punto extremal local: Cualquier entorno de 0 intersecta
a las tres regiones y, por ende, f adopta valores negativos y positivos en él.

Hay, por supuesto, otras variantes para ver que 0 no es extremal. Por ejemplo, analizar
parabolas y = ca? con distintos valores de c, etc. etc.

También es cierto que 0 es el inico pto. critico de f.



