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El radio de convergencia de la serie exponencial
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Figura 1: La función 1 ≤ x 7→ ln(x) y la desigualdad ln(x) ≥ ln(8)
7 (x− 1) para 1 ≤ x ≤ 8.

La serie exponencial para z ∈ C es
∞∑
n=0

zn

n!
.

Considere
bn :=

n
√
n! , n = 1, 2, 3, · · · .

Ya que n! = 1 · 2 · 3 · · ·n, tenemos que

ln(bn) =
1

n
ln(n!) =

1

n

n∑
k=1

ln(k) .

Ahora la función real 1 < x 7→ ln(x) es cóncava de modo que (vea la figura)1:

ln(k) ≥ ln(n)− ln(1)

n− 1
(k − 1) =

ln(n)

n− 1
(k − 1) , k = 1, 2, · · · , n .

Pero entonces

ln(bn) = n−1
n∑

k=1

ln(k) ≥ ln(n)

n(n− 1)

n∑
k=1

(k − 1)

=
ln(n)

n(n− 1)

n−1∑
k=1

k =
ln(n)

n(n− 1)

n(n− 1)

2
= ln(n)/2 ,

1Una alternativa:

n∑
k=1

ln(k) ≥
∫ n

1

ln(x) dx = x(ln(x)− 1) |n1 = n ln(n)− n+ 1 .
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de modo que –ya que la función exponencial real es monótona creciente–

n
√
n! = bn ≥

√
n ,

y entonces
ĺım
n→∞

bn =∞ .

El radio de convergencia es

R =
1

ĺımn→∞(1/bn)
= ĺım

n→∞
bn =∞ ;

la serie exponencial es convergente en todo el plano complejo y uniformemente convergente
en todo conjunto cerrado y acotado (pues cabe en un D(0, r)).
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