ALGEBRA I / MATEMATICA DISCRETA I
PRACTICO 2: RESPUESTAS

ecir si los siguientes conjuntos son inductivos. Justificar.
) {x eR|z=+/n,n €N}

) {x € R| z+ 4 es miltiplo de 5 }.

) Un subconjunto finito de N.

) Un subconjunto infinito de N que contenga al 1.

) Nu{0}.

(f) NU{3}.

Respuestas: Un conjunto S, de nimeros es inductivo si contiene al elemento 1 y si un
elemento g pertenece a S, luego g + 1 pertenece a S. Un ejemplo no trivial es el siguiente:
{1} U [2, +00).

(a) Este no es pues el segundo elemento es v/2 pero v/2 + 1 no forma parte del conjunto. Para
ver que esto es asi supongamos, por el absurdo que si pertenece, es decir que existe n € N
tal que v/2 + 1 = y/n. Pero elevando al cuadrado obtenemos, 3 4 2v/2 = n y por lo tanto
V2 = (n — 3)/2 lo que es absurdo ya que v/2 es irracional.

(b) Este no es pues los miltiplos de 5 van de 5 en 5 y por lo tanto este conjunto tiene niimeros
que van de 5 en 5 (corridos cuatro lugares a partir de 5) y por lo tanto si n pertenece al
conjunto n + 1 no. Por ejemplo, 1 pertenece (1+4 =5), pero 1+1=2no, (244 =6 no
es divisible por 5).

(c) No, pues si es finito tiene un elemento maximo, digamos m, y por lo tanto m + 1 no esta
en el conjunto.

(d) No, pues si es un subconjunto propio (o sea no idéntico N) a falta algin nimero, supong-
amos que m es el menor nimeros que faltan, luego m — 1 tampoco esta en el conjunto,
ya que (m — 1) + 1 = m no esta. Continuando de esa manera vemos que m — 2 no esta y
asi sucesivamente hasta llegar a la conclusiéon que 1 tampoco puede estar y por lo tanto
que el conjunto no puede ser inductivo.

(e) Si, este esta, pues 0 + 1 esta y todos los demds también.

(f) No, pues % no pertenece.

(2) Dado un natural m, probar que Vn € N; z, y € R, se cumple:

a) g" - g™ = g"tm, b) (z™)™ = ™™, ) (z-y)" =az" - y".
Respuestas:
a) Por induccién en n, m fijo, cualquiera. Para n = 1 tenemos, ' - 2™ =z-(z-z-...- ) =
m
z-T ... -z =z donde hemos usado asociatividad del producto. Suponemos ahora que

1+m
es valido para n: z" - 2™ = "™ y tenemos para n + 1: zln + 1) - 2™ = (z - z") - 2™ =
z-(z"-2™) = x-z""™ = "™+ Donde en la tltima igualdad hemos usado el caso n = 1
para m = n + m.

b) Por induccién en n, m fijo, cualquiera. Para n = 1 tenemos, (z!)™ = (z)™ = z™.
Suponemos ahora que es valido para n: (%)™ = z™™ y tenemos para n + 1: (z{n + 1)) =
(g1 zm)™ = gm . g = gminm — g(n+1)m . Donde un la primera hemos usado la identidad
del punto anterior, en la segunda la identidad del punto siguiente (que probaremos sin usar
estal) y el la tercera nuevamente la identidad del punto anterior.

¢) Por induccién en n. Para n = 1 tenemos, (z-y)! = z-y. Suponemos ahora que es valido
paran: (z-y)" = z"-y" y tenemos paran+1: (z-y)"t! = (z-y)-(z-y)" = (z-y)- (z"-y") =
poyeat oyt =xeat ey yt = (-2 (y-y") =2y

m m

(3) Analizar la validez de las siguientes afirmaciones:
1



a) (22")2 =22 n ke N b) (2")2 = 4"; p € N. c) 27+ = 97 4 911,

Respuestas: a) Use b) del gjercicio anterior.  b) Use c) del ejercicio anterior, con z =
y=2. c) Es incorrecta, pues usando a) del ejercicio anterior tenemos que 27111 = 27.211 =
128 x 2048 = 262144 mientras que 27 + 211 = 128 + 2048 = 2176

(4) Calcular:
a) 25 —24  b)2ntl—2n c) 2% + (27)? d) 22" +1)(2*" - 1)
Respuestas:
a) 25 —24=32-16=1602-2* -2 =(2-1)%24 =24 b)y2ntl _2n =2.27n _on —
(2—1)-2" =27 ¢) (22)"+(27)% = (2-2)" +27-2" = 272" 4 27.2" = 2.27.2" = 2.22" = 22n+l
d) (22" +1)(22" —1) =22" . 22" — 1 =22"+2" _ 1 — 922" _ 1 92" _

(5) Calcular

4 5 -1 7
1 n
a) Zr, b)Hz c) Z — d) H
— baiey Pt k(k +4) sy —1
Respuestas:
4 5 -1 1 11 LA
a)Zrle, b)Hz:120 c) Zik(k+4):_ﬁ d)Hn—1:7
r=0 =1 k=-3 n=2

(6) Demostrar por 1ndu001on las 31gulentes 1gualdades

a)Zak—l-bk Zak—l—Zbk Z] n+1)
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Zi(i+1) n+1 6
n +1) 2
&) S (2 +1) = (n+1)? HY P = (7) .
k=0 1=1
n an—i—l
g) ok = ,donde a € R, a # 0, 1.
=0 a— 1

S

1+1
h — =n+ 1.
) z:l_Il -
Respuestas:
a) P(1): Yp_(ap +bg) = a1 + by = Xh_q a + Xp_; by se cumple.
P(n—1): Zl&:l n—1)(ar + bg) = E,(czl n—1)ag + 21(9:1 n — 1)by, se supone.
P(n): S (ag +b) = Sy n—1)(ag+b) + (an +ba) = Sy n = Dag+ iy n— by +
ap, + by, = 22:1 ag + 22:1 by
b) P(1): % se cumple.
P(n—1): 25-21 n—1)j = (";1)" se supone.
P(n): Y0 i =35 1n—1)j+n= 00 4y =)
c) P(1): ﬁ = H—Ll se cumple.

P(n—1): 7_11 z(z—ll—l) =21 ge Supone
) _ 1" _ —
P(n): 31, (z—l—l) = 2 o T n(n+1) =2+ ( + ) T nL—I—l
2 _

d) P(1): 12 = % se cumple. P(n—l). noti % se supone. P(n):
17; — Zn 1 72 ‘|"I’L _ (nfl)n(QéanH—l) + % _ n§n+126§2n+1)

(7) Probar que la suma de los 4ngulos interiores de un poligono de n lados es (n — 2) - 180 grados.
Respuesta: Se prueba por induccién en el nimero de lados. Para el tridngulo es cierto:
tome un vértice cualquiera y dibuje una linea paralela al lado opuesto que pase por dicho
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vertice. Usando que los dngulos alternos internos son iguales vea que la suma de los mismos
es de 180°. Supongamos que es cierto para n — 1 es decir que si tenemos un poligono de n — 1
lados (n > 2) se cumple que la suma de los dngulos es (n — 3) - 180°. Sea entonces un poligono
de n lados y considere tres vértices consecutivos. Trace una linea recta entre los dos vértices
que no son contiguos. Hemos asi dividido el poligono en uno de n — 1 lados y un tridngulo.
Se ve facilemente (haga un dibujo) que la suma de la suma de los dngulos de cada uno de
estos dos poligono nos da la suma de los dngulos del poligono inicial. Por lo tanto tenemos
(n—3)-180° + 180° = (n — 2) - 180°.

(8) Probar las siguientes afirmaciones:
(a) aeR a>-1,=(14+a)">1+na,Vn e N.
(b) n* <4";¥n €N, n > 5.
(¢c) VneN, 3" > 1+2”
(d)

Z“k <Z |ak|)

Respuesta

(a) Por induccién: Para n = 1 tenemos (1+a)! = 1+a y por lo tanto se cumple. Suponemos
es véalida para n, es decir (1 +a)"™ > 1+ na y debemos probarlo para n +1: (1+a)"! =
(1+a)-(14+a)">(1+a) - (1+na) =1+ (n+1)a+na?>>1+ (n+ 1)a. Donde en la
primer desigualdad hemos usado que (1 +a) > 0 y en la segunda que na? > 0.

(b) Por induccién: Para n = 5, 5% = 625 mientras que 45 = 1024 y por lo tanto se cumple.
Suponemos es vélida para n, es decir, n* < 4" y debemos probarlo para n+1: (n+1)* =
nt+and +6n2 +dn+1=nt1+4n 1 +6n2+4n3 +1n"%) <4"(1 +4n~ ! + 6072 +
4n—3 + 1,n—4) g 471(1 + % + 5% + E;% + é{) — 4n 1622956 < 4n4 — 4n+1

(c) Por induccién: Para n = 1 tenemos 3 = 1 + 2 y por lo tanto se cumple. Suponemos es
vélida para n, es decir 3" > 14 2" y debemos probarlo para n + 1: 3"t! =37.3 >
(142")-3=3+3-2" =3+ 32" = 1+2n+1+(2+ $20H) > 1 4 20t

(d) Por induccién: Para n = 0 tenemos a? = |ag|? y por lo tanto se cumple. Suponemos
es véilida para n, es decir 7 _gai < (XF- \ak|)2 y debemos probarlo para n + 1:
2 2
Yitoai = Ykoodi +any < (Ckoolak)” + lanul? = (2 k=0 larl)” + lant1? +
2 (X%=o lak]) lant1] =2 (Xik—o lak]) lan+1] = (k<o |ak| + lant1])” =2 (X k=0 lar]) lant1] =

( horan |ak|)2 — 2 (Xk=o lak) lant1| < (Enﬂ |ak‘)2

(9) Hallar ny € N tal que Vn > ng se cumpla que n? > 11n+ 3.

Respuesta: Recien comienza a cumplirse para n > 12. Para ese valor tenemos: 122 = 144,
mientras que 11n + 3 = 135. Suponemos valida para n(> 12), y debemos probar para n + 1.
n+1)2=n?24+2n+1>11ln+3+2n+1=11(n+1)+3+(2n+1) - 11 > 11(n+ 1) + 3,
donde en la dltima desigualdad hemos usado que si n > 12 luego (2n + 1) — 11 > 0.

(10) Las siguientes proposiciones no son validas para todo n € N. Indicar en qué paso del principio
de induccién falla la demostracién:
a) n=n? byn=n+1 c) 3" = 3nt2,



