ALGEBRA I / MATEMATICA DISCRETA I
PRACTICO 5 (corresponde al capitulo 3)

. Dar todos los niimeros primos positivos menores que 100.

. a) Calcular el maximo comin divisor y expresarlo como combinacién lineal de los niimero

dados:

i)14y35 )11 y15 )12 y52 )12y —52  wv) 12 y 532,

b) Calcular el minimo comin miltiplo de los niimeros dados en el item (a).
. Encontrar (7469, 2464), (2689, 4001), (2447, —3997), (—1109, —4999).

. Dado un entero a, hallar (0, a).

Respuesta: Todo nimero entero divide a 0, por lo tanto las tnicas condiciones que
d = (0,a) debe cumplir es que d | a y si ¢ | a luego ¢ | d. Pero a | a y por lo tanto a | d.
Tenemos entonces que d | a 'y a | d 'y por lo tanto d = a.

. Probar que si (a,b) = 1 y n+ 2 es un ndmero primo, entonces (a + b, a®> + b> — nab) =1
on+2.

Respuesta: Sean a, b y n niimeros enteros tales que (a,b) = 1 y n+2 es primo, queremos
probar que d := (a+b,a®>+b*>—abn) es 1 0 n+ 2. Pero a®>+b*>—abn = (a+b)? —ab(n+2)
y por lo tanto como existen p y ¢ enteros tales que a +b = p-dy a®> +b*> — abn =
(@ + b)? — ab(n + 2) = ¢ - d debe existir | entero tal que: a-b-(n+2) =1-d. Como
n + 2 es primo tenemos entonces dos posibilidades: a) (n +2) | [ (y por lo tanto existe
s entero tal que [ = s+ (n+2)) ob) (n+2) | d (y por lo tanto existe s entero tal que
d=s-(n+2))o

Si el caso es a) entonces a-b = s-dy como (a+ b) = p-d tenemos que d = 1, ya que
(a-b,a+0b) =1siay bson co-primos (ver siguiente ejercicio).

Si el caso es b) entonces a-b=s-1 (a+b) =p-(n+2)-sy por la misma razén que en
el caso anterior concluimos que s = 1. Pero entonces d = n + 2.

. Probar que (a+b,[a,b]) = (a,b). En particular, si dos niimeros son coprimos, también lo
son su suma y su producto.

Respuesta: Primero probaremos dos resultados necesarios:

a) (a,b) =d & a=m-d b=n-dy (mn) = 1. Prueba: supongamos primero
que (a,b) = d, entonces existen enteros tales que a = m-d b = n-d, y supongamos
que (m,n) = z luego existen enteros p y ¢ tales que m = p-z y n = q- z por lo que
a=m-d=p-z-dyb=mn-d=q-z-dy vemos que si ¢ := z-d, luego ¢ | a 'y
¢ | b pero entonces ¢ | d y esto solo puede suceder si z = 1. Supongamos ahora que
a=m-d b=n-dy (m,n) =1 queremos ver entonces que (a,b) = d. Claramente d | a
y d | b por lo tanto solo tenemos que ver que si ¢ | a y ¢ | b entonces ¢ | d. Supongamos
entonces que existen enteros p y ¢ tales que a = p-cy b = q-c. Pero entonces tenemos
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p-em-dyq-c=n-d. Expresando a ¢ en sus factores primos podemos ver que todos
ellos deben ser factores primos de d, ya que si no lo son debieran ser factores primos de n
y m simultdneamente y eso es imposible ya que estos son co-primos. Pero entonces c¢ | d.

b) Si (a,b) =1 luego (a+ b,a-b) = 1. Prueba: Sea d := (a + b, a - b), luego sabemos que
a+b=m-dya-b=m-d, por otro lado como a y b son co-primos existen enteros s y t
talesque 1 =s-a+1-b.

Por lo tanto:

sca+t-(n-d—a) = 1
(s=t)-a-b+t-n-d-b = b
(s—t)-m-d+t-n-b-d = b
((s=t)-m+t-n-b)-d = b
donde en la segunda linea hemos multiplicado por b ambos miembros. Vemos entonces

que d | b. Una cuenta similar (despejando ahora b en funcién de a) nos indica que también
d | ay porlo tanto d | 1, ya que a y b son co-primos, con lo que concluimos que d = 1.

Veamos ahora que (a + b, [a,b]) = (a,b). Llamando d := (a,b) tenemos que ¢ = m - d
yb=mn-d, con (mmn) =1. Peroa+b=(m+n)-dy [ab = % =m-n-dy
(m+mn,m-n) =1, por lo tanto (a + b, [a, b]) = d.

. Probar que si n € Z, entonces 2n + 1y %n(n + 1) son coprimos.

Respuesta: Supongamos que no, es decir d := (2n + 1, %n -(n+1)) # 1. Luego existe p
primo tal que p | d. Pero entonces p | (2n+1) yp|in-(n+1)=p|2-n-(n+1) =
p|n-(n+1). Pero entonces tenemos dos casos: 1) p|no2) p|(n+1). En el primer
caso p | ny como p | (2n+ 1) tenemos que p | (2n+1—2-n) osea p | 1 y llegamos a
una contradiccién. En el segundo caso p | (n+ 1) y por lo tanto p | (2n + 2), pero como
p|(2n+1),p|(2n+2— (2n+ 1)) y nuevamente llegamos a una contradiccién ya que
concluimos que p | 1.

. Probar: i) (a,b) =1,a|cyb|c,= ab]|c.

ii) (a,b)=1ya|bc=a]c.

Respuestas:

i)Sia|cyb|centonces [a,b] | c. Pero como (a,b) = 1 tenemos que [a,b] = a-by por
lo tanto a - b | c.

ii) Sia | bcy como b |b-centonces por i) a-b | becy porlo tanto a | c.

. a) Probar que el producto de tres enteros consecutivos es divisible por 6.
b) Probar que el producto de cuatro enteros consecutivos es divisible por 24.
Respuesta:

a) Sin es el primero de los tres niimeros el producto es: n(n+1)(n+2). Dado cualquier n
este se puede escribir comon =3k + 17 con k,r € Z,0 < r < 3. En el caso r = 0 tenemos



10.

11.

12.

13.
14.

15.
16.

que el producto es: 3k(3k+1)(3k+2) y es claramente divisible por 3. En el segundo caso,
r =1 tenemos que el producto es: (3k + 1)(3k +2)(3K +3) = (3k + 1)(3k +2)3(K + 1)
que es divisible por 3. Para el caso r = 2 tenemos (3k + 2)(3K + 3)(3k +4) = (3k +
2)3(K + 1)(3k + 4) que también es divisible por 3.

Demostrar que Vn € Z, n > 2, existe p primo tal que n < p < n!. (Ayuda: pensar qué
primos dividen a n! — 1.)

Respuesta: Consideremos el nimero n! — 1 como es mayor que 1 lo podemos desarrollar
en sus factores primos obteniendo:

m
n!—lepi
i=1

Claramente p; < n! — 1. Tomemos uno cualquiera de estos factores primos, ¢. Como este
divide a n! — 1 tenemos que n! = b- ¢ + 1 para algun entero b. Pero entonces ¢ > n ya
que de otra manera dividiria a n!.

Completar y demostrar:

Respuestas:

a) Si a € Z, entonces |a, al = a.

Claramente (a,a) = a y por lo tanto [a,a] = % = a.

b) Sia, b€ Z,[a,b]=0bsiysblosialb.

Si a | b entonces (a,b) = a y por lo tanto [a, b] = (2'2) —

¢) (a,b) = [a,b] siy sélo si |a| = |b].
Supongamos a > 0, b > 0, luego (a,b) < min{a, b} y [a,b] > max{a,b}. Pero entonces
min{a, b} = max{a, b} y por lo tanto a = b.

. Existen enteros m y n tales que:

a) m* =277 b) m? = 12n?? c) m® = 47n??

Respuestas: a) Imposible ya que 27 = 3* mientras que la decomposicién en factores
primos de m* solo tiene primos elevados a potencias miltiplos de 4.

Encontrar todos los enteros positivos a y b tales que (a,b) = 10, y [a, b] = 100.

Si ab es un cuadrado y a y b son coprimos, probar que a y b son cuadrados.

Respuesta: Como a y b son co-primos entonces sus decomposiciones en factores primos
no tienen ningin factor en comin. Como su producto es un cuadrado entonces estos
primos tienen que tener potencias pares, con lo que vemos que cada uno debe ser un
cuadrado.

Mostrar que 725 y 441 son coprimos y encontrar enteros m, n tales que 1 = m.725+n.441.

Probar que V6 es irracional.
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Probar que 23"+ 4 73"+1 e5 divisible por 9 para todo N € N, n par.

. 93n+1 3n+1 _ 93n+1 __9\3n+1 _ 93n+1 3n+1 i i(_9\3n+1—i
Respuesta: 2371 4 73+l = 23n+l 4 (9 _ 9) = 25 4 3 (o) 9(—2)
El primer término es (—2)3""! = —23"*! ya que se n es par. Este término se cancela con
el primer término y entonces nos queda una sumatoria donde cada uno de sus términos

tiene al menos un 9 multiplicando. Por lo tanto es divisible por 9.

Calcular el méaximo comtun divisor entre 606 y 108 y expresarlo como combinacién lineal
de esos numeros.

Probar que todo entero impar que no es multiplo de 3 es de la forma 6m + 1 para algin
m € Z.

Respuesta: Si no es divisible por 3 entonces es de la forma p = 3k + 1 o 3k + 2 para
alin k entero. En el primer caso, si ademéas debe ser par entonces k£ = 2n y por lo tanto
p=3k+1=3-2n+1=6m+1. En el segundo caso k£ debe ser impar y por lo tanto de la
forma k = 2n+1 con lo que obtenemos p = 3k+2 = 3(2n+1)+2 = 6n+6—1 = 6(n+1)—1.

Probar que si d es un divisor comin de a y b, entonces

VPG v

Respuesta: Sid | ay d | bentoncesa =m-dyb=n-d. Sea (m,n) =1, entonces
m=p-lyn=gq-lconp,qg)=1. Porlotantoa=p-l-dyb=gq-1-d]lo que implica
(a,b)

(a,b) =1-d (ya que p,q) = 1). Y tenemos asi que 3> =1 = (m,n).

Probar que para todo n € Z, n? 4+ 2 no es divisible por 4.

Respuesta: Ver por separado el caso en que n es par o impar y usar el teorema del resto.
Dado un entero a > 0 fijo, caracterizar aquellos nimeros que al dividirlos por a tienen
cociente igual al resto.

Respuesta: Queremos los nimeros n tales quen =r-g+r Peron=r-q+r=r(g+1)
o sea son todos los niimeros que son divisibles por ¢ + 1.

Sea p primo positivo. Probar que (p, (p — 1)!) = 1.

Respuesta: (p —1)! =[], qg” con ¢; < p—1 < pya que este producto es a su vez el
producto de los factores primos de cada uno de los niimeros de la productoria del factorial
y cada uno de estos es menor que p — 1. Pero entonces p y (p — 1)! son co-primos.

Hallar el menor miltiplo de 168 que sea un cuadrado.

Respuesta: 168 = 22 -3 -7 por lo tanto el menor miltiplo de 168 que es un cuadrado es
22.32.72 = 42 - 168.

Probar que si (a,4) =2y (b,4) = 2 entonces (a + b,4) = 4.

Respuesta: (a,4) =2 = a =2m 4 = 2p con (m,p) = 1. Pero p = 2 y por lo tanto
(m,2) =1 con lo que concluimos que m es impar. Haciendo lo mismo con b obtenemos
b = 2n con n impar. Pero luego n + m es par, con lo que sigue que a + b = 2m + 2n =
2(m + n) = 4l para algin entero /. Tenemos asi, (a + b,4) = (41,4) = 4.
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26. Probar que el producto de dos enteros consecutivos no nulos no es un cuadrado. (Ayuda:
usar el Teorema Fundamental de la Aritmética).

Respuesta: El caso n = 1 es trivial. Es facil ver que (n,n + 1) = 1 por lo tanto no
tienen ningtn factor primo en comin. Esto implica que cada uno de ellos debe ser a su
vez un cuadrado. Pero es facil ver que si n es un cuadrado su consecutivo no lo puede ser

(va que (k+1)%2 — (k2 +1) = 2k)



