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PREFACIO

Estas notas, ahora devenidas en libro, se originaron como un intento de condensar
en un solo lugar un gran conjunto de ideas, conceptos y herramientas matematicas
que considero bésicas para la comprensién y el trabajo diario de un fisico en nuestros
dias.

Usualmente sucede que si un problema es formulado desde una necesidad de ori-
gen fisico, como por ejemplo la descripcion de algin fenémeno natural, entonces
éste esta bien formulado, en el sentido de que una solucién razonable al mismo exis-
te. Esta regla ha sido en general muy fructifera y en particular les ha servido como
guia a muchos matematicos para abrirse camino en areas desconocidas. Pero también
ha servido, en particular a muchos fisicos, para trabajar sin preocuparse demasiado
por aspectos formales, ya sean analiticos, algebraicos o geométricos y poder asi con-
centrarse en aspectos fisicos y/o computacionales. Si bien esto permite un rapido
desarrollo de algunas investigaciones, a la larga se llega a un estancamiento pues al
proceder de este modo se evita enfrentar problemas que son muy ricos en cuanto a la
conceptualizacion del fendmeno a describir. Es importante constatar que el problema
formulado tiene una soluciéon matematica y fisicamente correcta.

Un ejemplo de esto ha sido el desarrollo, a mediados del siglo pasado, de la teoria
moderna de las ecuaciones en derivadas parciales. Muchas de estas ecuaciones surgie-
ron debido a que describen fenémenos de fisicos: transmisién del calor, propagacion
de ondas electromagnéticas, ondas cuanticas, gravitacion, etc. Una de las primeras res-
puestas matematicas al desarrollo de estas areas fue el teorema de Cauchy-Kowalevski
que nos dice que dada una ecuacién en derivadas parciales, (bajo ciertas circunstancias
bastante generales) si una funcion analitica es dada como dato en una hipersuperficie
(con ciertas caracteristicas), luego existe una solucion Unica en un entorno suficiente-
mente pequefio de dicha hipersuperficie. Tomé mucho tiempo darse cuenta que este
teorema realmente no era relevante desde el punto de vista de las aplicaciones fisicas:
existian ecuaciones admitidas por el teorema tales que si el dato no era analitico jno
habia solucién! Y en muchos casos, si éstas existian, no dependian continuamente
del dato dado, una pequefia variacion del dato producia una solucién totalmente dis-
tinta. Recién a mediados del siglo pasado se logré un avance sustancial al problema,
encontrando que habian distintos tipos de ecuaciones, hiperbdlicas, elipticas, para-
boélicas, etc. que se comportaban de manera distinta y esto reflejaba los distintos pro-
cesos fisicos que las mismas simulaban. Debido a su relativa actualidad, este conjunto
tan importante de conceptos no forman parte del conjunto de herramientas con que
cuentan muchos de los fisicos en actividad ni tampoco se encuentran en los libros de
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texto usualmente utilizados en las carreras de grado.

Como el anterior hay muchos ejemplos, en particular la teoria de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias y la geometria, sin la cual es imposible comprender muchas
de las teorias modernas, tales como la relatividad, las teorias de particulas elementa-
les y muchos fenémenos de la fisica del estado solido. A medida que avanza nuestra
comprension de los fendmenos basicos de la naturaleza mas nos damos cuenta que la
herramienta més importante para su descripcién es la geometria. Esta, entre otras co-
sas, nos permite manejar una amplia gama de procesos y teorias sin mucho en comtn
entre si con un conjunto muy reducido de conceptos, logrindose asi una sintesis. Es-
tas sintesis son las que nos permiten adquirir nuevos conocimientos, ya que mediante
suadopcidn dejamos espacio en nuestras mentes para aprender nuevos conceptos, los
cuales son a su vez ordenados de manera més eficiente dentro de nuestra construccion
mental del area.

Estas notas fueron originalmente pensadas para un curso de cuatro meses de du-
racion. Pero en realidad se adaptaban mas para un curso anual o dos semestrales.
Luego, a medida que se fueron incorporando mas temas a las mismas, resulté mas
y mas claro que deben darse en dos cursos semestrales o uno anual. Basicamente un
curso deberia contener los primeros capitulos que incluyen nociones de topologia,
espacios vectoriales, algebra lineal, finalizando con la teoria de las ecuaciones en de-
rivadas ordinarias. La tarea se simplifica considerablemente si los estudiantes han te-
nido previamente un buen curso de algebra lineal. La correlacion con las materias de
fisica deberia ser tal que el curso sea previo o concurrente con una mecanica avan-
zada. Haciendo hincapié en la misma sobre el hecho de que en definitiva uno esta
resolviendo ecuaciones diferenciales ordinarias con cierta estructura especial. Utili-
zando los conceptos del algebra lineal para encontrar modos propios y la estabilidad
de puntos de equilibrio. Y finalmente utilizando la geometria para describir aunque
mas no sea someramente la estructura simpléctica subyacente.

El segundo curso consiste en desarrollar las herramientas para poder discutir as-
pectos de la teoria de ecuaciones en derivadas parciales. Deberia darse antes o concu-
rrentemente con un curso avanzado de electromagnetismo, donde se deberia hacer
hincapié en el tipo de ecuaciones que se resuelven (elipticas, hiperbdlicas), y el sen-
tido de sus condiciones iniciales o de contorno, segiin corresponda. Usando ademas
en forma coherente el concepto de distribucién, que lejos de ser un concepto mate-
matico abstracto es en realidad un concepto que aparece naturalmente en la fisica.

Nada del contenido de estas notas es material original, si algunas formas de pre-
sentarlo, por ejemplo algunas pruebas mas simples que las usuales, o la forma de inte-
grar cada contenido con los anteriores. Mucho del material deberia ser pensado como
una primera lectura o una iniciacidn al tema y el lector interesado en profundizar de-
beria leer los libros citados, de los cuales he extraido mucho material, siendo éstos
excelentes y dificiles de superar.



CAPITULO 1

CONCEPTOS BASICOS DE TOPOLOGIA

1.1. Introduccidon

La nocién de conjunto, si bien nos dice que ciertos objetos -los elementos que lo
conforman- tienen algo en comtn entre si, no nos da ninguna idea de la cercania de
entre estos elementos, mientras que por otro lado si consideramos por ejemplo los
ndmeros reales esta nocion esta presente. Sabemos por ejemplo que el nimero 2 esta
mucho mas cercano al 1 que lo que lo esta el 423. El concepto de una topologia en un
conjunto que definiremos a continuacion trata de captar con precisién esta nocion
de cercania la cual, como veremos admite muchas gradaciones.

Definicién: Un espacio topoldgico consiste en un par (X, 7 ), donde X es un con-
junto y 7 es una coleccion de subconjuntos de X satisfaciendo las siguientes condi-
ciones:

1. Los subconjuntos § y X de X estanen 7.

2. Sea O, A € I, unafamilia monoparamétrica de subconjuntos de X en 7, luego
Ul O, esta también en 7.

3. SiOy O estan en T, también lo esta ON O’.

Los elementos de 7, subconjuntos de X, son llamados los subconjuntos abier-
tos de X, el conjunto F en si es llamado una topologia de X . La condicién 2) nos dice
que infinitas uniones de elementos de 7 también estan en 7, mientras que la condi-
cién 3) nos dice que en general solo finitas intersecciones siguen estando en 7. De
los ejemplos siguientes se desprende el porqué de esta asimetria, ellos también nos
ilustraran de cémo dar una topologia es esencialmente dar una nocién de cercania
entre los puntos del conjunto en cuestion.

Ejemplo: a) Sea 7 = {0, X }, es decir que los tinicos subconjuntos abiertos de X son el
subconjunto vacio y el subconjunto X. Es claro que esta coleccién de subconjuntos
es una topologia, ya que satisface las tres condiciones requeridas, a esta topologia se
la denomina indiscreta. Podemos decir que en esta topologia los puntos de X estan
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arbitrariamente cerca entre si, ya que si un abierto contiene a uno de ellos los contiene
a todos.

Ejemplo: b) Sea 7= 2 (X), la coleccidén de todos los subconjuntos de X, claramente
esta coleccion también satisface las condiciones arriba mencionadas y por lo tanto
también es una topologia de X, la llamada discreta. Podemos decir que en ésta to-
dos los puntos estan arbitrariamente separados entre si ya que por ejemplo, dado
cualquier punto de X existe un abierto que separa a éste de todos los demés, el que
consiste de solo el punto en cuestion.

Ejemplo: c) Sea X el conjunto de los ndmeros reales, de ahora en mas, R, y sea I =
{O] si » € O,3e > o tal que si |r — 7’| < e,r’" € O}, es decir la coleccién de
abiertos en el sentido usual. Veamos que esta coleccion satisface las condiciones para
ser una topologfa. Claramente f) € 7, (ya que no tiene ninglin r), lo mismo que R,
(ya que contiene a todos los 7’), y asi condicidn 1) es satisfecha. Veamos la segunda,
sea r €| J; O, luego r € O, para alglin Ay por lo tanto existird ¢ > o tal que todo
r’ con |r — 7’| < ¢ estd también en O, y por lo tanto en |_J, O,. Veamos finalmente
la tercera, sea r € ON O’ luego r € O y por lo tanto existird ¢ > o tal que todo 7’
con |r — 7’| < ¢ estard en O, como r también estd en O existird ¢’ > o tal que todo
v/ con |r—7r'| < ¢’ estarden O'. Sea ¢” = min{e,e’} luego todo r’ con |r — /| < &”
estarden O y en O y por lo tanto en ONO’, con lo que concluimos que este Gltimo
conjunto también estd en 7. IR con esta topologia es llamada la linea real.

Ejercicio: Encuentre usando el ejemplo anterior una interseccion infinita de abiertos
que no es abierta.

Ejemplo: d) Sea X = R x R = IR’, es decir el producto cartesiano de /Rconsigo
mismo —el conjunto de todos los pares (x,y), con x,y € R-yseaT ={O|si (x,y) €
O,3e > o tal que si |[x —x'|+ |y —y'| < &,(x',7’) € O}. Del ejemplo anterior se
puede ver que este también es un espacio topoldgico y que esta es la topologia que
usualmente usamos en R’

Definicion: Un espacio métrico, (X,d) es un par consistente en un conjunto X y
un mapad : X x X — R, llamado usualmente distancia, satisfaciendo las siguientes
condiciones:

1. d(x,x')>0,=0o=>x=x'.
2. d(x,x")=d(x',x).
3. d(x,x")+d(x',x") > d(x,x").

Ejercicio: Pruebe que este espacio posee una topologia inducida por su métrica en
forma similar a R en el ejemplo anterior.
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Ejercicio: Veaque d(x,y) = 15i x # y, es una distancia. ¢Qué topologia nos introduce
dicha distancia?

Claramente una métrica nos da una nocién de cercania entre puntos, ya que nos
da un valor numérico de la distancia entre si de estos. Una topologia, al no darnos
en general ningin nimero nos da una nocién de cercania mucho mas vaga, pero de
todos modos en general interesante.

r.r.1. Terminologia

Damos a continuacidn un resumen de la terminologia usual en esta area, la misma
es una generalizacién directa de la usada comtinmente.

Definicion: Llamaremos el complemento, O¢, del subconjunto O de X al subcon-
junto de todos los elementos de X que no estan en O.

Definicién: Diremos que un subconjunto O de X es cerrado si su complemento O°
es abierto.

Definicion: Un subconjunto N de X es llamado un entorno de x € X si existe un
abierto O, con x € O, contenido en N.

Definicién: Llamaremos el interior de A € X al subconjunto I7t(A) de X formado
por la unién de todos los abiertos contenidos en A.

Definicién: Llamaremos la clausura de A € X al subconjunto C/(A) de X formado
por la interseccién de todos los cerrados conteniendo a A.

Definicién: Llamaremos la frontera de A € X al subconjunto dA de X formado por

CI(A)—Int(A)=Int(A) NCI(A).

Ejercicio: Sea (X, d) un espacio vectorial métrico, pruebe que:
a) C! ={x'|d(x,x") < 1} es cerrado y es un entorno de x.

b) Nf = {x'|d(x,x") < €}, e > 0 es también un entorno de x.
) Int(Nf)=N¢

d) CI(NE) = {x|d(x,x") < ¢}

e) INE = {x|d(x,x") =¢}.

Ejercicio: Sea (X, ) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X . Pruebe que:
a) A es abierto si y solo si cada x € A tiene un entorno contenido en A.

b) A es cerrado si y solo si cada x en A° (0 sea no perteneciente a A) tiene un entorno
que no intersecta a A.

Ejercicio: Sea (X, 7 ) un espacio topoldgico, sea A € X y x € X. Pruebe que:
a) x € Int(A)siy solo si x tiene un entorno contenido en A.
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b) x € CI(A) si y solo si todo entorno de x intersecta A.
¢) x € dA siy solo si todo entorno de x contiene puntos en A y puntos en A°.

1.2.  Conceptos Derivados

En las secciones anteriores hemos visto que el concepto de una topologia nos lleva
a una generalizacién de una serie de ideas y conceptos derivados que manejidbamos
en IR”, las cuales no dependian de la métrica usual usada en estos espacios (la llamada
Métrica Euclidea). Cabe entonces preguntarse si hay otras generalizaciones posibles
todavia. En estay en la proxima subseccion estudiaremos dos mas de ellas, éstas a su
vez abren una vasta area de las matematicas, que no trataremos en este curso pero que
es muy importante en lo que respecta a la fisica moderna.

La primera de ellas es la de continuidad.

1.2.1. Mapas continuos

Definicién: Sea ¢ : X — Y un mapa entre dos espacios topoldgicos. (Ver recuadro.)
Diremos que el mapa ¢ es continuo si dado cualquier abierto O de Y, ¢™*(O) es un
abierto de X.

Definicién: Un mapa ¢ : X — Y entre un conjunto X y otro Y es una asignacién a
cada elemento de X de un elemento de Y.

Esto generaliza el concepto de funcidn usual, note que el mapa esta definido para todo
elemento de X, mientras que en general su imagen, es decir el conjunto $(X)={y €
Y |3x € X y $(x) =y}, no es todo Y. En el caso que lo es, es decir que p(X) =7,
diremos que el mapa es suryectivo. Por otro lado si se cumple que ¢(x) = (X)) =
x = % diremos que el mapa es inyectivo. En tal caso existe el mapa inverso a ¢ entre
el conjunto $(X) C Y y X. Si el mapa es ademds suryectivo entonces su inverso esta
definido en todo Y y en este caso se denota por ¢~ : Y — X . Es de utilidad considerar
también los conjuntos ¢~ (O) = {x € X | $(x) € O}

Claramente la definicion anterior solo usa conceptos topoldgicos ¢ Tiene algo que
1 | épsilon-del, daen R"? firmati
ver con la usual épsilon-delrausada en IR”? La respuesta es afirmativa, como veremos
mas abajo en nuestro primer teorema, pero primero veamos algunos ejemplos.

Ejemplo: a) Sean X e Y cualquiera y sea la topologia de X la discreta. Luego cualquier
mapa entre X e Y es continuo. En efecto, para cualquier O abiertoen Y, ¢7'(O) es
alglin subconjunto en X, pero en la topologia discreta todo subconjunto de X es un
abierto.

Ejemplo: b) Sean X e Y cualquiera y sea la topologia de Y la indiscreta. Luego tam-
bién cualquier mapa entre X e Y es continuo. En efecto, los Ginicos abiertos en Y son
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feY,pero ¢ (@) =0, mientras que ¢ '(Y) = X, pero cualquiera sea la topologia
de X, 0 y X son abiertos.

De los ejemplos anteriores pareceria ser que nuestra definicién de continuidad
no es muy interesante, eso es debido a que hemos tomado casos con las topologias
extremas, en las topologias intermedias es donde la definicion se hace mas ttil.

Ejemplo: ¢) Sean X e Y lineas reales, y sea ¢(x) = 151 x >0, ¢(x) =—15i x < 0. Este
mapa no es continuo ya que, por ejemplo, ¢~'((1/2,3/2)) = {x|x > o}.

Teorema 1.1 El mapa ¢ : X —Y es continuo si y solo si se cumple que: dado cualguier
punto x € X y cualguier entorno M de ¢(x), existe un entorno N de x tal que p(N) C M.

Esta segunda definicidn esta mucho més cerca del concepto intuitivo de continui-

dad.

Prueba: Supongamos ¢ continuo. Sea x un punto de X, y M un entorno de ¢(x).
Luego existe un abierto O en Y contenido en M y conteniendo a ¢(x). Por conti-
nuidad N = ¢~ '(O) es un abierto de X, y como contiene a x, un entorno de x. Se
cumple entonces que ¢(N) C O C M. Supongamos ahora que dado cualquier punto
x € X y cualquier entorno M de ¢(x), existe un entorno N de x tal que ¢(N) C M.
Sea entonces O un abierto cualquiera de Y, debemos mostrar ahora que ¢~'(O) es
un abierto de X. Sea x un punto cualquiera de ¢ (O), luego ¢(x) € O y por lo tanto
O es un entorno de ¢(x), por lo tanto existe un entorno N de x tal que ¢(N) C O
y por lo tanto N C ¢~'(O). Pero entonces ¢~ '(O) contiene un entorno de cada uno
de sus puntos y por lo tanto es abierto.

Ejercicio: Sea ¢ : X — Y y ¢ : Y — Z mapas continuos, pruebe que ¢ o : X — Z
también es continuo. (Composicion de mapas preserva continuidad.)
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Topologia Inducida:

Sea ¢ un mapa entre un conjunto X y un espacio topolégico {Y, 7 }. Este mapa pro-
porciona naturalmente, es decir sin la ayuda de ninguna otra estructura, una topologia
en X, denotada por 7  y llamada la topologia inducida por ¢ en X. El conjunto de
sus abiertos estd dado por: 7y ={O C X [O = ¢7(Q), Q€ T}, es decir O es un
abierto de X si existe un abierto Q de Y tal que O = ¢7'(Q).

Ejercicio: Demuestre que esta construccién realmente define una topologia.
No todas las topologias asi inducidas son de interés y en general dependen fuertemente
del mapa, como lo demuestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo:

a)Sea X =Y = IR con la topologia usual y sea ¢ : R — IR la funcién ¢(x) = 17
Y x € IR. Esta funcidn es claramente continua con respecto a las topologias de X e Y,
las de la linea real. Sin embargo 7 4, la topologia inducida en X por este mapa es la
indiscreta!

b) Sea X e Y como en a) y sea ¢(x) un mapa invertible, luego T 4 coincide con la

topologia de la linea real.

1.2.2. Compacidad

La otra generalizacién corresponde al concepto de Compacidad. Para ello intro-
ducimos la siguiente definicion: Sea X un conjunto, A un subconjunto de éste y {4}
una coleccién de subconjuntos de X parametrizados por una variable continua o dis-
creta A. Diremos que esta coleccidn cubre A st A CU,A,.

Definicién: Diremos que A es compacto si dada cualquier coleccion {A,} de abiertos
que lo cubren, existe un niimero finito de estos A, que también lo cubren.

Ejemplo: a) Sea X un conjunto infinito de puntos con la topologia discreta. Luego un
cubrimiento de X consiste, por ejemplo, en todos los puntos de éste, considerados
cada uno de ellos como un subconjunto del mismo. Pero la topologia de X es la
discreta, por lo tanto este es un cubrimiento de abiertos y ningn ntimero finito
de ellos lo cubrir4, por lo tanto X no es en este caso compacto. Claramente si X
tuviese solo un niimero finito de elementos siempre seria compacto, cualquiera fuese
su topologia.

Ejemplo: b) Sea X cualquier conjunto con la topologia indiscreta. Luego X es com-
pacto. Los tnicos abiertos de este conjunto son § y X, por lo tanto cualquier cubri-
miento tiene a X como uno de sus miembros y éste solo alcanza para cubrir a X.

Vemos ast que esta propiedad depende fuertemente de la topologia del conjunto.
La relacién con el concepto intuitivo de compacidad queda clara de los siguientes
ejemplo y ejercicio.

Ejemplo: ¢) Sea X lalineareal y A = (o, 1). Este subconjunto no es compacto pues por
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ejemplo el siguiente es un cubrimiento de abiertos de A tal que cualquier subconjunto
1 n—i

finito del mismo nolo es. A, = (5, —)
Ejercicio: Sea X la linea real y A =[o, 1]. Pruebe que A es compacto.
Prueba:

Sea {A,} un cubrimiento de [0, 1] y @ € [0, 1] la menor cota superior de los x €
(0, 1] tales que [0, x ] esta cubierto por un subcubrimiento finito. 4 existe pues o tiene
un A que lo cubre. SeaA; un elemento del cubrimiento tal que 2 € A . Luego existe
b <atalque b €A, y b yaesta cubierto por un subcubrimiento finito. Tenemos
asi que a estd en un subcubrimiento finito y por lo tanto, si @ # 1 también algunos
elementos mayores al mismo. Lo que constituiria una contradiccion. @

Veamos ahora la relacién entre los dos conceptos derivados del de Topologia, es
decir el de la continuidad de mapas entre espacios topoldgicos y el de compacidad.
El hecho de que un mapa entre espacios topoldgicos sea continuo implica que este
mapa es especial, en el sentido de que tiene o lleva informacion sobre las respectivas
topologias y preserva las propiedades topoldgicas de los conjuntos que asocia. Esto se ve
en la siguiente propiedad, la cual ~como se desprende del ejemplo que sigue- es muy
importante.

Teorema 1.2 Sean X e Y dos espacios topoldgicos y ¢ un mapa continuo entre ellos.
Luego si A es un subconjunto compacto de X, ¢(A) es un subconjunto compacto de Y .

Prueba: Sea O, una coleccion de abiertos en Y que cubren a ¢(A). Luego la coleccion
¢7'(O,) cubre a A, pero A es compacto y por lo tanto habra una subcoleccién finita
¢ 'Oy de la anterior que también lo cubre. Por lo tanto la subcoleccion finita Oy
cubrira también a ¢(A). Como esto es cierto para cualquier coleccion de abiertos
cubriendo a ¢(A) concluimos que éste es compacto.

Ejemplo: Sea A compacto y sea ¢ : A — IR continuo, es decir un mapa continuo entre
Avylalineareal. $(A) es entonces un conjunto compacto de la linea real y por lo tanto
un conjunto cerrado y acotado, pero entonces este conjunto tendrd un maximo y un
minimo, es decir el mapa ¢ alcanza su maximo y minimo en A.

Finalmente otro teorema de fundamental importancia acerca de los conjuntos
compactos, el cual muestra que éstos tienen otra propiedad que los hace muy in-
teresantes. Para ello introducimos las siguientes definiciones, las cuales también so-
lo en conceptos topoldgicos. Una sucesion o secuencia en un conjunto X {x,} =
{x,x,,...}, con x,, € X, es un mapa de los nimeros enteros en este conjunto. Da-
da una sucesion {x,} en un espacio topoldgico X, diremos que x € X es un punto
de convergencia o limite de esta sucesion si dado cualquier abierto O de X con-
teniendo a x existe un nimero N tal que para todo » > N x, € O. Diremos que
x € X es un punto de acumulacion de esta sucesion si dado cualquier abierto O de
X conteniendo a x, infinitos elementos de la sucesion también pertenecen a O.
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Ejercicio: Encuentre un ejemplo de una sucesion en alglin espacio topolégico con
diferentes puntos limites.

Teorema 1.3 Sea A compacto. Luego toda sucesion en A tiene un punto de acumulacion.

Prueba: Supongamos —en contradiccion con la afirmacién del teorema- que existe
una sucesion {x, } sin ningun punto de acumulacion. Es decir, dado cualquier punto
x de A existe un entorno O, conteniéndolo y un nimero N, tal que si 7 > N, lue-
go x,, ¢ O,. Como esto es valido para cualquier x en A, la coleccion de conjuntos
{O,|x € A} cubre A, pero A es compacto y por lo tanto existira una subcoleccién
finita de éstos que también lo cubre. Sea N el maximo entre los N de esta coleccion
finita. Pero entonces x,, ¢ A para todo n > N lo que es absurdo.

Ejercicio: Pruebe que los conjuntos compactos en la linea real son los cerrados y
acotados.

Nos podemos hacer ahora la pregunta inversa: ¢Si A C X es tal que toda sucesiéon
tiene puntos de acumulacidn, es cierto entonces que A es compacto? Una respuesta
afirmativa nos daria una caracterizacion alternativa de la compacidad, y ésta es afir-
mativa para el caso de la linea real. En general la respuesta es negativa: hay topologias
en las cuales toda sucesion en un conjunto tiene puntos de acumulacién en él, pe-
ro este no es compacto. Sin embargo todas las topologias que nosotros veremos son
numerables de segunda especie [ Ver recuadro] y en éstas la respuesta es afirmativa.

En lalinea real es cierto que si x € [R es un punto de acumulacién de una sucesion
{x,} entonces existe una subsucesion, {%,}, —es decir una restriccion del mapa defi-
niendo la sucesion a un nlimero infinito de nimeros naturales-, que tendré a x como
punto limite. Esto tampoco es cierto en la generalidad de los espacios topoldgicos,
pero si lo es si consideramos solo aquellos que son numerables de primera especie
[Ver recuadro]. Todos los espacios que veremos en este curso lo son.
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*Numerabilidad de espacios topoldgicos.

Definicién: Diremos que un espacio topolégico {X, T} es numerable de primera es-
pecie si para cada p € X existe una coleccidn contable de abiertos {O,} tal que todo
abierto conteniendo a p contiene también al menos uno de estos O,,.

Definicién: Diremos que un espacio topolégico {X, 7} es numerable de segunda es-
pecie si hay una coleccién numerable de abiertos tal que cualquier abierto de X puede
ser expresado como una unidn de conjuntos de esta coleccion.

Ejemplo:
;o . .
a) X con la topologia indiscreta es numerable de primera especie.
b) X con la topologia discreta es numerable de primera especie. Y de segunda especie
sty solo si sus elementos son numerables.

Ejercicio: Demostrar que la linea real es numerable de primera y segunda especie.
Ayuda: Para el primer caso use los abiertos O, = (p — =, p + =) y para el segundo
O = (ﬁ — Lz %)

pqn 9 n’q

*Separabilidad de espacios topoldgicos.

Definicién: Un espacio topoldgico X es Hausdorff st dados cualquier par de puntos de
X, x ey, luego existen entornos O, y O, tales que O, N O, = 0.

Ejemplo:
a) X con la topologia indiscreta no es Hausdorff.
b) X con la topologia discreta es Hausdorff.

Ejercicio: Encontrar una topologia tal que los enteros sean Hausdorff y compactos.

Ejercicio: Pruebe que si un espacio es Hausdorff entonces si una sucesion tiene un
punto limite este es Gnico.

Ejercicio: Sea X compacto, ¥ Hausdorff y ¢ : X — Y continuo. Pruebe que las im4-
genes de conjuntos cerrados son cerradas. Encuentre un contra-ejemplo si Y no es
Hausdorff.
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Notas bibliograficas: Este capitulo es esencialmente un condensado de los capitulos
26,27,28,29 y 30 de [1], ver también [2], [6] y [21]. La topologia es una de las mis
apasionantes ramas de las matematicas, jsi profundiza quedara atrapado! De particular
interés en fisica en la nocién de Homotopia un buen lugar para entender estas ideas es
el capitulo 34 de[1].
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CAPITULO 2

ALGEBRA LINEAL

2.1. Espacios Vectoriales

Definicion: Un Espacio Vectorial Real consiste de tres cosas - 7) Un conjunto, V/,
cuyos elementos seran llamados vectores. 77) Una regla que asigna a cada par de vec-
tores, v, #, un tercer vector que denotaremos por v + # y que llamaremos su suma.
i11) Una regla que asigna a cada vector, v y a cada nimero real a, un vector que de-
notaremos por av y que llamaremos el producto de v con a. - sujetas a las siguientes
condiciones:

1.a) Para cualquier par de vectores #, v € V se cumple que,

ut+tv=v+u (2.1)

1.b) Existe en V un tnico elemento llamado cero y denotado por o, tal que

o+tv=oYoeV. (2.2)
1.c) Para cualquier vector # € V existe un Unico vector en V, denotado —u, tal
que,
u+(—u)=o (2.3)
2.2) Para cualquier par de nimeros reales a y a y cualquier vector v se cumple que,
/ /
a(a'v)=(aa")v.
2.b) Para cualquier vector v se cumple que,

10 =92.

3.2) Para cualquier par de nlimeros reales 2 y 4’ y cualquier vector v se cumple que,

(a+d)yv=av+dv.
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3.b) Para cualquier nimero real 4 y cualquier par de vectores v y v’ se cumple que,

a(v+v)=av+av'.

Las primeras son condiciones que involucran solo la regla de la suma, estas en
realidad son las reglas que definen un grupo, estructura a la cual visitaremos en un
capitulo posterior, donde la suma representa el producto entre elementos del grupo.
Las siguientes solo involucran a la regla del producto, mientras que las dos Gltimas
tratan de la relacion entre estas dos operaciones. Como veremos con ejemplos més
adelante, los niimeros reales pueden ser suplantados por cualquier cuerpo, los racio-
nales, Q, los enteros, Z, los complejos, C, e incluso por cuerpos finitos.

Ejemplo: El conjunto de todas las n-tuplas de ndmeros reales con las operaciones
usuales de suma y multiplicacién tupla por tupla. Este espacio se denomina R”.

Ejemplo: Sea S cualquier conjunto y sea V' el conjunto de todas las funciones de S en
los reales, v : S — IR, con las siguientes operaciones de suma y producto: La suma de
la funcién v con la funcién v’ es la funcién (elemento de V) que al elemento s de S
le asigna el valor v(s) + v'(s). El producto de 4 € IR con la funcién v es la funcién
que a s € S le asigna el valor av(s). Este ejemplo aparecera muy a menudo en los
capitulos siguientes.

Definicion: diremos que un conjunto de vectores {e;} 7 = 1,...,7 son linealmente
independientessi >, a'e; =oa’ € R,i=1,...,n=>a' =0,i =1,...,n, es decir si
cualquier combinacién lineal no trivial de estos vectores nos da un vector no trivial.

Definicién: El S pan de un conjunto de vectores {#;} es el conjunto de todas las com-
binaciones lineales posibles de estos elementos. Generan en si un subespacio de V/, al
que denotaremos por Span{u;} C V.

Si un ndmero finito de vectores linealmente independientes, 7, son suficientes
para expandir V/, [es decir si cualquier vector en V puede ser obtenido como una
combinacidn lineal de estos 7 vectores], entonces diremos que estos forman una base
de V y que la dimension de V es 7, dim V = n.

Ejercicio: Muestre que dado un vector v y una base, {e;} ¢ = 1,...,7, existe una
Unica combinacidn lineal de elementos de la base que lo determinan. Es decir, si v =
>.v'e;yv=>. 7'e;, entonces v' =¥’ paratodo i =1,...,7.

Ejercicio: Si tenemos dos bases, {e;} y {€;}, podemos escribir los elementos de una
en funcién de la otra,

€ :ZP]-iei, e; :ZRilel.
i /
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Vea que R, :Pl._ll.

Ejercicio: Sea S un conjunto finito, § = {s,s,,...,s, }, encuentre una base del espacio
vectorial de todas las funciones de S en IR. Encuentre la dimension de este espacio.

Ejercicio: Muestre que la dimension de V es Gnica, es decir que no depende de la base
empleada para definirla.

Note que si en el ejemplo anterior S consta de un nimero finito de elementos,
luego la dimension de V es finita.” En el caso de que S tuviese un ntimero infinito
de elementos dirfamos que la dimension de V seria infinita. En lo que sigue de este
capitulo solo consideraremos espacios vectoriales de dimensién finita.

Sea V un espacio vectorial de dimensidn 7 y una base del mismo, {e;} : = 1,..., 7.
Dada una n-tupla de ntimeros reales, {c’} tenemos entonces determinado un elemen-
to de V, es decir el vector, v =377 c'e;. Por otro lado, hemos visto en un ejercicio
anterior que dado un vector cualquiera este nos determina una unica n-tupla de na-
meros reales, los elementos de v en dicha base. Vemos que tenemos entonces un mapa
invertible entre V' y el espacio de n-tuplas, R”. Este mapa es lineal, asigna a la suma
de dos vectores v y © la n-tupla suma de las respectivas n-tuplas. Este mapa depende
de la base, pero atn asi nos dice que los espacios vectoriales de dimension finita no
deparan muchas sorpresas, son siempre copias de R".

2.1.1.  Covectores y Tensores

Sea V un espacio vectorial de dimension 7. Asociado con este espacio vectorial
consideremos el conjunto, V* = { el espacio de mapas lineales w : V — IR}. Este es
también un espacio vectorial, llamado el espacio dual a V', o espacio de covecto-
res, con suma y producto dados por:

(w+at)(v)=w(v)+ar(v) YoeV

conw,t €V* ae R

¢Cual es su dimension? Note que si {e;} i = 1,...,7 es una base de V, es decir un
conjunto linealmente independiente de vectores que expanden V, podemos definir
n elementos de V* (llamados co-vectores) por la relacion

0(e;)= 3" (2.4)

Es decir definimos la accién de 8 sobre los {e;} como en laecuacion de arriba y luego
extendemos su accion a cualquier elemento de V escribiendo a este elemento en la
base {e;} y usando el hecho que la accién debe ser lineal.

Se puede ver facilmente que cualquier p € V* se puede obtener como combina-
cién lineal de los covectores {67}, j = 1,...,7 y que estos son linealmente indepen-
dientes, por lo tanto forman una base y por lo tanto la dimensién de V* es también
n.

"Es decir un nimero finito de vectores linealmente independientes expanden V.
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Ejercicio: Vea que V* es un espacio vectorial y que las {6’} forman realmente una
base.

Ejercicio: Vea que si v =>”  v'e; entonces,
v =6(v).

Ejercicio: Sea V el espacio de funciones de un conjunto con un nimero finito de
elementos, 7, a los reales. Sea una base dada por:

[ 1 a eseliesimo elemento
eil@)=1, sino lo es

Encuentre la correspondiente co-base de su espacio dual.

Como V' y V* tienen la misma dimensién son, como espacios vectoriales, la mis-
ma cosa, pero como no existe ningin mapa que los identifique los tenemos que tomar
como distintos.

¢Que pasa si ahora tomamos el dual de V*? ;Obtendremos asi mas copias de V?
La respuesta es no, ya que existe una identificacion natural entre V' y su doble dual

En efecto a cada v € V' le podemos asociar un elemento X, de V**, es decir una
funcional lineal de V* en IR, de la siguiente forma: X (w) := w(v) YV w € V*
. Es decir el elemento X, de V** asociado a v € V es aquel que al actuar sobre
un covector cualquiera w da el nimero w(v). Note que X actta linealmente en
los elementos de V* y por lo tanto es un elemento de V**. ;Hay elementos de V**
que no provengan de alglin vector en V? La respuesta es no, ya que el mapa X, :
V — V* es inyectivo [X (w) =0 VY w => v = o] y por lo tanto > dimX, =
dim V. Por otro lado dim V** = dim V* ya que V** es el dual de V* y asi dim V' =
dim V* = dim V**, lo que indica que el mapa en cuestion es también suryectivo y por
lo tanto invertible. Esto nos permite identificar V' y V** y concluir que dualizando
no podremos construir mas espacios vectoriales interesantes. En el caso en que la
dimensién del espacio vectorial no es finita esto ya no es cierto y existen casos — de
uso frecuente - en donde X, C V** estrictamente.

Ejercicio: Dada una base en V/, {e;} y la correspondiente co-base, {#7}. Defina la co-
co-base en V**, {E;}. Encuentre la relacion entre las componentes de un vector de la
forma X, en la base {E;} y las del vector v en la base {e;}.

Ejercicio: Vea que efectiva}mer.lte dimX v =dim V/.
Sin embargo nada nos impide considerar también mapas multilineales*de V x V x --- x V
—_———

kveces
14
en R, 0 mas generalmente,

*Denotando por Xy, la imagen por X,y de V.
30 sea mapas separadamente lineales en cada uno de sus argumentos.
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VX oxVxVix...xV"= R

k veces /veces

El conjunto de estos mapas (para cada par (k, /) dado) es también un espacio vectorial,
—con las operaciones obvias- y sus elementos son llamados tensores de tipo (/i) .

Ejercicio: ¢Cual es la dimension de estos espacios como funcién del par (/i>>

Nota: En dimensién finita se puede demostrar que cualquier tensor de tipo (é} se
puede escribir como combinacion lineal de elementos del producto cartesiano de &
copias de V*y [ copias de V -donde hemos identificado a V con V**~. Por ejemplo
si ¢ es de tipo (¢), -0 sea un mapa que tiene como argumentos a dos covectores-
, entonces dada una base {e;} de V, y la correspondiente base de V**, {E} habra
n x n ntimeros reales t'/, i = 1,...,7 tales que

to,0)= 5] E(E() D] tTole)wley), Yo, weV. ()
1,j=1 1,]=1

Pero el conjunto de combinaciones lineales de productos cartesianos de & copias de
V*y [ copias de V es también un espacio vectorial, se lo llama producto externo de
k copias de V* y [ copias de V y se lo denota por

VevVe -eVeVe --eV.

k veces /veces

Por lo tanto también se los puede considerar a los tensores como elementos de estos
productos externos.

Ejemplo: a) Sea ¢ de tipo (‘;), oseat € V*® V*. Este es un mapa bilineal de V@ V
en R, t(v,u) € IR. Sea t simétrico [¢(v,u) = t(u,v)] y no degenerado [ t(v, )=
o€ V*=> v =o0]. Como t es no degenerado define un mapa invertible entre V/
y su dual. En efecto, dado v € V, #(v,-) es un elemento de V*. Pero si v y ¥ nos
determinan el mismo elemento de V*, es decir si #(v,u) = t(D,u) Y u € V luego
v = 7, lo que se puede ver tomando # = v — ¥ y usando que ¢ es no degenerado.
Como las dimensiones de V' y V* son iguales el mapa ast definido es invertible.

Ejemplo: b) Sea ¢ un elemento de (7) tal que

e(...,\?/,...,\1/.1/,...):—5(...,\11_/,...,\1;_/,.
i j i j

..) (2.6)

cualquiera sea la casilla i y j, es decir un tensor totalmente antisimétrico. Sea {e; }

unabasede Viye , . :=ce(e,e,...,e,), luego cualquier otra componente de ¢ en
’ . , .

esta base sera o bien ceroo¢,,, , 0—e¢,,,  deacuerdoa que alglin e; se repita o sea

una permutacion par de la de arriba o una impar. En efecto, por ejemplo,
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5‘3124...71 = 5(633613615645'-'5671)

—e(e, e,,e,,e,,....e,)

1083560650

e(e,se,se5.e,,...,e,)

€ 1234..7°

Por lo tanto, dada una base, basta un ntimero, ¢, ,, para determinar el tensor ¢ y
dado otro tensor & no idénticamente cero con las propiedades arriba mencionadas
luego existira un nimero @ tal que ¢ = aé. Esta Gltima igualdad no depende de la

base empleada y nos dice que la dimensién del subespecio de tensores de tipo (Z)
antisimétricos es de dimensién 1. Basta conocer un elemento para generar todo el
espacio multiplicandolo por nimeros reales cualquiera.

Ejercicio: Sea ¢ no idénticamente cero y {#;} un conjunto de » = dim V vectores de
V. Muestre que estos forman una base si y solo st

e(y,...,m,)#o. (2.7)

Ejemplo: c) Sea A un elemento de (i),
ueV, v'eV' - Au,v")e R. (2-8)

Esto implica que A(#, ) es también un vector (identificando V' con V**, aquel que
toma una forma w € V* y da el nimero A(u#, )). Tenemos asi un mapa lineal de V
en V, o sea un operador lineal en V.

Ejercicio: Sea {u;} una base de V' y sean a; los vectores A(%;, ), luego
ela,,....,a,)=¢e(A(u,, ),...,An,, ))

es totalmente antisimétrico en los {#;} y por lo tanto proporcional a si mismo;
e(A(uy,y ). Alny,, ))oce(u,....,u,).

La constante de proporcionalidad se llama determinante del operador A,

e(A(u,, )y..., A(u,, ))=:det(A)e(u,....,u,).

nd

Problema 2.1 Muestre que esta definicion no depende del & empleado ni de la base y por
lo tanto es realmente una funcion del espacio de operadores de V en IR.

Ejercicio: Si Ay B son dos operadores de V, luego A- B(v) := A(B(v)). Muestre que
det(AB) = det(A) - det(B).
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2.1.2.  Complexificacion

Otra manera de obtener campos vectoriales a partir de uno dado, digamos V, es
extendiendo el campo donde esta definida la operacion de multiplicacion, si esto es
posible. El caso mas comun es la complexificacion de un espacio vectorial real en
ese caso simplemente se extiende el producto a los nimeros complejos resultando
un campo vectorial de la misma dimensién. Una manera de obtenerlo, por ejemplo
es tomando un conjunto de vectores linealmente independientes del espacio inicial,
es decir una base, y considerando todas las combinaciones lineales con coeficientes
complejos arbitrarios. El espacio asf obtenido se denota por V<. Si las componentes
de los vectores en V en la base original eran n-tuplas de nimeros reales, ahora son n-
tuplas de nimeros complejos. Como la base es la misma, la dimension también es la
misma. Estas extensiones de espacios vectoriales aparecen a menudo y mas adelante
veremos otras.

Los mapas multilineales deben ser extendidos de la misma forma, es decir, por
ejemplo el dual de V estara constituido por todos los mapas de V en C.

También podemos tomar cuerpos mas pequefios, por ejemplo, Q” o Z”.

Ejemplo: Considere el espacio vectorial Q” consistente de todas las n-tuplas de nt-
meros racionales. En este espacio el campo es también el conjunto de los racionales.
Si extendemos el campo a los reales obtenemos R”.

Ejemplo: Considere un espacio V y una base cualquiera en el mismo, {e;}. Dicha
eleccion nos caracteriza un sub-espacio de V, el dado por todos los elementos de la
forma,

n
0= E m'e; m'€Z.
i

Ejercicio: Considere ahora el conjunto de todos los mapas lineales de este sub-espacio
a Z. ;Qué forma tienen sus elementos?

2.1.3.  Espacios cociente

La tltima forma que veremos de obtener espacios vectoriales a partir de otros es-
pacios vectoriales es la de tomar cocientes. Sea V' un espacio vectorial y sea W C V
un subespacio del mismo. Llamaremos espacio cociente al conjunto de clases equi-
valentes en V, donde diremos que dos vectores de V' son equivalentes si su diferencia
es un vector en W. Este espacio se denota como V /W.

Ejercicio: Probar que esta es una relacion de equivalencia.
Veamos que este es un espacio vectorial. Los elementos de V /W son clases equi-

valentes, dos elementos de V, v y v’ pertenecen a la misma clase equivalente si
v—v' € W.Sean { y ¢’ dos elementos de V//W, es decir dos clases equivalentes
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de elementos de V. Definiremos las operaciones propias en los espacios vectoriales
de la siguiente forma: { +a{” ser4 la clase equivalente correspondiente a un elemento
~ . . /g

¥ obtenido tomando un elemento de V en ¢, digamos v, otro de ', digamos @', y

definiendo 9 := v 4 av’, tenemos 5’ = +a{’, donde 5 es la clase equivalente que
contiene al elemento @ = v + av’. Para facilitar la notacién se suele representar a la
clase equivalente que contiene un dado elemento, digamos v, como {v}. En este caso
entonces tenemos que,

(v} +a{v'} ={v+av}.

Ejercicio: Vea que esta definicién no depende de la eleccion de elementos en la clase
equivalente tomados para hacer la operacion. Es decir, considere otros dos elementos
en y ¢, digamos 9 y 9" y vea que con ellos obtiene un elemento en la misma clase
que 9 =v +av’.

Ejemplo: Sea V = [R?, es decir el espacio de 2-tuplas de nimeros reales. Sea v un ele-
mento cualquiera. Este elemento genera el espacio unidimensional W, que consiste
en todos los vectores de la forma aw, para @ € R. El espacio cociente V /Wy, es el
espacio compuesto por las lineas paralelas a v. Es decir, cada linea es un elemento
del espacio cociente y entre ellas existe una nocion de suma y multiplicacion por un
escalar.

2V W‘U’

Figura 2.1: Interpretacién geométrica del espacio cociente.

Ejercicio: Sea V el conjunto de funciones continuas de IR en Ry sea W el subcon-
junto de las mismas que se anulan en el intervalo [o, 1]. Vea que este es un subespacio
vectorial. Considere el espacio V//W. ¢:Con que espacio puede asociarlo a este?
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2.2. Normas

Definicién: Una norma en un espacio vectorial V' es un mapa ||x||: V — R*, satis-
faciendo paratodo x,y € V, a € R,

D20 (= x=0)

12) ||ax|| = |a| [|x]]

12) [l + [ < |lxl| + Iyl

Ejemplos: En R* :

a) [[(x, y)l| = max{|x], [y[};

b) |(x,»)||, := 4/ x* + ¥, norma Euclidea;

) [1Ges Il = [l + [y;

DGl =P +y17)7 p=13

¢) En V cualquiera sea ¢ un tensor simétrico positivo definido de tipo (?), es decir
t(u,v) = t(v,u), t(u,u) > o (= <> u = o). La funcién ||u||; = y/t(u,u) es una
norma. Cada tensor de este tipo genera una norma, pero hay muchas normas que no
provienen de ninglin tensor de este tipo. Dé un ejemplo.

Ejercicio: Pruebe que |t (u,v)|* < [|u||¢||v||¢. Ayuda: Considere el polinomio: P(A) :=
t(u+ Av,u+ Av).

Ejercicio: Pruebe que los ejemplos dados son en realidad normas. Grafique las cur-
vas de nivel de las cuatro primeras normas, es decir los conjuntos S, = {(x,y) €

IR* /||(x,»)]| = a} y las “bolas de radio a", es decir B, = {(x,y) € R*/||(x,y)|| < a}.

Ejercicio: Pruebe que el mapad : V x V — IR dado por d(x,y) = ||x — || es una

métrica.

¢Qué es, geométricamente una norma? Dado un vector x # o de V y un nimero
positivo cualquiera, 4, existe un Unico niumero @ > o tal que ||ax|| = a. Esto indi-
ca que las superficies de nivel de la norma, es decir las hiper-superficies S, = {x €
V/||x|| = a}, a > o forman una familia suave de capas una dentro de la otra y cada
una de ellas divide a V' en tres conjuntos disjuntos, el interior* de S, —conteniendo
el elemento x = o-, S, y el exterior de S,. El interior de S, es un conjunto convexo,
es decir si x e y pertenecen al interior de S, luego ax + (1 —a)y, a €[o, 1] también
pertenece [ya que ||lax + (1 —a)y|| < a||x||+ (1 —)||y|| < @2 + (1 —a)a = a]. Una
curva de nivel caracteriza completamente una norma en el sentido que si damos un

+No confundir con el interior de un conjunto que definimos en el capitulo anterior, que en este caso
serfa §,.
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subconjunto N de V/, tal que N: a) tiene la propiedad radial, es decir dado x # o existe
un tnico @ > otal que ax € N y —ax € N y b) es convexo, luego existe una Gnica
norma tal que N es la superficie de nivel S,. Esta norma se define de la siguiente for-
ma: dado x sabemos que habra un Gnico @ > o tal que ax € N y entonces la norma

de x serd ||x|| := .

Ejercicio: Pruebe que esta es una norma. Ayuda, dado dos vectores cualquierax, y €
x L.
V, luego 1y v ﬁ son unitarios y por lo tanto estan en N. Pero entonces tenemos

X
(1]

que ||A

(1— ))”%—”H <1 VY A€[o,1]. Encuentre ahora un valor conveniente

para A.

De esta imagen se ve que dadas dos normas de un espacio vectorial de dimension
finita y una superficie de nivel de una, habra superficies de nivel de la otra que tendran
la primera en su interior o en su exterior. En las normas a) y b) del ejemplo anterior
vemos que dado un cuadrado conteniendo al cero, habra dos circulos conteniendo
al cero, uno conteniendo el cuadrado y otro contenido por éste. Esto nos lleva al
siguiente Teorema.

Teorema 2.1 Sea V un espacio vectorial de dimension finita. Luego todas sus normas
son equivalentes entre si, en el sentido que dadas ||-|| v || - || existen constantes positivas
M. y M, tal que para todo x € V se cumple M ||x|| < ||x||" < M, ||x||

Prueba: Mostraremos que todas son equivalentes alanorma ||x||, = 3°7_ |4'|, donde
los 4’ son las componentes de x, con respecto a una base {e; } que supondremos dada,
x=ae;.

Sea otra norma cualquiera, luego

[l x| = |32 2’ ;]| < 327 [l e _
207 el llel| < (max;_, lle;[) 22, |a’| (2.9)
= (max;_, e[ [Ix]l.-

Y hemos obtenido facilmente la cota superior. Veamos ahora la inferior. Para ello de-
bemos probar que la norma ||-|| es, como funcién de V en [R" una funcién continua.
Esto sigue facilmente de la cota ya encontrada, en efecto, sea otro vector cualquiera,
y=b'e;, luego

IAIA

=l < =l -
= (max,lle; ) =91l

Esto demuestra que la norma ||-|| es una funcién continua con respecto a lanorma
[|-1],- Sea S, la superficie de nivel de radio 1 con respecto a la métrica||-||,. S, es un
conjunto cerrado y acotado y por lo tanto compacto’. Por lo tanto, por continuidad,

5Con respecto a la topologia generada por || -||,.
P pologia g P 1
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|| - || tiene un valor maximo, M,, y un minimo, M, que dan la desigualdad buscada.
El valor maximo ya lo hemos encontrado, el minimo es el que nos permite acotar la
norma por debajo y concluir el teorema.

Notas:

i) En esta prueba es crucial el hecho de que S, es compacto. Si V' es de dimension
infinita esto no es asi y hay muchas normas no equivalentes.

i1) Para nuestros propositos cualquier norma es suficiente —ya que si por ejemplo,
f : V. — IR es continua con respecto a una norma lo es también con respecto a
cualquier otra equivalente a ésta- y por simplicidad de ahora en mas usaremos la
Euclidea.

i11) En este sentido las normas de espacios vectoriales de dimension finita son equiva-
lentes a la generada por cualquier elemento simétrico-positivo del producto exterior
de su dual consigo mismo.

iv) Como normas equivalentes generan una misma topologia, vemos que en los es-
pacios vectoriales de dimensién finita existe una tnica topologia asociada con todas
sus posibles normas. Esta usualmente se denomina la topologia fuerte .

Ejercicio: Pruebe que la anterior es realmente una relacion de equivalencia.

2.2.1. Las normas inducidas en V*

Las normas definidas en V' inducen naturalmente normas en su dual, V*. Esta
viene dada por:

lleo]] := m“x||v|\:1{|w<7))|}- (2.11)

Ejercicio: Vea que esta es una norma y que |w(v)| < |[|w||||7]|.

Ejercicio: Considere V' = R* con la norma: ||(x,y)|| := max{|x|,|y|}. ¢Cual es la

norma inducida en V*?

2.3. Teoria de Operadores Lineales

Un operador lineal A de un espacio vectorial V' es un mapa continuo® de V' en
VilqueVx,yeV,ae R, Alax +y)=aA(x)+A(y), es decir un tensor de tipo
g El conjunto de los operadores lineales £ es un algebra, es decir un espacio vecto-
rial con producto. En efecto, siA, BE ¥, a € R, luego A+aB € £ y ademas A-B
(el operador que a x € V lo envia a A(B(x)) € V) también pertenece a £ Debido a
esta propiedad podemos ademas definir funciones no lineales de £ en R y mapas de
X en % . Para estudiar la continuidad y diferenciabilidad de estos mapas introducire-
mos una norma en ¢, la mas conveniente es la siguiente norma inducida de la usada

Con respecto a la topologfa inducida por cualquiera de las normas equivalentes de V.
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enV,
Al o = max)), ., [IAC)]]y - (2.12)

Si V es de dimensién finita (lo que asumiremos de ahora en mas), el espacio vectorial
% estambién de dimensién finita y por lo tanto todas sus normas son equivalentes.
El hecho que la norma de A sea finita usa nuevamente que A : V — V es continua
y que {x € V/||x||,, = 1} es compacto, en el caso de dimension infinita ninguna de
estas cosas es necesariamente cierta y dentro de £ tenemos solo un subespacio de
operadores lineales de norma finita (acotados).

Ejercicio: Muestre que
A < lAll £ll2]l-

Ejercicio: Usando el resultado del ejercicio anterior muestre que

148l < [lAll £||Bll -

Ejercicio: Muestre que || || oo : £ — IR" es una norma.
Estudiamos a continuacidn varias funciones en el espacio de operadores.

El determinante de un operador, introducido en la seccion anterior es un poli-
nomio de grado 7 = dimV en A y por lo tanto diferenciable. Usando la regla de
la cadena se ve que det(I + cA) es diferenciable en ¢, y de hecho un polinomio de
grado 7 en ¢. Cada uno de los coeficientes de este polinomio es una funcion de A.
De importancia en lo que sigue es el coeficiente lineal en A que se obtiene usando la
férmula

e(A A
9 ger(t 4 ey, = A ) oot e, Al,)
de ¢ e(uyy...,m,)

(2.13)

esta funcién se llama la traza de A y se denota £ 7(A).
Entre los mapas de & en £ consideremos el mapa exponencial, definido como,

o) Ai A?
eA:ZF:I+A+7+--- (2.14)

A

Teorema 2.2 (A £ siAc ¥ y e'* es infinitamente diferenciable con respecto a t.
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. ., 2 A .,
Prueba: Considere la sucesién de Cauchy {eflq}, donde eflq = Z — - Esta sucesion es
— ;!

de Cauchy ya que, tomando m > n, tenemos

1A — A AL, AT A AT
e —e = o
m ol (m)l " (m—1)l " (m—2) (n+o0'<
I g+ 2 1 g
= et oy T oyle - FIn Tyl
L
(m)!  (m—1) (m—2) " (n+1)
1A
el,l,AH‘g—e,‘,‘ ||‘g|—>o. (2.15)
|A||g

A
Donde /412 = Z

y la Gltima implicacion sigue del hecho que la serie

numérica eH 54 converge. Pero por completitud 7 de £ toda sucesién de Cauchy

converge a algun elemento de £ que llamaremos A La diferenciabilidad de ¢4

d
sigue del hecho de que si una serie 372 f;(¢) es convergente y > —f es unifor-

dt
memente convergente, luego % S i) =22, dzf(t) ®

Ejercicio: Muestre que

a) e(z+x)A _ e[A . sA

b)Si A y B conmutan, es decir si AB = BA, luego AB — A B
c)det(e )— e A)

d) %e’A —AeA,

Ayuda: Para el punto ¢) use que e

A

se puede definir también como,

= hm(I-!—A)

m—0Q

2.3.1.  Representacion Matricial

Para describir ciertos aspectos de los operadores lineales es conveniente introducir
la siguiente representacién matricial.

Sea{u;},i=1,...,n unabase de V, es decir un conjunto de vectores linealmente
independientes de V' [>" ¢’ #; = o= ¢’ = 0] que lo expanden [si v € V/, existen
numeros {v'}, 7 =1,...,n tal que v = > v’ u;)]. Aplicando el operador A a un

miembro de la base #; obtenemos un vector A(#;) que a su vez puede ser expandido

7Todo espacio vectorial real de dimensién finita es completo.
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en la base, A(u;) = - Afi ;. La matriz asi construida, Aji, es una representacion
del operador A en esa base. En este lenguaje vemos que la matriz A/ transforma el
vector de componentes {v'} en el vector de componentes {A’;v'}. Dada una base,
{u;}, y una matriz A’; podemos construir un operador lineal de la siguiente forma:
Dada la base definimos su co-base, es decir una base en V* como {#'}, 7 = 1,...,n,
tal que 0" (u;) =3}, luego A=37" A/, u;0".

Si cambiamos de base las matrices representando los operadores cambiaran. En
efecto, si tomamos otra base {#;} y escribimos sus componentes con respecto a la

AL .
base anterior como #; = P*,u,, y por lo tanto, 6/ = (P~*) ,0!, entonces la relacién
entre las componentes del operador A en ambas bases esta dado por

A A

Al =AG) i) =Py AL, P*, o A=P'AP (2.16)

A
es decir que A y A son matrices semejantes.

Ejercicio: Ver, a partir de su definicidn (ecuacion (2.13)), que en una base tenemos,
trA :Z?:IAli'

Ejercicio: Vea con un ejemplo en dos dimensiones que la definicion de determinante
conforma con la usual cuando empleamos una base.

2.3.2. Subespacios Invariantes

Definicion: Sea A: V — V un operador y sea W un subespacio de V. Diremos que
W es un subespacio invariante de Asi AW C W.

Los subespacios invariantes de un operador son importantes pues nos permiten
entender cual es su accion. Note que dado cualquier operador A siempre existen al
menos dos espacios invariantes, V y {o} y en realidad muchos més. Por ejemplo,
y como veremos mas adelante, dado cualquier nimero entre 1y 7 (=dim V') existe
un subespacio invariante con ese nimero como dimensién. Los que verdaderamente
codifican la accion del operador son sus subespacios invariantes irreducibles, es decir
aquellos que no pueden ser a su vez descompuestos en subespacios invariantes tales
que su suma directa es todo V' 8

Ejemplo: Sea V condim(V)=2yA:V — V dado por, A(u,) = A, u ,A(u,) = A,u,,
donde (u,,u,) son linealmente independientes (y por lo tanto una base). Note que
esto define completamente al operador, ya que dado v € V cualquiera, lo podemos

8Se dice que un espacio vectorial es suma directa de dos de sus subespacios, W, y W, y se denota por
V =.W,® W, si cada elemento de V puede escribirse de una tinica manera como suma de dos elementos,
uno de cada uno de estos subespacios.
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escribir de manera univoca como v = v'u, + v*u, y por lo tanto,
Aw)=Av'u, +A,vu,.

En ese caso los subespacios invariantes son S pan{u  } y S pan{u,} y claramente tene-
mos, V =Span{u } ® Span{u,}. Como cada uno de estos subespacios invariantes
es unidimensional la accién del operador sobre los mismos es simplemente una di-
latacién, es decir la multiplicacion de sus elementos por un nimero. Notemos que
en el caso en que A, = A, el operador es proporcional a la identidad y por lo tanto
tenemos infinitos espacios invariantes.

Ejercicio: Sea el V el espacio del ejemplo anterior y sea A dado por A(u,) = o,
A(u,) = u,. Encuentre sus subespacios invariantes irreducibles. Haga lo mismo para
el operador dado por A(u,)=u , A(n,)=an, +u,. ;:Que sucede cuando 2 = 1?

Estudiaremos en detalle los subespacios invariantes de dimension 1, note que los
mismos son irreducibles. Para estudiar los espacios invariantes resulta conveniente
estudiar los subespacios invariantes del operador cuando su accién se extiende a V¢,
es decir la complexificacion de V.

Veamos a continuacién que un operador siempre tiene al menos un subespacio
invariante de dimensién 1 (y por lo tanto que siempre tiene un subespacio invariante
irreducible no trivial).

Lema 2.1 Dado A: V¢ — V', donde V es de dimension finita, siempre existe un
ueVCyun A€ C tal que,

(A—ADu=o0 (2.17)

Prueba:

Una solucidn de esta ecuacidn consiste asi de un escalar A, llamado autovalor del
operador A 'y de un vector #, llamado autovector del operador A. El subespacio de
V¢ dado por {au | « € C} es el subespacio invariante buscado.

Es claro que el sistema tiene solucién si y solo si det(A— AI') = o. Pero este es un
polinomio en A de orden igual a la dimensién de V' y por lo tanto, por el Teorema
Fundamental del 4lgebra tiene al menos una solucién o raiz, (en general complejas),
A,y por lo tanto habré, asociada a ella, al menos un # solucién de (2.17) con A= A,

La necesidad de considerar todas estas soluciones es lo que nos lleva a tratar el
problema para espacios vectoriales complejos.

Ejercicio: En el caso de dimensién infinita el teorema deja de ser cierto. Encuentre un
ejemplo de un operador sobre el conjunto de tuplas infinitas sin ningtn autovector.
Encuéntrelo buscando matrices infinitas construidas de forma de que solo tengan un
autovector y considere el limite a infinitas componentes.
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Aplicacion: Lema de triangulacion de Schur

Definicién: Una matriz 7 x n A/, tiene forma triangular superior si A/, = o Vj >

i, ], =1,...,n. Es decir es una matriz de la forma,
A AT e AT
2 2
0 A, . e AP
A= o o oo A (2.18)
O oo Oy O An

n

Como veremos mas adelante, en el capitulo s, esta es una forma muy conveniente
para poder entender como son las soluciones a sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Y lo mas atractivo de la misma es que cualquier operador tiene una repre-
sentacion matricial con forma diagonal superior! Es mas, si un producto escalar esta
presente, la base para esta representacién puede ser elegida en forma orto-normal.

Lema 2.2 (Schur) Sea A:V — V un operador lineal actuando en un espacio vectorial
complejo 'V de dimension finita, n vy sea (-,-) un producto escalar en V. Luego, existe una
base orto-normal {u;}, i = 1,...,n con respecto a la cual la representacion matricial de
A es triangular superior.

Prueba: Consideremos el problema de autovalores-autovectores para A,
(A—Al)(u)=o. (2.19)

Como ya vimos este problema siempre tiene al menos una solucién no trivial y por lo
tanto tenemos un par (4, # ) solucién del problema. Tomamos #, de norma unidad
y como primer elemento de la base a determinar. Tenemos entonces

A =0/(An) =0 (Au,)=28,

I

lo cual nos da el resultado para la primer columna de la matriz.
Consideremos ahora el espacio

Vn—I = Spﬂn{MI}L = {u € V|<M1’u> = O}

y el operadorde V,_ — V, _ dado por A, := (I —u,0")A. Note que como iremos

1
formando una base orto-normal conocemos ya el primer miembro de la co-base, ' =
(u,,-). Eloperador P, :=I—u 0" satisface P (u,)=o, (P (v),u,)=oyP,-P =P,
. 2, .
es decir es un operador proyeccion en el subespacio V,_ .
Tenemos entonces que A, : V,_ — V,_ . Por lo tanto, en este espacio, podemos
plantear también la ecuacién de autovalores-autovectores,

A —ADu=(I—un60")A—Al)u=o. (2.20)

38



Obtenemos asi un nuevo par (4,,#,),conu, € V,_ ,y por lo tanto perpendicu-
lara u y ademas, Au, = A,u, +u 0'(A(u,)). Por lo tanto

A, = 0/ (Aw,) = 0/ (A, + 0,0 (A(w,) = 1,87, + 87 A,

Vemos asi que con esta eleccion de elemento de base la segunda columna de A satisface
la condicion del Lema. El proximo paso es considerar ahora el subespacio,

Vn—z = Span{”v”z}L = {” € V|<”15”) = (”zs”): 0}5

y alli la ecuacion de autovalores-autovectores para el operador (I —u 0" —u ,6%)A.
Prosiguiendo de esta forma generamos toda la base #

La prueba anterior usd un producto escalar que en realidad es exdgeno a la propie-
dad en si. Lo hicimos pues asi la prueba es conceptualmente simple y ttil en el caso de
que estemos en presencia de un producto escalar dado. Sin embargo el teorema ante-
rior puede ser probado usando la nocién de espacio cociente y prescindiendo ast del
producto escalar. Dicha prueba puede ser obtenida haciendo los siguientes ejercicios:

Ejercicio: SeaA: V — V un operador lineal, sea W C V invariante por A, es decir
A[W] c W. Este operador induce un operador en el espacio cociente V /W de la
siguiente forma: Al = ¢ donde £ es la clase equivalente a la que pertenece A(n)
cuando # pertenece a {. Vea que esta definicion es consistente, es decir, si elegimos

otro elemento v € {, obtenemos que A(v) € Z .

Ejercicio: El operador inducido tendra al menos un par autovalor-autovector, en

. A A A . . .
V /W, es decir habra un par (4,{) tal que AJ = A{. :Qué significa esta ecuacién
en términos del operador A en V?

Ejercicio: Especialize el caso anterior cuando W es el subespacio de V' generado por

un autovector de A. Au = A, u,, W, = Span{u }. :Qué significa, en términos de es-
A

pacio V y el operador Aque A: V/W, — V /W, tenga un par autovector-autovalor?

Ejercicio: Itere el procedimiento anterior, tomando en cada paso un elemento de cada

clase equivalente de autovectores generalizados para formar una base donde la repre-

sentacion matricial de A sea diagonal superior.

Continuamos ahora con el estudio de los subespacios invariantes. Si det(A— ATI')
tiene 1 < m < 7 raices distintas, {4;}, i = 1,...,m habra entonces al menos un
autovector complejo #; asociado a cada una de ellas. Veamos que estos conforman
subespacios invariantes distintos.

Lema 2.3 Sea {(4; 1...m un conjunto de pares de autovalores auntovecto-

Asu;)} i =
res. Si A # A N i F# ], i,] = 1...m entonces estos autovectores son linealmente
independientes.
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Prueba: Supongamos por contradiccién que no 'y por lo tanto que existen constantes
ceC,i=u,...,m—1,tales que

m—1 .
—_ 1
u,, = c'u; (2.21)
=1
Aplicando A en ambos lados obtenemos
m—I1 .
j— — 13
Au, =2, um—Z ¢t Au; (2.22)
1=1
0 sea,
m—I .
o= (A, —A)u;. (2.23)
=1
Concluimos asi que {#;} 7 = 1,...,m — 1 son linealmente dependientes. Debido

a2.21y a la hipdtesis que los autovalores son distintos, al menos uno de los coeficien-
tes tiene que ser distinto de cero y por lo tanto podemos despejar uno de los restan-
tes autovectores en funcion de funcién otros m — 2. Repitiendo este procedimiento
(m — 1) veces llegamos a que necesariamente #, = o lo que es una contradiccién
ya que, como hemos visto, la ecuacion de autovectores siempre tiene una solucién
no-trivial para cada autovalor distinto @

Si por cada autovalor existe méas de un autovector entonces éstos forman un subes-
pacio vectorial invariante de mayor dimensién (reducible). Dentro de cada uno de
estos subespacios podemos tomar una base compuesta por autovectores. El lema an-
terior nos asegurara entonces que todos estos autovectores asi elegidos, para todos los
autovalores, forman un gran conjunto linealmente independiente.

Ejercicio: Convénzase de que el conjunto de autovectores con un mismo autovalor
forman un subespacio vectorial.

Siun dado operador A tiene todos sus autovalores distintos entonces tenemos que
los correspondientes autovectores son linealmente independientes e igualan en nime-
roaladimensién de V, es decir generan una base de V. En esa base la representacién
matricial de A es diagonal, es decir A/, = 87, A;. Cada uno de sus autovectores genera
un subespacio invariante irreducible y en su conjunto generan V. En cada uno de
ellos el operador A actia meramente por multiplicacion por A;. Note que los A; son
en general complejos y por lo tanto tal multiplicacién es en realidad una rotacion
mas una dilatacién. Note, que a diferencia con la base del Lema de triangulacion de
Schur, ésta no es en general ortogonal con respecto a algin producto escalar dado de
antemano. ’

9Note sin embargo que se puede declarar ortogonal definiendo como producto escalar (#,v) =

"G ()6 (v)

=1
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Ejemplo: Sea V' un espacio vectorial de dim(V) = 2 y sea A dado por A(e,) = e,,
A(e,) =—e,, donde (e ,e,) son dos vectores linealmente independientes cualesquie-
ra. Si los interpretamos como dos vectores orto-normales entonces A es una rotacion
de 7/2 en el plano.

Calculemos ahora el determinante de A— AT,

det(A—AI) = e((A—Al)e,,(A—Al)e,)/z(e,,e,)
= 5(62—/16‘1,—6’1—/162)/5'<€I,ez)
= 14+ (2.24)
y por lo tanto los autovalores son A, =z, y A, = —z. Los autovectores son #, =

e +ie,yu,=e —ie, = u, . Vemos entonces que la accién de A en estos subespa-
cios es multiplicacion por £z y que ambos subespacios invariantes son genuinamente
complejos. En esta nueva base el espacio V es generado por todas las combinaciones
lineales de la forma zu , + zu, y la accidén de A es simplemente multiplicacién por 2
de z.

Si la multiplicidad de alguna de las raices det(A— AI') = o es mayor que uno habra
menos autovalores que la dimension del espacio y por tanto no tendremos garantia de
que habra suficientes autovectores como para formar una base, ya que solo podemos
garantizar la existencia de uno por cada autovalor.

Ejemplo: Sea V el conjunto de 2-tuplas de nimeros reales con elemento genérico
(a,b) y sea A dado por A(a,b) = (Aa + €¢b,Ab). Tomando una base, e, = (1,0),
e, = (o, 1) vemos que su representaciéon matricial es:

< i 3 > (2.25)

Vemos que este operador tiene solo un autovalor con multiplicidad 2. Pero tiene solo
un autovector, proporcional a e, = (1,0). Para uso posterior note que si definimos

A =A—AI entonces e, = - Ae, y por ende, en labase {¢, = e ,&, = ~e,} el operador
queda representado por la matriz,
Ao
< o I > (2.26)

Debemos analizar por lo tanto qué pasa en estos casos. Para ello definamos, dado
A; un autovalor de A, los siguientes subespacios:

W, ,={ue V(A=A I) u=o} (2.27)

Note que estos son espacios invariantes: AW, , C W, . Ademas W, , C W, .,
y por lo tanto, para un p suficientemente grande (p < 7) tendremos que W, , =
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W)+, tomando el minimo entre los p’s donde esto ocurre definimos W, := W/, .
Note que si para algin 4;, p = 1 entonces el subespacio W, esta compuesto por

autovectores. Estos son los maximos espacios invariantes asociados con el autovalor
A;, en efecto tenemos:

Lema 2.4 El sinico autovalor de A en W, es A..

Prueba: Sea A un autovalor de A en W, . Veamos que A = A;. Como ya hemos visto
habra entonces un autovector { € W, con A como autovalor. Como esta en W,
habra algin p > 1 tal que (A— A,1)?{ = o pero como es un autovector tenemos que

(A—=A,)?{ =o,y porlotantoque A=A, #

Veamos ahora que estos subespacios son linealmente independientes y generan
todo V©. Probaremos nuevamente este teorema en el Capitulo s.

Teorema 2.3 (Ver capitulo s, Teorema 5.3) Dado un operador A:V — V, con au-
tovectores {A;}, i = 1...m el espacio V< admite una descomposicion directa en subespa-
cios invariantes W, , donde en cada uno de ellos A tiene solo a A; como autovalor.

Prueba:
Los W) son independientes. Sea v, +...+v, =o,con v, € W, , luego debemos

probar que cada v; = o. Aplicando (A— A, T)?-...(A— A I)? a la suma anterior
obtenemos, (A—A,I)?>...(A—AI)"v = o, pero como A;, 7 # 1 no es un autovalor
de Aen W, el operador (A— A, I)?-...(A— A I)P es invertible '° es ese subespacio

y por lo tanto v, = o. Continuando de esa forma vemos que todos los v; se deben
anular.

Los W) generan todo V. Supongamos por contradiccidn que este no es el caso,
y consideremos V¢ /W, donde W es el espacio generado por todos los W), es decir
el espacio de todas las combinaciones lineales de elementos en los W, . El operador A

acttaen V¢ /W [A{u} = {Au}]y por lo tanto tiene alli un par autovalor-autovector.
Esto implica, que para algtin elemento { de V¢ en alguna clase equivalente de V¢ /W
se cumple:

A=A +u +...4u, (2.28)
donde los #; pertenecen a cada W, . Supongamos ahora que A#£ A; Vi = 1..5, luego
A—AI es invertible en cada W, y por lo tanto existen vectores {; = (A—Al)'u; €
W, . Pero entonces 5 = —{ —...—{, es un autovalor de A! Esto es imposible

pues A no es una raiz del polinomio caracteristico ni { = o, pues al pertenecer { a

*Note que (A— A; 1 Plw, es invertible si su determinante es distinto de cero. Pero det(A — A, 1) =
j

#o

(det(A— /{il))s _ (/1] o /1,')5 dim(WA/)
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V€ /W no es una combinacién lineal de elementos en los W, . Tenemos asf una con-
. 4 / N ’
tradiccion. Supongamos ahora que A = A; para alglin j € {1..s}. Todavia podemos

definir los vectores {'; =(A—A,I)"'u; paratodo i # j y ¢, donde solo sustraemos
a { todos los {; con i # j, por lo tanto tenemos que

~

(A_Ang:”i (2.29)

Pero aplicando (A — A;I)" a esta ecuacion, con p; el minimo valor para el cual
WA]_ P = WA]_ P obtenemos que ¢ € WA/ y asi otra contradiccidn, por lo tanto

solo puede ser que V' /W sea el espacio trivial y los W, generan todo VC &

Vemos asi que solo necesitamos estudiar ahora cada uno de estos subespacios Wy
para encontrar todas sus partes irreducibles (de ahora en mas suprimiremos el subin-
dice 7). Pero en estos subespacios el operador A acttia en forma muy sencilla!

Enefecto,sea A : W) — W, definido por A := A|yy, —AI|y,, luego A tiene solo
al o como autovalor y por lo tanto es nilpotente , es decir, existe un entero m < n
tal que A7 =o.

Lema 2.5 Sea A: W — W tal que su sinico autovalor es o, luego A es nilpotente.

Prueba: Sea W7 := AP[ W], luego tenemos que W? C W7 si p > q. Enefecto, W? =
A?P[W] = A[A?79[W]] c AY[W]]. Como la dimension de W es finita debera
suceder que para algun p entero tendremos que W? = W?*" vemos entonces que
A? actta inyectivamente en W7 y por lo tanto no puede tener al o como autovalor.
Pero hemos visto que todo operador tiene algtin autovalor y por lo tanto tenemos
una contradiccion a menos que W? = {o}. Es decir A? =0 &

Los operadores nilpotentes tienen la importante propiedad de generar una base
del espacio en que actdan a partir de su aplicacion repetidas veces sobre conjunto
menor de vectores linealmente independiente.

Lema 2.6 Sea A : W — W nilpotente, luego existe una base de W constituida por
elementos de la forma:

{{v,Av,,..., AP}, {{v,,Avy,..., APl )}
donde p; es tal que AP v, =0

Note que si 7 = dim W luego n =3¢ p;. Cada uno de estos conjuntos formados
por repetidas aplicaciones de un operador se llama un ciclo . En este caso la base esta
formada por los elementos de d ciclos. Note que no necesariamente los ciclos son
entes Unicos, en efecto, si tenemos dos ciclos con el mismo nimero de elementos,
entonces cualquier combinacion lineal de los mismos serd también un ciclo. Note
que cada ciclo contiene un solo autovector.
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Ejemplo: Considere la matriz,

o1 o o
o o 1 o
A= (2.30)
o 0o o0 1
o o o o
sus potencias son,
o o 1 o o 0o o 1 o o o o
Ar—| © 0 o As—| © 000 At.—| © 0 00
o o o o o o o o o o o o
o o o o o o o o o o o o
(2.31)

En este caso tenemos un solo ciclo, correspondiente al autovalor e, =(1,0,0,0), que
es el vector cuyo span es A*[ R*], el ciclo es,

e, (0,0,0,1)

e, = (o,0,1,0)=Ae,

e, = (o0,1,0,0)=Ae, =A’,

e, = (1,0,0,0)=Ae¢, =A%, =A’,.

Ejemplo: Considere la matriz,

o1 0 0 0 O
o 0o 0 0 0 0
o 00 1 0 0
A= (2.32)
o 00 0 1 O
0 0 0 0 0 I
o 0 0 0 0 o0
sus potencias no triviales son,
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o 00 o0 1 0 0 0 0 0 O I
A= A= (2.33)
0 0 0 0 O I o 0 0o 0o 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

En este caso tenemos dos ciclos, correspondientes a los dos autovalores, e, y e, .

Prueba: Lo probaremos por induccién en la dimension de W. Si » = 1 tomamos
cualquier vector para generar la base, ya que en este caso A = o. Suponemos ahora
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que es cierto para toda dimensién menor que 7. En particular, como A tiene un
autovalor nulo dim(ker A) > 1y por lo tanto tenemos que W’ (= A(W)) tiene
dimensién menor que 7, digamos 7’ y por la hipétesis inductiva una base de la forma

({(v), AV, AP, (0], A, AP )Y,

Para formar una base de W agregaremos a estos vectores d’ vectores v; tales que
Av; =o', i =1,...,d". Esto siempre se puede hacer pues v} € W' = AW. Vemos
ast que hemos incrementado el conjunto de vectores a

{{v,Av,,.., AP o ) (v, Aoy, APvtiy ),
es decir tenemos ahora 7 = 3¢ (p! + 1) = n’ + d’ vectores. Para obtener una base
debemos entonces incrementar este conjunto con n—n’—d’ vectores. Note que este
ndmero es no-negativo, en efecto, 7 —n’ = dim(ker A) > dim(ker AN W') =d’ y es
precisamente la dimension del subespacio de ker A que no esta en W’. Completamos
entonces la base propuesta para W incorporando al conjunto ya obtenido n—n'—d’
vectores {z,},i = 1,..n—n’—d’ del espacio nulo de A que sean linealmente indepen-
dientes entre si y con los otros elementos de ker A en W y que ademas no estén en
W’. Hemos obtenido asi un conjunto de d = d’+n—n’'—d’ = n—n’ ciclos. Veamos
que el conjunto asi obtenido es una base. Como son 7 en nimero solo tenemos que
ver que son linealmente independientes. Debemos entonces probar que si tenemos
constantes {C; ;}, i =1..d, j =o..p] + 1 tales que

d pit+r

0=> > C;Alv, (2.34)

=1 j=o
entonces C;; = o. Aplicando A a esta relacién obtenemos,

d pitr

o = AD D C, AN,

i=1 j=o

i

d P
>> ¢, A, (2.35)

i=1 j=o

donde hemos usado que A% *'v/ = o. Pero esta es la relacién de ortogonalidad de
la base de W'y por lo tanto concluimos que C;; = o Vi < d’, j < p/. La relacién

inicial queda entonces reducida a
d /
— pitig, .
o = E C; » LA,
i=1

d’ d
Zcip{Ap;d"‘ Z Gz, (2.36)

=1 i=d’+1
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pero los miembros de la primera sumatoria son parte de la base de W’y por lo tanto
linealmente independientes entre si, mientras que los de la segunda son un conjunto
de elementos fuera de W’ elegidos de forma que sean linealmente independientes

entre si y con los de la primera sumatoria, y por lo tanto concluimos que todos los
G, seanulan &

Prueba alternativa: Alternativamente el lema anterior se puede probar en forma
constructiva. En efecto, si 7+ 1 es la potencia para la cual A se anula, podemos tomar
el espacio W” = A”[ W]y unabase {v7"}, del mismo. Note que todos los elementos
de W son autovectores de A, y por ende los elementos de la base. Luego conside-
ramos el espacio W' = A" '[W]. Note que W” = A”[W] = A" '[A[W]]
y A[W] c W, por lo tanto W C W™~"'. Como también W™ = A[W™~"], por
cada vector v de la base {v7”} de W habra un vector v"~" tal que Av"™" = v,
Como W C W™, el conjunto {v7”}U{v"""} esta contenido en W”"~*. Note que
dim W” = dim(A[W” '] < dim(ker AN W"~"), ya que W” C W' y todos sus
elementos pertenecen a ker AN W7,

Agregando entonces al conjunto anterior un conjunto {z; } de dim(ker ANW”~1)—
dim(ker AN W™) vectores del espacio nulo de A en W”7', tales que sean linealmente
independientes entre si y con los elementos de la base de W, obtenemos un conjun-
to de diim W”"~" vectores. Note que la mencionada eleccion de los elementos {z;} se
puede hacer pues es meramente una extension de la base {07} de W a una base de
ker AN W™, Probemos ahora que son linealmente independientes y por lo tanto
que forman una base de W”~". Para ello habra que probar que si

o= > Clol + > C' ol + > Clz, (2:37)
[ i i

entonces cada uno de los coeficientes C”, C"™', C i debe anularse. Multiplicando
la expresion anterior por A obtenemos,

o:Z:Cl.m*’Avl’.”fI :ZCl.mflvfn, (2.38)

pero entonces la independencia lineal de la base de W nos asegura que los {C "}
son todos nulos. Tenemos entonces que,

o:Zcimv;"+ch?z]-. (2:39)
i j

Pero estos vectores fueron elegidos linealmente independientes entre si y por lo tan-
to todos los coeficientes en esta suma deben anularse. Vemos asi que el conjunto
{v7}U{o" "} U{z;} forman una base ciclica de W”~". Continuando con W~ y
asi sucesivamente obtenemos una base ciclica para todo W &

Vemos ast que los subespacios invariantes irreducibles de un operador estan cons-
tituidos por ciclos dentro de subespacios invariantes asociados a con un dado au-
tovector. Cada ciclo contiene un unico autovalor del operador. Denotaremos a los
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subespacios generados por estos ciclos (y usualmente llamados también ciclos) por
C f , donde el indice inferior se refiere al autovalor del ciclo y el superior indexa los

distintos ciclos dentro de cada W, .

Ejercicio: Muestre que los ciclos obtenidos son subespacios invariantes irreducibles

de A.

2.3.3. Forma Canoénica de Jordan

Definicién: SeaA: V — V un operador lineal. Diremos que A es de tipo Jordan con
autovalor A si existe una base {u;} de V tal que "

A=2S u 4> w0 = A+ A (240

=1

donde {6} es Ia co-base de Ia base {u;}.

Es decir, en esta base las componentes de A forman una matriz A’; dada por

A 1 o - o
o :
A= 1l 1 o (2.41)
) Ao
A

Note que la matriz A es n-nilpotente, es decir A” =o.

No es cierto que todo operador sea del tipo Jordan -encuentre uno que no lo
sea- pero es claro que la restriccion de cualquier operador a uno de sus subespacios
invariantes irreducibles (ciclos) lo es. Esto se puede ver numerando los elementos de
la base generada por el ciclo convenientemente.

Ejercicio: Encuentre dicho ordenamiento de los elementos de la base.

Por lo tanto podemos resumir los resultados hallados anteriormente en el siguien-
te teorema sobre las representaciones matriciales de un operador cualquiera actuando
en un espacio de dimension finita.

Teorema 2.4 de Jordan Sea A : V. — V un operador lineal actuando en un espacio
vectorial complejo V. Luego, existe una vinica descomposicion en suma directa > de V

en subespacios Ct, v=C! EB---Ck’ @---pC! EB---de , d <ntal que
; A A, Ad Ad
i) Los C f son invariantes bajo la accion de A, es decir , AC f cC f

. _ i i—1
""En el sentido queA(fu)_/.{Z:’:l u.lﬂ (fu)-i—Zf‘zz u;0' "' (v) ‘V'ue % . .
"?Recordemos que un espacio vectorial V se dice que es suma directa de dos espacios vectoriales W y
Z,y lo denotamos como V = W & Z si cada vector en V' puede ser obtenido de una tnica manera como
la suma de un elemento en W'y otro de Z.
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k

i) Los C son irreducibles, es decir no existen subespacios invariantes de C¥  tales
1

i

que sus sumas sea todo C¥ .
14i) Debido a la propiedad 1) el operador A induce en cada C¥ un operador A; : C¥ —

C //f , este es del tipo de Jordan con A; una de las raices del polinomio de grado n;,
det(A;—AI)=o. (2.42)

Este teorema nos dice que dado A existe una base, en general compleja, tal que la
matriz de sus componentes tiene forma de bloques diagonales cuadrados de 7; x 7;,
donde 7; es la dimension del subespacio C k cada uno con la forma dada en 2.41.

Esta forma de la matriz se llama forma candnica de Jordan.

Ejercicio: Muestre que las raices, 4;, que aparecen en los operadores A, son invarian-
tes ante transformaciones de semejanza, es decir A;(A) = A,(PAP™").

Ejemplo: Sea A : C* — C?, luego det(A— AI) es un polinomio de 3L grado, y
por lo tanto tiene tres raices. Si éstas son distintas habra al menos tres subespacios
invariantes e irreducibles de C?, pero dimC? = 3 y por lo tanto cada uno de ellos
tiene 7; = 1. La forma candnica de Jordan es entonces,

Si dos de ellas coinciden tenemos dos posibilidades, o tenemos tres subespacios, en
cuyo caso la forma C. de J. sera

A, o o
o A o (2.43)
o o A

o, tenemos dos subespacios, uno necesariamente de dimensién 2, la forma C. de J.
14
sera

A, o o
o A 1 (2.44)
o o A

Si las tres raices coinciden entonces habra tres posibilidades,

A o o A o o A1 o
o 4 o |, o A 1 |y o A 1 (2.45)
o o A o o A o o A

Ejemplo: Ilustraremos ahora el caso de autovalores coincidentes en dos dimensiones.
Este caso no es genérico, en el sentido que cualquier perturbacion en el sistema -
es decir cualquier cambio minimo en las ecuaciones— separa las raices haciéndolas
distintas.
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SeaA: C* — C*. En este caso el polinomio caracteristico det(A— A ) tiene solo
dos raices las que supondremos coincidentes, A, = A, = A. Nos encontramos aqui
ante dos posibilidades, o existen dos autovectores linealmente independientes #, y
u,, en cuyo caso V = B, @ B, y A es diagonalizable (A = diag(A, A) = I A), o existe
solo un autovector # . En tal caso sea i, cualquier vector linealmente independiente
de @, luego A, = c'it, + c*it, para algunos escalares ¢’ y ¢* en C. Calculando el

determinante de A— AI en esta base obtenemos (A — A)(¢* — A), pero A es una raiz
doble y por lo tanto ¢> = A.
Reordenando y re-escaleando las bases #, = #,, u, = c'#, obtenemos

1

Au, = Au,
Au, = u,+u, (2.46)
y por lo tanto
A=Au, &0 +u,®0’)+u, &0, (2.47)

donde {6} es la co-base de la base {#,}.

Note que (A— A u,=u, y(A—A)u, =oosea A*=(A—Al)* =o.

Como veremos mas adelante en las aplicaciones fisicas los subespacios invariantes
tienen un significado fisico claro, son los llamados modos normales —caso unidimensional-
y ciclos —en los otros casos.

2.3.4. Relacion de Semejanza

En las aplicaciones en fisica es frecuente la siguiente relacion de equivalencia: [ Ver
recuadro al final del capitulo.] Diremos que el operador A es semejante al operador
B si existe otro operador P, invertible, tal que

A=PBP™". (2.48)

Es decir, si a V' lo rotamos con un operador invertible P y luego le aplicamos A,
obtenemos la misma accion a que si primero aplicamos B y luego rotamos con P.

Ejercicio:

a) Probar qué semejanza es una relacion de equivalencia.

b) Probar que las funciones y los mapas definidos anteriormente lo son en las distintas
clases equivalentes, es decir,

det(PAP™") = det(A)
(r(PAP™) = 1r(A) (2-49)
PAP = pAp.
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Relaciones de Equivalencia.

Definicién: Una relacién de equivalencia, =, entre elementos de un conjunto X es
una relacién que satisface las siguientes condiciones:

1. Reflexiva: Si x € X, luego x ~ x.
2. Simétrica: Si x,x’ € X y x & x’, luego x’ ~ x.
3. Transitiva: Si x,x’,x” € X, x & x" y x’ & x”, luego x =~ x”.

Note que la primer propiedad nos asegura que cada elemento de X cumple una rela-
cién de equivalencia con algin elemento de X, en este caso consigo mismo. Relaciones
de equivalencia aparecen muy a menudo en fisica, esencialmente cuando usamos pa-
ra describir alglin proceso fisico un ente matematico que tiene partes superfluas en lo
que respecta a este proceso y que por lo tanto querriamos ignorarlas. Esto se logra
declarando dos entes que describen el mismo fenémeno entes equivalentes.

Ejemplo: Sea X el conjunto de los ntimeros reales y sea x & y si y solo si existe un
entero 7 tal que x = n + y, esta claramente es una relacion de equivalencia. Esta se
usa cuando interesa describir algo usando la linea recta pero que en realidad se deberia
describir usando un circulo de circunferencia unitaria.

Dada una relacién de equivalencia en un conjunto podemos agrupar los elementos de
éste en clases equivalentes de elementos, es decir en subconjuntos donde todos sus
elementos son equivalentes entre si y no hay ningtin elemento que no esté en este
subconjunto que sea equivalente a alguno de los elementos del subconjunto. (Si X esel
conjunto, Y C X es una de sus clases equivalentes, y si y € Y, luego y & y'«—>y' €Y.)

La propiedad fundamental de las relaciones de equivalencia es la siguiente.

Teorema 2.5 Una relacion de equivalencia en un conjunto X permite re-agrupar sus ele-
mentos en clases equivalentes de modo que cada elemento de X estd en una y solo en una
de éstas.

Prueba: Sea x € X e Y el subconjunto de todos los elementos de X equivalentes a x.
Veamos que este subconjunto es una clase equivalente. Sean y e ¥’ dos elementos de
Y, es decir y & x e ' & x, pero por la propiedad de transitividad entonces y & y’. Si
y €Y yz¢Y entoncesy Az, ya que de otro modo z seria equivalente a x y por lo
tanto estariaen Y. Por Gltimo note que por reflexividad x también estaen Y. Solo resta
ver que si y estd en Y y también en otra clase equivalente, digamos Z, luego Y = Z.
Como y € Y luego y es equivalente a todo elemento de Y, como y € Z luego y es
equivalente a todo elemento de Z, pero por transitividad entonces todo elemento de
Y es equivalente a todo elemento de Z, pero al ser estas clases equivalentes y por lo
tanto cada una contener todos sus elementos equivalentes ambas deben coincidir.

Ejercicio: ¢Cuiles son las clases equivalentes del ejemplo anterior?
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2.4. Operadores Adjuntos

Sea A un operador lineal entre dos espacios vectoriales, A : V. — W, es decir
A e Z(V,W). Debido a que V' y W tienen espacios duales este operador induce
naturalmente un operador lineal de W’ a V’ llamado su dual ,

Aw)v)=w@A@) Y weW, veV. (2.50)

Es decir el operador que al aplicarlo a un elemento w € W’ nos da el elemento A’(w)
de V' que cuando acttia en v € V da el nimero w(A(v)). Ver figura.

A w(A(©))
\% I ————S

A
v’ w

Alw@)(v)

Figura 2.2: Diagrama del operador dual.

Notemos que éste es un operador lineal ya que,

Alaw+o)v) = (aw+0a)Av))
aw(A(v))+o(A(v))
= oA (w)(v)+A(0)(v). (2.51)

En la representacién matricial este operador esta representado meramente por la
misma matriz que el original, pero ahora actuando por izquierda, A'(w); = w; A/,
es decir, AV = A/ ;.

Si hay normas definidas en V' y W y definimos la normade A: V — W de la
manera usual,

|All:== sup {[|A(v)[lw} (2.52)
[
El’ltOl’lCCS vemos que
1A = sup {[lA (@)}
e2]lyyr=1
= sup { sup {|A(w)(@)}}
elgr=1 0]ly=1

SI



= sup { sup {|w(A(v))[}}

lolly=r [[2]ly=1
< sup { sup {[|oflwI(A@)w}}
lolly=r [[2]ly=1
= o {licA@))llw}
= [l (2.53)

Vemos asi que si un operador es acotado, luego su dual también lo es. De hecho se
puede probar la igualdad de las normas, pero esto nos llevaria a introducir nuevas
herramientas (en el caso mas general el teorema de Hahn-Banach) que no deseamos
incorporar en este texto.

Veamos cuales son las componentes del dual de un operador en término de las
componentes del operador original. Sea entonces {e;}, {#'}, i = 1,..n una base,

Al
respectivamente una co-base de V' y sea {é;}, {6 }, i = 1,..m un par base-co-base
de W. Tenemos entonces que las componentes de A con respecto a estas bases son:

Al =0 (Ale))), es decir, A(v) =372 ST A" é,6/(0).

1=1 7=
Por lo tanto, si v tiene componentes (v',v%,...,v") en la base {e;}, A(v) tiene

componentes
n n n
(E Aliv‘,ZAzifv’,..., E A" o)

=1 =1 i=1
en la base {é;}
/ R4
Veamos ahora las componentes de A". Por definicion tenemos,

O sea las mismas componentes, pero ahora la matriz actta por izquierda en las com-

ponentes (w,,@,,...,w,,) de un elemento w de W' en la co-base {él} Las compo-
nentes de A’(w) en la co-base {6’} son,

1 1 1
(E A w;, E A w;y ..., E A w;).
i=1 i=1 i=1

Un caso particularmente interesante de esta construccion es cuando W = V y este
es un espacio con producto interno, es decir un espacio de Hilbert. En tal caso el
producto interno nos da un mapa canénico entre V' y su dual V"

VoV, Pv)=(v,). (2.54)

Este mapa es inyectivo, y como V 'y V tienen la misma dimensién es también sur-
yectivo, y por lo tanto invertible. Es decir, dado w € V' existe v = ¢ '(w) € V tal
que (v,-) = w. Note entonces que ¢ " : V' — V satisface,

(p7 (), ) = (v,u) = w(u).
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SiA:V — Vluego A" : V' — V'’ puede también ser considerado como un
operador entre V'y V que llamaremos A*.
Con la ayuda de este mapa definimos A" : V' — V dado por: (Ver figura)

A
v v
N )
A\ ”
G \ ) ()
,
A !
1% 1%
A,

Figura 2.3: Diagrama del operador estrella.

A(v) = ¢ (A ($(v))). (2:55)

En término del producto escalar esto es:

(A(v),u) = (¢ (A($(0))), u) = A($(v))(u) = p(v)(A(n)) = (v,A(n)). (2.56)

En su representacién matricial este operador es,
A*ji = tl-lAlk(t—I)kj, producto escalar real (2.57)

AV, = ;AN (), producto escalar complejo (2-58)

13
donde ¢, es la representacién del producto escalary (¢ )/* el de suinversa (z;; (t—")* =
8*%.). Si elegimos una base tal que ;, = 8;;, la delta de Kronecker, la representacién
matricial del adjunto es simplemente la matriz transpuesta, A*/; = AT/, = A’ j»
Un subconjunto de operadores particularmente interesante es aquel para el cual
se cumple A = A*. Estos operadores se llaman Hermitianos o Autoadjuntos . '
Los operadores autoadjuntos tienen importantes propiedades:

Lema 2.7 Sea M = Span{u ,u,,...,u,,}, donde {u;} son un conjunto de antovalores
de A, un operador antoadjunto. Luego M y M~ son espacios invariantes de A.

Prueba: La primera afirmacidn es clara y general, la segunda depende de la Hermiti-
cidad de A. Sea v € M* cualquiera, veamos que A(v) € M*. Sea u € M arbitrario,
luego

(,A(v)) = (A(n),v) = o, (2.59)
yvaque A(u)eMsiueM @

Esta propiedad tiene el siguiente corolario:

En el caso de dimensién infinita estos nombres dejan de coincidir para algunos autores.

53



Corolario 2.1 Sea A: H — H autoadjunto. Luego los autovectores de A forman una
base ortonormal de H.

Prueba: A: H — H tiene al menos un autovector, llamémoslo # ,. Consideremos aho-
ra su restriccion al espacio perpendicular a # | que denotamos también con A pues por
el lema anterior este es un espacio invariante, A : {z# }* — {u,}*. Este operador tam-
bién tiene un autovector, digamos #, y #, L u,. Consideremos ahora la restriccion
de A a Span{u ,u }* alli también tenemos A : Span{u ,u,}* — Span{u ,u }*
y por lo tanto un autovector de A, #, con u, L u,, u, L u,. Continuando de esta
manera llegamos a tener » = dim H autovectores todos ortogonales entre si

Este teorema tiene varias extensiones al caso donde el espacio vectorial es de di-
mension infinita. Més adelante en el capitulo 12 veremos una de ellas.

Notemos que en esta base A es diagonal y por lo tanto tenemos

Corolario 2.2 Todo operador autoadjunto es diagonalizable

Notemos también que si # es un autovector de A autoadjunto, con autovalor A luego,

Ao, u) = (A(u), u) = (u,A(n)) = A(u,u) (2.60)
y por lo tanto A= A, es decir,
Lema 2.8 Los autovalores de un operador antoadjunto son reales

Veamos qué quiere decir la condicién de hermiticidad en término de las compo-
nentes del operador en una base ortonormal. Sea entonces A un operador autoadjun-

toysea{e;},i =1,...,7 unabase ortonormal del espacio donde éste acttia. Tenemos

n
1=1

que (A(e; ), e;) = (e;,A(e;)) y por lo tanto, notando que 7 =37 e,8", obtenemos,

o
I

(Dend (Ale))e) e Derd' (Ale, )
k=1 I=1
2 A ewe;) =2 A fesser)
k=1 =1
= 2448, =248
k=1 I=1

= Aji _Ai]. (2.61)

de lo que concluimos que
Al =AY (2.62)
0 sea que la matriz transpuesta es la complejo conjugada de la original. En el caso

de matrices reales vemos que la condicidn es que en esa base la matriz sea igual a su
transpuesta, lo que usualmente se denota diciendo que la matriz es simétrica.
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Una propiedad interesante de los operadores autoadjuntos es que su norma es
igual al supremo de los mddulos de sus autovalores. Como la cuenta demostrando
esto serd usada mas adelante en el curso damos una demostracién de este hecho a
continuacion.

Lema 2.9 Si A es autoadjunto luego ||A|| = sup{|A;|}.

Prueba: Sea F(u) := (A(u),A(n)) definida en la esfera ||u#|| = 1. Como dicho conjunto
es compacto (aqui estamos usando el hecho que el espacio es de dimensién finita) tiene
un maximo que denotaremos #,. Notemos entonces que F(u,_) :=||A||>. Como F(u)
es diferenciable en la esfera se debe cumplir que

d
ﬁF(”o—f—/{é\M)h:o—O, (263)

alo largo de toda curva tangente a la esfera en el punto #,, es decir, para todo &' tal
que (u,,0u) =o. Ver figura.

Figura 2.4: Vectores normales y tangentes a la esfera.

Pero

=0

u,+Adu)|,_, = j/l< (u,+ A u),A(u,+ Adu))|,
= (A(8u),A(u,)) + (A(n,), A(Ou))

= 2R(A"Au,,8u)
o Yéu, (u,,éu)=o0 (2.64)

d
—F
dA (

Como & es arbitrario en {,}* esto simplemente implica

A'A(n,) € {Sult = {u) = {u,). (2.65)

55



y por lo tanto que existird a € C tal que
AA(u,)=au,,. (2.66)
Tomando producto escalar con %, obtenemos,
(WA )u) = alugu,)
= (Alno) An,))
1Al (2.67)

y por lo tanto tenemos que & = & =||A||*.
Sea ahora v := Au _—||A||u,, luego, usando ahora que A es autoadjunto tenemos,

A(v) = AA(u,)—IAl|A(n,)
= A'A(u,)—|Al|A(n,)
= [lAlPu,—[Al|A(x,)
= [lAlllAllx, — A(n,))
= —Alv, (2.68)

por lo tanto o v es un autovector de A, con autovalor A = —||4]|, o v = o, en cuyo
caso u es un autovector de A con autovector A =[|A]| ®

2.5s. Operadores Unitarios

Otra subclase de operadores lineales que aparece muy a menudo en fisica cuando
hay un producto interno privilegiado es la de los operadores unitarios , es decir
aquellos tales que su accidn preserva el producto escalar,

(U(u),U(v))=(u,v), Yu,v €H. (2.69)

El caso mas tipico de operador unitario es una transformacion que envia una base
ortonormal en otra. Ejemplos usuales son las rotaciones en R”.
.
Observemos también que [|U|| = supq ., {||U()l[} = 1.
Notemos que

(U(n),U(v))=(U"U(n),v) = (u,v), Yu,v €H, (2.70)
0 sea,
Uu=I (2.71)
y por lo tanto,
Uu'=U" (2.72)

Veamos cémo son los autovalores de un operador unitario U. Sea v, un autovec-
tor de U (sabemos que al menos tiene uno), luego,

({U)U@,) = AA(v,o)
= (vl’vl> (2'73)
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y por lo tanto A, = e?%: para algin angulo 4,.

Si el operador U representa una rotacién no trivial en [R’, entonces, dado que
tenemos un nimero impar de autovalores, habra uno que es real, los otros dos com-
plejos conjugados entre si. El autovector correspondiente al autovalor real, define al
eje que queda fijo en dicha rotacion. Si tenemos mas de un autovalor, luego sus co-
rrespondientes autovectores son ortogonales, en efecto, sean v | y v, dos autovectores
luego

<U<7)1>5 U<vz)> = /i /12<7}1’v2>
0 s) (2.74)

{
y por lo tanto si A, # A, debemos tener (v,,v,) =o.

Ejercicio: Muestre que si A es un operador autoadjunto, luego U := A esun opera-

dor unitario.

2.6. Problemas

Problema 2.2 Sea el operador A: V — V donde dim V = n, tal que Ax = Ax. Calcule
detAy trA

Problema 2.3 Sea V = IR’ y x un vector no nulo cualguiera. Encuentre geométrica-
mente y analiticamente el espacio cociente V | Wy, donde W, es el espacio generado
por x. Tome otro vector, x', linealmente independiente con el primero y calcule abora
VIWix xy

Problema 2.4 La norma sobre operadores se define como:
||A||$ = m“xnx”V:I”A(x)“v- (2.75)

Encuentre las normas de los siguientes operadores, dados por su representacion ma-
tricial con respecto a una base y donde la norma en el espacio vectorial es la euclidea con

respecto a dicha base.
4
35
< 4 1 > (79

b)

305 2
4 1 7 (2.77)
8 3 2
Problema 2.5 Sea V' un espacio vectorial cualquiera y sea ||- || una norma Euclidea en
dicho espacio. La norma Hilbert —Schmidt de un operador se define como:
n -
A5 = D 1471 (2.78)

1,j=1
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donde la base empleada ha sido la ortonormal con respecto a la norma Euclidea.

a) Muestre que esta es una norma.

b) Muestre que ||Al| oo < ||Al| 5.

¢) Muestre que Z?:'I |A7, > < ||A||i% para cada k. Por lo tanto ||A||, < nl|All%,» ¥
las dos normas son equivalentes.

Ayuda: use que 0/ (A(u)) = 0/ (A)(u) y luego que |6(u)| < |6]]||u].

Problema 2.6 Calcule los autovalores-vectores de las signientes matrices:

9
(2¢) (2:79)

(2¢) (2.80)

b)

o (2.81)

2 4 2
4 1
3 3 I

Problema 2.7 Lleve a forma triangular superior las siguientes matrices: Nota: De la
transformacion de las bases.
3 4
2.82
< > ) (2-82)

%)

b)

2 4 2
41 0 (2.83)
3 3 1
J
I 4 3
4 4 O (2.84)
3 3 1

Problema 2.8 Muestre nuevamente que det A=l Ayuda: exprese la representa-
cion matricial de A en una base donde tenga la forma candnica de Jordan. Alternati-
vamente use una base donde A sea diagonal superior y vea que el producto de matrices
diagonal superior da una matriz diagonal superior y por lo tanto que la exponencial de
una matriz diagonal superior es también diagonal superior.
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Notas bibliograficas: Este capitulo estd basado en los siguientes libros: [1], [3],

. o o , .
[5]y [18]- También son de interés los siguientes, [11] y [12]. El algebra lineal es una
de las 4reas mas grandes y mas prolifica de las matematicas, sobre todo cuando trata
de espacios de dimensién infinita, lo que usualmente se llama analisis real y teoria de
operadores. En mi experiencia personal la mayoria de los problemas terminan redu-
ciéndose a un problema algebraico y uno siente que ha hecho un avance cuando puede
resolver dicho problema.
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CAPITULO 3

GEOMETRIA

3.1. Variedades

Hay varios motivos que justifican el estudio del concepto de variedad, o més ge-
neralmente de la geometria diferencial por parte de los fisicos. Uno es que en fisica
aparecen naturalmente las variedades y por lo tanto no las podemos eludir. Solo en
los cursos elementales se logra esquivar a éstas por medio del calculo vectorial en R”.
Asi es que, por ejemplo, para estudiar el movimiento de una particula restringida
a moverse en una esfera la imaginamos a esta tltima embebida en R’ y usamos las
coordenadas naturales de /R’ para describir sus movimientos.

El segundo motivo es que el concepto de variedad es de gran utilidad conceptual,
ya que, por ejemplo, en el caso de una particula moviéndose en IR’ este nos permite
discernir claramente entre la posicion de una particula y su vector velocidad como
entes matematicos de naturaleza diferente. Este hecho se enmascara en /R’ ya que este
tipo especial de variedad tiene la estructura de un espacio vectorial.

Desde el tiempo de Galileo sabemos que el lenguaje de la fisica son las matema-
ticas. Como todo lenguaje, su utilidad va mas alla de su uso diario para entendernos
entre nosotros y trabajar nuestras ideas. El lenguaje permite realizar una sintesis de los
conceptos y conocimientos que logran encapsular en un nimero menor de conceptos
toda una area de conocimiento. Esto permite a las generaciones futuras comprender
un inmenso cimulo de de conocimientos que para las generaciones anteriores eran
aspectos dispares de la realidad como aspectos particulares de un mismo tronco de
conocimiento. El ejemplo mas claro de esto son las teorias del modelo estandar de
particulas, que unifican bajo un mismo fenémeno lo que antes entendiamos como
propiedades distintas de la materia. En particular estas teorias incorporan de forma
natural y determinate elementos propios de la geometria, tales como fibrados y co-
nexiones, simetrias, etc.

Una variedad es una generalizacién de los espacios Euclideos R” en la cual uno
preserva el concepto de continuo, es decir su topologia en el sentido local pero des-
carta su caracter de espacio vectorial. Una variedad de dimensién 7 es en términos
imprecisos un conjunto de puntos que localmente es como RR”, pero que no lo es
necesariamente en su forma global.

Un ejemplo de una variedad en dos dimensiones es la esfera, $*. Si miramos un
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entorno suficientemente pequefio, U,, de un punto cualquiera de $* vemos que es

similar a un entorno del plano, [R?, en el sentido que podemos definir un mapa con-
tinuo e invertible entre ambos entornos. Globalmente el plano y la esfera son topolé-
gicamente distintos, ya que no existe ninglin mapa continuo e invertible entre ellos.
[Ver figura 3.1.]

Figura 3.1: Un atlas de la esfera.

Como dijimos antes, se podria objetar la necesidad, en el ejemplo anterior, de
introducir el concepto de variedad, ya que uno podria considerar §* como el subcon-
junto de R’ tal que x? + x} +x7 = 1. La respuesta a esta objecion es que en fisica
uno debe seguir la regla de la economia de conceptos y objetos y descartar todo lo
que no sea fundamental a la descripcion de un fendémeno: si queremos describir cosas
sucediendo en la esfera, ¢para qué necesitamos un espacio de mas dimensiones? Esta
regla de economia nos fuerza a precisar los conceptos y descartar todo lo superfluo.
Es de esa forma que se avanza en nuestra maduraciéon como fisicos. Es la forma en
que realmente penetramos en los misterios de la naturaleza.

Notese que la primera manera de trabajar con la esfera es lo que normalmente
hacemos cuando buscamos localizar puntos y caminos sobre el globo terrestre. De
hecho usamos mapas planos, antiguamente llamadas cartas, para describir que sucede
en nuestras ciudades y paises. Cuando deseamos tener una coleccion de mapas que
cubren todo el globo adquirimos un atlas, es decir un conjunto de mapas que cubren
todo el globo y que entre uno y otro tienen sectores en comtn. Algunos de estos
sectores son internos, por ejemplo cuando describen una ciudad dentro de un pais
(en el mapa que cubre dicho pais), o en los bordes cuando vamos de una hoja a otra.
Solo cuando queremos ver la estructura global del globo terrestre, por ejemplo si
queremos hacer un viaje en avion cubriendo gran parte del globo, es que usamos una
version en pequefio del planeta como implantado en R’.

Damos a continuacion una serie de definiciones para desembocar finalmente en la
definicién de variedad de dimension 7.

Definicién: Sea M un conjunto. Una carta de M es un par (U, ¢) donde U es un
subconjunto de M y ¢ un mapa inyectivo entre U y RR”, tal que su imagen, ¢[U] es

abierta en IR”.
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Definicion: Un atlas de M es una coleccion de cartas {(U;, ¢,)} satisfaciendo las si-
guientes condiciones: [ Ver figura 3.2.]

#(Y) $wny) ﬁ,w,nv,)

e

R

Figura 3.2: Relacion entre cartas.

1. Los U, cubren M, (M:U U).

2. Sidos cartas se superponen entonces ¢;(U; N U;) es también un abierto de R”.

3. Elmapa ¢, 097" : ¢,[U;NU;]— ¢,[U;NU;] es continuo, inyectivo y suryec-
tivo.

La condicidn 1 nos da una nocién de cercania en M inducida de la nocién analoga
en R". En efecto, podemos decir que una secuencia de puntos {p, } en M convergen
a pen U siexiste k, tal que V k> k,, p, € U, y la secuencia {g;(p;)} converge a
@,(p)}. Otra manera de ver esto es que si luego de esta construccion de una variedad
imponemos que los mapas ¢, sean continuos entonces inducimos de forma univoca
una topologia en M. [Ver figura 3.3.]

Figura 3.3: Sucesiones en M.
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La condicién 2 simplemente nos asegura que esta nocion es consistente. Si p €
U; N U; luego el hecho de que la secuencia converja es independiente de que usemos
la carta (U}, ¢;) o la (U}, ;).

La condicién 3 nos permite codificar en los mapas ¢; 0 ;" de IR” en R" la infor-
macién topoldgica global necesaria para distinguir, por ejemplo, si M es una esfera o
un plano o un toro. Alli estd, por ejemplo la informacién de que no existe ningin
mapa continuo e invertible entre §* y IR’. Pero también, si pedimos que estos mapas
sean diferenciables, es lo que nos permitira formular el calculo diferencial en M. En
efecto, note que en la condicién 3 hablamos de la continuidad del mapa ;o o7 la
cual esta bien definida debido a que este es un mapa entre R” y R”. Anilogamente
podemos hablar de la diferenciabilidad de estos mapas.

Diremos que un atlas {(U;, ¢;)}, es C? si los mapas ¢ 0 ¢ son p-veces dife-
renciables y su p-ésima derivada es continua.

Uno estaria tentado a definir la variedad M como el par que consiste del conjunto
M yunatlas {(U;, ¢,)}, pero esto nos llevaria a considerar como distintas variedades,
por ejemplo, el plano con un atlas dado por la carta (R*,(x,y) — (x,7)) y el plano
con un atlas dado por la carta (R*, (x,y) — (x,—)).

Para subsanar este inconveniente introducimos el concepto de equivalencia entre
atlas.

Definicién: Diremos que dos atlas son equivalentes si su union es también un atlas.

Ejercicio: Demuestre que esta es realmente una relacion de equivalencia &, es decir
que cumple:

HNAxA

1)AxB — B~ A

iii) A B,BxC — A~ C.

Con esta relacion de equivalencia podemos dividir el conjunto de atlas de M en
distintas clases equivalentes. [Recuerde que cada clase equivalente es un conjunto
donde todos sus elementos son equivalentes entre si y tal que no hay ningtin elemento
equivalente a estos que no esté en él.]

Definicién: Llamaremos variedad M de dimension 7 y diferenciabilidad p al par
que consiste del conjunto M y de una clase equivalente de atlas, {¢;, : U; — R"},en
Ce.

Se puede demostrar que para caracterizar la variedad M univocamente es suficien-
te dar el conjunto M y un atlas. Si tenemos dos atlas de M, luego, o bien estos son
equivalentes y asi representan la misma variedad, o no lo son y entonces representan
variedades distintas.

La definicion de variedad que hemos introducido es todavia demasiado general pa-
ra las aplicaciones fisicas usuales, en el sentido de que la topologias permitidas pueden
alin ser patoldgicas desde el punto de vista de la fisica. Por ello en este curso impon-
dremos a las variedades una condicion extra. Supondremos que éstas son separables
o Hausdorff. Eso es si p y g € M, distintos, luego: o pertenecen al dominio de una
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misma carta U, (en cuyo caso existen entornos W, de ¢,(p) y W, de ¢,(g) tales que
¢ (W,)Ne (W)= 0, o sea los puntos tienen entornos disjuntos) o bien existen
UyUconpeU,q€UyUnNU =0 loque también implica que tienen
entornos disjuntos. Esta es una propiedad en la topologia de M que esencialmente

dice que podemos separar puntos de M. Un ejemplo de una variedad no-Hausdorff
es el siguiente.

Ejemplo: M, como conjunto, consta de tres intervalos de la recta I, =(—o00,0], I, =
(—o0,0]y I; = (0,+00).

Un::|1tlas deMes{(U =1 Ul,p =1id),(U =1,Ul,¢, =id)} [Verfigura
3.4.

[EN]

Figura 3.4: Ejemplo de variedad no-Hausdorff.

Ejercicio: Pruebe que es un atlas.
Note que dado cualquier entorno W, de ¢ (o) en Ry cualquier entorno W, de ¢ (o)
tenemos necesariamente que

o (W) N e (W,) #0.

3.2. Funciones Diferenciables en M/

De ahora en mas asumiremos que M es una variedad C*, o sea que todos sus
mapas ;0" son infinitamente diferenciables. Si bien matematicamente esto es una

restriccion, no lo es en las aplicaciones fisicas. En estas M es generalmente el espacio
de posibles estados del sistema y por lo tanto sus puntos no pueden ser determinados
con absoluta certeza, ya que toda medicién involucra cierto error. Esto indica que
por medio de mediciones nunca podriamos saber el grado de diferenciabilidad de M.
Por conveniencia supondremos que es C*.

Una funcién en M es un mapa f : M — R, o sea un mapa que asigna un nimero
real a cada punto de M. La informacién codificada en el atlas sobre M nos permite
decir cuan suave es f.

Definicién: Diremos que f* es p-veces continuamente diferenciable en el punto
q€ M,f € Clsidada(U,p;)cong € Uy ,fop;" :9(U)C R — Res
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p-veces continuamente diferenciable en ¢, (g).

Note que esta propiedad es independiente de la carta empleada [mientras conside-
remos solo cartas de la clase compatible de atlas]. Diremos que f € C?(M)si [ €
C? Y q € M. [Verfigura 3.5.]

Figura 3.5: Composicion del mapa de una carta con una funcién.

En la practica uno define una funcién particular f € C?(M) introduciendo fun-
ciones f; : ¢,(U;) C IR” — IR (osea f;(x’) donde x’ son las coordenadas cartesianas
en ¢,(U;) C R") que sean C? en ¢,(U;) y tales que f; = f; op;op eng(U;NU)).
Esto garantiza que el conjunto de las f; determinan una tnica funcién f € C?(M). El

conjunto de las f; (= f o ¢; ") forman una representacion de f en el atlas {(U}, ¢;)}-
[Ver figura 3.6.]

Figura 3.6: La relacion entre las f;.

Ejercicio: El circulo, S', se puede pensar como el intervalo [o,1] con sus extremos
identificados. ¢Cuales son las funciones en C*(S")?
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Usando la construccién anterior también se pueden definir mapas de M en R”™
que sean p-veces diferenciables. Ahora realizamos la construccion inversa es decir
definiremos la diferenciabilidad de un mapa de /R” en M. Haremos el caso R — M,
en cuyo caso el mapa asi obtenido se llama curva. El caso general es obvio.

3.3. Curvasen M

Definicién: Una curva en M es un mapa entre un intervalo/ C Ry M,y : [ — M.
Note que la curva es el mapa y no su grafico en M, es decir el conjunto y[7].
Se puede asi tener dos curvas distintas con el mismo grafico. Esto no es un capricho
matematico sino una necesidad fisica : no es lo mismo que un auto recorra el camino
Cérdoba-Carlos Paz a 10 km/h que a 100 km/h, o lo recorra en sentido contrario.

Definicién: Diremos que y € C/ si dada una carta (U,, ;) tal que y(¢,) € U, el
mapa @; oy(t) : I, CI — IR" es p-veces continuamente diferenciable en z,. [Ver
figura 3.7.]

Figura 3.7: Diferenciabilidad de curvas en M.

Ejercicio: Demuestre que la definicién anterior no depende de la carta usada.
Esta vez hemos usado el concepto de diferenciabilidad entre mapas de R en R".
Definicién: Una curva y(¢) € C*(I)siy(t)e C/ YVt € 1.

Ejercicio: ¢Cémo definiria el concepto de diferenciabilidad de mapas entre dos varie-

dades?
De particular importancia entre estos son los mapas de M en si mismo g : M —
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M que son continuamente diferenciables e invertible. Se llaman Difeomorfismos.
De ahora en mas supondremos que todas las variedades, curvas, difeomorfismos y
funciones son suaves, es decir, son C*.

3.4. Vectores

Para definir vectores en puntos de M utilizaremos el concepto de derivada di-
reccional en puntos de IR”, es decir, explotaremos el hecho de que en R” hay una
correspondencia uno a uno entre vectores (v',...,9")| y derivadas direccionales

o

i d
(Pl =o' o f].
Como hemos definido funciones diferenciables en M podemos definir derivacio-

nes, o sea derivadas direccionales, en sus puntos e identificar con ellos a los vectores
tangentes.

o

Definicién:Un vector tangente v en p € M es un mapa
v:C®M)— R

satisfaciendo: V f,g € C®(M), a,b € R
i) Linealidad; v(af +bg)|, =av(f)|, +bv(g)l,.
12) Leibnitz; v(f ¢)|, = f(p) v(g)l, + &(p) v (/)] -

Note que si b € C*(M) es la funcién constante, h(q) = ¢ Vg € M, lue-
go v(h) = o. [ 1) = v(h?) = v(ch) = cv(h) mientras que i17) = v(h?*) =
2h(p)v(h) = 2cv(h)]. Estas propiedades muestran asimismo que v(f) depende
solo del comportamiento de f en p.

Ejercicio: Pruebe esta tiltima afirmacion.

Sea T, el conjunto de todos los vectores en p. Este conjunto tiene la estructura de

un espacio vectorial y es llamado el espacio tangente al punto p. En efecto, podemos
definir la suma de dos vectores v, v, como el vector, es decir el mapa, satisfaciendo
i)yii), (v, + v,)(f)= v ,(f)+ v,(f)y el producto del vector v por el nimero a

como el mapa (av)(f) =av(f).
Como en [R”, la dimensién del espacio vectorial T,, (es decir el nimero maximo

de vectores linealmente independientes), es 7.

Teorema 3.1 dim TP =dimM.

Prueba: Esta consistird en encontrar una base para 7,. Sea dim M = n y (U,9)

talque p € Uy f € C®(M) cualquiera. Para i = 1,...,7 definimos los vectores
x;: C®(M) — IR dados por,
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d
xi(f)= 5=(fop™)

- (3.1)
P(»)
Note que estos mapas satisfacen ) y i) y por lo tanto las x; son realmente vec-
tores. Note ademas que el lado derecho de 3.1 estd bien definido ya que tenemos las
derivadas parciales usuales de mapas entre R” y IR. Estos x; dependen de la carta

(U, ¢) pero esto no importa en la prueba ya que 7, no depende de carta alguna.

n

Estos vectores son linealmente independientes, es decir si x = ¢’ x; = o lue-

1=1
goc' =o Vi =r1,...,n Esto se ve facilmente considerando las funciones (en ri-
gor definidas solamente en U), f/ := x/ 0 ¢, ya que x;(f/) = &/ y por lo tanto
o=x(f7)=c’. Solo resta mostrar que cualquier vector v puede ser expresado como
combinacion lineal de los x;. Para ello usaremos el siguiente resultado cuya prueba
dejamos como ejercicio.

Lema 3.1 Sea F : R" — R, F € C*°(IR") luego para cada x, € IR" existen funciones
H. :IR" — IR € C*°(R") tales que Y x € IR” se cumple

F(x)=F(x,) +Z(xi_xé)Hi(x> y (3.2)
ademds, jFl = H;(x,). (3-3)
X X=X,

Continuamos ahora la prueba del Teorema anterior. Sea F = fop™" y x, = ¢(p),
luego V g € U tenemos

F@)=1(p)+ 3¢ 0plq) = x* 0 p(p) H 0 () 6.9

Usando 7) y 1) obtenemos,

o(f) =o(f(p) + T (x 0plg) — ¥ o p(p))|,_, ©(H; 09)
+ XL, (Hiop)|, v(x'op —x' 0 9(p))

—(H;o9)|, v(x 0 p)
=20, v x(f)

donde v' = v(x? 0 9), y por lo tanto hemos expresado v como combinacién lineal
de los x;, finalizando asi la prueba &

La base {x,} se llama una base coordenada y los {v'}, las componentes de v en
esa base.

(.5)

Ejercicio: Si (U, {) es otra carta tal que p € U, entonces ésta definira otra base coor-
denada {%;}. Muestre que




donde % es la i-ésima componente del mapa $o¢p~'. Muestre también que la relacién
& 9F
entre las componentes es ¥' = E

=1

]
-0’
I xi

Ejemplo: Sea y : I — M una curvaen M . En cada punto y(t,), t, € I, de M podemos
definir un vector de la siguiente forma, [ Ver figura 3.3.]

Figura 3.g: Definicion de vector.

d
t(f) = E (f ° }/>|z:zo . (36)
Sus componentes en una base coordenada se obtienen por medio de las funciones

x'(t)=x"opoy(t) (3.7)

d d
E(for) = E(fosflosﬂow

d .
= E<f op (x'(1)))

=, J _ndx
= ;(gxi(fw N
= Zn:i[il x;(f) (3.8)

3.5. Campos Vectoriales y Tensoriales

Si a cada punto g de M le asignamos un vector v|, € T, tendremos un campo
vectorial. Este estard en C*(M) si dada cualquier f/ € C*°(M) la funciéon v(f),
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que en cada punto p de M le asigna el valor v |, (f), esta también en C*(M) . Al

conjunto de los campos vectoriales C* lo denotaremos 7'M y obviamente es un
espacio vectorial, de dimensién infinita.

3.5.1. El Corchete de Lie

Consideremos ahora la operacion en el conjunto 7'M de campos vectoriales, [, -]
: TM x TM — TM. Esta operacién se llama corchete de Lie y dados dos campos
vectoriales (C*°) nos da un tercero:

[x,y]1(/)=x (/) —y (x(f)) (3.9)

Ejercicio:
1) Muestre que [x,y] es en realidad un campo vectorial.
2) Vea que se satisface la identidad de Jacobi:

[([x,y], z]+[[z,x], y]+[[y,z, x] =0 (3.10)

3) Sean x’ y x/ dos campos vectoriales provenientes de un sistema coordenado,
. 2 oE
es decir x*(f) = 9—{1, etc. Muestre que [x’,xf] =o.
4) Dadas las componentes de x e y en una base coordenada, ¢cuales son las de
) <
Con esta operaciéon T M adquiere el caracter de un algebra, llamada Algebra de
Lie.

3.5.2. Difeomorfismos y la Teoria de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Definicién: Un grupo monoparamétrico de difeomorfismos g’ es un mapa IR x
M — M tal que:

1) Para cada ¢ fijo es un difeomorfismo ' M — M

2) Paratodo par de reales, ¢, s € IR tenemos g'og® = g'™* (en particular g® = id).

Podemos asociar con g un campo vectorial de la siguiente manera : Para un p
fijo g“(p) : R — M es una curva que en ¢ = o pasa por p y por lo tanto define un
vector tangente en p, v | ,. Repitiendo el proceso para todo punto de M tenemos un
campo vectorial en M. Note que debido a la propiedad de grupo que satisface g* el
vector tangente a la curva g*(p) es también tangente a la curva g*(g’(p)) en s = o.

Podemos hacernos la pregunta inversa: ¢{Dado un campo vectorial suave v en M
existira un grupo monoparametrlco de difeomorfismos que lo defina? La respuesta a
esta pregunta, que consiste en encontrar todas las curvas integrables g*(p) que pasan
por cada p € M es la teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias, —que sera el
objeto de nuestro estudio en los capitulos siguientes— ya que consiste en resolver las

"Es decir un mapa suave con inversa también suave.
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. dx S . .. . .
ecuaciones 5 = v*(x/) con condiciones iniciales x*(0) = ¢*(p) V p € M. Como
veremos la respuesta es afirmativa pero solo localmente, es decir podremos encontrar

solo g* definidosen I(C R)x U(C M) — M.

. . J
Ejemplo: En R’ sea el vector con componente coordenada x?, es decir v(x) = x* 5.

o : . : dx :
La ecuacion diferencial ordinaria asociada con este vector es - = x?, cuya solucion

€S
—I I —I

t—t,=—+—0 x(t)= (3.11)
x X, r— I
xo
—1 )
donde hemos tomado ¢, = 0. O sea g’(x,) = ——. Note que cualquiera sea ¢ este
I

XO
mapa no esta definido para todo IR y por lo tanto no es un difeomorfismo. Notese
también que cualquiera sea el intervalo que tomemos para su definicion el intervalo
de tiempo de existencia de la solucidn serd finito, o bien hacia el futuro o hacia el
pasado.

Ejemplo: Sea g* un difeomorfismo lineal en R, es decir g*(x+ay) = g*(x)+a g*(v).
Luego tiene la forma g*(x) = f(¢)x. La propiedad de grupo implica f(¢)- f(s) =
f(t+s)o f(t)=ce* =e**,yaque g° = id. Por lo tanto g*(x) = ek’ x. La ecuacién

diferencial asociada es: x(t)=e* x —> x=ketix =|kx=x.
(e] (e]

Ejercicio: Grafique en un entorno del origen /R* las curvas integrales y por lo tanto
g" de los siguientes sistemas lineales.

<;>:<; Z)(;) (3.12)

aAk>1 bk=1 c)o<k<i1, d k=0, ek<o

3.5.3. Campos de Covectores y Tensores

Asi como introdujimos la nocién de campo vectorial podemos también introdu-
cir la de campo de co-vectores, es decir un mapa suave de M en 7, Este actuara en

campos vectoriales dando como resultado funciones en M. En el ejemplo que sigue
vemos como se define el campo diferencial de /.

Ejemplo: Sea f € C2° . Un vector en p € M es una derivacién sobre funciones en
C°, v(f) € R.Pero dados v, y v, € T,,a € Ry f € C;°, (v, +av,)(f) =
v,(f)+av,(f)yporlotanto cada f dada define una funcional lineal df | ,: T, — RR,
llamada la diferencial de /', es decir un elemento de TI; ,

df(v)==v(f), VYveT,
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De esta forma la diferencial de una funcién, df, es un co-vector que al actuar sobre
un vector v nos da el nimero la derivada de f en el punto p en la diveccion de v.

Sea f una funcién suave en M, a € Ry considere el subconjunto S, de M tal que
f(S,) = a. Se puede ver que si df # o esta ser una subvariedad de M, es decir una
superficie embebida en M, de dimensién 7—1. La condicién d |, (v) = o en vectores
de 7', con p € S, significa que estos son en realidad vectores tangentes a S, es decir

clementos de 7,(S,). Por el contrario, sid f (v)|, # o entonces en ese punto v pincha
as,.

Ejemplo: La funcién f(x,y,z) =x>+y>+ 2z en R’.

S, ={(x,y,2) € R*|f(x,y,2z) = a*, a > o} es la esfera de radio a4, y como ya
hemos visto una variedad. Sea (v*,%”,v?) un vector en el punto en (x,y,z) € IR’,
luego la condicién df (v) = 2(xv* + yov” 4+ zv*) = o implica que v es tangente a
S. En efecto, vemos que esta es la condicidon que nos dice que v es perpendicular a
(x,7,2) cuando estamos en la estructura Euclidea convencional.

Dado un sistema coordenado (carta) que cubre un punto p € M hemos visto que
tenemos una base candnica de 7, asociada con el mismo dada por los vectores,

dfog™
x;(f):= %U@)-

¢Cual sera la combase asociada con la misma? Note que el sistema coordenado nos
da también un conjunto de 7 funciones privilegiadas, es decir, las componentes del
mapa ¢ que define la carta, {x/}, j = 1..n, x*(p) :=valor de la coordenada i asignada
por ¢ al punto p. Notemos que x’ 0¢~" es entonces el mapa identidad para la i-esima
coordenada. Si aplicamos los vectores base a estas funciones obtenemos entonces,

. Ixl op™! :
53 1= Ty =),

pero entonces como, dx’ (x;) = x;(x/) = 8, vemos que los diferenciales dx’ son la
co-base de la base coordenada. En particular tenemos que las componentes coorde-
nadas de un vector v estan dadas por:

v/ =dx! (v),

y las componentes de un co-vector w € 7, por,

w; = w(x;).

Similarmente definimos campos tensoriales como los mapas multilineales que al
actuar sobre campos vectoriales y co-vectoriales dan funciones de la variedad en los
reales y que en cada punto de la variedad sélo dependen de los vectores y co-vectores
definidos en ese punto. Esta tltima aclaracidn es necesaria pues de lo contrario inclui-
remos entre los tensores, por ejemplo, integrales lineales sobre los campos vectoriales.
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3.5.4. La Métrica

Sea M una variedad n-dimensional. Hemos definido anteriormente en M las no-
ciones de curvas, campos vectoriales y co-vectoriales, etc. pero no una nocién de
distancia entre sus puntos, es decir una funcién d : M x M — IR que toma dos puntos
cualquiera, p y q de M y nos da un ntimero d(p, q) satisfaciendo,

<d(p,r)+d(r,q).

Esta, y en algunos casos una nocion de pseudo-distancia [donde 1) y 2) no se
cumplen], es fundamental si queremos tener una estructura matematica que sea util
para la descripcion de fendmenos fisicos. Por ejemplo la ley de Hooke, que nos dice
que la fuerza aplicada a un resorte es proporcional a la elongacién (una distancia) de
éste, claramente necesita de este ente. A continuacidn introduciremos una nocién
de distancia infinitesimal, es decir entre dos puntos infinitesimalmente separados, la
cual responde a la nocién Euclidea de distancia y permite desarrollar una nocién de
distancia global, es decir entre dos puntos cualesquiera de M.

La idea es entonces tener un concepto de distancia (o seudo-distancia) entre dos
puntos infinitesimalmente cercanos, es decir dos puntos conectados por un despla-
zamiento infinitesimal, es decir conectados por un vector. La nocién que necesita-
mos es entonces la de norma de un vector. Como una variedad es localmente co-
mo R”, en el sentido de que el espacio de vectores tangentes a un punto p, 7,M
es IR", es razonable considerar alli la nocién de distancia Euclidea, es decir que la
distancia entre dos puntos x, y x, € R” es la raiz cuadrada de la suma de los cua-
drados de las componentes (en alglin sistema de coordenadas) del vector conectan-
do estos dos puntos. El inconveniente con esto es que dicha nocién depende del
sistema coordenado que se esté usando y por lo tanto habra tantas distancias co-
mo sistemas coordenados cubriendo el punto p. Esto no es mis que una indica-
cién que la estructura que hasta este momento tenemos no contiene una nocidon
de distancia privilegiada o natural. Esta debe ser introducida como una estructu-
ra adicional. Una manera de obtener distancias infinitesimales independientes del
sistema coordenado (es decir geométricas) es introduciendo en cada punto p € M
un tensor de tipo (S), simétrico [g(u,v) =g(v,u) Yu, v € T,M]y no degenerado
[g(u,v)=0 ¥v € T,M =>u=o]. Si ademas pedimos que este tensor sea definido
positivo [g(u,u) > o (= <> u=o)] se puede ver ficilmente que este define un pro-
ducto escalar en T, M (o seudoescalar si g(u,u)=o para algin # # o € T,M). * Si
hacemos una eleccién para este tensor en cada punto de M de forma suave obten-
dremos un campo tensorial suave que se denomina la métrica de M. Esta estructura

*Posteriormente veremos que un producto escalar da origen a una distancia, correspondientemente un
producto seudo-escalar da origen a una seudo-distancia.
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extra, un campo tensorial con ciertas propiedades es lo que nos permite construir las
bases matematicas para luego edificar gran parte de la fisica sobre ella.

Sea g una métrica en M, dado un punto cualquiera p de M existe un sistema
coordenado en que sus componentes son

8ij :31';'

y por lo tanto da origen al producto escalar Euclideo, sin embargo en general este
resultado no se puede extender a un entorno del punto y en general sus componentes
dependeran alli de las coordenadas. Note que esto es lo que queriamos hacer en un
comienzo, pero ahora al definir esta norma via un vector le hemos dado un caracter
invariante.

Restringiéndonos ahora a métricas definidas positivas definiremos la norma de
un vector v € T, como |v| = 4/[g(v,v)|, es decir como la distancia infinitesimal

dividida por € entre el p y el punto y(¢) donde y(t) es una curva tal que y(o) = p,

dg(;) |,—, = v. Analogamente podemos definir la longitud de una curva suave y(¢):

[0, 1] — M por la férmula,

L(A):JI Vg(v,v)dt, (3.13)

donde v(z) = % Vemos entonces que definimos la longitud de una curva midiendo

las longitudes infinitesimales entre puntos cercanos de ésta y luego integramos con
respecto a t.

Ejercicio: Pruebe que la longitud L(y) es independiente del parametro elegido.
Definimos la distancia entre dos puntos p,q € M como,

do(p,q) = inf IL(y)l (.14)
{r(t) :y(0)=p,y(1)=q}

Es decir como el infimo de la longitud de todas las curvas conectando p con ¢.
Ejercicio: Encuentre un ejemplo de una variedad con dos puntos tales que el infimo

de la definicién anterior no es un minimo. Es decir en la que no haya ninguna curva
conectando los dos puntos con la minima distancia entre ellos.

Ejercicio: a) La métrica Euclidea en R” es (dx)*+(dy)?, donde {dx,dy} es la co-base
asociada con {dx,dy}. ¢Cual es la distancia entre dos puntos en este caso?

Ejercicio: b) ¢Cudl es la forma de la métrica Euclidea de /R? en coordenadas esféricas?
¢Y en cilindricas?
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Ejercicio: ¢) La métrica de la esfera es (d6)* + sin* 0 (dp)*. ¢Cual es la distancia en
este caso? ¢Para qué puntos p,q existen varias curvas y, con L(y;) =d(p,q)?

Ejercicio: d) La métrica (dx)* + (dy)* + (dz)* — (dt)* en R* es la métrica de Min-
kowski de la relatividad especial. ¢Cual es la distancia entre el punto de coordenadas
(0,0,0,0) y (1,0,0,1)?

Una métrica nos da un mapa privilegiado entre el espacio de vectores tangentes
ap, T,y sudual T, para cada p en M, es decir f/rl.mapa que a cada vector v € 7:1, le
asigna el co-vector g(v, ) € 7,,. Como esto es valido para cada p obtenemos asi un
mapa entre campos vectoriales y co-vectoriales. Como g es no degenerada este mapa
es invertible, es decir existe un tensor de tipo (;) simétrico g~ tal que

g<g_l<6: )s ):6 (3-15)

para todo campo co-vectorial . Esto indica que cuando tenemos una variedad con
una métrica se hace irrelevante distinguir entre vectores y co-vectores o por ejemplo
entre tensores tipo (j), (2> o (I>

O I

3.5.5. Notacién de Indices Abstractos

Cuando se trabaja con objetos tensoriales la notacion hasta ahora usada no es la
mas conveniente pues es dificil recordar cudl es el tipo de cada tensor, en qué casi-
lla come otros objetos, etc. Una solucién es introducir un sistema de coordenadas y
trabajar con las componentes de los tensores, donde al haber indices es facil saber de
qué objetos se trata o introducir bases generales. De esta forma, por ejemplo repre-

sentamos al vector [ = [’ 5, porsus componentes {/'}. Una conveniencia de esta
xl

notacidn es que comer pasa a ser contraer, ya que por ejemplo representamos al vector
[ comiéndose a una funcién f, por la contraccién de las componentes coordenadas del
vector y de la diferencial de 1

l(f):znjli%.

1=1

Pero un inconveniente grave de esta representacion es que en principio depende del
sistema coordenado y por lo tanto todas las expresiones que construyamos con ella
tienen el potencial peligro de depender de tal sistema.

Remediaremos esto introduciendo indices abstractos (que seran letras latinas)
que indican donde irian los indices coordenados pero nada mas, es decir no dependen
del sistema de coordenadas y ni siquiera toman valores numéricos, es decir [* no
significa la n-tupla, (/',/?,...,1”) como si fuesen indices. De esa forma [ denotara
al vector [, 0, al co-vector Oy g,;, alamétrica g. Una contraccion como por ejemplo
g(v, ) se denotara g,,v* y a este covector lo denotaremos por v,, es decir la accién
de g, es la de bajar el indice a v* y dar el covector v, = v*g_,. Del mismo modo
denotaremos a g ' (la inversa de g) como g“®, es decir g con los indices subidos.
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La simetria de g es entonces el equivalente a g, = g,

o, , oy
Ejercicio: ¢Cémo denotaria un tensor de tipo (£) antisimétrico:

Usando indices repetidos para la contraccion vemos que /(f) se puede denotar
por [V f donde V_ f denota el co-vector diferencial de /', mientras el vector V* f :=

g“*V,f es llamado el gradiente de f y vemos que éste no solo depende de f sino
también de g.

3.6. Derivada Covariante

Hemos visto que en M existe la nocion de la derivada de un campo escalar f,
ésta es el co-vector diferencial de / que denotamos V_f. ¢Existira la nocion de la
derivada de un campo tensorial? Por ejemplo, ¢existird una extension del operador
V avectores tal que si [ es un vector diferenciable luego V, / sea un tensor del tipo
(1)9 Para fijar ideas definamos a esta extension del diferencial V, llamada derivada
covariante, pidiendo que satisfaga las siguientes propiedades:

i) Linealidad: Si AZ‘Z?,BZZ’; son tensores de tipo (?) y @ € R luego
aa, aedp\ _ a,a a,dy,
Ve (O’Abl.,.bl +B, 4 > =aV A, +V.B, | (3.16)

i1) Leibnitz:

V(A By ) =4 (VB )+ (VA ) B Ga)

ii1) Conmutatividad con contracciones:

V(B ) =8 VAT G-19)
donde 8¢ es el tensor identidad. Es decir si primero contraemos algunos indices de
un tensor y luego tomamos su derivada obtenemos el mismo tensor que si tomamos
primero la derivada y luego contraemos.

iv) Consistencia con la diferencial: Si /* es un campo vectorial y / un campo escalar,
luego

1*v, . f=1If) (3-19)

v) Torsién cero: Si f es un campo escalar luego

Vavbf :vaaf (3'20)

3Note que son una extension de las que se pide para definir derivaciones.
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Ejemplo: Sea {x‘} un sistema coordenado global en R” y sea V_ el operador que

cuando actlia en A genera el campo tensorial que en estas coordenadas tiene com-
ponentes.
g Al .21
RS (-21)

Por definicion es un tensor y claramente satisface todas las condiciones de la defini-
cién, —ya que las satisface en este sistema de coordenadas- por lo tanto es una derivada
covariante. Si tomamos otro sistema de coordenadas obtendremos otra derivada co-
variante, en general distinta de la anterior. Por ejemplo, hagamos actuar V_ en el
vector [* luego

a\i __ i
(V.1 )]- —(9]-1 . (3.22)
En otro sistema de coordenadas {x'} este tensor tiene componentes
dx! dx) Al
(V. l‘z = .
e Z dxi Jxk Oxi (-23)

1,j=1

las cuales no son, en general, las componentes de la derivada covariante V, que estas
nuevas coordenadas definen, en efecto

- l al ax\ @
a — n n
(V) 75 = j=1<ﬁ>ﬁ i:1<8xll )

Ix! 9 x/ 9 x/ J2x! ;
= 2ij= <E><W> 7w t 20 = T <9xf9xi>ll (3-24)

a Ix/ 22x! i
= (v l ) Zl]—I EFQ (&’xlé’x’)l

lo que muestra claramente que son dos tensores distintos y que su diferencia es un
tensor que depende linealmente y no diferencialmente de /*. ¢Es esto cierto en ge-
neral? Es decir, dada dos conexiones, V,_ y V_, ¢es su diferencia un tensor (y no un
operador diferencial)? Veremos que esto es cierto.

Teorema 3.2 La diferencia entre dos conexiones es un tensor.

Prueba: Note que por propiedad 7:7) y 7v) de la definicidn, si sabemos como actia
V. en co-vectores sabemos cOmo actlia en vectores y asi por z) y ii) en cualquier
tensor. En efecto, si conocemos V w, para cualquier w, luego V_/“ es el tensor de
tipo (}) tal que cuando contraido con un w, arbitrario nos da el co-vector

(vcld>wa :vc (wald>_la (vcwa>’ (3’25)

el cual conocemos ya que por iv) también sabemos como actia V, en escalares. Por
lo tanto es suficiente ver que

(V.—V.)w,=C’ v, (3.26)

c
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para algin tensor C b . Probemos primero que dado cualquier p € M,
(V.—V.)w, |, depende solo de w, |, y no de su derivada. Sea @, cualquier otro co-

vector tal que en p coinciden, es decir (w, —w’ )|, = o. Luego dada una co-base suave

1, !
{u} en un entorno de p tendremos que w, —w’ =3, f; u’ con f; funciones suaves

que se anulan en p. En p tenemos entonces

vc<wa_w;)_vc(wa_w;) = szc({z/u;)_szc(fuu;) (3‘27)
= Zi luzlz (vcf; _vcf;> =o

ya que por iv) V,_ y V_ deben actuar del mismo modo en escalares -y en particular
en las f;-. Esto muestra que

<@C_Vc)w;:<vc_vc)wa (3-28)

y por lo tanto que (@ .—V,)w, depende de solo w,| ,» ¥ obviamente en forma lineal.

Pero entonces (@C —V,) debe ser un tensor de tipo (%) que esta esperando comerse
un covector para darnos el tensor de tipo (3), (@C —V,)@,. Es decir (@C —V,)w, =
C?_,w,, lo que prueba el teorema.
Note que condiciéon v) nos dice que V,V,f = V,V_f, tomando w, = V_f
obtenemos . N
VVif = V.V f

= V,w

= Vi, + GV (5-29)

= V,V,[+CV.f.

Como V uede ser un co-vector cualquiera vemos que la condicion de que no
¢/ lp
eyt . ¢ R / . . . c —(C
haya torsion implica que C¢_, es simétrico en los indices inferiores, C¢, = C, .

Ejercicio: ¢Cémo actta (V, —V, ) en vectores?

Ejercicio: Exprese el corchete de Lie en términos de una conexién cualquiera y luego
pruebe explicitamente que no depende de la conexidén empleada.

Ejercicio: Sea A, un tensor totalmente antisimétrico. Muestre que V4, ), es

decir la antisimetrizacion total de V, A4, , no depende de la derivada covariante
empleada.

La diferencia entre una conexion cualquiera V_ y una proveniente de un sistema
de coordenadas {x} es un tensor llamado simbolo de Christoffel de V, con respecto
alas coordenadas {x'},T?,

vcwa :acwa+rclizwb’ (3'30)

El conocimiento de este tensor es muy 1til en la practica, pues nos permite expresar
V, en término de la conexion coordenada correspondiente, d..
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Como hemos visto en una variedad M existen infinitas formas de romar la deri-
vada de un tensor. {Hay alguna natural o privilegiada? La respuesta es no, a menos
que pongamos mas estructura en M. Intuitivamente la razén de esto es que en M no
sabemos comparar [“|, con [“|, si p y ¢ son dos puntos distintos. +

¢Es suficiente la presencia de una métrica en M para poder realizar esta compara-
cion? {La respuesta es si!

Teorema 3.3 Sea g, una métrica (suave) en M, luego existe una vinica derivada cova-

riante NV tal que Vg, = o.

Prueba: Sea V, una conexién cualquiera y sea V, tal que V_g,, = o, es suficiente
mostrar que esta condicién determina univocamente el tensor diferencia, C d ca Pero,

o:Vagbc :@agbc_cdabgdc_cdacgbd (3'31)
O sea ~
Ccab + Cbac = va 8be (3’32)
pero también
b C,.+C, =V
a< cba abe T e b 8ac (3.33)
ceb Cbca + Cacb - vc 8ab-

Sumando estos dos ultimos, sustrayendo la primera y usando la simetria de los dos
Gltimos indices obtenemos

ZCabc = vb 8ac + @c 8ab _vagbc (3'34)

a I adg¢ Vv v
C e =78 UV 84 + Ve 8as —Vagse) (3-35)

Notese que la existencia de una métrica no es equivalente a la existencia de una

conexion. Hay conexiones V para las cuales no existe ninguna métrica g, tal que
_ . . . .

V.8, =0, esdecir hay tensores C*, paralos cuales no hay ninguna g, que satisfaga

(3-35)-

Ele/rc1c10: $i V, esuna derivada correspondlente aun sistema de coordenadas V, = 4.
el simbolo de Christoffel correspondiente es

1

I, = gdd{abgdc+acgdb_3dgbc}' (3-36)

2

+Note que una manera de comparar vectores infinitesimalmente cercanos, dado un campo vectorial
m*, es con el corchete de Lie de m“ con [, [m, []*. Esto no s lo apropiado ya que [, []*|, depende de

la derivada de m® en p.
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Muestre que sus componentes en ese sistema de coordenadas estan dadas por,

i I
I =-¢"{Fgn+ e — g (3-37)
2

donde g;; son las componentes de la métrica en el mismo sistema de coordenadas.

Ejercicio: La métrica Euclidea de [R? en coordenadas esféricas es
ds*=(dr)+r*((d0)* +sen*0(dy)*).

Calcule el Laplaciano A = g**V_V, en estas coordenadas.

*El tensor de Riemann

¢Dada una derivada covariante en una variedad, es posible definir campos tensoriales
que solo dependan de ella y por lo tanto que nos den informacién sobre ésta?

iLa respuesta es si! El siguiente tensor se denomina tensor de Riemann o de Curva-
turay solo depende de la conexion:

2V, Vil =(V,V, =V, V) =Ry, 1" VI eTM.

Ejercicio: Muestre que la definicién de arriba tiene sentido, es decir que el lado iz-
quierdo, evah{ac.lo enun punto p cualquiera de M solo depende de /|, y por lo tanto
podemos escribir el lado derecho para algtin tensor R, .

Ejercicio: Sea V, otra derivada covariante. Calcule la diferencia entre los respectivos
tensores de Riemann en términos del tensor que aparece como diferencia de las dos
conexiones.

Notas bibliograficas: Recomiendo el libro de Wald [6], sobre todo por su notacién
moderna, ver también [21]. El lenguaje de la intuicion es la geometria, es la herramien-
ta que nos permite visualizar los problemas, tocarlos, darlos vuelta a nuestro gusto y
luego reducirlos al dlgebra. Entender la geometria es la forma mas eficiente de enten-
der la fisica ya que ésta solo se entiende cabalmente cuando es traducida a un lenguaje
geométrico. No abuse de ella, es un drea muy vasta y es facil perderse, aprenda bien lo
basico y luego solo lo que le sea relevante.
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CAPITULO 4

ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

4.1. Introduccién

En este capitulo comenzaremos el estudio de los sistemas de ecuaciones diferen-
ciales en derivadas ordinarias ~EDO de ahora en mas-. Estos sistemas aparecen cons-
tantemente en fisica y conjuntamente con los sistemas de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, -EDP de ahora en mas- que estudiaremos en la segunda parte
de este curso, forman el esqueleto matematico de las ciencias exactas. Esto se debe
a que la mayoria de los fenémenos fisicos se pueden describir en término de estas
ecuaciones. Si el parametro libre —o variable independiente- tiene la interpretacion
de ser un tiempo, entonces estamos frente a ecuaciones de evolucidn. Estas nos per-
miten, para cada estado inicial del sistema, conocer su evolucién temporal, es decir
nos dan la capacidad de hacer predicciones a partir de condiciones iniciales, lo cual
es el aspecto caracteristico de toda teoria fisica. *

Existen otros fendmenos fisicos descriptos por EDO que no tienen un caracter
evolutivo. En general en estos casos estamos interesados en estados de equilibrio del
sistema. Por ejemplo si queremos ver qué figura describe la cuerda de secar la ropa
que tenemos en casa. Estos casos no seran incluidos en la teoria de EDO que desarro-
llaremos a continuacion, sino que sus casos mas sencillos seran tratados como casos
especiales (unidimensionales) de las EDP elipticas.

Si bien la fisica cuantica, o mas precisamente la teoria de campos cuanticos, nos
muestra que una descripcion de los fendmenos fisicos a esa escala microscdpica no es
posible por medio de los sistemas de ecuaciones diferenciales ya mencionados, usual-
mente nos ingeniamos para encontrar aspectos parciales de estos fendmenos, o ciertas
aproximaciones en donde si es posible una descripcion en término de estos sistemas.
Esto no se debe a un capricho o empecinamiento, sino al hecho de que nuestro cono-
cimiento de las EDO, y en menor medida de las EDDP, es bastante profundo, lo cual
nos permite manejarlas con relativa facilidad y comodidad. Por otro lado, y es im-
portante remarcarlo, nuestro conocimiento del tipo de ecuaciones que aparecen en
las teorias de campos cuanticos no-lineales es, en comparacién, practicamente nulo.

"En algunos casos se da que la variable independiente no es el tiempo sino algtin otro parametro pero
la ecuacién también puede ser considerada como describiendo evolucién. Por ejemplo si queremos ver
cémo varia la densidad de un medio al aumentar la temperatura.
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4.2.  El Caso de una Unica Ecuacién Ordinaria de Primer Orden

4.2.1.  Ecuacién Auténoma de Primer Orden

Esta tiene la forma:
=2 f @)

0 sea una ecuacion para un mapa x(t):/ C R— U C R.

Supondremos f : U — R continua. Una solucion de esta ecuacién serd un mapa di-
ferenciable ¢(t) definido para todo I y con imagen en U . Diremos que ¢(¢) satisface
la condicién inicial x, ent =t €1 si

(t,) = X, (4-2)

Como veremos a continuacidén bajo ciertas hipétesis la condicion inicial que una
solucién cumple la determina univocamente.

La ecuacion 4.1 se puede interpretar geométricamente de la siguiente forma. En
cada punto del plano (x, t) marcamos una rayita", es decir un campo de direcciones
de tal forma que el angulo que forma con el eje x =cte tenga tangente igual a f(x) .

Ejemplo: % = x . [Ver figura (4.1).]

f
SIS P

t

Figura 4.1: Interpretacién geométrica de la ecuacién f(x) = x'/2.,

Como ¢(t) tiene derivada f(¢(t)) , en el punto (¢(¢),t), ¢(t) sera tangente a
la rayita en ese punto. Si nos paramos en algiin punto (x,,z,) por donde ésta pase
podremos encontrar la solucién siguiendo las rayitas. Por lo tanto vemos que dado
un punto por donde la solucién pasa, siguiendo una rayita determinaremos una inica
solucién. Esto en particular nos dice que en este grafico la mayoria de las soluciones
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no se cortan. Como veremos mas adelante la unicidad de la solucién se dasi la rayita
en cada punto tiene una tangente no nula. Por otro lado, es claro del caso en la figura
anterior, 4.1, que si comenzaremos con el punto (x, = o, 7, ) tendriamos dos opciones,
o bien dibujar la linea ya dibujada (2, r) o simplemente la linea (o, ¢ ).

Ejercicio: Extender esta intuicién grafica al caso x = f(x,t).

Ejemplo: De hecho la ecuacién % = x'/* tiene dos soluciones que pasan por (0,0),

p(t)=oy §0=t—z (4.3)
4

En efecto, supongamos x(t) # o entonces :—7 =dt o 2(x"/*— x;/z) =t—t,,

v=(2) (4.4)

2

tomando x, =t,=o0

La otra es trivialmente una solucién.

La unicidad de las soluciones se obtiene, aun en el caso en que f(x) se anula, si
en vez de pedir que f(x) sea continua se pide un poquito més, y eso es que, donde se
anula, digamos en x_ , se cumpla que

h’mj o, @)

o x,+E m

o alternativamente que para € > o suficientemente pequefio, exista k£ > o tal que,
FE<kx—x,| si]x—x|<e. (4.6)

O sea que f(x) vaya a cero cuando x — x, a lo sumo tan rapidamente como
una funcidn lineal. Esta condicion se llama condicién de Lipschitz. De ahora en mas
supondremos que f'(x) es diferenciable y por lo tanto Lipschitz.

Ejercicio: Vea que esta condicién es mas débil que pedir que f* sea diferenciable en
X,
Solucién: La funcién f(x) = xsin(<) es Lipschitz en x,, pero no es diferenciable.

Asi llegamos a nuestro primer teorema sobre ecuaciones ordinarias.
Teorema 4.1 Sea f(x): U — IR continua y Lipschitz en los puntos donde se anula.
Luego

i) Por cada t, € R, x,, € U existe un intervalo I, € IRy una solucion ¢(t) de la
ecunacion 4.1 definida N t €1, y la condicion inicial ¢(t,) = x, ;

i1) Dos soluciones cualesquiera ¢ , @, de 4.1 satisfaciendo la misma condicion inicial
coinciden en algin entorno de t =t
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i11) la solucion ¢ de 4.1 es tal que

o(t)
t—t,= o —x)sif(X)#O (47)

Nota: La solucidn cuya existencia asegura este teorema es valida en un intervalo 7,
o

abierto, que el teorema no determina. Por lo tanto la unicidad se da solo en el maximo
intervalo que esas tienen en comun.

Prueba:

Si f(x,) = oluego ¢(¢) = x, es una solucién.

Si f(x,) # o luego por continuidad existe un entorno de x, donde f(x) # oy
por lo tanto 1/f(x) es una funcion continua, esto implica que la integral en 4.29 es
una funcion diferenciable de sus extremos de integracion, los que llamaremos ¢(x)—
Jx,).

Por lo tanto tenemos,

t—t,= g(x)— (x,) (+3)

O sea dado x obtenemos ¢ y ademas esta relacién se cumple automaticamente que
cuando x = x,, t = t,. Queremos ahora despejar x de esta relacion, es decir encontrar
(1)

Pero

I

T TOre ()

Por lo tanto el teorema de la funcidn inversa nos asegura que existe un /, y una
0

a¢
dx

sinica ¢(t) diferenciable, definida para todo ¢ € 1, y tal que ¢(t,) = x, y t — ¢, =
d(e(t))— ¢(x,). Formando su derivada obtenemos,

do _ d¢™
dt  dt

B S| = ) (4.10)
x=§0(t) |:f<x>:| x=§9<t) f(¢(t> 4

lo que demuestra que es una solucién, necesariamente unica de 4.1 con la condicidén
inicial apropiada.

Solo resta ver que en el caso en que f(x,) = o la solucién es tnica. Para ello
utilizaremos el siguiente Lema.

Lema 4.1 Sean f, y f, funciones realesen U C R tal que f,(x) < f,(x) Yx € U y sean
@, v @, respectivas soluciones a las ecuaciones diferenciales que éstas genemn definidas
en un intervalo I € R y tal que ¢ (t,)= ¢ (t,) para algiin t, € I. Luego

o ()<e,(t) V>t el (4.11)
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Prueba: Trivial, el que corre mas rapido en cada sector del camino gana! Sea el conjun-
toS={t>rt,€l|lp (t)>¢,(t)}.Sea T >1t,, T €I lamayor de las cotas inferiores
de S. En este instante ¢ (T') = ¢ (T), pero

do,
dt

Por lo tanto existe ¢ > o tal que paratodo t € [T,¢), ¢ (¢) < ¢,(t) lo que es una
contradiccion, a menos que sea el Gltimo valor en 1.

d
<§92

T (4.12)

t=T t=T

Figura 4.2: Prueba del Lema 4.1.

Con la ayuda de este Lema probaremos la unicidad de la solucion. Sea ¢ (¢) una
solucién con ¢ (t,) = x, pero distinta de la solucién ¢(t) = x, YV t. Supongamos
entonces que existe ¢, > ¢, tal que ¢ (¢,) = x, > x,, los otros casos se tratan similar-
mente. [ Ver figura 4.3.]

Si elegimos x, bastante proximo a x,_ se cumple

flx)<k|x—x,| ¥V x,<x<x, (4-13)
y por lo tanto que ¢ (t) < ¢ (¢), ¥ t, < t < t,, donde ¢ (¢) es la solucion de la
ecuacion x = k(x —x,) con condicion inicial ¢ (¢,) = x,. Pero ¢ (t) = x, + (x, —
x,)e*=) que tiende a x, s6lo cuando t — —o0. Por lo tanto ¢ (t) no puede tomar
el valor x, para ningtin ¢ < ¢, finito y por lo tanto tenemos una contradiccion

La solucién cuya existencia y unicidad acabamos de demostrar no sélo se puede
pensar como un mapa entre I, 'y U sino también como un mapa g/ entre U, %I,
y U (U, entorno de x,). El mapa g; lleva (x, ) al punto ¢(¢) donde ¢ esla solucion
de 4.1 con condicién inicial (o) = x.

Estos mapas, o difeomorfismos locales, se denominan flujos de fase locales, (ya
que en general no se pueden definir en todo /, x U) y satisfacen la siguiente impor-
tante propiedad de grupo; si t,s € I luego g5 = g’og! .

X
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Figura 4.3: Prueba de la unicidad de la solucion.

Por la forma en que aparecen las condiciones iniciales en el Teorema anterior es
facil ver, usando nuevamente el teorema de la funcién inversa, que si f'(x,) # o luego
' es diferenciable también con respecto a x.

Corolario 4.1 si f(x,)# oluego gt : U, x 1, — U es diferenciable en ambos t y x.

Nota: La restriccidn f(x,) # o es innecesaria como veremos més adelante.

Del uso del Teorema de la funcién inversa en el Teorema 4.1 también sigue que
si consideramos el conjunto de las soluciones distinguiendo cada una por su con-
dicién inicial, [¢(x,, 2., ¢) es la solucién que satisface ¢(z,) = x,], luego la funcion
(x5 tst) : Ux I x1 — U es diferencible con respecto a todos los argumentos.
Es decir que si cambiamos levemente las condiciones iniciales, luego la solucién so-
lo cambiaré levemente. Mas adelante daremos una prueba de todas las propiedades,

incluyendo el Teorema 4.1 para los sistemas generales, o sea la ecuacién 4.30.

Ejemplo: Sea x(t) el nimero de bacterias en un vaso de cultivo al tiempo ¢. Si el
ndmero es lo suficientemente grande podemos pensarla como una funcién suave,
diferenciable. Si a su vez este nimero no es tan grande de modo que su densidad en
el vaso sea lo suficientemente baja como para que éstas no tengan que competir por
aire y alimento, luego su reproduccion es tal que x(¢) satisface la ecuacion,

. 1
X=ax a=cte.~2,3— (4.14)

b

dia
o sea la velocidad de crecimiento es proporcional a la cantidad de bacterias presen-
tes. La constante a es la diferencia entre la tasa de reproduccién y la de extincién.
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Aplicando el Teorema 4.1 sabemos que la ecuacién nos permite, dado el ntimero de
bacterias x, al tiempo 7, conocer el niimero de éstas para todo tiempo. En efecto la
solucién de 4.14 es

d
X _ade (4.15)
x
Integrando ambas partes
x .
In==a(t—t) o; x(t)=x e ("% (4.16)

xo

O sea que el numero de bacterias crece exponencialmente, a menos por supuesto
de que x, = o, y depende continuamente del nimero inicial. Se debe advertir que si
bien la dependencia es continua la diferencia entre soluciones con condiciones inicia-
les distintas crece exponencialmente.

El flujo de fase es en este caso g = xe*! y aqui es global. Con ese crecimiento es
facil darse cuenta que en pocos dias el nimero de bacterias y por lo tanto su densidad
sera tan grande que éstas entrardn a competir entre si por el alimento lo cual hara
disminuir la velocidad de crecimiento. Se observa experimentalmente que este hecho
se puede tomar en cuenta incluyendo en la 4.14 un término proporcional al cuadrado
del nimero de bacterias.

i=ax—bx* b= (4.17)
375

Six es pequefia el primer término dominay x comienza a crecer, como ya vimos,

en forma exponencial hasta que el segundo término comienza a ser importante y la

velocidad de crecimiento decrece tendiendo a cero cuando x = x, tal quea x,—b x> =

ocoa—bx, =oo0x, =a/b ~ 375 bacterias. Como ¢(t) = x, es una solucién ,

debido a la unicidad, la solucion que tiende a x; que describimos arriba no puede

alcanzar el valor x, en un tiempo finito. Si el nimero de bacterias presentes es mayor

que 375 la velocidad de crecimiento sera negativa y la soluciéon nuevamente tendera
asintOticamente a x;

La solucién general de 4.17 puede ser obtenida de forma analoga alade 4.14 y es,

alb

x(t)=
( ) I+(bixo_l)e—a(zfzo)

(4.18)

lo cual confirma el analisis anterior.

Este ejemplo nos permite introducir dos conceptos claves en el drea. El primero es
el de solucidn estacionaria o de equilibrio . Estas son las soluciones constantes o sea
son tales que x, = f(x,) = 0 0 sea las raices de la funcion f(x). Para la ecuacién 4.14
x, =0, para la ecuacién 4.17 x, =0 ya/b.

Note que no siempre existen soluciones estacionarias, por ejemplo la ecuacion
con f(x) =1 no las tiene, pero cuando existen el problema de encontrarlas se reduce
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Figura 4.4: Distintas soluciones de la ecuacién de crecimiento bacteriano: ¢ (t,) = o,
J— J— a J— J—
§92<t0> - xS - 903(t) =X, < xx y 904(t) =X, > xS

a resolver una ecuacion a lo sumo trascendente. Debido a la unicidad de las solucio-
nes, esto nos permite dividir el plano (x, r) en franjas tales que si una solucion tiene
condiciones iniciales en esta franja ésta debe permanecer en ella.

El segundo concepto es la estabilidad de estas soluciones. La solucién x; = o
de 4.14 y 4.17 no es estable en el sentido que si elegimos como condicién inicial un
punto en cualquier entorno de esta solucion, la solucién correspondiente se apartara
inicialmente en forma exponencial de la anterior. Por lo contrario la solucion de 4.17
x, = a/b es estable en el sentido que si tomamos valores iniciales proximos a ésta
las soluciones correspondientes se aproximaran asintOticamente (en el futuro) a la
anterior.

Las soluciones inestables no tienen interés fisico ya que la mas minima pertur-
bacién del sistema originara una solucién que se alejard rapidamente de la solucidn
inestable. Esto no es asi en el ejemplo anterior pues el nimero de bacterias es discreto
y la ecuacion solo representa una aproximacion. Si el vaso de cultivo esta esterilizado
y herméticamente cerrado luego no hay posibilidad de crecimiento bacteriano. Mas
adelante analizaremos en detalle el problema de la estabilidad.

4.2.2. Extendiendo la Solucién Local

Si nos olvidamos del modelo fisico que describimos con 4.17 y tomamos z, < o,
alb—z,
—

t, = o, por ejemplo, habra un tiempo maximo, t; = - In[ ], finito para el cual
la solucién diverge, es decir,
lim z(t) = oo. (4.19)
t—ty
Esto muestra que el teorema anterior solo puede asegurar la existencia de un inter-
valo I para el cual la solucién existe. Lo maximo que podemos concluir en forma
general, es decir sin que se dé mas informacion sobre £, es el siguiente Corolario del
Teorema 4.1.
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Corolario 4.2 Sea U C R el dominio de definicion de f, U, un intervalo compac-
to [es decir cerrado y acotado ] de U, z, € U.. Luego la solucion (¢(z,,t,,t),1) de la
ecuacion 4.1 puede ser extendida o bien indefinidamente o bien hasta la frontera de U..
Esta extension es inica en el sentido que cualquier par de soluciones, (¢ (z,,t,,t),1,),

@ ,(2,,t,,t),1,) coinciden en la interseccion de sus intervalos de definicion, I =1 N1,

Prueba: Primero probamos la version global de la unicidad de la solucion. Sea 7' la
menor de las cotas superiores del conjunto {7 |¢ (z,,t) = ¢,(z,,t)Vt, <t < t}.
Supongamos en contradiccion que 7' es un punto interior de 7, N 1,. Por continui-
dad tenemos, ¢ ,(z,,T) = ¢,(z,, T), pero por el resultado del Teorema 4.1, usando
condiciones iniciales ¢ (z,, T), en T vemos que ambas soluciones deben coincidir en
un entorno de 7, lo que contradice que T sea el maximo. Asi es que 7T debe ser un
extremo de alguno de los intervalos de definicion por lo que las soluciones coinciden
en NI,N{t|t >t,}. Elcaso t <1, setratasimilarmentey por lo tanto las soluciones
coinciden en todo I, N 1,.

Figura 4.5: Unicidad global.

Segundo construimos la extension. La idea es que si dos soluciones coinciden en
I N1, luego las podemos combinar y formar unaen 7, U1,

_[ 9.(t) Viel
go(t)_{ Zz(t) Yeel,. (4.20)

Sea T la cota superior minima de {7|¢(¢) existe y esta contenida en U, V1, <
t < 1}.S1 T = 00 no hay nada que probar, por lo tanto supongamos T < co. Pro-
baremos que existe ¢(t) definida para todo ¢, < ¢t < T y tal que ¢(T) es uno de los
extremos de U.. El Corolario 4.1 nos dice que dado cualquier Z € U, existen €, > o
y un entorno de z, V, C U tal que para cualquier z € V existe una solucién con
condiciones iniciales ¢(t,) = z definida para todo t en |t —¢,| < €;. Como U, es
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P B—

Figura 4.6: Extendiendo la solucion.

compacto podemos elegir un niimero finito de puntos Z; tal que U, C |J V; . Sea
¢ > oel minimo de los ¢ . Como T es la cota superior minima existe 7 entre 7' — ¢
y T tal que ¢(t) € U, V1, <t < 7, pero como ¢(7) € U, esta en alguno de los V,
existe una solucién ¢(z) definida para todo ¢ en |t —7| < € con condicién inicial
@(7) = (7). Usando ¢(t) podemos ahora extender ¢, cuya extension llamaremos
J,alintervalot, <t <t+e.Pero3(0) e U Vt, <0< T yaque §(0)=¢p(0)c U,
y de otro modo 7' no seria una cota superior minima. Por continuidad (7)€ U, y
como por definicion de T para todo intervalo abierto, /-, conteniendo T, ¢[1,] ¢ U,
concluimos que ¢(7') es un extremo de U, &

4.2.3. El Caso No-auténomo

Este es el caso en que en vez de 4.1 tenemos

di

di =f(z,1). (4.21)

La interpretacion geométrica es la misma, slo que ahora las rayitas tienen un angulo
que depende también de la variable t, por lo tanto esperamos que si comenzamos en
un punto (¢,,2,) y trazamos una curva tangente a las rayitas obtendremos también
una tnica solucion. Este es en realidad el caso, pero su discusién estard comprendida
en la teoria general de sistemas auténomos de primer orden que enunciaremos mas
adelante.

Suponiendo ciertas condiciones para f(z, t) —por ejemplo que sea Lipschitz con
respecto a ambas variables - se puede ver que también existen flujos locales, pero
éstos ahora dependen también de ¢, y no solo de la diferencia entre el tiempo inicial
y el final. Denotaremos a estos flujos como, g/ (2) y la propiedad de semigrupo que

t 2 — ot
m o = .
cumplen es 8,°8&, (z) ' gla(Z) ’ / ’
Hay una clase especial de ecuaciones no-autonomas que se puede reducir al ya

estudiado. Esta es la clase donde f(z,¢) se puede escribir como el cociente de dos
funciones, una de z y otra de ¢,

_8(2)
f(Zst)—M' (4-22)
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En este caso la interpretacién geométrica es que el pardmetro ¢ no es el mas indicado

para describir este sistema. Esto se remedia eligiendo otro parametro = dado por,
dr 1

T = °
dt
T—T,=| —. (4.23)
i, (1)
Una vez que se obtiene #(7) [Ver el Teorema 4.1] debemos resolver,
dz
= g((e)) (4249
-

[Usando nuevamente el Teorema 4.1], obteniendo ¢(7). La solucién con respecto al
parametro original se obtiene definiendo ¢(t)= ¢(7(t)).

4.3. Reduccidn a Sistemas de Primer Orden

Definicion: La ecuacion diferencial ordinaria general de orden m es una ecuacidon
de la forma:

F(x,xW, ) t)=o (4.25)
Es decir una ecuacién implicita de x, un mapa entre / C IR y UcR™, (oseax

es un vector de 7 componentes), y sus derivadas (donde x*) = —] denota la i-ésima
derivada con respecto al parametro independiente, ) hasta el orden 7 2

Definicién: Diremos que el mapa m-veces diferenciable x(¢): I — IR” es una solu-
cion de la ecuacion anterior si F evaluada en este mapa esta bien definida y es idénti-
camente nula en todo el intervalo 7.

En este curso supondremos que 4.25 puede ser resuelta para x” , o sea que 4.25
es equivalente a la siguiente ecuacion:

x :f(x,x(l),...,x(”_l),t) (4.26)
enabiertos I c/c Ry Uc U c R”

Ejemplo: La EDO F(x,x", ) = ((x()* — 1) = o implica una de las siguientes EDO

en nuestro SCl’ltidO:

0 (4.27)

Si conocemos los valores de x y sus derivadas hasta el (7 — 1)-ésimo orden en un
punto ¢, entonces la ecuacion 4.26 nos permite conocer la m-ésima derivada en dicho

*En realidad para definir correctamente 4.25 se deben dar los abiertos U : para la i-ésima derivada con
respecto a x donde F esta definida.
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punto. Si suponemos que f es continua entonces esto NOs permite conocer X y sus
derivadas hasta el (m — 1)-ésimo orden en un punto ¢, + ¢ suficientemente cercano
(el error en que incurriremos sera del orden de e X derivadas de f), pero entonces
podemos usar nuevamente la ecuacién 4.26 y asi conocer aproximadamente la 7-
ésima derivada de x en ¢ +¢. Prosiguiendo de este modo podemos lograr una solucidn
aproximada en un intervalo dado. Al menos intuitivamente, pareceria que haciendo el
intervalo ¢ cada vez mas pequefio deberiamos obtener una solucion. jEsto en realidad
es asi! Y lo probaremos mas adelante en el curso. Lo importante por el momento es
el hecho de que para obtener una solucion debemos dar en un punto ¢, el valor de
todas las derivadas de la variable incégnita de orden menor de la que determina el
sistema, es decir de la que aparece en el lado izquierdo de la ecuacion 4.26.

Introduciendo #' = x , #* =x), ..., #" =x("=) | podemos escribir 4.26 de la
forma:
L ~a
i i
~2 ~
i W’
(4-28)
~m ~ ~ ~
i = f(a,4%..., 8", t)

donde hemos denotado con un punto sobre la funcién su derivada con respecto al
parametro ¢. Por lo tanto 4.26 es equivalente a una ecuacion de primer orden para el
vector de vectores # C U c R,

~

it =V (ii,t) (4.29)

donde V es también un vector en algiin subconjunto de R**™. Si V(#,t) depende

explicitamente de ¢ entonces podemos agregarle a 7 otra componente, la (7 x m+1)-
LnXm+1)

ésima con #"*”*' = ¢,y por lo tanto tenemos que # = 1. La ecuacién 4.29,
mas esta Gltima ecuacién, toman la forma,
n=V(un), (4.30)

Vi(i, 47" si1i<i<mXn

. 31
1 sizt=nXxXm+1), (431)

X X
un mapa entre U C Ry R
Asi es que arribamos al siguiente teorema.

Teorema 4.2 (de Reduccidn) Silafuncion [ del sistema 4.26 de m ecunaciones diferen-
ciales ordinarias de orden n es diferenciable, luego este sistema es equivalente a un sistema
de m X n + 1 ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden que no dependen ex-
plicitamente de la variable independiente. Es decir por cada solucion del sistema 4.26
podemos construir una solucion del sistema 4.30y viceversa.
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Prueba: Claramente dada una solucién del sistema 4.26 suficientemente diferenciable
podemos escribir con ella un vector u y éste satisfara (porque asi lo construimos)
el correspondiente sistema 4.30. Por lo tanto toda solucién del sistema original es
solucion del sistema de primer orden asociado a él.

Para probar el inverso, es decir que toda solucion #(t) del sistema 4.30 da origen
a una del sistema 4.26, solo es necesario tomar repetidas derivadas de las primeras
componentes, x(¢) = #'(t), e ir usando las ecuaciones en el correspondiente orden
hasta obtener el sistema original satisfecho por la enésima derivada de x(z) &

Este teorema es importante pues nos permite abarcar toda la teoria general de las
ODE a partir del estudio de la ecuacién 4.30, la cual como veremos tiene un sentido
geométrico claro. Sin embargo se debe tener en cuenta que muchas veces en fisica apa-
recen subclases de ecuaciones muy especiales con propiedades particulares de mucha
importancia fisica que la teoria general no contempla.

Ejemplo: Péndulo Matematico

i=kx u'=x,u*>=x

S(u)=(p () (432

Note que si # = y(t) : I — U es una solucion de 4.30 luego Vs € R tal que
t+sel,y(t+s) es también una solucion. En efecto,

(t+s) =Vt +s)=Vt+s),= - “33)

t=t,+s

d
= 1)

E}/

t=t,

Debido a esto de ahora en mas tomaremos ¢, el punto donde daremos la condicion
inicial, igual a cero.

Ejercicio: Si # = sin(t) : IR — [o, 1], es una solucién de 4.30 pruebe que # = cos(z)
también lo es.

4.4. Sistemas de EDO

¢Tienen los sistemas de EDO una interpretacién geométrica? Como ya vimos
estos tienen la forma genérica.

dx!
dt
Sea y(t) una curva entre un intervalo / € IR y M una variedad de » dimensiones.
Sea p = y(t,) un punto de M y (U, = (x',...,x")) una carta con p € U. Luego

1

@o y(t)=(x"(t),...,x"(¢)) es un mapa entre / y un abierto de R”, y % son las

:vi(xj) 1=1,...,7. (4-34)

componentes del vector tangente a y en la base coordenada {x;} en el punto y(t)
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de M. Por lo tanto v*(x/) son las componentes de un campo vectorial v en la base
coordenada {x;} en el punto p € M correspondiente a p(p) =(x',...,x"). Vemos asi
que los sistemas de EDO se pueden interpretar como un campo vectorial v en una
variedad M, y sus soluciones como curvas y(¢) tal que su tangente en todo punto sea
v.

Ejemplo: El péndulo Fisico

S
I

I
2.
5
S
o

(4-35)

- .
|
N

. .0
Aqui el campo vectorial es z—— —sin —,

a0 dz

Figura 4.7: El péndulo Fisico.

note que el diagrama en el plano se repite cada 27 segtin el eje 6. En realidad la ecua-
cion tiene sentido fisico en un cilindro, siendo & la variable angular, o sea la variedad
es un cilindro. Las curvas integrales, o sea las imagenes de los mapas y(t) que son
soluciones, se construyen siguiendo los vectores de tal modo que éstas sean siempre
tangentes a las curvas.

Del ejemplo queda claro que en general si damos un punto de M siguiendo los
vectores, a partir de éste, podremos encontrar una solucién y(z) que pasa por es-
te punto. Si tenemos dos soluciones y,(t), y,(¢) éstas no se pueden cruzar -sin ser
tangentes- en los puntos donde el campo vectorial es distinto de cero [ya que de
otro modo sus tangentes darian dos vectores distintos en el punto]. Si se supone que
el campo vectorial es diferenciable luego se puede ver que distintas curvas nunca se
pueden tocar y por lo tanto las soluciones son tnicas.

Por supuesto, como se ve por ejemplo en la figura 4.8, una misma curva si se
puede intersectar (note que esto solo puede suceder si el sistema es auténomo, ya que
de lo contrario, la inclusién de la variable temporal hace que ninguna curva se pueda
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Figura 4.g: La variedad Péndulo Fisico.
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intersectar). En tal caso se puede probar que esa solucién es periddica, es decir que
existe 7 > otal que y(t +T') = y(¢). Note en particular que esto implica que y esta
definida para todo ¢ en R.

Problema 4.1 Si M es una variedad compacta (ejemplo: una esfera o un toro) se puede
probar usando Corolario 4.2 que todas sus curvas de fase estan definidas para todo t. Sin
embargo existen algunas que no son cerradas, dé un ejemplo.

4.4.1. Integrales Primeras

Dado un campo vectorial v en M, si existe / : M — IR no constante tal que
v(f) =oen M luego diremos que f es una integral primera o constante de movi-
miento del sistema de EDO generado por v.

Se puede demostrar que si 7 es la dimension de M, luego localmente, alrededor de
puntos donde v # o, existen n—1 integrales primeras funcionalmente independientes
sin embargo es facil encontrar campos vectoriales que no tienen ninguna integral
primera.

Ejemplos-Problemas

Problema 4.2 El sistema
{ X, = x,
X, = x,
no tienen ninguna, spor qué? Aynda: Dibuje las curvas integrales.

Problema 4.3 Considere el sistema

en el toro (obtenido identificando los puntos (x,,x,) y (x, +n,x,+m) de IR). ;Para cudles
valores de k , k, existe una integral primera y para cudles no? Ayuda: idem 1).

Problema 4.4 Las ecuaciones de Hamilton de la mecanica cldsica forman un sistema
de EDO,

: JH (4.36)
9 = 7 4-3
Ip;
. JH
b= T, (437)
i=1,...,n,donde H : R — IR es la funcién Hamiltoniano o energia. Demuestre que

H es una integral primera de este sistema.
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Los ejemplos anteriores muestran que hay sistemas de EDO que globalmente no
son derivables de un principio variacional.

Asi como el conocimiento de la energia de un sistema Hamiltoniano es una ayuda
inestimable para conocer la forma cuantitativa de su movimiento, el conocimiento de
una integral primera de un sistema general de EDO también brinda una gran ayuda
ya que sabemos que las curvas de fase estan restringidas a sus superficies de nivel (f =
cte.) lo que nos permite reducir efectivamente el orden de la ecuacién en uno: solo
tenemos que considerar el problema en la variedad dada por los puntos f = cre.

4.4.2. Teorema Fundamental de los Sistemas de EDO

Teorema 4.3 Sea v un campo vectorial continuamente diferenciable (C') en un en-
torno de p € M. Luego,
i) Existe un entorno U, de p y un abierto I C IR, tal que dado cualquier g € U, (t, €

I) existe una curva diferenciable y, (t) : I — M satisfaciendo

d}/q

= v,
dt |, e (4-38)
Yq(to) = q

1) siy, vy, satisfacen la condicion i) luego y, =y en I' N 1™,

1i1) y,,(t) es también C* cuando es considerada como una funcién de I x U, — M.
O sea es continnamente diferenciable con respecto a la condicion inicial.

1v) Sea U una region compacta (acotada) de M, v € C* y p € U luego y,(t) puede
ser extendida (hacia adelante y /o hacia atrds) hasta la frontera de U. En particular si M
es compacta’y v € C'(M), luego y,(t) existe globalmente (para todo t € IR).

Probaremos este teorema mas adelante, luego de introducir las herramientas mate-
maticas necesarias.

4.4.3. Dependencia en Parametros, Ecuacion de Variaciones

Una consecuencia, muy importante en las aplicaciones, del teorema fundamental
es el siguiente:

Corolario 4.3 Sea v, un campo vectorial diferenciable en U C M que depende dife-
renciablemente de un parimetro A € A C IR. Luego dados p € U, t, € Iy A, € A
existen entornos U,,, I, y A, tales que para toda terna (q,t,4) € U, x I, x A, existe

una sinica curva integral de v ),y,(t) : I, X A, — U, con y)(o) = q. Esta depende
diferenciablementede q, t y A.

Prueba: Considere el campo vectorial (v ,0): U x A — T M x IR. Por hipétesis este
campo es diferenciable y por lo tanto tiene curvas integrales (7, , A) que dependen
diferenciablemente de las condiciones iniciales y por lo tanto de A &
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Advertencia: El intervalo 7, x A A donde la solucidn es diferenciable no necesaria-

mente es el intervalo de definicién de la solucién. Por ejemplo no es cierto que aun
cuando la solucién esté definida para todo ¢ en IR los limites Thm v(t)y Ahn} (1)
—00 —

conmuten.

La importancia practica de este corolario es que nos permite obtener soluciones
aproximadas a las ya conocidas. En efecto supongamos que para A = o conocemos
alguna curva integral de v|,__, 7,.(¢) con y,(o) = p. Tenemos entonces, aplicando el
Corolario y un desarrollo en serie de Taylor, que

V()= 7.()+ Ay, (£)+ O(X) (4-39)

o sea que y,(¢)+ Ay,(¢) es una buena aproximacion a y,(t) para A suficientemente
pequerio.

Resta entonces encontrar la ecuacion que satisface y,(¢). Esta se obtiene diferen-
ciando con respecto a A la ecuacién diferencial en A = o,

expandiendo y usando coordenadas
Lyi= ‘22’ yi+ % , (0.41)
Yo A=0) (osA=o0)
=A (1)) + b ().

o sea la ecuacién para y,(t) —usualmente llamada ecuacion de variaciones- es una
ecuacion lineal inhomogenea no-auténoma. Como tomamos como condicién inicial
y2(0)=p V A, lacondicién inicial que consideraremos para 4.4.3 es y,(0) = o.

Problema 4.5 3Cudl seria la condicion inicial para y, si la condicion para v, fuese
¥(0) = p(1 — A) + Ag? Considere solo el caso unidimensional pero piense en el gené-
rico.

Problema 4.6 Si decidiésemos considerar una aproximacion hasta segundo orden y, =
Yo+ Ay, + A2y, + O(A3), squé ecnaciones obtendriamos para v,?

Ejemplo: a) Un cuerpo cae verticalmente en un medio de baja viscosidad, la cual
depende de la posicion y velocidad de éste.

¥=—g +¢e F(x,%) e 1 (4-42)

Calcule el efecto de esta resistencia en el movimiento.
La solucién, x(t), dependera suavemente de ¢ por lo tanto podemos desarrollar
esta en serie de Taylor con respecto a ¢.
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x(t)=x(t)+ex,(t)+O(e). (4-43)
La solucién para ¢ = o es claramente

t
xo(t):xl-+vl-t—g? , (4.44)

donde x; y v; son respectivamente la posicién y la velocidad inicial, mientras que la
ecuacion de variaciones es

¥, = F(x,,%,), x,(0) =0, x,(0)=o. (4-45)

Integrando obtenemos

v ()= J j:F<xo<%>,>'c0<%>> dt dr. (446)

b) El segundo ejemplo es el de auto-oscilaciones.
Considere el sistema,

9&1 = x2+€f;(x1’xz)

X

X, = —x,+e¢f(x,x,), para e 1 (4-47)

Sin pérdida de generalidad podemos asumir £;(o,0) = o. Cuando ¢ = o obtenemos
las ecuaciones del péndulo —en la aproximacion de pequefias amplitudes- , o sea un
sistema conservativo. Su energia —integral primera- esté dada por E(x,,x,) = (x> +
x2) y sus curvas de fase son entonces circulos de radio v/2E.

Cuando ¢ > o las curvas de fase no son necesariamente cerradas, pero debido al
Corolario anterior a lo mas pueden ser espirales con una distancia del orden de ¢
entre vuelta y vuelta. Estas pueden tender hacia algin punto estacionario dentro del
circulo 4/2E;, donde E; = energfa inicial, es decir donde x, + ¢ f,(x,,x,) = —x, +
¢ f,(x,,x,) = o, o pueden aproximarse asintéticamente a alguna Orbita cerrada o
finalmente pueden diverger. Que estas son las tnicas opciones es el resultado de un
teorema clasico de Poincaré-Bendixson, el cual muestra que en general estas son las
Unicas posibilidades en dos dimensiones.

Para estudiar cudl es el caso entre estos tres consideramos la variacion de energia
entre dos vueltas consecutivas.

Usando que,

E(xl’xz) = E(xlf-l + xzﬁ) (448)

obtenemos

AE € §(_f1 dx, + f,dx,) + O(e?)

- & F(E) (4-49)

donde la integral es a lo largo de un circulo de radio v/2F en la direccidon del movi-
miento. Es decir, hemos aproximado la curva con ¢ > o por la curva con ¢ = o.
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Si F(E) es positiva la energla aumenta y el sistema realiza oscilaciones crecientes.

Si F(E) es negativa las oscilaciones disminuyen en amplitud y el sistema tiende
eventualmente a un punto de equilibrio.

Si F(E) cambia de signo, digamos en E = E_, se puede probar entonces que cerca
de este circulo hay una curva de fase I, cerrada.

Si F/(E)|p_ £, esnegatival'es un ciclo limite estable —cualquier curva de fase cer-

cana se aproxima asintdticamente a ésta— . Si F'(E)|z_y es positiva I es inestable.

Problema 4.7 Muestre que si hay dos ciclos limates estables luego debe haber también al
menos uno que es inestable.

De los dos ejemplos anteriores queda claro la importancia practica del Corolario.
La dependencia en forma diferenciable de las condiciones iniciales también conduce
a la ecuacion de variaciones, por lo tanto esta ecuacion, que es lineal, inhomogenea,
es de suma importancia y en el proximo capitulo la estudiaremos en mas detalle.

4.5. Problemas
Problema 4.8 (Kiseliov) Encuentre todas las soluciones de

dx 3 A

fx_3 (4.50)
dt 2
Ayuda: hay infinitas y éstas se obtienen a partir de segmentos de algunas soluciones par-
ticulares. Grafigue algunas de estas soluciones.

Problema 4.9 (Kiseliov) Apligue el teorema de existencia y unicidad para determinar
las regiones donde las ecuaciones siguientes tienen solucion snica:

a) % =x+3x'5,

b) x = 1—cotx.

¢)x =+ 1—x2

Problema 4.10 (Kiseliov) Resuelva las siguientes ecuaciones, en rodos los casos dé las
soluciones generales en funcion de un dato inicial x_ para el tiempo inicial t,.

a) tx +x = cos(t). (Use integral primera de la parte homogénea.)

b) x + 2x = e*. (Use variacion de constantes.)

o) (1—t*)% + tx = 2t. (Resuelva primero la homogénea y luego sume una inhomo-
génea particular,)

d)xx =t—2t3,

Problema 4.11 (Kiseliov) Resuelva las siguientes ecuaciones apelando a un cambio de
variable en la variable independiente (t).

a) xx =—t. (t =cos(s).)

b)xt—x=o.

o) x+et=rt.
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Problema 4.12 (Kiseliov) Grafigue las isoclinas (lineas de ignal pendiente en el plano
(t,x))y lnego trace las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a)x =2t —x.

b) x =sin(x + 1).

c)x—x—t +2t—2.

d) — X+t
Problema 4.13 Resuelva la ecuacion:

x =A(t)x + B(t)x" Ayuda: Use el cambio de variable y = x'".
Problema 4.14 Resuelva la ecuacion

dx

E:iﬁx%—Aei“’z A weR (4.51)

y vea como se comporta su parte real. Examine los casos:

@) A=0,b)(A# o0, A#w)yc)(A#£o, A=w)

Problema 4.15 La ecuacion del péndulo fisico.
a) Grafique el campo vectorial de la ecuacion

d>0
dt>

=—sin(d), —-n<O< . (4-52)

b) Grafigue algunas curvas integrales alrededor de (0 = o,z = ? =o).

¢) Grafigue las curvas integrales que pasan por el punto 6 = x7,z = o). Infiera que
el tiempo necesario para llegar por estas curvas a dicho punto es infinito.

d) Grafique el campo vectorial a lo largo de una recta z = z_. Infiera de ello que las
soluciones no pueden superar nunca la velocidad adguirida cuando pasan por el punto
0 = o. Ayuda: Concluya esto primero para la region o< 0 < m, o<z <z, vy luego use
la simetria de la soluczon

¢) Sea E(z,0) := = — cos(0). Vea que d = o. Use esta cantidad para analizar el
comportamiento de las soluciones con dato inscial (2, (z,,0,, = o). En particular determine
cudles cruzan el eje z = o'y cudles no.

Problema 4.16 Sea la ecuacion:

d_Z_{ f(z2) |z <x

dr | iz |z| > 1

Dondle f(z) es continua con iz en |z| = 1. Infiera que no importando cémo sea la forma
de f(z), las soluciones nunca escapan de la region {|z(¢)| < max{|z(o)], 1}}.

(4-53)

Problema 4.17 Sea un cuerpo afectado por una fuerza central, es decir,

I foy = (459

a) Encuentre un sistema equivalente de primer orden.
b) Compruebe que dado un vector cualquiera (constante) ¢, luego F(X, p):=¢ - (X A

p), donde p := j—f, es una integral primera.
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Problema 4.18 Sea la ecuacion:
dx
de
a) Vea gue R := X - X es una integral primera.
b) Conclwya que las soluciones de este sistema existen para todo tiempo.

=X A (X). (4-55)

Problema 4.19 (Strichartz) Muestre que

t/ >k+2]

t> Z _I /e—|—] > (4.56)
]:D

tiene radio de convergencia infinito y satisface la ecuacion de Bessel, x" (t)+(1/t)x'(t)+

(1—k*/t*)x(t)=o.

Problema 4.20 Resuelva el sistema:

L) e

2

Paya los datos iniciales (x (o) = 1,x,(0) = o). Investigue ahora la solucion cercade ¢ = o
obteniendo los coeficientes en la serie de Taylor de la misma con respecto al parametro ¢.
Encuentre qué ecuaciones satisfacen estos coeficientes.

Problema 4.21 (Arnold) Considere la ecuacion del péndulo fisico:

d*x
dt?

Vea como varia la frecuencia en funcion de la amplitud para soluciones pequefias. Aynda:
suponga una solucion en serie de Taylor en la amplitud y resuelva hasta encontrar la
primera contribucion no trivial a la solucion linealizada. Encuentre el periodo ubicando
los puntos de retorno (velocidad cero).

= —sin(x).

Notas bibliograficas: Para éste y los proximos tres capitulos recomiendo los siguien-
tes libros: [3], [7] y [ 8] Sobre todo el primero. Las ecuaciones diferenciales ordinarias
son la base de la mecanica clasica, aunque en esta Gltima hay ademas una estructura
geométrica particular que es fundamental. Casi todo lo que hemos visto en este capi-
tulo es la teoria local, la teoria global, es decir el comportamiento de las soluciones
para grandes valores de la variable independiente (el tiempo en la mayoria de los casos)
solo se ha comprendido en los tltimos afios, dando origen a conceptos nuevos como el
de caos, atractores, dimensiones fractales, etc. Lamentablemente estos aspectos no han
sido todavia suficientemente sintetizados y por lo tanto no puedo recomendar ningtin
libro al respecto. Hay demasiadas ideas interesantes pero cada una de ellas requiere de
un gran bagaje de informacién.
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CAPITULO 5

SISTEMAS LINEALES

s.1. Sistema lineal homogéneo

Teorema s.1 Sea A(t) continua en I C IR, cerrado. Luego existe una wnica solucion
x(t): I — 'V de la ecnacion,
dx(t)
=A(t)x(t), .
=8 = a0 6.1

con condicion inicial x(t,)=x, €V, t, €1

Prueba: Sean x, y € V, luego

lA@)x —A)ylly <[] [lx =y (5-2)

y por lo tanto A(¢)x es Lipschitz en V. El teorema fundamental nos garantiza exis-
tencia y unicidad local. El teorema quedara entonces demostrado si mostramos que
x(t) no puede hacerse infinita en un tiempo finito. Para ello usaremos,

d ’ x(t —||x(t , x(t)—x(t
Lty = i A Oy g [0) (0]
t t—t [I—t t,—t tl—t (53)
dx
= |7 ||, =l1Axllv <llAll llx[ly-

Integrando esta desigualdad entre ¢,y ¢ € I obtenemos,

CNAD) | odi
lx(e)ly < [zl O (5.4)

lo que muestra que x(¢) no puede escapar a infinito en un tiempo finito y por lo tanto
completa la prueba.

Consideremos el conjunto de las soluciones de 5.1 definidas en un tnico intervalo
I C IR cerrado, Sol(A,I). Este conjunto tiene la estructura de un espacio vectorial.
En efecto, st x(¢) e y(¢) son dos soluciones de s.1, luego x(¢)+ay(t) , o € R,
es también una solucion. ¢Cual es su dimension? El siguiente teorema responde a
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esta pregunta y muestra que cualquier solucion de 5.1 puede ser expresada como
combinacién lineal de un ntimero finito (7) = dim V de soluciones.

Teorema s.2 dimSo/(A,I)=dim V.

Prueba: Sea {0}, i =1,...,nunabasede V, t, € Iy {u;(t)}, i=1,...,n t €l el
conjunto de soluciones de 5.1 con condicion inicial #,(z,) = u$. Mostraremos que
las {,;(¢)} forman una base de So/(A, ), y por lo tanto

dim So/(A,I)=dim V. Primero veamos que las soluciones {#,(¢)} son linealmente

independientes.

Supongamos que existen constantes ¢’ tales que x(¢) = 37 ¢’ u,(t) se anula

paraalgin 7 en . Como x(t) es una solucién de 5.1y estas son tnicas cuando un dato
inicial es especificado, tomando en este caso x(f) = o, vemos que x(t)=o V¢t €.
En particular tenemos que x(t,) = 377 ¢’ u? = oy la independencia del conjunto
{5(t)} implica entonces que ¢! =0V i = 1,...,7, probando la independencia lineal.
Note que no solo hemos probado que los {#;(¢)} son linealmente independientes
como elementos de So/(A,I) -para lo cual solo hubiésemos tenido que probar que
sid? clut)=oVtelluegoc' =oVYi=1,...,nloquees trivial ya que t, € -
sino también que para cada t € I los {u,(t)} son linealmente independientes como
elementos de V, este resultado sera usado mas adelante.

Para completar el teorema veamos ahora que cualquier solucién de 5.1 x(¢): 1 —
V, es decir cualquier elemento de Sol(A,I) puede ser escrito como combinacién li-
neal de los {u,(t)}. Sea x(t) € Sol(A,I), como los {#?} forman una base de V exis-
tirdn constantes ¢’ , i = 1,...,7 tales que x(t,) = ¢! u?. Consideremos entonces la
solucién de 5.1 dada por ¢(t) = ¢’ u,(t). Como ¢(t,) = x(t,) v las soluciones son
Unicas tenemos,

x(t)=g(t)=c'u,t) Veel (s.5)

El teorema anterior nos dice que si conocemos 7 soluciones linealmente indepen-
dientes de A, {u;(t)}, conocemos todas sus soluciones, ya que éstas serin combina-
ciones lineales de las {#,(¢)}. La dependencia con los datos iniciales es también lineal,
esdecirsix(t), y(t) € Sol(A, 1)y x(t,) = x,ey(t,) =y, luego x(t)+ay(t), a € R,
es la solucién con dato inicial x, +ay,, y por lo tanto el mapa g/ -que en este caso

llamaremos X; - que lleva datos iniciales dados en ¢ = ¢, a soluciones con esos da-
tos, al tiempo ¢ es un operador lineal de V en V. En efecto si {#’} es la co-base de la
base {u,}, i.e. ﬁg(u;’) = é\l] Luego X} =377 u,(t)6". Debido a la independencia
lineal de los {#,(¢)} como elementos de V' se puede ver que el mapa X; : V — V

es inyectivo y por lo tanto invertible, para cada ¢ € I. Su inversa, que denotaremos
o . ... _ ¢
(X! )7 lleva la solucion en ¢ a su dato inicial en t = ¢, 0 sea (X! )" =X .
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Ejercicio: Pruebe que (X! )" =X .
Ejercicio: Pruebe que X! no depende de la base empleada.

El mapa X; es en realidad la familia mono-paramétrica de difeomorfismos de V
en V generados por el campo vectorial Ax. En este caso estos son lineales. En efecto
X x, eslacurva que pasa por el punto x, € Veen t =,y cuyo vector tangente es
AX; x,.

Hemos visto entonces que si conocemos un conjunto de 7 soluciones linealmente
independientes {#,(¢)} podemos construir cualquier solucion usando el operador
X aplicado al dato inicial de nuestro gusto.

¢Como sabemos en la practica que un conjunto de 7 soluciones {#;(t)} es lineal-
mente independiente? Como ya vimos es suficiente ver que éstas son linealmente
independientes, como elementos de V, a un tiempo ¢ cualquiera. Es decir que el es-
calar

w(t)=e(u (t),n,(t),...,u,(t)) (5.6)

es distinto de cero. Esta funcion se llama el Wronskiano del sistema y satisface una
ecuacion particularmente simple cuya solucién llamada formula de Liouville, es

Jt er(A(E) di

w(t)=w(t,) e’ (5-7)
Prueba:
w(t) = e(u, .. n,)+e(u o, u,)++e(u,u,,...,i,)
= e(Au,u,,...,u,)+e(u Au,,...;u,)+--+e(u,u,,. .. ,Au,) (5.8)
= tr(A) w(t),

cuya solucioén es s.7.

La férmula de Liouville es una demostracién independiente del resultado que las
{u;(t)} forman una base de V para cada t € I. Note que si ¢ 7(A) = o el Wronskiano
es constante y nos puede ser de utilidad para determinar una solucién en funcién de
otras ya conocidas.

s.2. Sistema Lineal Inhomogeneo - Variacion de constantes

Aqui trataremos el sistema,

dx
E=A<t)x+b(t), (5-9)
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donde b(t): I — V esintegrable. Veremos que si conocemos el operador X! correspon-
diente al sistema homogéneo

dx

— =A(t)x (5.10)

dt ’
Luego conocemos todas las soluciones del sistema s.9. El método que usaremos se
llama de variacion de constantes y también es de utilidad para obtener soluciones
aproximadas a sistemas no lineales. El método consiste en suponer que la solucién

de 5.9 sera de la forma,

p(t)=X, c(1) (s.11)
para algin mapa ¢(z) : I — V, diferenciable. Note que si ¢(t) = ¢ € V, es decir un
mapa constante, luego ¢(¢) satisface s.10. Sustituyendo ¢(¢) en 5.9 obtenemos,

Lot) = (5X0)e(t)+XE ge(t)

= A(t)Xﬁoc(t)+X§o%c(;:) = ADX c(t)+ (o). (5.12)

De donde vemos que para que ¢(t) sea una solucion ¢(t) debe satisfacer la ecuacion
Xt Le(e)=b(2).

Lodt
. . . t
Pero como X' es invertible y su inversa es X ,° obtenemos
o

d

et =X b(o), 619
Integrando obtenemos

t
c(t):f Xeb(E)di+c(t,) (5.14)

tO

© t
o(t)=X; [J Xif’ b(1) dfi|+Xﬁogo(to), (s.15)

ZO

donde ¢(z,) es una condicién inicial cualquiera.

Debido al teorema de existencia de soluciones del sistema homogéneo sabemos
que X, existe y es diferenciable V ¢ € Iy por lo tanto ¢(t) también existe y es
diferenciable V ¢ € I, ya que b(7) es integrable. Como el dato inicial para ¢(t) puede
darse en forma arbitraria, y las soluciones de 5.9 son unicas, concluimos que s.15 es
la solucion general del sistema s.9.

s.3. Sistemas lineales homogéneos: coeficientes constantes

La ecuacién que trataremos aqui es

dx

o =Ax, (5.16)
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donde x : 1 C IR— V esunacurvaen V y Aes un operador lineal de V,A: V — V.

Ar X, x, € V cualquiera, es una solucién

de 5.16 con condicion inicial x(o0) = x,. Note que como At ests definido para todo
t € IR, las soluciones que hemos encontrado también estan definidas en todo R.

Ya vimos en un ejercicio que x(t) = e

Sea %() una solucién cualquiera de 5.16 definida en un intervalo 7 C Ry sea
t, € I. Luego la curva x (t) = eA(tn*z)fc(tI) es también una solucion de s5.16 'y
x(t,) = x(¢,), pero por la unicidad de las soluciones de 5.16, x(¢) y %(¢) deben

coincidir en todo I y x(¢) es la extensién maxima de %(z). Vemos asi que por me-

At obtenemos todas las soluciones de 5.16. De hecho, hemos

demostrado que la familia monoparamétrica de difeomorfismos lineales g* = A
esta definida globalmente [V € R,Yx_ € V] y es la generadora del campo vectorial
A(z—no>_]

dio de la exponencial e

v(x) = Ax. [Con la definicién dada en 5.1 en este caso X} =g~ =e

¢Cudl es la forma general de esta familia? O dicho de otro modo, ¢cémo es la forma
tuncional del mapa exponencial? Para ello es conveniente tomar una base fija {x;}
(independiente de ) en V' y expresar la ecuacion en término de la n-tupla de compo-
nentes {x'} de x. De esta forma obtenemos,

dxt n_o
= E A/, (5.17)
]
dt j:l

es decir una ecuacion para la n-tupla {x'}. La ventaja de este cambio es que podemos
tomar una base conveniente, en partlcular la base ortogonal del Lema 2.2 (de Schur)
en la cual la matriz A’; es triangular superior. El precio pagado por la simplificacion

es que, como la base de Schur es en general compleja, tanto la n-tupla {x'} como las
componentes de A, A’ ;, son complejas y por lo tanto hemos pasado a un problema
en C”, 0 en forma abstracta en la complexificacion de V.
Para esa base tenemos que la componente enésima satisface una ecuacién particu-
larmente simple!,
dx”
—— =A% (5-18)
dt ?
y por lo tanto, x"(¢) = e*+!x” (recuerde que la diagonal de una matriz triangular
superior esta compuesta por sus autovalores), donde x” en la enésima componente
de la condicién inicial a £ = o. La ecuacion para la componente 7 — 1 es,

dxn—l
dt

— Anilnil xnfl +A7l71n x’ﬂ (5.19)

= A, x"TIHATT eMixT, (5.20)

n o

Usando la formula (5.15) para el caso unidimensional, (y A constante) obtenemos,
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L
"7 (t) = eA"'tx:I—i—eA"*tf eiA"*IS(A”ﬂneA"Sx:)ds (5.21)
o

0

L
Ayt n— A, t A,—A,_,)s n— n
e xl" te J el K ds AP x (5.22)
o

y vemos quesi A,—A,_, # oluegolasolucién es una suma de exponenciales, x” " () =
_ APy . . .
ettt %( Mt — ehiit). Si los autovalores coinciden (A, — A, = o) lue-

go aparece un término lineal en ¢, x"7'(¢) = et (x" ™" + tA"~" x). Conociendo
x"~*(r) podemos ahora calcular, usando nuevamente (5.15), x"~2(¢) y asi sucesiva-
mente todas las componentes de x(¢) en esta base. El resultado final sera que las com-
ponentes son todas sumas de exponenciales por polinomios. En efecto note que la
integral de un polinomio de grado m por una exponencial es también un polinomio
del mismo grado por la misma exponencial mas una constante de integracion (a me-
nos que la exponencial sea nula, en cuyo caso el resultado es un polinomio de grado
m+1).

Ejercicio: Pruebe esta Gltima afirmacion por induccién en el grado del polinomio y el
. . . \ 4 e e d
uso de integracion por partes, es decir, use que e** P, (¢) = (P, (t))—— 7; P, (¢)

y que %Pm(t) es un polinomio de orden 7 — 1.

Reordenando términos vemos asi que la solucion general sera de la forma:

m
x(t)=> ¢ v,(1) (5-23)
=1
donde la suma es sobre los distintos autovalores y donde los vectores v;(t) son poli-
nomios en ¢.
Una propiedad importante de la estructura algebraica de esta solucién queda de
manifiesto con el siguiente lema.

Lema s.1 Los espacios vectoriales
Ey:={f(t): R— VC|f(t)=e"P,(t), con P,(t)un polinomio}

son linealmente independientes.

Prueba: Debemos probar entonces que si tenemos una suma finita de elementos de
los E, , {u,} y estase anula, luego cada uno de estos vectores se debe anular idéntica-
1

mente. Es decir

Zui:O, MZ-EE/{i /11#/1] :>ui:O' (524)

=1
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Lo probaremos por induccién en el nimero de elementos de la suma. El caso
m =1 es trivial. Supondremos entonces que la afirmacion es verdadera param — 1y
la probaremos para m. Supondremos ademas por contradiccion que existe una suma
de m elementos distintos de cero que se anula, es decir:

Zui:o’ u; €E,, A F Ay u;Fo. (s.25)

=1

dividiendo por et obtenemos

o=S8(t):=e Mt Z u, =P, (t) —}—Zeu’fi')tl’m’(t). (5.26)
Tomando m, + 1 derivadas de $(¢), donde 7, es el orden del polinomio del primer
término obtenemos:

dm +1

dtm +1

S(t)= Z“ D, (1), (5-27)

=2

donde es f4cil ver que los polinomios P, (¢) son del mismo grado que los originales.

Estamos asi bajo la hip6tesis inductiva y por lo tanto como estos polinomios son
no-nulos tenemos una contradiccién @

Veamos ahora que en realidad cada uno de los términos en esta suma es una solu-
cion de la ecuacion s.16. Dado A € C cualquiera consideremos el espacio vectorial de
funciones de R — V¢ de laforma e**w(t), donde w(t) es un polinomio * en . Este

espacio es invariante bajo la accion de %, ya que tomando su derivada obtenemos
una expresion similar, es decir el producto de la misma exponencial por otro poli-
nomio. Por otro lado es invariante ante la accién de A, ya que como A no depende
de £ su accién en cualquier e**@w(t) nos da otra expresiéon semejante. Por lo tanto,

. d . . . .
la accion de - — A también nos mantendra en el mismo espacio. Vemos asi que si
tenemos una suma de términos con esa estructura y con distintos valores de A, como

. . . .. d
es el caso en la ecuacién anterior, 5.23, luego si la aplicacion de - — A nos da cero

. . d .
esto significa que la aplicacion de - —A a cada término de la suma debe dar cero.

Es decir cada término es una solucion de la ecuacion s.16! Es ast que concluimos que

At

cada término en la suma s5.16 es de la forma e/ v _ para algin v, € V. Conside-

remos ahora el subconjunto W, de V¢, tal que si v, € W, luego eA[fu =eMo(t).
Esta claro que los tinicos subespacios no triviales seran aquellos con A = A;, donde
{A.}, i = 1..d son los autovalores de A. Por lo tanto debemos considerar solo es-
tos subconjuntos. Como esta relacién es lineal, W, es un subespacio de V€. Como
eAZAfuO = AeA“vO = eMAv(t) = e*v/(t) y v/(¢) es también polinomial en ¢, ve-
mos que W, es un subespacio invariante de A. Mientras que usando una base de W
en la que la restriccion a ese espacio de A es triangular superior vemos que A es el

"Es decir una combinacién lineal de vectores en V¢ con coeficientes polindmicos en .
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Unico autovalor que dicha restriccién puede tener. Finalmente, como toda solucion
de 5.16 tiene la forma 5.23 el teorema de existencia de soluciones nos asegura que
cualquier dato inicial, es decir cualquier elemento de V¢, puede ser expresado como
combinacién lineal de elementos en W), . En efecto, sea v, un elemento cualquiera de

V¢ cualquiera, del teorema de existencia de soluciones, tenemos entonces una tinica
solucién de 5.16 x(t) con x(o) = v,. Pero entonces

x(t) = ie*ttvi@)

=1

m
= DM, (5.28)

=1

para alglin conjunto de vectores {v,;} € W) . Evaluando esta expresion en t = o

m
1=1

obtenemos, v, = v,; y vemos que los W, generan V. Por otro lado la uni-

cidad de las soluciones implica que ningin elemento de un dado W, puede ser es-
crito como una combinacion lineal de elementos de los otros W) [de lo contrario
un mismo dato inicial daria origen a dos soluciones distintas (ya que su dependencia
funcional seria distinta)]. En efecto, sea 0 = v, +...+ v, una combinacién lineal
cualquiera de elementos de W) , i = 1.5, veamos que cada uno de ellos debe anu-
larse. Por la unicidad de las soluciones a las ecuaciones ordinarias tenemos entonces
queo=3" et =3" eltv,(t)por lo visto anteriormente, cada elemento en
la Gltima suma debe anularse y por lo tanto, evaluando a estos en ¢ = o obtenemos
v.; =0 Y i=1.5. Resumiendo lo anterior tenemos,

Teorema 5.3 Dado un operador A: VC — V' C existe un conjunto de subespacios inva-
riantes de A, {W, }, donde A; son los autovalores de A tales que:

d) VC = W/{‘ ®WA2®“‘WAJ
b) Eldinico antovalor de la restriccion de A en {W, } es A,.

Concluimos el estudio de las soluciones de la ecuacién 5.16, o sea de la funcién
At con una descripcion pormenorizada de la forma de las mismas que se obtiene
usando la representacién matricial de A en la base donde adquiere la forma canénica
de Jordan. Es decir, para todo subespacio invariante W) la restriccion de A en este
subespacio tiene la forma,

A: /11'+Al" (529)

donde los nimeros A; son los autovalores correspondientes a A —en general complejos
y por lo tanto estamos considerando ahora a A como un operador de C” en C”-y A,
es una matriz cuyas Unicas componentes no nulas son unos y slo pueden estar en la
diagonal superior inmediata a la mayor. La matriz A, tiene la importante propiedad
de ser nilpotente, es decir existe un entero 72; menor o igual a la multiplicidad de 4;,
tal que AT =o.
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Como A;1 y A; conmutan tenemos que

tAT+EA; _ tAT A,
e =ee ™, (5-30)
m;,—1 /
— (th;) . .
pero el = et y oD = E (+, es decir una suma finita.
— 7!
]=o0

Debido a que la exponencial de A es una suma de potencias de A se cumple que los

espacios invariantes de ésta son los mismos que los de Ay por lo tanto, e‘A| 5= et

De esto concluimos que la matriz A es de la forma
k,
e = - .. (s:31)
kl’
con cada k; una sub-matriz cuadrada, la k, = diag(e"L yeers e[’h) ysii#o
B
I t
/el:e“1 ' ' , (5-32)
/2
o t
L ! _

donde el ndmero de filas o columnas es el mismo que las de las J; correspondiente a
A en la composicion de Jordan, este es menor o igual a la multiplicidad de A; como
raiz del polinomio caracteristico.

La base en la cual A tiene la forma canénica de Jordan es en general compleja, es
en realidad una base en C”. Si deseamos usar una base real, lo cual es posible ya que
partimos de tener a A como operador de R” en R”, y hacemos la transformacién co-

rrespondiente la matriz At sufrird la transformacién de semejanza correspondiente.
Como esta transformacion es independiente del tiempo, si bien las componentes de

At no tendran la forma anterior, éstas seran sumatorias de términos exponenciales
por polinomios en ¢. Por lo tanto cada componente de la solucion general de 5.16
sera de la forma,

: 7 . -
x(6)=> ]{(e“p +e' M) Pi(t) et —e”»>Q;gt)} (5-33)
p=t

donde g es el nimero de autovalores distintos —contando a los pares complejos como
uno solo-y P, Q; son polinomios en ¢ cuyo grado es menor o igual a la multipli-
cidad con que aparece el autovalor A, como raiz del polinomio caracteristico. Esta

113



informacién es Util en dos sentidos. En el practico debido a que si bien el método de
construir la solucién usando una base en la que A tiene la forma candnica de Jordan
es directo, para sistemas de gran dimension se torna engorroso. En algunos casos es
conveniente calcular los autovalores y su multiplicidad y luego suponer una solucién
de la forma s5.33 y calcular los polinomios P? , Q;L

Este método también es til en el sentido que nos permite conocer el comporta-
miento global de las soluciones. Por ejemplo vemos que si la parte real de los autova-
lores no es positiva y aquellos cuya parte real es cero no aparecen repetidos, entonces
todas las soluciones son acotadas [Existe C > o tal que ||x(2)|| < C.] Si ademas to-
dos tienen parte real negativa luego todas las soluciones tienden asint6ticamente a la
solucién trivial [ lim x(t)=o].

t—o00

Analizaremos ahora en detalle el caso en que todos los autovalores son distintos.
Note que si bien éste es el caso genérico, —en el sentido que si un sistema tiene autova-
lores coincidentes luego existen modificaciones arbitrariamente pequefias de éste que
hacen que los autovalores sean distintos- los sistemas con autovalores coincidentes
aparecen en fisica. Este caso contempla también la situacién de un sistema general
donde los datos iniciales pertenecen a uno de los subespacios unidimensionales B;.

Como el operador A es real sus autovalores seran reales o complejos conjugados
[si det(A— AI) = o luego det(A— AI) = det(A— AI) = o]. Si A, es real luego su
autovector puede ser elegido real. En efecto si (A— AI)u; = o, luego también (A—
Al)u; = o, pero las raices son simples y por lo tanto cada A; tiene un solo autovector-
modulo un escalar complejo-, es decir #; = au; a € C. Eligiendo v, = u; +u, =
(1+ @) u; obtenemos un autovalor real.

En este caso tenemos que la componente x! de x,, en la auto-base en la direccién
v; evoluciona como

. . /1 ‘

x'(£)=xle™t, (5-34)

es decir crece o decrece exponencialmente con el tiempo de acuerdo al signo de A;
Si el autovalor A; es complejo entonces podemos elegir su autovector #; de forma

que sea el complejo conjugado al elegido correspondiente a A;. Este par de autovecto-
res generan un sub-espacio complejo 2-dimensional. Si x| pertenece a este subespacio
y es real entonces tendra la forma x, =a(u; +u,)—ib(u;, —u;) conay b reales, o
seax, =u,+u; yx,=i(u; —u;)forman una base real.

¢Como cambian estos vectores si les aplicamos el operador A3 Es decir, ¢cuales
son las soluciones de la ecuacion x = A x con condiciones iniciales x | y x,? Llamando

aestos x (¢)y x,(t) respectivamente y usando que Aty ;= Aty ; obtenemos,
x,(t) = e%(x, cosw;t—x,sinw;t) (5.35)
x,(t) = e%(x,cosw;t+x sinw;t), 535
cond, =a;+iw,.
A:

Vemos que la accién del operador e“* es en este caso la de dilatar los vectores por
un factor e%* y la de rotarlos un angulo w; .
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s.4. Problemas

Problema s.1 Dado un conjunto de funciones {f;(t)}, i = 1,..,n se definen vectores
u;(t) := (ﬁ(t),fl.(l)(t),...f(”*’)) y el Wronskiano del sistema como W ({f;})(¢) =
e(u (t),u,(t),...,u,(t)). Si el Wronskiano de un conjunto de funciones no se anula,
entonces las funciones son linealmente independientes, es decir ninguna combinacion li-
neal no trivial de las mismas (con coeficientes constantes) se anula. La conversa no es
cierta. Calcule el Wronskiano de los siguientes conjuntos:

) {4,t}

b){t,3t,t*}

o) {et,tet et}

d) {sin(t),cos(t),cos(2t)}

e) {1,sin(t),sin(2£)}

Problema 5.2 Decida si el siguiente conjunto de funciones es linealmente dependiente
0 no. Luego calcule el Wronskiano.

fO={ &y, LS (559
fz<t)={ OT_I/Z)Z’ CI)/S2 ;i IS/? (5-37)

Problema 5.3 Use la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias para probar las si-
guientes identidades:

a)
e AptA — e(S“)A, (s-38)

b)
AB :eA+B, sty solosi [A,B]:=AB—BA=o. (5-39)

Problema 5.4 Grafique los campos vectoriales correspondientes a los siguientes sistemas
y algiin conjunto de soluciones tipicas de los mismos.

a)
w(2)=(5
20)=(0 =00 40
)=o) 542
(%) (49

i‘ ) (5.40)

o
~_—
/N

™

b)

d)



ZO=05 00x) 649

1) (compare las soluciones con las del punto b)
d(x \_[o —I x,
#(5)=00 2)(%) 649
d(x \_[i o X,
w(5)=(a 7)) 549
d(x \_[1+i o X,
ilx )70 o =i Nk (5-47)
d(x \_[1+i o X, )
dr\ x, )~ 1 1—1 X, (5-48

Problema 5.5 Lleve estas ecuaciones a sistemas de primer orden y encuentre la solucion

general de las ecnaciones:
dix d’x dx __
%) g~ rg T3 = O
d’x d*x | dx __
b)jo N
3x 2 x X
o gr +ags T 3g =0

d+ & a4 d
d)5h+ags +855 +85 +4a=o0

h)

e dzx
Problema 5.6 (Ley de Newton) Sea la ecuacion 7= + f (x) =o.

a) Pruebe que s3>+ [ f(s)ds es una integral primera.

. . d*x
b) Encuentre la integral primera de 7> —x +x*/2 =o.

¢) Grafique el campo vectorial correspondiente y alguna de sus soluciones. Encuentre
sus soluciones estacionarias (0 puntos de equilibrio) y estudie sus entornos lineralizando
la ecuacidn en estos puntos.

Problema 5.7 Estudie el signiente sistema

xl = xl_xlxz_x3+x3(x12+xzz_l_x1+x1xz+x23)
xz = xl_x3(x1_xz+x1xz)
X, = (¢, —1)(x, +2x,x; +x)) (5-49)

a) Encuentre los puntos de equilibrio.

b) Muestre que los planos x, = oy x, = 1 son conjuntos invariantes, (es decir, las
soluciones que comienzan en los mismos nunca los abandonan).

¢) Considere el conjunto invariante x, = 1y vea si tiene soluciones periodicas.
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CAPITULO 6

ESTABILIDAD

Las soluciones estacionarias o de equilibrio son muy importantes en fisica ya que
muchos sistemas (especialmente aquellos donde hay disipacion) se comportan de for-
ma tal que la solucidn se aproxima, en su evolucion, a estas soluciones.

Otra particularidad que las hace importantes es el hecho que éstas estan simple-
mente dadas por los puntos donde el campo vectorial se anula, y por lo tanto a lo
sumo se debe resolver una ecuacion algebraica para encontrarlas, en contraste con el
caso general donde debemos resolver una ecuacion diferencial. Incluso en algunos ca-
sos es posible inferir que el campo vectorial se debe anular, tal es el caso por ejemplo
si la variedad es una esfera bi-dimensional ya que cualquier campo vectorial continuo
definido sobre ésta es tal que al menos existen dos puntos donde éste se anula, y por
lo tanto en este caso siempre habra soluciones estacionarias.

Ejercicio: Convénzase que esto es asi.

Por lo dicho anteriormente se desprende que es importante estudiar el compor-
tamiento de las soluciones que se originan de datos iniciales cercanos a una solucidn
estacionaria. Para ello definimos los siguientes conceptos de estabilidad.

Definicion: Sea v un campo vectorial en M y sea p € M tal que v(p) = o. Diremos
que la solucién estacionaria y(t) = p es estable si dado un entorno U, de p existe

otro entorno V), de p tal que toda solucién o(t) con o (o) € V, satisface o(t) €
U, ¥ t>o.[Verfigura6.1.]

Definicién: Diremos que la solucién anterior es asintdticamente estable si es estable
y ademis si 0(0) € V,, luego lim o ()= p.
t—+o00

Si una solucién estacionaria no es estable entonces no tiene mucho interés fisico
ya que la mas minima perturbacidn nos aleja mucho de ésta.

Ejemplos:
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Figura 6.1: Estabilidad.

a) La ecuacién del crecimiento bacteriano x = ax — bx? tiene como soluciones esta-
cionarias x(¢) = oy x(¢) = . Como la solucién general es,

at
x(t):#,x(o)Zo 6.1)
14+ —=(e* —1)

se ve claramente que x(z) = o no es una solucién estable (a estas las llamaremos
inestables) y que x(¢) = 7 es asintSticamente estable. Si contaminamos un recipiente
de cultivo con una sola bacteria esto es suficiente para que ésta se reproduzca ' hasta
alcanzar (asint6ticamente) la concentracién 7. Si ahora sacamos o agregamos algunas
bacterias cosa de cambiar su concentracion las bacterias se reproduciran o aniquilaran
hasta alcanzar nuevamente /a concentracion estable 7.

b) La ecuacion x = Ax tiene entre sus soluciones estacionarias la dada por x(z) = o.
¢Cudles otras? Estas seran estables cuando los autovalores de A, A;, satisfagan R(4;) <
o, A; #4; 0 R(4;) < osi A; = A;, donde R indica parte real. Esto es claro ya que la

solucién general es x(t) = e4*x(0) y la condicién mencionada implica que |[e??]|, <

C, C > o0Vt > o.Eneste caso podemos tomar como U,_, = {x € R"| |x| < ¢} y por
V,—o = {x € R"| |x| < ¢}. Si ademas se cumple que R(4;) < o Vi = 1,...,n luego
x(1) = o es asintdOticamente estable.

Elsiguiente teorema nos brinda una herramienta muy practica para conocer cuan-

do una solucién estacionaria es estable o no.
Teorema 6.1 (de Estabilidad) Sea y(t) = p una solucion estacionaria de v € TM, es
decir v(p)=o,ysea A: T,M — T, M definido por,

Ax = %v(ax(s)ﬂs:o, (6.2)

"Note que en el proceso real no tenemos una variable continua y por lo tanto en él las perturbaciones
son como minimo de una bacteria, esto hace que sea posible tener recipientes estériles y por lo tanto la
inestabilidad matematica no se manifiesta en la realidad.
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donde o (s) es una curva en M satisfaciendo: o (o) = p y %ax |s=o = x € T, M, es decir

es una curva suave cualquiera que pasa por p cuando s = oy en ese punto tiene como
tangentea x € T,M. Si R(A;) < o, donde A; son los autovalores de A, luego y(t) = p es

asintdticamente estable. Si algiin A; tiene parte real positiva luego y(t) = p es inestable.

Ejercicios:
a) Muestre que A es realmente un operador lineal.

b) Muestre que Ax =[v,%]|,,, donde % es cualquier campo vectorial tal que %[, = x.

N
Ayuda: no olvide que v|, =o.

Ejemplos:
a) Considere la ecuacion del crecimiento bacteriano en x = oy x = 7. Parael primer

caso tomamos oy, (s) = &xs y obtenemos,
A3x:di(aé‘xs—b(é\x)zsz)|szozaé\x, (6.3)
s

lo que muestra que x = o es una solucién inestable ya que a > o. Para el segundo caso
tomamos oy, = 7 + 8xs luego

ASx = i(i +aSxs —b(Z +8xs)*)|,o, =adx —2a8x =—adx, (6.4)
ds b b

lo que muestra que es asintoticamente estable.

b) Péndulo fisico con friccién: @ = —sen8 — kO, k > o. El campo vectorial en este
caso esta dado por,

0 = 2
z = —senO—kz,

(6.5)

es decir el vector con componentes (z,—sen8 — kz) en el espacio de las fases que es
este caso es un cilindro, z €[—o0,+00], 8 € [0, 27].

Este vector se anula s6loen p, = (0 =0,z =0)y p, = (0 = 7,z =0). Para la
primera solucidn estacionaria, usando o (s) tal que,

¢°0(S)=< 20 ) (6.6)

86 o I 86
A< S5z >:<_1 —k >< S5z > (6.7)
En este caso la ecuacién de autovalores es A> + kA + 1 = o de lo cual obtenemos,

—k++kr—4
Jo= T

obtenemos,

, lo que implica R(A,) < oy asi estabilidad.
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Figura 6.2: Péndulo fisico con friccion.

Para la segunda solucion estacionaria tomamos o (s) tal que,

¢oa(s):< 35{;;” >

(s )=(7 %)) 65)

—k k244
2

(6.8)

y obtenemos

con autovalores A, = , lo que implica R(A,) > oy asi inestabilidad.

De los ejemplos se ve que este teorema es de aplicacion amplia. Como estabilidad
es una nocién local para facilitar la demostraciéon tomaremos M = RR” y un siste-
ma coordenado cartesiano con origen en la solucidn estable a considerar. Usaremos
varios resultados previos que probamos a continuacion.

Teorema 6.2 (de Lyapunov) Sea A : R* — IR" un operador lineal cuyos autovalo-
res tienen parte real negativa. Luego existe un tensor de tipo (2,0), p(-,-), simétrico y
positivo definido [ p(w,v) = p(v,w)y p(w,w)>o0(= sii w=o)]tal que,

Ax(p(x,x))<o YV x#o,
es decir la derivada de po(x,x) en la direccion Ax es negativa.

La interpretacion geométrica de esta condicion es que p(x,x) define una norma
cuyas superficies de nivel son tales que en cada una de éstas el vector Ax en p = x
apunta hacia adentro. Ver figura.

Prueba: Si todos los autovalores de A son distintos luego existe una base de Jordan

{(u,}, i = 1,..,n y la correspondiente co-base {#'}, i = Lt (con ﬂi(uj) = é\]’)
tal que A= A.u;0'. Sea en este caso p = > 0'0'.Siz=37 ziu ey=

=1
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Figura 6.3: La norma p(x, x).

?_ y'u; €C" luego p(z,y)= :Z/:I ziyt + Zi’f:?l)/z(zi)?i + z'y*) donde hemos
separado la suma en la de los autovectores reales y en la de los complejos conjugados.
Es facil ver que el p(, ) obtenido al restringir z e y a IR” es la norma cartesiana usual

en la base real correspondiente. Calculemos ahora Ax( p(x, x)).

p(x+eAx,x +cAx)— p(x,x)
€
= p(Ax,x)+ p(x,Ax) (6.10)

Ax(p(x,x)) = limg_,

237 (R{A)x'x <o.

Hemos probado asi el teorema para el caso diagonalizable. El caso en que A no lo es
es mas complicado y para ello usaremos los siguientes lemas.

Lema 6.1 Dado € > o existe una base {u;} tal que en esa base
A=diag.(A,,...,A,)+eA,

con A una matriz con componentes distintas de cero (e igual a uno) a lo sumo en la
diagonal inferior, es decir,

L, 0 o . . . o
e A, o . . . o

A= e . 6.11)
o . o
o e A

Prueba: Es un simple cambio de escala de la base de Jordan de A. Por ejemplo en C?

121



si{i;} es tal que en ella,

A o o
A= 1 1 o (6.12)
o 1 A
M i/il 122 ~
definiendo u, = —,#,=—,y u, =i, vemos que en esta nueva base,
€ €
A o o
A=| ¢ 1 o (6.13)
o ¢ A
n, An W, i +An
[An, =A—=—=Au ,Au,=A—==——=¢€u + Au,, etc.].
€? €? € €

Lema 6.2 El conjunto de tensores simétricas positivas es abierto en el conjunto de formas
simétricas, es decir si p, es simétrica y positiva'y p, es simétrica luego existe € > o tal
que p,+ € p, es también positiva.

Prueba: Sea B, la esfera unidad con respecto a alguna norma en [R” y consideremos

e.(x,x): B, — IR". Como B, es compacta p, alcanza alli su minimo, «,,,;,. Analo-
gamente p, alcanza alli su maximo, que llamaremos 3,,,,. Tomando ¢ < —"* se
max

cumple lo requerido.

Ejemplo: En R*sea p((x,,7,):(%,,7,)) = x,%, 47,2, ¥ £,((x,,7,)(x,,0,)) = %7, +
x,y,,luego o +¢ p, espositivasi |e] < 2.

Para completar la demostracién del teorema de Lyapunov tomaremos
Y
p=2.0'®0,
i

donde {#'} es la co-base encontrada en el lema 6.1 con ¢ > o a determinar. Luego,

—Ax( pl(x, %)

— p(Ax,x)— p(x,Ax) o (6.1
= 237 R(A)x'x" —2e 0T fixt i, e

=1

con f; = 1 6 o seglin haya ¢ 0 no en ese lugar de la diagonal inmediata superior. El
primer término es una forma positiva definida p_ evaluada en x en ambas entradas.
El segundo es una forma simétrica ¢ p, evaluada en x en ambas entradas. El segundo
lema nos dice que tomando ¢ pequefio p_+¢ p, es también positiva definida. Esto
concluye la prueba del teorema.
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Note ahora que no solo la p que hemos encontrado es simétrica y positiva definida y
por lo tanto una norma en /R”, sino que también —Ax( p(x,x)) es positiva definida
y define una norma [ya que —Ax( p(x,x)) = — p(Ax,x)— p(x,Ax)]. Pero ya vimos
que en [R” todas las normas son equivalentes y por lo tanto existira y > o tal que

—i p(x,x) <Ax( p(x,x)) < —2y p(x,x). (6.15)

Este es el resultado que utilizaremos para la prueba del teorema de estabilidad que
damos a continuacion.

Prueba del Teorema de Estabilidad: Hemos visto que si R(4;) < o luego existe una
constante y > oy una forma simétrica positiva definida p(, ) tal que

Ax( p(x,x)) < —2y p(x,x). (6.16)
Aplicando el campo vectorial que define la ecuacion, v(x) a p(x,x) obtenemos,
v(x)( plx,x)) = Ax( p(x,x))+ O( p(x,x)¥?), 6.17)

donde hemos supuesto v es diferenciable y por lo tanto v(x) = Ax + O(|x|?).

Ejemplo: v(x) = (ax + bxz)% y p(x,x)=ax* luego,
v(x)( p(x,x)) = ax% e(x,x)+2bax’
(6.18)
= ax% e(x,x)+ ;—lj p(x,x)3/?

Si x es suficientemente pequefio, [|x| < C para algin C > o] se cumple que
O( p(x,x)**) < y( p(x,x)) y por lo tanto tenemos que

v(x)( p(x,x)) < —2y p(x,x)+ 7y p(x,x) < —y p(x,x). (6.19)

Sea entonces ¢(t) una solucion con dato inicial suficientemente cercano a x = o,

es decir ¢(t) = v(¢(t)), |¢(0)| < C. Definiendo *

r(t)=1In p(p(), (1)) (6.20)

y derivando con respecto a ¢ obtenemos,

P(t) = 2 P(§9(t'),§0(t)) _ V() pep(t).e(1))
pp(t).p(1)) 2(0(t).0(1)) 6.21)
< -

*Por unicidad de la solucién ¢(t) # oy porlo tanto p(¢(t),¢(t)) > oy el logaritmo esta bien definido.
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Por lo tanto 7(¢) < r(0o) —yt, he integrando concluimos que

ple(@)p(2) < p(p(0), plo))e ™, (6.22)

lo que implica que ¢(t) — o y concluye la demostracion del teorema. 3

—00

Es instructivo observar que la prueba se basa en la construccién de una norma,
p(x,x), especialmente adaptada al problema en el sentido que nos asegura que en
sus superficies de nivel el vector v(x) (si x es suficientemente pequeiio) apunta hacia
adentro.

6.1. Problemas

Problema 6.1 (La ecuacion de Volterra-Lotka) Sea el sistema:

f, = @by,
32:2 = _(C_fxl)x2> (6’23)
a,b,c,f >o.
a) Haga una trasformacién de coordenadas y tiempo que lo lleve a la forma,
"&1 = < I—Xx, )xI
J&z = _(e_x1>xz (6’24)

b) Grafique el campo vectorial y vea que no hay integrales primeras no triviales en
los cuadrantes donde al menos una de las coordenadas es negativa.

¢) Encuentre las soluciones de equilibrio y determine cudles son estables y cudles no.

d) Examine el cuadrante positivo mediante la transformacion: x, = e?:, x, = e®> y
vea que alli la cantidad f(q,,q,) = eq,+q,—(e? +e%:) es una integral de movimiento.
Utilice esta informacion para inferir que en ese cuadrante las trayectorias permanecen en
regiones acotadas.

e) Examine las ecuaciones linealizadas alrededor de la solucién de equilibrio en el
cuadrante positivo y determine cudl seria la frecuencia de oscilaciones de las variaciones
cercanas a equilibrio que tendria el sistema.

Nota, esta ecuacion describe la poblacidn de dos especies en competencia. Lo que aca-
bamos de ver es que las especies no crecen indefinidamente ni desaparecen. Esto #ltimo
nos dice que la aproximacion no es muy buena... Note que x, representa un predador que
depende exclusivamente para su subsistencia de la presa x , ya que si ésta se extingue el
predador lo sigue.

3En realidad debemos probar ademas quessi |¢(0)| < C luego ¢(z) existe paratodo ¢. Pero la Gltima des-
igualdad probada nos dice que ¢(¢) no puede abandonar la regién compacta {x| p(x,x) < p(¢(0), ¢(0))}
y por lo tanto el teorema de extensién nos asegura que ¢(¢) existe para todo ¢ € [0,+00).

124



Problema 6.2 Si en el sistema anterior las especies tienen otros medios alternativos de
subsistencia entonces las ecuaciones resultantes son:

X, = (1—x,—ax,)x,

I

x, = (1—x,+bx,)x, (6.25)

2

donde se ha usado otra parametrizacion.

a) Encuentre las soluciones de equilibrio para los casos 1) o <a < 1,y 1)) 1 < a.

b) Se observa que b ~ 3a (a nos indica cuan agresivo es el predador). ;Cudl es el
valor de a si su instinto lo lleva a maximizar la poblacion de su especie manteniendo un
equilibrio estable?

¢) Mire el sistema cerca de su solucion de equilibrio y determine la frecuencia de las
oscilaciones en el niimero de especies que esperaria en ese entorno.

Problema 6.3 (Ciclo limite) Considere el sistema:

X, = x+x(—( +x;))
%, = —x,+x,(1—(x]+x)). (6.26)

a) Lleve este sistema a un par de ecuaciones desacopladas,

= )
g = —1 (6.27)

b) Estudie los puntos de equilibrio de la primera ecuacion y su estabilidad. ;Cudl es
la solucion del sistema original correspondiente a este punto de equilibrio?

¢) Grafique soluciones cerca de estos puntos, en el plano (r,0) y en el plano (x, x,).

d) Utilice el método descripto al final de capitulo 4 para corroborar la estabilidad
encontrada en el punto b).

Problema 6.4 (Verhulst) Encuentre las soluciones de equilibrio (y analice su estabili-

dad) del sistema:

y = x—2x’ (6.28)
Grafigue algunas soluciones.

Problema 6.5 (Verhulst) Encuentre las soluciones de equilibrio (y analice su estabili-

dad) del sistema:

x*—y’}
y = 2x(x*—y) (6.29)

Grafique algunas soluciones.
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Problema 6.6 (Verhulst) Encuentre las soluciones de equilibrio (y analice su estabili-

dad) del sistema:

—X

yo= 1=("+y7) (6-30)

Grafique algunas soluciones.
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CAPITULO 7

PRUEBA DEL TEOREMA FUNDAMENTAL

Solo probaremos los puntos i) y i7), para lo cual usaremos el método de apro-
ximaciones sucesivas de Picard, que tiene su importancia en aplicaciones. La prueba
del punto 7i7) es de caricter técnico y no aporta ninguna ensefianza extra de consi-
deracion. Punto i) sigue de los puntos 7) y i2) y la prueba de esto es idéntica a la del
Corolario 1.2 del Teorema anlogo para el caso de una EDO.

Para la prueba de estos puntos deberemos desarrollar algunas ideas y resultados
de la teoria matematica de espacios vectoriales de dimensién infinita. Nos restringi-
remos a lo minimo que el teorema requiere ya que estos temas seran desarrollados
mas extensamente en la segunda parte de este curso.

Definicion: Diremos que un espacio vectorial, V es de dimension infinita si tiene
un nimero infinito de vectores linealmente independientes.

Ejemplos:

a) Sea V el conjunto de todas las sucesiones {x;}, i = 1,...,00 de nimeros reales.
Este es un espacio vectorial si definimos la suma y el producto de sucesiones por
medio de la siguiente férmula,

{x;}+aly} ={x; +ay} (7.1)

Estos vectores se pueden escribir también como {x;} = (x,x,,x,,...) con lo que se
ve que es la extension de R”con n — oo. Claramente los #, = (1,0,0,...); #, =
(0,1,0,...); #, = (0,0, 1,...); son linealmente independientes e infinitos en namero.

b) Sea V el conjunto de funciones continuas en el intervalo [o, 1]. Este es un espacio
vectorial ya que si /'y g son continuas en [o, 1], luego h = f +ag, @ € R, es también
continuaen [0, 1].

El conjunto de vectores #,, = x” , n € N, es linealmente independiente e infinito
(M e, =>M "x"=0=>c"=0 Y n<M)yaqueun polinomio de grado
M tiene a lo sumo M raices.

A los espacios de dimensién infinita también se les puede asignar normas, pero
en este caso éstas no son equivalentes y por lo tanto habra que ser cuidadoso en no
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confundir las estructuras resultantes. Para ello asignaremos distintos nombres a los
espacios con distintas normas.
Ejemplos: a) El espacio vectorial normado /* es el espacio de sucesiones infinitas con

oo
le-z < 00.

=1

b) El espacio vectorial normado [ es el espacio de sucesiones infinitas con la norma
[{x; H|oo = s#p;{|x;|}. Es decir el espacio de todas las sucesiones acotadas.

¢) El espacio vectorial normado C[a,b] es el espacio de funciones continuas con la
norma ||f1|. = s# p.e, 51{lf (x)[}. Es decir el espacio de funciones continuas acotadas

en[a,b].

la norma [|{x; }]|, =

Ejercicios:

1) Muestre que las normas definidas en el ejemplo anterior son en realidad normas.
2) Muestre que existen sucesiones en /* que no pertenecen a /2. Ayuda: Encuentre
una de ellas.

3) Muestre que |[{x; }]|,, := ¥/ 232, %17 — supi{lx;[}-

A diferencia del caso de dimensién finita, un espacio normado de dimension
infinita no necesariamente es completo. Para ilustrar esto consideremos el espacio
vectorial normado [° el cual es un subespacio de /*° que consiste en todas las su-
cesiones acotadas con solo un nimero finito de términos no nulos. Cada sucesion
{x;},=(1,1/2,1/3,...,1/m,0,0,...) estaen [, la sucesion de sucesiones {{x;},} es
de Cauchy

1
lxid = i blloo =—— o)
< e PR n+ I}’H_O)O
y converge a la sucesion {x;} ., = (1,1/2,1/3,...) € [*° que no pertenece a [>°. Por lo
tanto /° no es completo.

Definicion: Diremos que un espacio vectorial normado (V|| -||) es un espacio de
Banach si es completo.
Ejemplos: /R”con cualquiera de sus normas, /* y [* son espacios de Banach.

Un importante resultado, crucial en la prueba del Teorema Fundamental es el
siguiente teorema.

Teorema 7.1 El espacio vectorial de funciones continuas acotadas, C[a, b] es completo.

Prueba: Sea { f,(x)} una sucesion de Cauchy en C[a,b], es decir cada f,(x) es una
funcién continua y acotadaen [a,b] y se cumple que dado ¢ > o existe N > otal que
Vm,n>N ||f, —fulle = s#prepaplfa(x) — £,,(x)] <. Pero entoncespara cada
x € [a,b]lasucesion de nimeros reales {f,(x } es de Cauchy. Pero los nimeros reales
son completos y por lo tanto para cada x €[4, 5] {f,(x)} converge a un niimero que
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llamaremos f'(x). Pero entonces dado ¢ > o para todo N tal que 7,7 > N implique
I, — foll. < &, tenemos que

U Pepaplf (6)— fu(x)] $4 e M |, () = fiu(2)]
< suanNsupxe[a,b]|fn(x)_fN(x)| (7‘2)

suanN“fn _fN”c <e.

Por lo tanto si pudiésemos probar que / € C[4, b ] entonces tendriamos que ||/ —
full. = 0, m — oo y por lo tanto que {f,} — f en Cla,b] y el teorema estaria
probado.

Sea x € [a,b] cualquiera y dado, probaremos que f es continua en x y asi en
todo [a,b]. Sea e > o, queremos encontrar un & tal que [x —y| < & 1mphque |f(x)—
fy) <e. Tomemos N tal que [|f = fyll. < /3y & tal que [x —y| < O implique
|/n(x)—fy(¥)] < &/3 [Esto es posible pues las f5(x) son continuas en [4, b]]. Luego
|x —y| < & implica

F6=fO < PE-A@HAD-AD+HAO) -

1
< ;5'|'3 +35—5

y por lo tanto la continuidad de £ (x). Como [, b ] es un conjunto compacto (cerrado
y acotado) luego f es acotada en [a,b] y por lo tanto pertenece a C[a,b] #

Definicion: Sea 7 : V — V un mapa de un espacio de Banach V' en si mismo. Dire-
mos que 7 es una contraccion si existe A < 1 tal que:

1T () =Ty < Allx—ylly- (7-4)
Ejemplos:
a) El mapa lineal en /?; A{x,} = {:_—‘I}

b) El Mapa de IR* en IR* que manda al punto (x,y) en el punto (x, +x/2,y/2).
¢) Una funcién Lipschitz cualquiera de /R en /R con médulo de continuidad (k)
menor que uno.

La propiedad importante de estos mapas es el siguiente teorema

Teorema 7.2 Sea T : V — V una contraccion. Luego existe un sinico v € V tal que
T(v) = v, ademds la sucesion T"(u) tiende a v cualquiera sea u.

Prueba: Sea ||T(u)—u|| =d, luego || T (u)—T"(u)|| < A"d ysim>n

T ()= T7(u)l]

|77 () =T () + T () =T () + - T"(u)|
T () =T ()| + || 77" () = T (w)[ |+

d s,

INIA
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Como 322 A" converge {T7"(u)} es una sucesion de Cauchy. Pero V' es completo
y por lo tanto existe v € V tal que lim,, . 7" u = .
Como toda contraccion es continua tenemos que

T(v)=T(lim T"(u))= lim T""' ()= 0.

n—oQ n—oQ

Solo resta probar que © es inico. Supongamos por contradiccidén que exista w €
V distinto de v y tal que 7w = w. Pero entonces ||w — ||, = ||T(w)—T (v)||, <
Allw — ]|, lo que es una contradiccién ya que A # 1

Ejercicio:Sea T : By, — By, , Bz, € V unabolacerrada de radio R alrededor de x,),

una contraccién . Probar para este caso las mismas afirmaciones que en el teorema
anterior.

Prueba de los puntos ) y 77) del teorema fundamental. Como solo queremos
ver existencia y unicidad local, es decir solo en un entorno de un punto p de M es
suficiente considerar el sistema en R”. Esto nos permitira usar la norma euclidea
alli presente. Para ver esto tomemos una carta (U, ¢) con p € U y por simplicidad
¢(p) = o € IR”. Usando este mapa podemos trasladar el campo vectorial v en M
a un campo vectorial ¥ definido en un entorno del cero en R”. Alli trataremos el
problema de encontrar sus curvas integrales g(¢,x) que pasan por el punto x € p(U)
al tiempo ¢t = o. Luego por medio del mapa ¢~' obtendremos en M las familias
monoparamétricas de difeomorfismos g(g) , ¢ € U, que seran tangentes en todo
punto al campo vectorial v.

Con esto en mente, solo resta por ver que para R > oy ¢ > o suficientemente
pequefios existen curvas integrales, g(¢,x) : [o,e] X By = {x € R" | ||x||, < R} —
R", del vector 9, es decir mapas satisfaciendo

dg(t,x)
—’:'v(g(t,x)) , glox)=x, 7-5)
dt
con g(t,x) continua con respecto al segundo argumento, es decir con respecto a la
condici6n inicial. Por la suposicion de que v es Lipschitz 2, tenemos que existe & > o
tal que V x,y € By

19(x)=3lly <kllx—ylly - (7.6)

Consideremos ahora el espacio de Banach C([o,¢] x Bg) que consiste en todos
los mapas continuos (en ¢ y x ) de [0,¢] X B en R” con la norma

Wollc = sup b6y
x € By 7.7)
t €fo,e].

"Acomode también la definicion de una contraccién para este caso.
*Para probar la existencia y unicidad de soluciones locales solo es necesario suponer que v es Lipschitz.
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Sea el mapa de la bola de radio R en C([o,¢] X Bg) en si misma dado por,

T(h):J O(x 4+ h(r,x))dr . (7-8)

Para que este mapa esté bien definido supondremos R lo suficientemente pequefio
como para que ¥ esté definido y satisfaga la condicion de Lipschitz en B, y ¢ menor
que R/C, donde C =mix,g; [9(x)|, de modo que
si||h||c < R luego ||x + h(t,x)||, < 2R Yt €[o,e]y por lo tanto ||T(h)||c <R en
todo C([o0,¢] X Bg). [ Ver figura 7.1.]

Figura 7.1: Entornos usados en la prueba del Teorema Fundamental.

Lema 7.1 Si ¢ es suficientemente pequefio entonces T es una contraccion.

Prueba:

T (k) =Ty J 16(x +h,(7,x)) = 9(x + b, (7, x))lly d=

IA

t
j kb, (r25)— by (. 0)]l =
kellb, bl

A
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y por lo tanto
WT(h) =T )llc <kellb,=hllc  ¥h,h,&C[oe]xBy).

Tomando ¢ < 1/k completamos la prueba del Lema.
Este Lema y el Teorema 7.2 nos aseguran que existe un Unico mapa h(t,x) —el
punto fijo de T~ satisfaciendo

t

h(t,x)= T(b(t,x)):J B(x +h(r,x))dr. (7.9)

o

Sea g(t,x) =x + h(t,x), esta funcidn es continua en ambos argumentos —ya que
h(t,x) € C([o,e] x Bg)-y por construccién continuamente diferenciable en ¢ —ya
que satisface (7.9)-. Diferenciando (7.9) con respecto a t vemos que g(z,x) satisface
la ecuacion (7.5) y su condicion inicial, lo que completa la prueba de los puntos 7) y
i7) del Teorema Fundamental. &

7.1. Problemas

Problema 7.1 Veaque [* la bola unidad no es compacta. Ayuda: encuentre una sucesion
infinita en la bola unidad que no tiene punto de acumulacion.

Problema 7.2 Pruebe que la condicion

[[A(x) = Al <lx =yl (7.10)

1o es suficiente para garantizar la existencia de un punto fijo. Ayuda: construya un con-
traejemplo. Hay algunos muy simples usando funciones de la recta en si misma.

Problema 7.3 Sea f :[a,b] — [a,b] una funcion Lipschitz con constante menor que
la unidad en todo el intervalo [a, b]. Demuestre usando el teorema del punto fijo para
contracciones que la ecuacion f(x) = x siempre tiene una solucion. Grafique en un dia-
grama (y = f(x),x) la sucesion dada por x; = f(x,_,) para el caso de | con pendiente
positiva y menor que uno en todo punto. ;Qué sucede cuando la pendiente se hace mayor
que uno en algin intervalo?

Problema 7.4 Sea g : [a,b] — IR una funcion continuamente diferenciable tal que
g(a) <o, g(b)>o0yo<c, < g'(x). Use el teorema del punto fijo de las contracciones
para probar que existe una vinica raiz g(x) = o en el intervalo. Ayuda: defina la funcion
f(x)=x—Ag(x) para una constante A convenientemente elegida y encuentre un punto
fijo: f(x) = x. Note que la sucesion aproximante es la del mérodo de Newton para obtener
raices.
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CAPITULO g

ELEMENTOS BASICOS DE ANALISIS FUNCIONAL

g.1. Introduccion

Esta area de la matematica estudia los espacios funcionales, es decir los espacios
cuyos elementos son ciertas funciones. Usualmente éstos son de dimension infinita.
Asi es que sus resultados principales forman dos clases. Algunos son resultados ge-
nerales, validos para espacios vectoriales mas generales que aquellos cuyos elementos
son funciones. Estos tienen un caracter geométrico o topologico el cual trataremos
de rescatar en todo momento. Los otros son resultados particulares que nos relacio-
nan distintos espacios funcionales entre si. Estos son mas cercanos a los resultados del
analisis usual. Presentaremos aqui resultados de ambos tipos ya que de su conjuncién
obtendremos algunos aspectos de la teoria de las EDP. Por razones de brevedad solo
consideraremos los puntos que nos seran utiles o aquellos para los que se requiera un
minimo de esfuerzo extra para obtenerlos y su importancia cultural ast lo justifique.

g.2. Completando un Espacio Normado

En el capitulo anterior introdujimos los espacios de Banach, es decir espacios
vectoriales con una norma definida en ellos y que eran completos con respecto a
ella. Alli también probamos que el conjunto de funciones continuas en un intervalo
[a,b] € IR con la norma

I = Suprean{lf (R} (8.1)

era completo y por lo tanto Banach.

Cabe preguntarse si dado un espacio vectorial normado W es posible engordarlo,
es decir agregarle vectores, y asi hacerlo completo. Note que eso es lo que se hace con
los racionales Q (el cual es un espacio vectorial si solo permitimos la multiplicacion
de sus elementos por nimeros racionales!). El espacio engordado es en este caso el de
los reales. La respuesta es afirmativa y esta dada por el siguiente teorema.

Teorema g.1 Sea W un espacio vectorial normado. Luego existe un espacio de Banach
V' y un mapa lineal continuo ¢ : W — 'V tal que ||p(w)||,, = ||w|ly y o[ W] es un
subespacio denso de V, es decir la clausura de o] W]es V.
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Prueba: Los detalles de esta pueden ser encontrados en, por ejemplo [13], pag. s6.
Aqui solo daremos las ideas. Si W es completo entonces tomamos V=W y ¢ = id.
Por lo tanto supondremos que W no es completo. Entonces habran sucesiones de
Cauchy {w,} en w que no convergen a ningun punto de W. La idea es tomar estas
sucesiones como nuevos puntos con los cuales engordar W. Como muchas sucesio-
nes distintas podrian tender a un mismo punto, a los efectos de no engordar demasia-
do a W, todas ellas deberan ser consideradas como un solo elemento. Esto se logra
tomando clases equivalentes de sucesiones como elementos de V. Diremos que dos
sucesiones, {w, }, {w) }, son equivalentes si su diferencia tiende al elemento cero,

’ / _
lim [lw, —w, ||y =o. (8-2)

Como el conjunto de sucesiones de Cauchy de elementos de W forma un espacio
vectorial, el conjunto de clases equivalentes de sucesiones también es un espacio vec-
torial, este sera V. Este espacio hereda una norma naturalmente de W, dada por,

I{w, v = lim fl@, ||y (8-3)

la cual es claramente independiente de la sucesion particular que uno elija, para calcu-
larla, dentro de la clase equivalente. Se puede probar ficilmente que con esta norma
V es completo y por lo tanto Banach.

Ejercicio: Pruebe que la sucesién de Cauchy de sucesiones de Cauchy, {{w,},} con-
verge en esta norma a la sucesion {w, } := {{w,},}.

¢Cual es el mapa ¢? Este toma un elemento w € W y nos da un elemento en V/,
es decir una clase equivalente de sucesiones. Esta es la clase equivalente que converge
a w y un representante es, por ejemplo,

{wn}:(w5w:w5"')' (8-4)

El teorema anterior nos dice que siempre podemos completar un espacio vecto-
rial normado y esto de una manera esencialmente tnica. De esta forma entonces se
puede hablar de completar un espacio normado W en uno V. Como W es denso
en V y el mapa ¢ es continuo todas las propiedades que son continuas en W valen
automaticamente en V. El teorema anterior nos dice también que los elementos del
espacio completado pueden tener un caracter muy diferente al de los elementos del
espacio original. Debido a esto es que en la practica uno debe ser muy cuidadoso al
momento de atribuirle propiedades a los elementos de un dado espacio de Banach.
Como ejemplo de lo anterior veremos la integral de Lebesgue.

g.3. *Integral de Lebesgue

La integral de Lebesgue es una extension de la integral de Riemann a una clase
de funciones mas general que aquella donde la de Riemann esta definida. Tenemos
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dos maneras de definirla, uno como la norma de un espacio de Banach completado,
cuyos elementos son entonces las funciones integrables en el sentido de Lebesgue.
La otra manera es usando un proceso de limite similar al empleado para definir la
integral de Riemann. Veremos las dos.

Sea W el espacio de funciones continuas en el intervalo [, 5] y sea

b
1fll = J /()| dx 55

sunorma, donde la integral es en el sentido de Riemann. Esta definicién tiene sentido
ya que los elementos de W son funciones continuasy por lo tanto la integral esta bien
definida. Note también que esta es una norma ya que como f es continuasi la integral
de su médulo es cero, su médulo, y asi f, es también cero. Sea L'([a,b]) el espacio
completado de W. Este es el espacio de funciones integrables de Lebesgue. ¢:Qué
funciones estan alli?' Sea {f,} la sucesion dada por el grafico de la fig. g.1.

Figura g.1: Una sucesion de Cauchy.

Esta sucesion es de Cauchy en L'([o, 1]) y por lo tanto converge a un elemento
de L'([o, 1]), la funcidn,

o 0<x<1/4,3/4<x<1
fx)= [ (56
1 1/4<x<3/4.
Esto no es de sorprender ya que aunque esta funcién no es continua ésta es inte-
grable atn en el sentido de Riemann. Sea ahora la sucesion {f,} dada por el grafico
de la fig. g.2,

"En realidad las funciones no son propiamente elementos de L' sino que éstos son la imagen por el
mapa ¢ (definido en la seccién anterior) de éstas.
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Figura g.2: Otra sucesion de Cauchy.

esta también es de Cauchy y tiende a la funcidn,

o<x<1/2<x<1 (8.7)
I x=1/2, 8-7
la cual si es muy extrafia. Cualquiera sea el sentido de la integral de Lebesgue la inte-
gral de esta funcién es de esperar que sea cero, y de hecho lo es ya que

1

lim | |f,(x)]dx=o. (8-8)

n—oo

Pero entonces lanorma de f es cero y por lo tanto pareceria ser tenemos una con-
tradiccion, a menos que f sea cero. La resolucion de este problema consiste en notar
que cuando completamos el espacio W tomamos como sus elementos a ciertas clases
equivalentes. La funcién descripta arriba esta en la clase equivalente correspondiente
al elemento cero. Como veremos luego los elementos de L' son funciones, pero solo
definidas en casi todos los puntos.

El segundo método consiste en definir la integral de Lebesgue de forma similar a
como se define la integral de Riemann. Para ello debemos definir lo que se llama una
medida en ciertos subconjuntos de R, es decir una funcién de estos subconjuntos en
los reales positivos, que generaliza el concepto de extension (o medida) de un abierto
(a,0), ul(a,b) = b—a.

Una vez introducido este concepto de medida la integral de Lebesgue de una fun-
cién positiva f : R — IR* se define como,

[ #51dx = tim 771 = lion S 2 (0 [ 12,225 ),

—o n n

donde hemos usado el mismo simbolo para denotar la integral de Lebesgue que el
normalmente usado para la integral de Riemann, esto es natural ya que como vimos
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en la primera definicion si una funcién es integrable en el sentido de Riemann lo es
también en el sentido de Lebesgue y el valor de las integrales coincide.

La interpretacion de esta definicion es la siguiente: se divide la imagen de f en
intervalos regulares de longitud =, se considera laimagen por /" de estos intervalos,
se los mide con u 'y estas medidas se suman convenientemente. Ver figura. Finalmente
se toma el limite n yendo a infinito, es decir los intervalos yendo a cero. Note que

25,(1) 2 2,(f) y por lo tanto lim,, . 37, (f) = Sup, {35,(f)} existe (pudiendo

ser infinito).

Figura g.3: Integral de Lebesgue.

¢Para qué funciones esta definida esta operacion? La condicion de que f fuese po-
sitiva no es realmente una restriccion ya que cualquiera sea ésta siempre se la puede
escribir como f = f, —f_ con f, y f_ ambas positivas y la integral es una operacion
lineal [lo cual no es obvio de la definicién dada arriba]. La condicidn que si es restric-
tiva es que /'(A), con A abierto, sea un subconjunto medible, ya que como veremos
si le pedimos a la funcién medida que satisfaga ciertas propiedades naturales luego no
todo subconjunto de R puede estar en el dominio de esta funcién. Para estudiar esta
restriccion debemos tener en claro qué propiedades queremos que la medida cumpla,
encontrar la coleccién de subconjuntos de R que son medibles y finalmente definir
la medida. Estas propiedades definiran la nocion de medida, o mas especificamente
de espacio medible, ya que las propiedades que le asignaremos dependen tanto de la
medida como de su dominio de definicién.

Definicion: Un espacio medible consta de una terna (X, M, 1) donde X es un con-
junto (el dominio de las funciones a integrar), M una coleccion de subconjuntos de X
llamados los subconjuntos medibles de X y u es una funcién (llamada la medida)
de M en IR* = IR* U {oo} satisfaciendo las siguientes condiciones:

i) BeMy ul) =o.
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i1) SiA€ M luego A (el complemento de A en X) también esta en M.

iii) SiA, €M i=1,2,..., luego| JA, € M.

iv) SiA; €M,i=1,2,.. y A;NA; =0sii # ] luego /“<UA1'> =>, u(4,;).

Intuitivamente los conjuntos medibles son los conjuntos que admiten una nocién
de longitud o drea'y su medida es el valor de esta longitud o drea.

Ejercicio: Muestre que:

I.

2.

3.

XeM

SiA; €M, i=r1,2,..luego ﬂAi € M. Esta es la razdn por la cual se pide ii),
i

ya que esperariamos que <ﬂAi> <> u(A).

SiAC B luego u(A) < u(B).

Ejemplos:

I.

Sea X un conjunto cualquiera y sea M la coleccién de todos los subconjuntos
de X. Sea u tal que u(0) =o'y w(A) = oo para todo A € M no vacio.

Sea M ={0,X} ysea utal que (@) =oy u(X)=7.

Sea X = Z* = {nimeros enteros positivos} y sea {x; },x; € R*, una sucesion.
.y . + _

Sea M la coleccion de todos los subconjuntos de Z* y u(A) =32, c4(x;)

El siguiente no es un espacio medible (¢por qué?) pero nos sera ttil para cons-

truir luego el que deseamos.

SeaX =Ry M = _¢ el conjunto de todas las uniones (contables) de intervalos
abiertos disjuntos, es decir un elemento, 7, de _# es un subconjunto de R de la

forma,
1=\ Ja;b,), (8.9)
cona, <b <a,<b,<a,--.Seau:=m: ¢ — IR definida como,

m(l):Z(bi —a;). (8.10)

1

Ejercicio: Muestre que el tercer ejemplo es un espacio medible.
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Como se ve de estos ejemplos la nocion de espacio medible es amplia. Distintos
ejemplos de espacios medibles aparecen en diversas ramas de la fisica. De ahora en
mas nos restringiremos a un espacio medible y éste es el de Lebesgue, el cual cons-
truiremos a partir del cuarto ejemplo. )

Sea X = R, M todo subconjunto de X y @ : M — IR* dada por,

pA) = anf  (m(I))
leys (g-11)
Acl

Es decir, dado un subconjunto de IR, A, consideramos todos los elementos de £ tales
J

que A esta contenido en éstos, calculamos su medida y tomamos el infimo sobre todos

los elementos de _#.

Ejemplos:
1. Sea A = (0,1), luego un candidato es I, = (—1,1)U(3,5), m(I,) = 2+ 2 = 4,
pero también tenemos I, = (o, 1) con m(l,) = 1y claramente 2(A) = 1.

2. Sea B =1U2U3U... luego 2(B) = o ya que podemos cubrir B con I =
(1—e,1+e)U(2—e,24¢)U....

Como vemos esta terna (IR, M, ) parece tener las condiciones deseadas para ser
la medida que buscamos, pero en realidad ni siquiera es un espacio medible!

Contraejemplo: Sea (S*,M, u), donde S* es el circulo, un espacio medible con w una
medida finita e invariante ante translaciones, es decir u(A) = u(A,) donde A, =
{a+ r|a € A} -note que nuestra @ lo es, pero este resultado es mucho mas general-.
Luego M no puede ser la coleccién de todos los subconjuntos de S'.

La idea es encontrar un subconjunto A de S* tal que si suponemos que sea medible
obtenemos una contradiccion. Para ello pensamos a §' como R con sus extremos
identificados (0o=1). Introducimos ahora una relacién de equivalencia: Diremos que
dos puntos de S* son equivalentes a & b sia — b es un nimero racional.

Ejercicio: Muestre que es una relacion de equivalencia.

Construimos A tomando exactamente un elemento de cada clase equivalente -
note que hay infinitas maneras de elegir un conjunto A- Supongamos que A es medible
con u(A)=a€ Rt yseaA, ={a|(a+r)(mod1) €A}, con r racional, es decir una
translacién por —r de A. Luego es facil ver que si 7 # 7" luego A, NA,, =0, es decir
los A, son disjuntos [Six €A, yx €A, luegox =a+7r=>b+1',cona,b €A, pero
entonces 2 — b = r —r’ € Q lo que es una contradiccion.] y que §* = U A, [Sea

«Q_

x € §', luego x pertenece a alguna de las clases equivalentes en que hemos separado
a§', pero entonces existea €Ay r € Q tal que a+r = x, osea x € A,.]. Como por
hipétesis (A, ) = u(A) = a entonces,

[ee]

i=u)=p| A, | =2 ma)=>q, (3.12)
reQﬂ VGQ.
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lo cual lleva a una contradiccién ya que si @ = o luego la sumatoria da cero y si @ # o
la sumatoria da infinito.

Este contraejemplo nos dice entonces que debemos restringir M a ser un subcon-
junto de M si queremos tener una medida. Hay muchas maneras de caracterizar esta
restriccion una de ellas estd dada por el siguiente teorema (que no probaremos).

Teorema g.2 Sea M el subespacio de M tal que si A € M luego
G(E)= @(ANE)+ a(X —A)NE)VE e M. (3.13)
Sea  la restriccion de @ a M, lnego (X, M, u) es el espacio medible de Lebesgue.

Intuitivamente vemos que los conjuntos medibles son aquellos que cuando usados
para separar otros conjuntos en dos partes dan una division que es aditiva con respecto a
Q.

Como en general solo tenemos que 2(E) < g(ANE)+ u((X —A)N E) vemos
entonces que los conjuntos no-medibles son aquellos cuyos puntos estin distribuidos
en X de tal forma que cuando uno trata de cubrir ANE y (X —A)NE con abiertos
éstos se superponen tanto que en realidad uno puede obtener un infimo menor cubriendo
directamente E con abiertos.

Existe un gran niimero de teoremas que nos dan informacion acerca de cuales
son los conjuntos medibles. Bastara decir que todos los conjuntos abiertos de R (y
muchos mas) estan en M y quesi f : IR — IR es una funcién continua luego f~'[M] €
M.

Retornamos ahora a la integral de Lebesgue. Naturalmente diremos que f es me-
dible si /~'[(a,b)] € M para todo intervalo abierto (a,5) € RR.

Teorema g.3 Las funciones medibles tienen las siguientes propiedades:

a) Si [y g son mediblesy A € R luego f + Ag es medible.
b) También son medibles g, max{f,g}y min{f,g}.

¢) Sea {f,(x)} una sucesion de funciones medibles que convergen punto a punto a

f(x), esdecirlim,,_, . f,(x) = f(x), luego f(x) es también medible.
Note que |f| = max{f,—f}y fo=}55 {f 0}

La primera parte de este teorema nos dice que el conjunto de funciones medibles
es un espacio vectorial. Esto sigue siendo cierto si nos restringimos al espacio de fun-
ciones integrables en el sentido de Lebesgue, es decir f medible y [ |f] dx < oo.
Denotaremos a este espacio como £, 0 Z,(/R). Similarmente definiremos % [a, 5]
al espacio de funciones integrables f : [a,5] — IR donde en este caso la integral se
define como antes pero extendiendo la funcién f a todo R con valor cero fuera del
intervalo [a, b ].

Como ya vimos antes para hacer de £, un espacio normado debemos tomar co-
mo sus elementos las clases equivalentes de funciones donde diremos que /', g € Z,
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son equivalentes si [ |f — g|dx = o. Esto es equivalente a decir que el subconjunto
de IR donde f es distinta de g es de medida cero, o en otras palabras que f es igual a
g en casi todo punto.

Denotaremos al espacio de clases equivalentes de funciones integrables (Lebesgue)
con L, y sus elementos con letras tildadas. Note que un elemento fN de L, esunaclase
equivalente de funciones y por lo tanto en general el valor de ]; en x, f~ (x), no tiene
sentido alguno ya que podemos tener funciones en la clase equivalente f /.y f, con
f.(x) # f,(x) para algin x € IR. Por lo tanto debemos ser precavidos al respecto.

¢Es este espacio L, el mismo que habiamos obtenido anteriormente? La respuesta
es sl y sigue trivialmente de los siguientes teoremas.

Teorema g.4 (Riez-Fisher) : L, es completo.

Teorema g.5 C'[a,b] esdenso en L'[a,b], es decir L'[a,b] es el espacio completado
de C'[a,b].

8.4. [Espacios de Hilbert

Los espacios de Hilbert son espacios de Banach?* cuya norma proviene de un pro-
ducto escalar, es decir de un mapa (,-) de V x V — C satisfaciendo:

1) (ey+ez)=(xy)+elx2),
(x+eyz)=(x,2)+c(y,2)

para cualquier x,y,zen Vycen C.

1) (x,7) = (%)
iii) (x,x)>o (osiix =o).

La primera parte de la condicién z) indica que el mapa producto escalar es lineal
con respecto a su segundo argumento. La segunda parte indica que es lineal en el
primer argumento, excepto por el hecho de que se toma el complejo conjugado del
escalar. Se dice que este mapa es anti-lineal con respecto al primer argumento. La
condicion 7z) nos dice que el mapa es todo lo simétrico que puede ser, dado que en el
primer argumento es anti-lineal. Esta condicion nos garantiza que (x, x) es un niime-
ro real y , junto con ::7), que es no-negativo.

Ejercicio: Pruebe que dando un tensor de tipo (2,0), £(-,-), simétrico, real y positivo
definido, entonces (x,y) := ¢(x,y) es un producto escalar.

La norma que este producto escalar induce es simplemente la funcién, || - ||, :

V — IR* dada por,
[1xllv = v/ (x,%)- (8-14)

*De ahora en més y esencialmente por la misma razén que dimos en el caso del teorema de la forma
candnica de Jordan, consideraremos espacios vectoriales complejos.
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Que esta es en realidad una norma sigue de los siguientes lemas:

Lema g.1 (Desigualdad de Schwarz) : |(x,y)| <||x|||||-

Prueba: Para cualquier x,y € V, A€ IR tenemos por ii1),

o < ({y+A(x,y)x,y+A{x,y)x)
Iy [17 A% [ (e, ) {1+
+A(x,9) (x,0) + A (x,9)(y, x)
[y 117+ 2 A, )| + A [, ) (1]

(8.15)

Como esta relaciéon debe valer para todo A € IR entonces el discriminante del
polinomio en A de la derecha debe ser no-positivo, es decir,

4 (e ) —allx| Py 17, 0)]* <o (3.16)

lo que nos da la desigualdad buscada.

Lema g.2 (Desigualdad triangular) : ||x + y|| <||x|| + |||

Prueba:

[l +y1* [Ix|I* +[[y||* +2Re (x,)
Ix|I* +[[|* + 21 {x, )]
(][ + 11> + 2 {[x] x|l

(=l +1ly1D*

Lo que nos da la desigualdad buscada.
Ejemplos:

INIANIA

. C", el espacio vectorial de n-tuplas de nlimeros complejos

Seax =(x,,x,,.. ’xn>ey :(yIJz:""yn)’ Iuego
n

x,y) :ZnyJ
j=1

2. 12, el espacio vectorial de sucesiones de nimeros complejos {x;} tales que

[ee]
{31 == | D12 < o0,
Jj=1

oo

(b i) =250

con el producto escalar,
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Note que la desigualdad de Schwarz nos garantiza que el producto escalar esta
bien definido para todo par de vectores de /.

Para asegurarnos que [ es un espacio de Hilbert debemos probar que es com-
pleto, es decir que toda sucesion de Cauchy (con respecto a la norma de /?)
converge a un elemento de /°.

Lema g.3 [ es un espacio de Hilbert.

Prueba: Sea {{x;},} una sucesion de sucesiones. Que esta sea de Cauchy signi-
fica que dado ¢ > o existe N tal que

||{xi}N_{xi}M||2:Z|sz_le|z<52 Y N,M>N,

pero eso implica que para cada :
|xN —xM| < e (8-17)

es decir la sucesién de niimeros complejos (en N, i fijo) {x]¥} es Cauchy. Pero

el plano complejo es completo y por lo tanto para cada 7, {x'} converge a un
numero complejo que denotaremos x;

Sea {x;} la sucesion (en ) de estos nimeros, probaremos ahora que {x;} € [* y
que {{x;}5} — {x;} para N — oo.

Tomando el limite N — oo vemos que si M > N luego

k
Sl - <
=

Pero esta es una sucesion creciente (en k&) de nimeros reales que es acotada (por
£?) y por lo tanto convergente. Tomando ahora el limite £ — 0o vemos que
{{x;}n}—{x;} €1? y quessi {x;} € [* luego {{x;}y} — {%;} en norma. Pero
[1{3I* [ bk + ({2} = (e DIP
{113 = (oI

y por lo tanto que {x,} €[> #

IA

Este ejemplo y el que lo sigue son ejemplos clasicos a tener en cuenta, esencial-
mente todo espacio de Hilbert que trataremos es alguna de estas variantes.

. L* (0 H®), el espacio de funciones medibles con cuadrado integrable en IR e
identificadas entre si, si su diferencia esta en un conjunto de medida cero (f ~

gsi [|f —g|*dx = o). El producto escalar es (f, g) = ff_g dx y su norma

=TT dx.
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(Espacios de Sobolev) Sea la norma

Wl = jﬂ{|f|2+§"]|aif|2+ S8 S+

i=1 i,j:l

+ > lddaf
Lyfsesk=1
| —

m

donde las derivadas parciales son con respecto a un sistema cartesiano de coor-
denadas en /R”. Definiremos el espacio de Sobolev de orden m como, H™”(2) =
{ Completamiento del espacio de funciones m veces diferenciables en Q2 C [R”
con respecto a la norma || ||}

Es obvio cual es el producto escalar correspondiente, ademas note que por de-
finicién H™ es completo. H° coincide con el definido en el ejemplo anterior,
ya que las funciones continuas son densas en L.

Como vemos de estos ejemplos los espacios de Hilbert son la generalizacion in-
mediata de /R” (o C") a dimensidn infinita donde hemos preservado la nocién no
solo de la magnitud de un vector sino también la del angulo entre dos vectores. Esto
hace que los espacios de Hilbert tengan propiedades mas interesantes que las que tie-
nen los espacios de Banach en general. La mas interesante se refiere a los subespacios
de H. Sea M un subespacio cerrado de H. Este subespacio hereda el producto escalar
definido en H (simplemente restringiendo el mapa (-,-) a actuar solo en elementos
de M) y por ser cerrado es completo, por lo tanto es también un espacio de Hilbert.

Ejemplos:

a)

b)

d)

Sea M el subespacio generado por el vector (1,0,0) en C?, es decir todos los
vectores de la forma (c,0,0) con c € C.

Sea M el subespacio de H° que consiste de todas las funciones que se anulan en
el intervalo (o, 1) excepto en un subconjunto de medida nula. M es cerrado, ya
que si una sucesion de Cauchy de funciones se anula en (o, 1) luego la funcién
limite (que existe pues H es completo) también se anula en dicho intervalo y
por lo tanto estd en M.

Sea M = Cl[a, b] el subespacio de funciones continuas de H°([a, 5]). Este no
es cerrado y por lo tanto no es un espacio de Hilbert. [Muestre, encontrando
una sucesién de Cauchy de funciones continuas que no tiene como limite una
funcién continua, que este subespacio no es cerrado. ]

Sea K un subconjunto cualquiera de H y considere la interseccion de todos
los subespacios cerrados de H que contienen a K. Esta interseccion nos da el
subespacio mas pequefio que contiene a K y se llama el subespacio generado
por K. En el ejemplo a) K = {(1,0,0)} genera el plano complejo que contiene
a este vector. En el ejemplo ¢) K = C[a, b] genera todo H°([a, b]).
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El concepto definido anteriormente no usa del producto escalar y por lo tanto
también es valido para espacios de Banach en general (un subespacio cerrado de un
espacio de Banach es también un espacio de Banach).

El producto escalar nos permite introducir el concepto de ortogonalidad y ast
definir el complemento ortogonal de M, es decir el conjunto,

Mt ={xeH|(x,y)=0VYyeM)} (8-18)

que tiene la siguiente propiedad,

Teorema §.6 Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Luego M~ es
también un espacio de Hilbert. Ademds M y M* son complementarios, es decir todo
vector en H puede ser escrito de una sinica manera como la suma de un vector en M vy
otro en M*.

H=MaeM* (8.19)

Prueba:

Es inmediato que M~ es un subespacio vectorial y que es cerrado. [Si {x;} es una
sucesion en M+ convergiendo a x en H luego | (x,)| = [(x—x,,7)| < ||x—x;]|||y]| =
o Yy €M y por lo tanto x € M+.] Solo debemos probar la complementaridad. Para
ello, dado x € H, buscaremos el elemento z en M mas préximo a x, ver figura.

Figura g.4: El espacio perpendicular.

Sead =inf, .y ||x—wl||y vy elijamos una sucesion {z, } en M tal que ||x—z,||; —
d. Esto es posible por la definicién de infimo.
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Luego

lz, —z,lly = (2, —x)—(z,, —x)ll};

2|z, —xll3; + 2|z, — x|

2|z, — x|}, + 2||z,, — x|}, — 4ll 2= — ]|
2|z, — x|l +2[lz,, —xl[}; —4d*

—  2d*42d*—4d*=o0

m—0Q

2

IA I

n—oQo

La segunda igualdad proviene de la llamada ley del paralelogramo, ver figura.

(2,—%)+(z,,—x)

(z,—x)=(2,,—x)

R

ZYVL

x

Figura g.s: Ley del paralelogramo.

Esto nos dice que {z,, } es Cauchy y por lo tanto que converge a un tnico z en M.
Sea y = x — z, solo resta ver que y estd en ML, es decir que (y,v) =0 Y v € M.
SeaveMytelR,luego

d* = |lx—zIP <[x—(z+ o) =|ly—t ol

= d’>—2tRe(y,v)+1t*||v|]? (8-20)

y por lo tanto —2z Re(y,v) + t*||v]|> > o V t lo que implica que Re(y,v) = o.
Tomando it se obtiene que Im(y,v) = oy se completa la prueba &

Problema g.1 En la prueba solo usd la ley del paralelogramo,

[l + 11" +[lx = II* = 2(/[x|* + Iy []*) (8-21)

Muestre que una norma la satisface siy solo si ésta proviene de un producto escalar. Aynda:
Utilice la denominada identidad de polarizacion parva definir un producto interno a
partir de la norma,

I 2 2 & Cenyl]2 a2
(x,y)ZZ{[leﬁLyll —llx =y ]=3[llx + 3y[I* = [lx = 3y[]*] (8-22)
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Este teorema tiene importantes corolarios que veremos a continuacion.

Corolario g.1 (M) =M

Prueba:

Probaremos éste mostrando que M C (M*)+ y que (M) c M.

La primera inclusién es obvia ya que (M)* es el conjunto de vectores ortogonales
a M+ el cual a su vez es el conjunto de vectores ortogonales a M.

La segunda inclusién sigue de que si descomponemos cualquier vector x € (M1)*
ensu parteen M y en parteen M+, x = x +x,, x, € M, x, € M+, la primera inclusiéon
nos dice que x, € (M*)* pero (M*+)* y M+ son también complementarios y por lo
tanto x, = o

Este nos dice que tomando complementos no obtendremos mas que un solo es-
pacio de Hilbert extra.

Para formular el siguiente corolario es necesario introducir un nuevo concepto,
el de espacio dual de un espacio de Hilbert. Podriamos definir el dual de un espacio
de Hilbert de la misma forma que lo hicimos para espacios vectoriales de dimension
finita, es decir como el conjunto de mapas lineales de H en C. El espacio vectorial
ast obtenido no hereda H ninguna propiedad interesante por ser éste un espacio de-
masiado grande. Para lograr un espacio mas pequefio y con propiedades atractivas
restringiremos los mapas lineales a aquellos que sean continuos. Es decir el espacio
duala H, H' seri el conjunto de mapas lineales continuos de H en C. ;Qué mapas es-
tan en H'? Note que si y € H luego el mapa ¢ : H — C definido por ¢, (x) = (y,x)
es lineal y como |¢p(x)| < |||l ||x||H tamblen es continuo. Este mapa nos da una
correspondencia inyectiva (no canoénica, ya que depende del producto escalar) entre

los elementos de H y los de su dual. Vemos asi que H esta contenido naturalmente
en H'.

Ejercicio: Medite sobre cual es la norma natural en H’. Pruebe que con esa norma
tenemos ||, || = 17]1-

Problema g.2 Sea ¢ : H — C un mapa lineal. Muestre que la continuidad del mapa
en el origen asegura la continuidad del mapa en todo punto.

Si la dimensién de H es finita luego sabemos que H’ tendra la misma dimensién
y entonces tendremos una correspondencia (no candnica) uno a uno entre vectores y
covectores. En principio esto no tiene por qué ser asi en el caso de dimension infinita
y efectivamente si usamos una definicion analoga y definimos el dual de un espacio
de Banach en general no habra ninguna relacion entre éste y el espacio original. En el
caso de espacios de Hilbert todo es mas simple, como muestra el siguiente corolario.

Corolario g.2 (Teorema de representaciones de Riez) : Sea ¢ € H', luego existe un

vinicoy € H tal que ¢(x) = (y,x)¥ x € H, es decir H ~ H' en el sentido que existe un
mapa natural invertible entre H y H'.
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Prueba: Sea M = {x € H tal que ¢(x) = o}. Como ¢ es lineal, M es un subespacio de
H, como ¢ es continuo este es cerrado. Por el teorema anterior M es un espacio de
Hilbert y complementa a M. Si M es cero luego M = H 'y ¢ es el mapa ceroe y = o
sera su representante en F1. Supongamos entonces M+ # {o} y elijamos w € M+ tal
que ¢(w) = 13. Para cualquier v € M+, v — ¢(v)w € M+, pero p(v—p(v)w)=oy
por lo tanto también v — g (v)w € M. Asi concluimos que v — ¢ (v)w =oV v € M+
o sea que v = @(v)w Y v € M*, es decir que M+ es unidimensional. Veamos ahora

que ¢(x) = (

W,x) Vx € H. En efecto por el teorema anterior x = aw + y con
w

ae€CeyeMyporlotanto, p(x) = gp(aw +y) = ap(w)+¢(y) = a, pero por otro

lado, (ﬁ,x) =a ®

Ejercicio: Concluya la prueba probando unicidad.

Para enunciar el tercer corolario necesitamos el concepto de base ortonormal.
Una base ortonormal de H es un subconjunto de vectores de H que tienen norma
uno, que son mutuamente ortogonales y que generan H (es decir que dado x € H
y € > o existe una combinacion lineal finita de elementos de esta base y tal que

eyl <.

Ejemplo: En /* sea e, =(1,0,0,...), ¢, = (0, 1,0,...), etc.

Ejercicio: Muestre que si a € /? luego ||a — > _ {a, e”)en||l;bo —o.
Corolario 8.3 Todo espacio de Hilbert tiene una base ortonormal.

Este resultado, como el anterior, es muy poderoso ya que nos dice que siempre
podemos aproximar distintos elementos de / usando una dada base. No probaremos
este Corolario pues para ello se necesitan herramientas que no se veran en este curso.
Pero si otro resultado més simple, para lo cual introducimos la siguiente definicion.

Definicion: Diremos que un espacio de Banach (y en particular de Hilbert) es sepa-
rable si tiene un subconjunto denso con una cantidad numerable de elementos.
Ejemplos:

a) El subconjunto S de sucesiones /* que tienen un ntimero finito de elementos
racionales es denso en [ [ya que como veremos mas adelante cualquier elemento
de [* se puede expresar como el limite de una sucesiéon Sy numerable [ya que los
racionales lo son].

b) El subconjunto S(IR) que consiste de las funciones f,  ,(x) = re~**~*| (note
que estas son suaves), donde 7,5, son numeros racionales y s > o, es denso y nume-

rable en L*(R).

3El lector debe convencerse que si ¢ no es el mapa nulo entonces siempre existe w € H tal que ¢(w) =
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La mayoria de los espacios de Hilbert que aparecen en la practica son separables
y por lo tanto tienen la siguiente propiedad:

Teorema g.7 Un espacio de Hilbert H es separable si y solo si tiene una base ortonormal
numerable S. Si S tiene un niimero finito de elementos, N, luego H es isomorfo a CN (es
decir existe un mapa @ : H — CN, en este caso lineal, con ||p(x)||cx = ||x||zVx € H
que es continuo e invertible y su inversa es también continua). Si S tiene un nimero
infinito de elementos luego H es isomorfo a 1.

Este teorema nos dice que entre los espacios de Hilbert separables esencialmente
no hay més estructura que la ya presente en CN o /2.

Prueba: Para obtener la base ortonormal (numerable) primero descartamos de un
subconjunto denso y numerable de H, §, algunos de sus elementos hasta obtener una
subcoleccién de vectores (por construccion numerable) linealmente independientes
y que todavia expanden S. Luego aplicamos a esta subcoleccion el procedimiento de
Gram-Schmidt para obtener la base ortonormal. Para probar el resto del teorema
necesitamos los siguientes lemas.

Lema g.4 (Pitagoras) : Sea {x,}"
una base. Luego,

un conjunto ortonormal de H, no necesariamente

n=r1
N

ll<llzr = ZI x)[* e =D x| ¥ x €H. (8-23)

n=r1

Prueba:Seav =3 (x,,x)x, yw = (x—ZN_I( x)x, ). Esfacil de ver que v € V,

el subespacio de Hilbert generado por los {x,}_ vy w € V', pero entonces
Il = (x.x)
= (v+w,v+w)
= (o) +(ww)

N

2l 2+l

n=r1

e

Lema g.s5 (Desigualdad de Bessel) :
Sea {x,,}\\_ un conjunto ortonormal de H, no necesariamente una base. Luego,

N
lIxlli > D l(ex,)I* VxeH (8-24)

Prueba: Obvia conclusién del lema anterior &
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Lema 3.6 Sea S ={x,} una base ortonormal numerable* de H. Luego N y € H,

y:Z<xn>y>xn (8-25)

lIyll* = > 21,012, (8-26)

donde la primera ignaldad significa que la suma converge con respecto a la norma de H
ay € H. La ultima ignaldad es llamada relacion de Parseval y los coeficientes (x,,,y)

los coeficientes de Fourier de y. Inversamentesi {c,} € [* luego >, c,x, € H.

Prueba De la desigualdad de Bessel sigue que dado cualquier subconjunto finito
{x n=r1’

N
ay = > (x| < bl (8-27)

lo que implica que la sucesion {ay}, que es mondtonamente creciente, es acotada
y por lo tanto converge a un valor limite finito. Esto a su vez implica que {ay} es
Cauchy. Sea yy, = S (x,,7)x,, luego para N > M

lyn —yullzr =l Z X5y x”H Z |(x ’y| =an—ay

J=M+1 J=M+1

La convergencia de {a, } garantiza asi que {y,} es una sucesion de Cauchy y asi
que esta converge a un elemento )’ de H. Probemos entonces que 3’ = y. Pero para
cualquier elemento de S, x,,

N
(y—=y'x,) = ]}fjgo(y—jz:;(x] 2)xj5% (3.28)
= (y’xn>_<y>xn>zo

y por lo tanto y — )’ es perpendicular al espacio generado por S, que es todo H y
por lo tanto tiene que ser el elemento cero. Solo resta ver que si {c,} € /* luego
> ¢,x, € H. Un calculo idéntico al anterior muestra que {yy = Z;\[ L C,X,} es
una sucesién de Cauchy y por lo tanto que limy_, vy €H #

Continuamos ahora la prueba del Teorema g.7 El tltimo argumento del Lema g.6
nos muestra que dada una base numerable {x, }°° de H el conjunto numerable

Spanp{S}={x|x =32, c,x, con {c,} una sucesion finita de ramonales } es denso

en H y por lo tanto que H es separable. Esto concluye la parte sir de la prueba, solo

4Un resultado similar es valido atin en el caso de que la base no sea numerable, o sea adn cuando H no
sea separable.
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resta encontrar un isomorfismo entre  y CN o /2. Sea {x,} una base numerable de
Hyseap:H— CNol*el mapa

@(r)=1{(x,,)}- (3.29)

Si la base es finita, con dimensién N este es claramente un mapa en CN. Si la base
es infinita la imagen de H por ¢ esta incluida en el espacio de sucesiones complejas
infinitas, pero usando el Lema §.6 vemos que ,

eIl = 21, = [yl (8-30)

y por lo tanto que dicha imagen est4 contenida en /2. La continuidad e invertibilidad
del mapa quedan como ejercicio para el lector @

El teorema anterior, entre otras cosas sirve para dar una caracterizaciéon que dife-
rencia los espacios de Hilbert de dimension finita de los de dimensién infinita. (En
realidad esta caracterizacion es valida para espacios de Banach en general).

Teorema g.8 Sea H un espacio de Hilbert y sea
B(H)={xeH] ||x|lg <1}

la bola de radio uno en H. Luego B (H) es compacta sii H es de dimension finita. [Se
puede ver que en este caso un subconjunto B de H es compacto sii toda sucesion {x,,} de
elementos de H en B tiene una subsucesion que converge a un elemento de B. |

Prueba: Veremos solo el caso en que el espacio es separable. Si H es de dimension
finita es isomorfo a CV, pero B,(C™) es un subconjunto cerrado y acotado, y por lo
tanto compacto. Si H es de dimensién infinita (y separable) entonces es isomorfo a

12, pero lasucesion en B (1), {x,} con {x, =(o,...,0, 1 ,0,...)} claramente no tiene
n

ninguna subsucesion convergente @

Ejercicio: Ver que ninguna subsucesion de la sucesién anterior es de Cauchy.

Ejemplo: Sea H = L*([o,27t]) y § = {‘/;z_nei”x, n = o,%1,%+2,...}. El desarrollo de

este ejemplo serd nuestra ocupacion hasta el final de este capitulo.

Ejercicio: Muestre que los elementos de L*(o,27t) de la forma f,(x) =

0,%1,+2,..., forman un conjunto ortonormal.
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g8.5. Serie de Fourier

Teorema g.9 S = {f/—z_, n=o,%1,%2.. } es un conjunto completo de vectores orto-
T

normales (es decir una base ortonormal) de L*[ o, 27t].

Note que por Lema g.6 esto es equivalente a asegurar que si / € L*[o,27] luego
fn(x) converge (en la norma de L*[o,27c]) a f cuando N — oo.

Prueba: La ortogonalidad es trivial y forma parte de un ejercicio anterior, por lo tan-
to solo nos concentraremos en la completitud. El espacio de funciones Lipschitz en
[0,27t], Li p[o,27] es denso [esencialmente por definicion! ya que contiene a todas
las funciones suaves] en L*[0,27t], pero entonces su subespacio consistente de fun-
ciones periodicas Lip,[o,27] también lo es [ya que los elementos de L*[o,27] son
clases equivalentes de funciones y en cada clase siempre hay una que es periddica].
Supongamos ahora que

N
I .
Nev > g™ —g(x) (8-31)
n=—N

punto a punto y uniformemente si g(x) € Li p,([o,27]). Luego por densidad, dada

Sn(g)(x) =

cualquier funcién f(x) € L*([o,27]) y ¢ > o existira f; € Lip,([o,27]) tal que

I/ = el

1> < ¢&/3y por lo tanto tendremos,

I/ =Sn(f)

f =Sn(f)—fe + Sn(fe) + fe = Sn(fe)l
||f_f5 L2+||f€_SN(f€>

L L

1 FlISn(f =)l

IA

L2

pero

2 M =ronr

n=—N

f = /eIl
/3 (3-32)

y por lo tanto eligiendo N tal que |f.(x) — Sy (fz)(x)] < %, lo que sigue de nuestra

ISn(f = fe)

L2

<
<

suposicion anterior (todavia no probada), tenemos que ||fz — Sy (/)
tanto concluimos que para dicho N, ||/ —Sxy(f)ll;. <& #

Vemos ast que solo resta probar nuestra suposicion de convergencia uniforme de
Sy(f)a f para funciones Lipschitz periddicas. La prueba de esta afirmacién es muy
instructiva y nos muestra como trabaja la serie de Fourier. Preparatoriamente para
este resultado probamos una serie de lemas:

Lz<%yporlo

Lema g.7 Si f es integrable (f € L") luego,
swpllfl < == [l 39
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Prueba:

/.1

)

2

< ! " e £ (x)d x
< = J e )
< ! J 1 ()ldx (530

27T

e

Lema g.g Si f tiene derivada integrable, luego f, — o cuando n — oo.

Prueba: Integrando por partes tenemos,

inx

fro= A

— 7111}6 d _ I
m\/_ fldx mm

— 7mx x dx_
ll’l\/_ f ) ll’l\/_

e

[f(27)—f(0)]

y por lo tanto

I/l <

I /
T+ - ) .
nm[ﬂf 2 +1f (2) = F (0)] (8-35)
con lo que el lema queda demostrado &

Este lema y su generalizacién a un nimero mayor de derivadas nos indica que
cuanto mas diferenciable es una funcién mas rapido decaen sus coeficientes de Fourier
(asintéticamente).

Ejercicio: Pruebe un lema similar que dé una mejor cota para £, si la funcion es pe-
riddica y es m veces diferenciable.

Lema g.9 (Riemann-Lebesgue) Si f € L'([o,27]), es decir una funcidn integrable.
Luego,

lim /, =o (3.36)

n—oQo
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Prueba: Si f € L'([0, 27t]), luego es aproximable por funciones suaves, en particular,
dado cualquier ¢ > o existe f : [0,27], suave, tal que ||/ — /||, < zcﬁ Pero como,

mx

«/_ S =1e)l

fo=fel = =

< m 10— o (o)l
< o= lz:
< ¢/2 (8-37)
tenemosque
ol <V = Fenl Hlfenl S /24 Ifo |- (5.38)

Aplicando el lema anterior y notando que £, es diferenciable vemos que f,, — oy
por lo tanto, dado ¢ > o puedo elegir N tal que paratodo n > N |f,,| < /2 con lo
que |f,| < ¢ paratodo » > N y por lo tanto concluimos que f, — o cuando 7 — oo

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema sobre convergencia puntual
de funciones Lipschitz.

Teorema g.10 Sea f :[o,27t] — C periddica y Lipsclaitz. Luego

inx

SN( (8-39)

n—fN

converge puntualmente y uniformemente a f (x).

Prueba: Probaremos solo la convergencia puntual, la uniforme sigue facilmente y la
prueba de ello no agrega nada nuevo. Comenzamos con el siguiente calculo,

Sn(f)0) = inf
n——N
- Z J m@’ 6/ znﬁdgl
T =N
1
- 9/ in(0—0") d@l
=) Z_N
| rewo-g1as (540
donde hemos definido el nticleo de Dirichlet
(0—6"):= Z 0= (8.41)
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Estudiamos ahora algunas propiedades del ntcleo de Dirichlet. Notemos primero

que,

27T N 27
J DN(9_9/>d9/ — L Z f ein(@—e/)de/
o 2 = Jo
N

I

= 1 Z —_l[ein(e—zn)_eine]+2n]

27 n=—N, n;ﬁo n
= L
Por otro lado tenemos que
N .
2mDN(0) = Z en?
n=—N
N
— Z (ei9>n
n=—N

y llamando ¢ := e’ para simplificar la escritura tenemos,
2Dy (6)
N
2.7
n=-~N
N N
= 24"+ 20q "
qN+1 1 q—(N-H)_ I

= — I

q—1 g —1

(@ =g =) +(g " —1)(g—1)—(g—1)g —1)

(g—1)q—1)

— I:(qN+I/l_qfl/z)(qfl/l_ql/2)+(q7(N+l/Z)_ 1/2
— @l=g)g =g g =g g

N+1/2 __ ,—N—1/2

q q

ql/z _qfl/z
ei@(N+l/2)_e—i9(N+I/z)

eil/2 _ p—ib/2
sin((N 4 1/2)8) '
sin(6/2)

Por lo tanto
1 sin((N +1/2)0)

Du(6)= 2 sin(0/2)

Tenemos por lo tanto,

S(O) = j FOD(O—6"d0

Iss

Ng'—q%)

(8-42)

(8-43)

(8-44)

(8-45)



_ Jm F(O— 6Dy (6)d6'

= [Tye—0)— oy H1/2)8)

do g
21 J sin(6'/2) A

donde en la segunda igualdad hemos usado que la integral de una funcién periddica
sobre su periodo es independiente del punto donde comienza el intervalo de integra-
cién, y en la Gltima hemos restado y sumado f(6) y usado que la integral del niicleo
de Dirichlet es uno (g.42).

Si f(0) es Lipschitz, |/ (6 —60")— f(0)| < k|¢| y por lo tanto

f(6—=0")—f(O)
sin(6’/2)

g(0') = (8.46)

es continua en (0, 277) y acotada en los extremos, por lo tanto integrable. Aplicando
ahora el Lema de Riemann-Lebesgue concluimos entonces que la integral tiende a
cero con N y por lo tanto que limy,_, .. Sy(/)(€) = f(0) en todo punto donde (&)
es Lipschitz. &

Para probar que S es completo solo tenemos que ver que si (¢*”*, g) = o Y 7 luego
g =o.Sea f € C,[o,27] y c, sus coeficientes de Fourier con respecto a S, luego

inx

, M einx
(f,g):/‘}f;o<§%\/—2—ﬂ,g>:0 (8-47)

Concluimos entonces que g es ortogonal atoda f € C, [0, 27], pero como vimos este

espacio es denso en L*[o, 27t ] y por lo tanto por continuidad debemos tener entonces
que(fag>:0Vf€H,OSeag:o ‘

Ejemplo [Aplicacion de la serie de Fourier] Sea S un aro de metal de circunferencia
27t y sea T,(6) una distribucion de temperatura que supondremos de cuadrado inte-
grable (€ L*(S)). La evolucion temporal de 7(0, ¢), (despreciando pérdidas al medio
circundante por conduccién o por radiacion) esta dada por,

aT _ L a:T

dt a6>
con k una constante positiva. Supondremos 7'(6,0) = T,(8). Suponiendo ademas
que 7'(0, ) admite una descomposicion en serie de Fourier,

(8-48)

00 in0

T6,0= 3 1,0)5=

y que se puede pasar las derivadas dentro de la sumatoria infinita obtenemos,

or_, o1
at 20>

(8-49)

(o] =
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o dT,(t) . el
n;oo( o +kn Tn(t))m

de la independencia lineal de los elementos de la base, o simplemente tomando el
inf .
producto escalar con f/? vemos que se debe cumplir,

(8-50)

dT (t
%:_k”ZTn(f) Vn (8-51)
o sea,
T,(t)=T,(o)e """ (3-52)
Si la temperatura inicial era
) ein9
(0= 2. T;‘/_ (8-53)
n=—o0 27T
vemos entonces que T, (t) = T2 %"t y
° b eim9
T(6,0)= >, T "' ——= (s-54)
n=—00 27T

nos da la solucién del problema.

Notemos que: a) La distribucion de temperatura en la barra solo depende de la
distribucién inicial. b) El hecho de haber podido reducir un problema en derivadas
parciales en un problema en derivadas ordinarias de debe a que hemos elegido repre-
sentar a las funciones en una base de autovectores del operador derivada. En efecto,
lo que hemos usado fundamentalmente es que %emg =ine’"?. ¢) No importa cuan
mala (no diferenciable) es la distribucién inicial 7, (&), mientras esté en L*(S), la solu-
cion se suaviza para tiempos positivos. En efecto si por ejemplo la distribucién inicial
es solo Lipschitz luego para todo ¢ > ola solucidn es infinitamente diferenciable, tan-

to en ¢t como en 0. Para ver esto, por ejemplo tomemos,

arT(0,t) RS- ein?
BT _n;an(—/en ye Var

pero como para t > o, n*Pe™*""* — o rapidamente cuando 7 — oo la serie converge
absolutamente. Por el contrario, para dato inicial genérico, aun infinitamente diferen-
ciable, la solucion no existe para tiempos negativos, ya que en ese caso los coeficientes
de la serie crecen rapidamente con n.

(8-55)

—kn?

Ejercicio: Pruebe que un conjunto ortogonal {x,} es completo si y solo si (x,,g) =
o Vn=>g=o.

Problema g.3 : Use Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal a partir de los
mM0onomios

I, X, X%, ., X7, (8-56)



con respecto a los espacios de Hilbert obtenidos a partir de los siguientes productos escala-
res:

. (f,g)= f_II f g dx (En este caso obtendyi los polinomios de Legendre.)
2. (f,g)= fjooo fge™" dx (En este caso obtendyi los polinomios de Hermiate.)

5. (Fre)=]" fge™™ dx (En este caso obtendyi los polinomios de Laguerre,)

Estas bases polindmicas reciben el nombre genérico de sistemas de polinomios de

Ichebyschev.

El hecho de que los polinomios de Legendre son una base sigue del Teorema de
Aproximacion de Weirstrass y del hecho de que las funciones continuas son densas
en L>.

*Método de Gram - Schmidt.
Dado un conjunto numerable de elementos linealmente independientes de H, {x;}
generamos recursivamente los siguientes conjuntos:

i—1

Vi
yi:xi_Z(ul’xi)ul’ up =5
= Iyl

Note que la segunda operacién estd bien definida ya que y, # o. Esta aseveracién sigue
del hecho de que el lado derecho en la definicién de y, es una combinacién lineal de
losx;, 7 =1,...,i y hemos supuesto que estos son linealmente independientes.
Veamos ahora que (#,,#;) = &,;. Para ello probaremos por induccién que dado z,
(u;,u;)=0V j <i positivo. Esto es cierto para z = 1 [ya que no hay ;]. Supongamos
entonces que es cierto para i — 1y veamos que también lo es para ;. Pero, dado j < i
tenemos,

J—1

(u;9,)= [(”j’xi)_Z(”I’xi)(”j’”1)] = [(”j’xi)_(ujrxi)] =o.

=1

Si el conjunto de partida es un conjunto completo, es decir un conjunto que no es
subconjunto de un conjunto mayor de vectores linealmente independientes, luego el
conjunto resultante es una base ortogonal. En particular, si (x,#,) = o Vi, luegox =o.

. X , ,
Caso contrario tomamos # = rx7 y tendriamos otro elemento de la base, lo que seria

una contradiccion con respecto a la completitud de los {;}.

g8.6. Problemas

Problema g.4 Sea ¢ : H — C un mapa lineal. Muestre que ¢ es continuo si y solo si es
acotado.
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Problema g.5 Muestre gue el mapa I : Cla,b]— R dado por

b
1) = j f (), (557

es un mapa lineal y continuo.

Problema g.6 Sea V un espacio de dimension finita y sea {u;}, i = 1..n una base y

{0}, i = 1.nla correspondiente co-base. Sea x = 3"_ x'u; un vectorde V cualquiera

yow =" w;0" unafuncional lineal cualquiera, es decir un elemento de V'. Considere

en V la norma

lxll, = S 1'1P)7 (3-58)

Vea que esta es una norma y pruebe que la norma inducida en V' por ésta estd dada por,
n 1
lleoll, = (D leo; )7, (8-59)
=1

donde
11
—+-=1 (pg=1); (8-60)
r 9

Ayuda: Exprese w(x) en componentes con respecto a la base/co-base dada y luego use

(pruebe) la desigualdad:

n n n
1D % @ SOOI ey l)5 (8.61)

Problema g.7 Sea c, el espacio de sucesiones {x} = (x,,x,,...) convergiendo a cero con
la norma

[1{x}le, = sup{lx;[}- (8-62)

Probar que el dual del espacio c_ es el espacio |, de las sucesiones absolutamente sumables
{w}=(w,,w,,...) con la norma

el =Dl (5:65)

Ayudas: Note gue dado un elemento de |, {w} = (w,w,,...), tenemos un funcional

lineal dado por,
w({x}):= inwi' (8-64)

Pruebe que este cumple
lleoll <[{eo}]s - (8-65)
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Luego encuentre un elemento de norma ignal o menor que la unidad en ¢,y con su ayuda
vea que

lleol| = [{ o}l (8-66)

de lo cual se concluye gque las normas son las mismas. Solo resta ver que para cada elemento
del dual de c_, w, existe un elementode | , {w} = (w,,w,,...) tal que la ecuacion g.64
valga. Para ello construya una base de c_ vy la respectiva base de su dual. Atencion: en
algiin punto tendrd que usar que las funcionales lineales consideradas son continuas.

g8.7. Problemas de Series de Fourier

Problema g.8 Sea f una funcion integrable de periodo T. Muestre que

T+a

T
J f(x)dx = f(x)dx, Ya€eR (3.67)

Problema g.9 a.- Encuentre la serie de Fourier de la funcion f(x):= x en el intervalo
[—7, 7]
b.- Use la relacidn de Parseval para probar que

(o]

> nL =m/6 (3-68)

Problema g.10 a.- Encuentre la serie de Fourier de la funcion f(x) := e** en el inter-
valo [—m, 7]
b.- Use la relacion de Parseval para probar que

o0

rcoth(ms)/s = Z

n=—oo

I
s2+n?

(8-69)

Problema g.11 Sea S, : L* — L* el mapa que envia [ € L* en la serie parcial de
Fourier,

=" ¢, o= (e, f(x)). (8.70)

= 27
Muestre que los S, son proyecciones ortogonalesy que S,S,, =S,,S, =S,, si m < n.

Problema g.12 En este problema se intenta probar que la serie de Fourier de una fun-
cion continua es sumable en el sentido de Césaro en todo punto. Sea f(0) una funcién

periddica en LZ, 7(0) G Lz[o, 2] ¢, = =0, £(0))y

a.- Probar que

ittt 1/3)x)
27TJ f(6 sin(x/2) ety O (871
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b.-Sea §S,(f)0)=—=>"S,,(f)0) (suma de Césaro), pruebe que:

n+1 o~ m

5S,(/)(0) = —— j fO 4SO g

2t(n+1) sin*(x/2)

c.- Sea K, (x) = St Ux/2) pmebe que para todo & > o,

27t(n+1)sin*(x/2)
K, (x) — o uniformemente en [§, 2t — 8]
d.- Pruebe que SS,,(f)(0,) — f(6.) si f es acotada y continua en 0.,.
e.- Probar que si | es continua y periddica, entonces SSL,,(f)(0) — f(0) uniforme-
mente en 0. Aynda: recuerde que si | es continua en [ 0,27 entonces | es uniformemente
continua.

f-- Mostrar que ||f —S,(F)| < ||f —SSL,(f)|| y concluir que S, (f) — f en L* si f

es continua.

Problema g.13 Suponga que f € C,([o,27]) y sea c, = (0, f)y b, = (e, f").
a.- Vea que S2%°_ |b,|* < 0o y concluya que S n*|c,|* < oo.
b.- Probar que 3> |c,| < oo.
c.- Probar que 30 _ cme”“9 es uniformemente convergente para n — oo.

d.- Utilice el item f.- del problema anterior para concluir que

n mif

0 Cpe™? = 270 (0) uniformemente.

Problema g.14 Considere la expansion en serie de Fourier para la siguiente funcion:
) =1 o<x<T
f(x) -—{ 4 m<xam (8-73)

F(O+27) = f(0). La suma de los primeros n términos produce una funcion que tie-
ne un mdximo absoluto en las cercanias positivas de o de altura 1+ 8,. Mostrar que
lim, . &, ~ o,18. Esto se conoce como fendmeno de Gibbs.

Notas bibliograficas: Estas notas estan basadas en los siguientes libros: [9], [10],
[13], [1] y [14]. Esta es una de las areas mas bellas y ttiles de las matematicas, basica
para casi todo, en particular la mecanica cudntica. No deje de profundizar un poquito

en ella, sobre todo recomiendo los libros [9] y [ 1] de lectura placentera.
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CAPITULO 9

DISTRIBUCIONES

9.1. Introduccidn

Para hacer del espacio de funciones de cuadrado integrable L*(/R) un espacio nor-
mado fue necesario generalizar el concepto de funcién (como mapa de Ren IR ) en
el sentido que los elementos de L* son solo funciones definidas en casi todos los pun-
tos, es decir clases equivalentes de funciones de cuadrado integrable ante la relacion
de equivalencia f ~ g si [ |f —g|*dx =o.

Si bien esta generalizacion es Util ya que entre otras cosas nos permite agrupar
las funciones en espacios de Hilbert y asi usar la poderosa estructura geométrica que
éstos tienen, es conveniente considerar una generalizacion aun mayor la cual, como
veremos mas adelante, nos proveera de una importante herramienta en lo que hace
al calculo formal en fisica matematica.

Las funciones generalizadas que definiremos a continuacién, llamadas distribu-
ciones, tienen muchas propiedades interesantes, entre ellas que la operacion diferen-
ciacion es cerrada en este espacio, es decir la derivada de una distribucién es otra
distribucion. Esto es particularmente sorprendente si se tiene en cuenta que entre las
distribuciones hay funciones que ni siquiera son continuas!

¢Cual es la idea detras de esta generalizacién? El teorema de representacion de
Riez nos mostr6 que el dual de L2(/R) es ese mismo espacio. Ahora bien, si en vez
del dual de L*(/R) consideramos el dual de un subespacio de L(/R), obtendremos un
espacio mayor que L*(/R) y que contiene a éste de una manera natural. Este espacio
lineal, que contiene al de las funciones usuales es un espacio de funciones generaliza-
das.

Esta claro que existen muchos espacios de funciones generalizadas ya que no solo
podemos considerar distintos subespacios de L*(/R), sino también podemos conside-
rar distintas nociones de continuidad mas débiles que la continuidad proveniente de
la norma de L*(/R) para definir los espacios duales.

¢Cudl de ellos estudiar? La respuesta es: El que mas convenga al tratamiento del
problema para el cual se las quiere usar. Aqui trataremos aquellas obtenidas a partir
de un subespacio bastante pequefio con lo cual se obtiene una generalizacién lo su-
ficientemente amplia como para abarcar con ella la mayoria de los problemas de la
Fisica. Es necesario remarcar que el concepto de distribucién que introduciremos no
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es una necesidad fisica, en el sentido que las teorias fisicas se pueden enunciar usan-
do simplemente funciones infinitamente diferenciables’ , pero si es una herramienta
muy util que permite una formulacién mas “condensada"de algunas de estas leyes. El
subespacio de L*(/R) que usaremos es de las funciones infinitamente diferenciables y
de soporte compacto C>°(/R). [Recuerde que el soporte de una funcion clasica f(x)
esta dado por el subconjunto de R,

CHf™ [R—{o}]},

donde C/ significa tomar la clausura. Como el soporte de una funcién es automati-
camente cerrado, que sea compacto (como subconjunto de R o R" ) significa mera-
mente que es acotado. |

S o . .
Ejercicio: Muestre que C°(/R) es realmente un espacio vectorial.

Ejercicio: Muestre que ademas es un algebra con respecto al producto usual. ;Cual es
el soporte de /- g?

¢Qué nocién de continuidad introduciremos en las funcionales de C°(/R) para
definir el dual? Desgraciadamente no hay en este espacio ninguna norma que sea
natural, en particular no hay ninguna en que éste sea completo 2.

Hay si, en este espacio, una topologia conveniente. La correspondiente nociéon
de continuidad de esta topologia se obtiene del siguiente criterio de convergencia:

Definicion: Diremos que una sucesion {¢,}, ¢, € C°([R) converge a ¢ € C°(IR)
Si:

1. Existe K C IR compacto tal que soporte(p,) CK Vn.
2. Las sucesiones {goE,P )} de sus derivadas de orden p convergen uniformemente

en K a ¢?) paratodo p = o, 1,2,...,, es decir dado p y ¢ > o existe N tal que
para todo 7 > N se cumple

s peer| ) (x) = P (x)| <. (9-1)

" Aqui nos referimos a las teorfas fundamentales. Existen aproximaciones, como la teoria de los fluidos,
donde las distribuciones aparecen naturalmente.
*Adn en el caso que, por ejemplo, usdsemos como norma

=l

All= >0 5w, gllf ™Gl

n=o

no obtendriamos un espacio completo ya que en este hay sucesiones de Cauchy que tienden a funciones
infinitamente diferenciables pero cuyo soporte no es compacto.
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Note que la primera condicion nos restringe a considerar como sucesiones conver-
gentes a aquellas que solo pueden converger a una funcién de soporte compacto. Esto
es fundamental para la completitud del espacio y para que la convergencia uniforme
en lasegunda condicion tenga sentido usando el supremo. Con este criterio de conver-
gencia asociamos la siguiente nocion de continuidad sobre las funcionales de C°(/R)

en IR.

Definicion: Diremos que la funcional F : C*°(RR) — IR (o C) es continua en ¢ €
C2°(IR) si dada cualquier sucesion convergente {¢ } en C*°([R) a ¢ se cumple,

F(p,)— F(9). (9-2)

Esta nocién proviene de la topologia antes mencionada.

Ejercicio: Sea B un espacio de Banach con la nocién de convergencia dada por su
norma. Muestre que en ese caso la nocién de continuidad definida arriba coincide
con la usual (¢, 8).

Con esta nocion de continuidad el espacio C°(IR) es llamado el espacio de fun-
ciones de prueba de R y denotado por Z([R).

Definicién: El espacio dual al espacio de funciones de prueba, 27, es decir el espa-
cio de funcionales lineales continuas 7 : C*°(RR) — IR es llamado el espacio de las
distribuciones.

Ejemplos:

a) Sea / continua y sea la funcional lineal
Ty ( )=J fodx. (9-3)
\¢ R ¢

Como

T ()| < ( jK ] dx> s prerlol 01

donde K es cualquier compacto conteniendo el soporte de ¢ vemos que 7 es conti-

nuay por lo tanto una distribucion. Vemos asi que las funciones continuas dan origen
a distribuciones, es decir estan incluidas naturalmente en el espacio de las distribu-
ciones.

Ejercicio: Muestre que si f # g luego Ty # T,,.
b) Sea f integrable (en el sentido de Lebesgue) es decir un elemento de £ '([R) y sea

Tf(go):JR feodx Y 9eC>(R). (9-5)
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Pero [Ty (¢)| < sup,exlel fﬂ{ |f|dx y por lo tanto si {g, } — o entonces Ty(¢p,) —

o lo que nos asegura (por linealidad) que 7} es continua y asi una distribucion. Note
que si f = g en casi todo punto (f ~ g) luego Ty = T, por lo que concluimos que

son en realidad los elementos de L' los que definen estas distribuciones. Las distribu-
ciones obtenidas de esta forma se denominan regulares.

c)Sea T, : C*®(R) — IR, a € IR, dada por T,(¢) = ¢(a), este mapa es claramente

lineal,
T(p+ad)=gla)+adla)=T,(p)+aT$)

y continuo
[Tl =lp@l <sup, glox)l

y por lo tanto una distribucién. Esta es llamada la delta de Dirac en el punto a. ¢(Hay
alguna funcion continua, £, tal que 7, = 7;? Supongamos que si, y que f(7) # o0
con 7 # a. Eligiendo ¢ distinto de cero solo en un entorno suficientemente pequefio
de 7 que no contenga a 4 y con el mismo signo que f(7) obtenemos ¢(a) = oy
T/ () # o lo que implica que f(7) = o Vr # a pero por continuidad concluimos
entonces que f = o'y por lo tanto que T;(¢) = oV ¢ € C*([R). Vemos entonces
que esta distribucién no proviene de ninguna funcién continua y se puede ver que en
realidad no proviene de ningtin elemento de L' (/R), es asi una distribucion irregular.
Estos son los elementos extra que nos da la generalizacién definida. Usualmente, en
manipulaciones formales se pretende que esta distribucion proviene de una funcién,
denominada delta de Dirac y denotada por 8 (x —a). Con ella se escriben cosas como

| B apt0)dx =gt (5.6

Como hemos visto en realidad no existe ninguna funcién para la cual esta expresion
tenga sentido por lo tanto ésta es solo formal y debe considerarsela con precaucion,
es decir siempre como un mapa lineal y continuo del espacio de funciones de prueba.

¢Qué estructura tiene 2’(IR)? Por ser un espacio dual ésta es un espacio vectorial
con la suma de sus elementos y el producto de éstos por nimeros reales definidos en
la manera obvia, es decirsi 7,7 € 2, a € IR, luego (T + ozf) (p)=T(p)+a (f(go))
Estas operaciones generalizan las operaciones definidas sobre funciones integrables
vaque Ty +aT, =Ty, ,,.

¢Esta definido el producto de distribuciones? La respuesta es que en general no lo
est4 —asi como tampoco lo esta entre funciones integrables-. Si lo esté si una de ellas
proviene de una funcidn de prueba, es decir

T, T(¢)=T(p¢) ¥4 €9, (9-7)

donde hemos usado que los elementos de & forman un algebra. Note que ésto gene-
raliza la operacion definida sobre funciones integrables:

Ty Tf@):JRf v =Tr(ph)=Tyr(¢) (9-8)
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yaquesi f €L'luego fopeL'sipe .

9.2. La derivada de una distribucion

Si f es continuamente diferenciable luego su derivada también da origen a una
distribucion T, ¢Qué relacion hay entre 7, y 7j? Note que

@N@=J%f@dx=—j%f¢ﬂx=—iﬂ¢>V¢€@ (9-9)

donde al integrar por partes se usd que las ¢ en 9 tienen soporte acotado. Esto sugiere
que la posibilidad de extender la nocién de derivada a toda distribucién por medio
de la férmula

T'(p)==T(¢), Vo€, (9.10)
donde el lado derecho esta bien definido ya que si ¢ € Z luego ¢’ € 2. Note que
esta operacion satisface las condiciones que uno esperaria ya que son las mismas que
satisface la derivada usual, teniendo en cuenta que ahora estamos en este espacio mas
amplio donde el producto de funciones no esta definido en general. En efecto esta
operacion es lineal.

~

(T+al)(p) = —(T+aT)(e)=—(T(¢)+aT(e))
= Tp)+al'(p)

y satisface la regla de Leibniz tanto como es posible ya que como vimos el producto
de distribuciones no esta definido en general. Cuando si lo esta, es decir cuando una
de ellas es un elemento de 7, tenemos que

(1,7Y(9) = —(1,T)(¢)=—T(p¢)

(9.11)

= —T(pd)—¢'9)
= —T(ed))+T(¢'¢) (9.12)
= T'(pd)+9'T(¢)

T T

— / s
= 1, PP+ T, 1)
= (T, T+ T, T)($)
(To T+ Ty T) ()
Pero estas son las condiciones que definen una derivacion. Vemos por lo tanto que
ésta es una extension de la derivada de una funcién en 2. Note que al generali-
zar la nocion de funcidn en la de distribucion la hemos ampliado tanto que aho-
ra objetos como la derivada de funciones discontinuas (incluso en todos sus pun-
tos') estan incluidas entre éstas e incluso son a su vez infinitamente diferenciables

)= (=)' T()].

Ejemplo: 7/, la derivada de la funcién de Dirac en a es la distribucion tal que 7/ (¢) =
—¢'(a) V9 €.
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Comenzamos con el espacio de funciones infinitamente diferenciables de soporte
compacto y finalizamos también con un espacio infinitamente diferenciable [con una
nocién distinta de derivada], cabe preguntarse si existe una nocién de soporte de una
distribucion. Obviamente no podemos utilizar la misma nocién que para funciones
continuas y tendremos que proceder de una manera indirecta.

Sea O un abierto acotado, de Ry 2(O) el espacio de funciones de prueba con
soporte en la clausura de O, O. Diremos que una distribucién 7' se anula en O
st T[2(0)] = o, es decir si se anula para toda funcién de prueba con soporte en O.
Llamaremos el soporte de T al complemento de la unién de todos los abiertos donde
T se anula. Por ser el complemento de un conjunto abierto este conjunto es cerrado.

Ejemplo: Elsoporte de 7, es {o}.Sea O, = (1/n,n)U(—n,—1/n),luego R—{ ] O, =
{o}.

Ejercicio: Sea f continua. Pruebe que soporte{f}=soporte{T;}

Ejercicio: ¢Cémo extenderia las nociones de funciones pares (f(x) = f(—x)) y el de
impares (f (x) = —f (—x)). ¢Qué propiedades conserva esta extension?

Ejercicio: Sea
gm={ 2 120

o, x<o

x € IR. Claramente g(x) es continua pero no diferenciable (en el sentido clasico).
Encuentre las 3 primeras derivadas de g en el sentido de las distribuciones.

Ejercicio: La parte principal, en el sentido de Cauchy, de una funcién,

QOMXﬂzﬁmL L f(x) dx

&—o x|25 X

es una distribucién. ¢Cémo debe interpretarse la formula?

lim ! ,:9( ! >—i7'53(x—xo)
x

o

Hemos visto que una distribucién es diferenciable, es decir dada 7' € 9 existe
S € 9’ tal que T’ = §S. Cabe preguntarse lo opuesto, es decir si dada § € 2’ existe T
tal que la formula de arriba valga, es decir

~T(¢)=S(p) Voe2. (9-13)

168



Esta es una generalizacion a distribuciones de la mas simple de las ecuaciones dife-
renciales ordinarias ya estudiadas y la respuesta al problema planteado es afirmativa.
Note que dada 7 la ecuacién (9.13) nos define S, es decir su derivada, pero si damos
S luego (9.13) no define 7' completamente ya que esta formula nos dice solamente
coémo acttia T sobre funciones de prueba (¢’) cuya integral (¢) es también una fun-
cién de prueba. Esto es de esperar ya que en el caso de funciones la primitiva de una
funcién esta solo determinada hasta una constante. Esta indeterminacion se remedia
dando valores iniciales generalizados lo cual se logra pidiendo que 7'() tenga un

dado valor, Ty, para alguna 6 € 7 que no sea la primitiva de otra funcién en 7, es
P

decir que ¢(x) = J 0(%X) d % no tenga soporte acotado (o sea que JR O(%)dx # o).

—0Q

Teorema 9.1 Dada S € 7', 0 € D tal que fﬂ{ fdx#oy T@ € IR, existe una vinica T
satisfaciendo

S(p) Voe2
g

—T(¢")
7(9)

(9-14)

Prueba: Solo tenemos que conocer la accién de T sobre una arbitraria ¢ € . Sin
pérdida de generalidad tomemos 6 tal que [ RY = 1. Vemos que dada ¢ € 7 existe

un tnico A, € Ry una tinica ¢, € 7 tal que, — 4,0 = 90:b’ es decir es una funcion

de prueba con primitiva. En efecto, sea

o= @-a0az

luego la condicién para que ¢ 4 tenga soporte compacto (y por lo tanto sea una fun-

cién de prueba) es que

o:f (¢—)¢(9)d92:J $pdx—A,=o0 (9.15)
o sea -
/1¢:J ¢ dx. (9.16)
Sea entonces
T(¢)= Ay Ty—S(p,), (0-17)

esta distribucion satisface las ecuaciones del enunciado del teorema. Note que A, Ty
es una distribucién,

AT :TJ dx,
slo=1g ]R¢
yque,
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T(0)= A Ty—S(pg) = Ty—S(0) = Tj.

Veamos la unicidad, sea 7" otra distribucion satisfaciendo 9.14, luego la diferencia,
8T =T —T satisfacera,

ST(Y)) = o Yged
ST®H) = o (9-18)

Como hemos visto que cualquier funcién de prueba ¢ se puede escribir como, ¢ =
Mﬂ + §”:p tenemos,

ST(¢)= /1¢3T<6>+3T<90ZP>: o.

Lo que concluye la demostracién de unicidad. De esto concluimos que, como en el
caso de funciones, dos soluciones cualesquiera de (9.13) difieren por una constante

e

9.3. Nota sobre la completitud de Z y su dual 2’

Usando la nocién de convergencia introducida en 9 podemos definir un concep-
to analogo al de sucesién de Cauchy:

Definicion: diremos que una sucesion de funciones de prueba {¢,}, ¢, € Z es con-
vergente si:

1) Existe K € IR compacto tal que sop(¢,,) CK Y n.

2) Dado p y ¢ > oexiste N tal que para todo 7,m > N se cumple

sipuek |7 (0= i (x)] < ¢

Con esta nocion de convergencia el espacio & es completo, es decir toda sucesion
convergente converge a un elemento de 9. Para discutir completitud de 2’ debemos
introducir nociones similares en este espacio. La nocién de convergencia apropiada
es la siguiente.

Definicién: Diremos que la sucesiéon {7,,}, T, € 9’ convergea T € 9’ si T,,(¢) —
T (¢p) paratodo g € 7 3.

Ejemplos:

a) Sea T,, la distribucién asociada con la funcién e=*="I". Luego T, converge a la
distribucion cero. Esto muestra lo débil que es este tipo de convergencia.

b) Sea T, la distribucion asociada con alguna funcion f,, satisfaciendo

3Nuevamente estamos introduciendo una topologia de manera indirecta, esta vez en 2.
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1. f(t)>osi|t|<1/nycerosi|t|>1/n.

2. fffn(t)dt =1,

Luego 7, — T, la funcién de Dirac con soporte en el cero.

Andlogamente podemos definir la nocién de convergencia de distribuciones.

Definicién: {T,,}, T, € 9’ es convergente si paracada ¢ € Z y ¢ > oexiste N tal que

si z,m > N luego
T(p)=T,(p)l <e

Con esta nocién de convergencia el espacio 2’ es completo.

9.4. Convergencia y Compacidad Débil

En un espacio normado, H, tenemos la nocién de convergencia con respecto a la
norma, la cual llamaremos convergencia fuerte

(x)5x si lim |jx, —x||; =o.
n—oo

En estos espacios existe otra nocion de convergencia, la llamada convergencia débil
y que usa la existencia del espacio dual de H, H'.

Definicion: Diremos que {x, } converge débilmente a x,

{xn}ix, si o(x,)—o(x) YV oeH.

Si H es un espacio de Hilbert (lo que supondremos de ahora en mas) el Teorema de

Representacién de Riez nos dice que {xn}ix sit (x,,,y) — (x,y) Yy € H.

Claramente esta nocion de convergencia es la mas débil tal que los elementos de
H’ son funcionales continuas [En el sentido que f es continua en x si dada cualquier
b4 . ’ .
sucesion {x,} convergiendo a x luego lim f(x,) = f(x).], donde decimos que
n—0o0
una nocidn de convergencia es mas débil que otra si toda sucesién que converge con
respecto a la segunda también lo hace con respecto a la primera y hay sucesiones
que convergen con respecto a la primera pero no con respecto a la segunda. Veamos,
a manera de ejemplo, que la convergencia en norma, o fuerte, es en realidad mas

fuerte que la llamada débil. Supongamos entonces que {x, }>x es decir lim,, . ||x—
x,||;; = o, luego como los elementos de H’ son funcionales lineales acotadas (<=
continuas) se cumple que

lo(x)—o(x,)| < llollgllx—x,|| Y oeH, (9.19)
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y por lo tanto,
lim |o(x)—o(x,)|=o, (9.20)
n—oo
d . . . .
o sea {x, }—x. El siguiente es un ejemplo de una sucesion que convergen débilmente
y no fuertemente.

Ejercicio: Muestre que la sucesién {x, = (o,...,0, 1 ,0,...)} converge débilmente en
n
[* pero no fuertemente.

El anterior fue también el ejemplo que utilizamos para mostrar que la bola de
radio unidad en /* no era compacta con respecto a la convergencia fuerte. ¢Sera ésta
débilmente compacta? Es decir, dada una sucesion {x,} € B,(/*) cualquiera ¢existira
una subsucesién que converja débilmente? La respuesta es afirmativa y es una de las
herramientas maés ttiles del analisis funcional.

Teorema 9.2 B, es débilmente compacta.

Prueba: Sélo probaremos el caso en que H es separable. Sea {x,} con ||x,||; <1y
S ={e,,} una base ortonormal numerable de H. Construiremos, usando induccion,
una subsucesion {x:°} tal que,

(x2e,) = a, Ve, €S. (9.21)

Sea m=1, luego |(x,,,e,)| < 1%, |l 4lle. ]l < Vemos entonces que {(x,,e,)} es una
sucesion acotada en C. Pero la bola de radio unidad en C es compacta y por lo tanto
habra alguna subsucesion (x), e, ) convergiendo a algin @, en C. Supongamos ahora
que tenemos una subsucesion {x '} tal que
m—
(€% I,ep)—wzp Vi<p<m—1. (9.22)
De la misma forma que como hicimos para el caso 7 = 1, considerando en este caso

x7~' e )} obtenemos una subsucesién {x™} de {x”'} que satisface,
n m n n q
—00

(x:l’em)n_) am’ (923)

lo que completa la induccién. Tenemos asi un mapa o : {e,,} — C dado por o (e,,) =
a,,,como {e,, } es unabase podemos extender este mapa linealmente a todo /. Como
{x7°} es acotada,

o) =1lim (e, )l < Il (9-24)

y o es también acotada, por lo tanto continua. Usando el Teorema de Representacion
de Riez sabemos entonces que existe x € H tal que

(x,y)=0(y)=lim(x;°,y) Vye€H. (9.25)
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. d
Concluimos asi que {x;°}—x #
En el préxido capitul o haremos uso de esta propiedad para probar un importante
resultado en espacios de Sobolev.

Notas bibliograficas: Recomiendo leer: [10], [1][9]. A pesar de que fue un fisico,
Dirac, el que introdujo el concepto de distribucién muchos fisicos las desdefian como
algo matematicoy las usan como una abreviacién ttil para hacer calculos. Usualmente
la persona que las manipula conoce lo que esta haciendo y no comete errores, pero
es bastante facil cometerlos si no se siguen cuidadosamente las reglas y se pierde de
vista lo que son. Esto por ejemplo lleva a errores tales como asignarle significado al
producto de dos distribuciones arbitrarias. No es dificil entender el concepto basico de
distribucidn ni tampoco que no hay que salirse de las reglas operativas, sigalas siempre
¥ 1o se equivocara.
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CAPITULO 10

LA TRANSFORMACION DE FOURIER

ro.1. Introduccién

Consideremos el siguiente problema en el circulo ' cuya circunferencia es 27:
Dada p continua en §* encuentre f en S* tal que

af
a6: ~

Una manera de resolver este problema es utilizando la base ortogonal de Fourier,

(r0.1)

{ﬁemg} de L*(S"). Sea F : L*(S") — [* el mapa entre estos espacios generado por
esta base, es decir,

A== 0} = () (102)

Luego

F(oh—p) = {lzze" e}

— 2
= {—n c, —an}

(10.3)

donde {a,} = F(p).

Como F(o) ={o} vemos que (10.1) implica una ecuacion algebraica en /2,
—n’c,=a,. (10.4)

SipesL* ortogonal a f =cte., es decir a las inicas soluciones de (10.1) con p =0, lo

o . . a, :
que implica z, = o, lasucesién con ¢, arbitrario y ¢, =——=, n # osatisface (10.4). El
2
mapa inverso F~': [* — L*(§") nos define f(0) = E —2_ ¢ el cual al menos
n=-o0 V 270
formalmente' es una solucién de (10.1).

o0
'El mapa define un elemento de L* pues o € L* y por lo tanto Z la,|* < oo lo que implica que {c,

—0Q
. . a . _
arbitrario, ¢, =——=, n # o} es también un elemento de /2. Restarfa ver que f = F~'{c,} es dos veces
n

diferenciable.
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Note que en esta aplicacion no hemos usado directamente el hecho de que las

. 1 . . o
funciones {——¢""} forman una base ortogonal sino solo que 0 —inely

—e
Var do

ciertas propiedades del mapa F generado por dicha base. En particular esta propiedad

de la base se induce en el mapa en el sentido que si / € L* es diferenciable y F(f) =

{c,} luego F(%) ={+inc,}.

Estas observaciones son muy utiles pues existen casos, como el de L*(RR), en
los cuales no se conocen bases ortogonales interesantes, pero si mapas similares a
F con propiedades interesantes. Uno de ellos es la transformacion de Fourier que
estudiaremos ahora. El problema en L*(/R) es que deseariamos tener una base {¢,,}

. . ./
=1¢,9,, pero las soluciones a esta ecuacion son

cuyas funciones satisfagan L

@, = a, e, las cuales no son funciones de cuadrado integrable cualquiera sea c,
oa, € IR (excepto por supuesto que tomemos 4, = o). Sin embargo aunque estas
funciones no formen una base ortogonal si generan un mapa 7, esta vez de L*(/R)
en otra copia (considerada como distinta) de L*(/R), con propiedades similares a las
del mapa F considerado anteriormente.

Teorema 10.1 (de Fourier) La transformacion de Fourier

A 1

= = e f(x)d"x 10.
== [ e o (10:9)

donde x - A=3,_ x' A.
Satisface:

a) F : L*(IR") — L*(IR") es un mapa lineal, continuo e invertible de L*(IR") en si
1 =WF O = If |l (identidad

mismo que preserva la norma (es decir unitario), || fA |
de Plancherel).

b) Su inversa estd dada por

1

(27T>n/z

)= ()= f ey (10.6)

¢) Si la derivada de | € L*(IR") en el sentido distribucional estd también en L*(IR") se
cumple entonces que

7 <§—f> =i Z(HD. (107)
]

Este teorema nos dice que esta transformacion tiene todas las propiedades que
tenia la generada por la base de Fourier y por lo tanto sera tan util como aquella en
aplicaciones similares, pero ahora en R”.
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La prueba de este teorema usa varias de las técnicas mas comunes y poderosas del
analisis funcional y por lo tanto es recomendable una lectura atenta y no automatica
de la misma.

Prueba: El mapa # es obviamente lineal y claramente esta definido para cualquier
funcion en C2°(IR”), es decir infinitamente diferenciable y de soporte compacto.
Veamos primero que .Z preserva la norma L*(/R”) para estas funciones. Sea f €

. 2
C2°(IR") cualquiera y tomemos un n-cubo C, de volumen (-)" con ¢ > o sufi-
£

cientemente pequefio como para que sop(f) C C,. Sea K, = {k € R" | k; =
7 pe para alglin entero p}, [por ejemplo en IR’ el vector (7we s, we 17,0) es un elemen-

nl2 .
to de K ]. Luego el conjunto de funciones {(i) ek ke KE} forman una base
2

ortogonal de L*(Cy).
Pero f € L*(C,) y es continuamente diferenciable, por lo tanto

Z <<£>n/2 eik"z,f(&;))<f>n/z ok — Z &eik-x(zng/z)n’ (10.9)

keKg 2 2 keKg (Zﬂ)n/z

es la representacion en serie de Fourier de f la cual converge uniformemente a f en
C. y por lo tanto en R”. Tenemos entonces que

I

b= [ s
- JCE|f<x>IZd”x
= >

/eEKg

= SIS k) (re). (10.9)

/eEKg

(et pey]

Como R” es la unién de n-cubos de lados e (o sea de volumen (7re)” alrededor de
los puntos de K el lado derecho de (10.9) es simplemente la serie de Riemann de la

A
funcién |f(k)|. St esta funcion fuese continua luego la serie de Riemann converge-
A

riaa||f]|}, y habriamos probado que la transformada de Fourier de una funcion en
C°(IR") preserva la norma L*(/R"). Pero

af(k 1 -7 —ikx n
snl 21 = sl [ —iv et p@an
R»

< — | Wrwlr <,
(2m)?/? R

(10.10)
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yaque f €C Oo(ﬂ?") emos entonces que las derivadas de f (k) estan acotadas y por
lo tanto que f es continua. Este resultado no solo completa la demostracién de que

Z preserva la norma sino también, ya que fA (k) es continua, que la serie de Riemann
en el lado derecho de la ecuacién (10.8) converge a la integral y por lo tanto que
HFN=f(x) Y feCT(R).

Sif € C(R")luego laidentidad del punto c) se muestra trivialmente. Solo resta
entonces extender estos resultados para f arbitraria en L*(/R"), pero C*°(IR") es una
subespacio denso de L*(RR"), es decir todo elemento f € L*(IR") puede obtenerse
como limite (con respecto a la norma L*(/R")) de una sucesion {f,} de funciones en
CZ°(IR"), esto nos permite extender la accion de Z a todo elemento de L*(RR”). En
efecto, sea f € L*(IR") arbitraria y sea {f,} — f con f, € CZ°(RR") luego la sucesion

/iz(/e )= Z(f,) satisface,

I1f, (k)= £, (k)]

Ly = I/ (%) = £, ()|

Como { 1,,} es convergente es de Cauchy y por lo tanto la igualdad de normas implica

LR (10.11)

que {f } es también de Cauchy en LZ(R”) pero L*(IR") es completo y por lo tanto
existe una inica f € LZ(R’Z) tal que {f }— f Extenderemos el mapa # a L*([R")

definiendo Z(f) := f . Esta extension es claramente lineal y acotada por lo tanto es
continua. Usando el mismo razonamiento extendemos Z " a todo L*(RR”) y vemos
que FH(F(f(x))=f(x) Y f(x) € L*(IR") lo que demuestra que F es invertible,
que su inversa es Z ' y es continua. El mismo argumento muestra que la formula
en ¢) también es valida para todo f tal que su gradiente también esta en L*(/R"). Esto
completa la prueba del teorema @

Note que la estrategia ha sido primero tomar un espacio (C°(/R")) donde todas
las propiedades valen obviamente, luego tomar un espacio que contiene al anterior
y donde este es denso, ver que el mapa es alli continuo (con respecto a la nocién de
continuidad del espacio mayor) y finalmente tomar la extensién que esta continuidad
nos brinda.

¢Hay otras extensiones posibles? La respuesta es si y ahora veremos una de ellas
que nos permitira usar la transformacion de Fourier en distribuciones. Lo haremos
en forma de un problema dividido en varios ejercicios.

Notacién de Schwartz: I} denotara el conjunto de z-tuplas de enteros no-negativos

a=<a,...,a,>yla| =" a;. Definimos, x* := (x")*(x*)%---(x")* Similar-

¢ alel
mente denotamos por D* =

Cdxr Q(xl)“x e (xm)’
diferencial que toma « , derivadas parciales con respecto a x,, @, derivadas parciales
con respecto a x,, etc. El grado de D? es |a|.

es decir D es el operador

Definicién: Llamaremos espacio de Schwartz . (IR") al espacio vectorial de funcio-
nes infinitamente diferenciables que decaen asint6ticamente mas rapido que la inversa

178



de cualquier polinomio, es decir que

llell,, = Z Supxemn|x“Dﬁga(x)|<oo (10.12)
|| <p

1BI<q

Y a,B el?, con Ia’siguiente nocion de convergencia: diremos que {o,}, 0, =4
converge a ¢ € % st dado ¢ > o para cada par de enteros no negativos, p, g, existe
N, talquesin>N, luego|lp—o,|,, <e.

Ejercicios:
/ ./ ./ ./ .
1) ¢Como definiria la nocidn de sucesion convergente en este espacio?
2) Muestre que si {¢, } — ¢ luego {¢,} converge en el sentido anterior.
3) Muestre que 9 esta estrictamente contenido en .. Ayuda: Encuentre ¢ € .% con

sop(p)=IR".
Las propiedades de este espacio que nos interesan son las siguientes:

Lema ro.1 Con la nocion de convergencia correspondiente el espacio & (IR") es com-

pleto.
Lema 10.2 Elespacio C*°(IR") es denso en &/, es decir cualquier elemento ¢ € & puede

ser obtenido como limite de una sucesion convergente con cada uno de sus miembros en

CZ(R").

Ejercicio: Pruebe el Lema 10.2.

Lema 10.3 & :. — & es continuo e invertible con inversa continua.

Ejercicio: Pruebe el Lema 10.3. Ayuda: Pruebe que dado enteros p y ¢ existen p y §
y ¢ > o tales que para todo ¢ € % se cumple

||¢||p,q§c||§0|z§,q~' (10.13)

Ejercicio: Encuentre . (e=%%'/2).

Definicién: El espacio dual a &, &’ se llama el espacio de las distribuciones tempe-
radas.

179



Ejercicio: Muestre que . esté estrictamente contenido en 2’. Ayuda: Encuentre f
talque 7, € 2’ ynoa "
que Ly y

¢Cémo extender F a.#’? Usando la identidad de Plancherel y la de polarizacién®
tenemos que (¢, ) = (@, ¢) . Pero entonces

A

n=[edar=[opir=1,0)=1(). (o1
Esto nos induce a definir en general

T(¢):=T(p). (10.15)

Ejemplo: La transformada de la delta de Dirac. De la definicién anterior tenemos
que,

A A

3u(P) = fla),

pero

B(a) = j " ke dk)de,

y por lo tanto la transformada de Fourier de la delta de Dirac es la distribucién regular
dada por,

3/\4 = Y;i/ea .
Ejercicio: Calcule Z(8).

¢Qué otras propiedades tiene la transformacién de Fourier? Note que de la iden-
tidad del punto ¢) del Teorema de Fourier sigue que si x*DPf € L*(IR") luego

kB D= fA € L*(IR"). Esto nos dice esencialmente que diferenciabilidad en x es equiva-
lente a decaimiento en k y viceversa. En particular esto nos dice que la transformada
de Fourier de una funcién de soporte compacto es infinitamente diferenciable.’ Mas
atn se puede probar que es analitica.

Otra propiedad importante de la transformacion de Fourier es que lleva producto
de funciones en convolucién de funciones y viceversa.

*Es decir que (x,y) = {{llx + 1P = llx =y + ille— iy |* = illx + iy}
3En realidad el argumento anterior nos dice que si so p(f') es compacto luego D* f € L*(IR*) Y a € I7.
Como veremos mas adelante esto implica que es infinitamente diferenciable.
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Definicién: Sea f,g € & ([R"). La convolucion de / con g denotada f * g es la
funcién, también en & (R"), dada por

= —x)g(x)d"x. 10.1
[CEE (1016

Teorema 10.2 a) Para cada | € S (IR"), el mapa lineal g — f « g de S (R") en

(R”) es continno.

Wig=tnf*t v frg=Cn) /b
ofxg=gxf y fx(gxh)=(f+g)*h

Prueba: Una vez probado el punto ) los otros siguen trivialmente. Asegtirese! Pro-

baremos entonces &). Como ya vimos (¢, ¢) = (9, gﬁ) Y o,¢ € S(IR"). Aplicando
esta identidad a e’** f(x) y g(x) obtenemos,

(e*7f,8) = (e*=1,8),
pero

(e**f,g) :f . e f(x) g(x) d"x = ()" Fg(k) (r0.17)

) = [ (Cmrn | e o dns) g

| fe=Dean2

— foé (ro0.18)

La otra férmula se obtiene aplicando # ™" a la anterior #

Otrapropiedad interesante de la convolucion se obtiene al notar que como . (IR™)
es cerrado con respecto a la operacion de convolucién (f,g € S(R") = f* g €
S (IR")) podemos definir la convolucién de una distribucion temperada con una fun-
cion en & (R") como,

(T*f)gp):= T(f = @) donde F(x)= f(=x). (10.19)

Pero,

A 9= T [ FO-080) ) = [ Tf—0g0dr (029
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Donde hemos incluido una sub-expresion en T para indicar que la distribucion acttia
sobre la funcién de prueba como funcién de x. Como f € S(R"), T 4(f (y —x)) :=
g(y) nos da un valor finito para cada y € IR” considerado como un parametro, y por
lo tanto una funcién g(y), esta funcién es de hecho continua. # Por lo tanto la integral
de la expresion anterior esta bien definida y concluimos, que,

(T f)p)=T,($)- (10.21)

Es decir esta convolucion es una distribucion regular!

Ejercicio: Aplique (10.19)a 7' =T, para g € #(IR")y vea que esta definicion tiene
sentido.

Por otro lado, note que si / es una funcién integrable y g € S (IR"), f = g es
infinitamente diferenciable! Eso sigue del hecho que, como

d(f * =
%(x) = j—xj flx—y)gy)dy
— J_oo %(x—y)g@)dy

—Jw Z—f(x—y)g(y)dy
iy

* d
| re—nEmar, (102
—oco y

todas las derivadas estan bien definidas y son acotadas, y por lo tanto dicha convolu-
cion es infinitamente diferenciable aunque f solo haya sido integrable.

Esta interesante propiedad puede incluso ser extendida a distribuciones tal como se
ve en el siguiente lema.

Lema 10.4 Si f € S(IR"),y T € S'(IR"), T  f es equivalente a una funcion infini-
tamente diferenciable.

De hecho tenemos,

(T+f)(¢)

|
~
>
T
RS

(10.23)

Ejercicio: Convine este resultado con el anterior, ecuacion (10.21) y encuentre la dis-
tribucion regular correspondiente.

#Es decir, para cualquier {y, } — y tenemos, g(y,,) = T} (f (3, —%)) = T1.(f(y —x)) = (), ya que
(f(y,—x)— f(y —x) en F(R") y las distribuciones son continuas como mapas de . (/R") en RR.
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10.2. *Propiedades basicas de los Espacios de Sobolev

Como una aplicacion de la transformacién de Fourier veremos a continuacion las
. ;. . s 7 7
propiedades basicas de los espacios de Sobolev. Estas serd usadas més adelante cuando
estudiemos la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales. El primer paso sera una
generalizacion de los espacios de Sobolev. Como vimos los espacios de Sobolev son
espacios de Hilbert con norma proveniente del siguiente producto escalar.

Vot =3 32100,-0,1,85 88 (1029
=0 i,j,p=1 ——~—"
£ hr k veces

donde f y g son funciones definidas en un abierto €2 cualquiera de R”. Si 2 = R”
luego de las propiedades de la transformacion de Fourier obtenemos

og)in = S S0 AAA A (0,4 A, 8(),
(fA(R)JZMI*@(DJZMP@LU (r0:25)
k=0 k=0

es decir las funciones f(x) € H”(IR") son aquellas que su transformada de Fourier

m
f decae lo suficientemente rapido como para que f (A) Z |A)** sea de cuadrado
k:o
integrable.
Esto nos sugiere generalizar los espacios permitiendo indices no enteros y ain
negativos por medio del siguiente producto escalar,

(>80 = O+ AT G+ AP, (10.26)

Ejercicio: Muestre que este es un producto escalar.

m
Note que para s = m en vez del polinomio E |A|*, ahora tenemos (1 + |A|*)™.
k+o
Como existen constantes positivas ¢, yc,, tales que

(1 AP < DA < e, (14 AP)” (10.27)
k:O

este cambio en la norma es trivial en el sentido de que estas normas son equivalentes
entre si. En realidad, como veremos en un caso especial, incluso el 1 en el polinomio
se puede ignorar y atn asi obtener una norma equivalente. La primera propiedad que
veremos es el siguiente lema:

Lema ro.5 Sis'>s luego H* C H".
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Prueba: Trivial &

En particular si s > o luego H* C H°=L?,sis <o luego L> C H*. ¢Qué son los
elementos de H* para s negativo?
Dada g € H™* puedo definir el siguiente mapa de H* en C,

A

U, ()= (8. )i = <ﬁ,ﬂx + A1) e

Este mapa es lineal, esta bien definido V f, g € C™ y puede ser extendido a todo H*
(y H™*) por continuidad, ya que,

1@ O < Mz 11 -

Por lo tanto tenemos un mapa entre H—° y el dual de H*, que preserva la norma,
es mas, se puede probar que este mapa en un isomorfismo (o sea que ademas es in-
vertible) entre estos espacios.’ Por lo tanto podemos identificar a H~* con el dual de
H.

Ejercicio: Usando que C°°(/R") es denso en H*(/R") muestre que la delta de Dirac
estd en H*(IR") para todo s <—n/2.

Quizas la mas importante propiedad de H°(RR") es la siguiente,

Lema 10.6 (de Sobolev) Sim <s—n/2 luego H*(RR") C C"([R").

Prueba: Basta con probarlo para m = o, el resto sigue por induccién. Basta también
probar la desigualdad. ||f]|c. < C ||f||:» s > = para alguna constante C > o in-
dependiente de f y para toda /€ C*°(IR"), el resto sigue por la continuidad de la

norma. Pero

I

1fllee = s#pecralf(X) = suprcreoym

JRH eii-xf()) d’x

< o | e
Rn
(NGRS, (r0.28)
< (Zﬂ)"/an (I+|/1|z>s/z "
< Rl Al el
< ClIf -

5Por el teorema de Representacién de Riez cada ¥ : H* — C puede ademis ser escrito como W(f) =
(& f)us> & € H*. Sitomamos g = F (1 +|A||*)’ F(§)) € H™* entonces ¥(f) =T, (f).
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donde hemos usado que s > 7/2 para probar que || <00

I
(1 [AP) 2
Este lema nos dice que si f/ € H™(IR") para m suficientemente grande luego f
puede ser identificada con una funcién ordinaria, continua e incluso diferenciable.
Sea f una funcién continua en R} = {x € R” x, > o} y sea Tf la restriccion de
esa funcion al hiperplano x, = o es decir (tf)(x,,x,,...,x,_,) = f(x,,%,5...,x, =
o). Claramente 7 es un mapa lineal y si / es continua en R’} luego 7/ es continua en
R*™" ={x € R" | x,, = o}. ¢Se puede extender este mapa a funciones mas generales?
La respuesta es el siguiente lema que nos muestra ademas el porqué de la necesidad

de extender los espacios de Sobolev a indices no enteros.

Lema 10.7 (Traza) Sea m > o entero, luego:
i) T H"(R}) — H™/>(IR"™") es continno.
i1) es suryectivo.

Prueba: Por el mismo argumento que en el lema anterior para probar ) basta probar
que existe ¢ > o tal que

e fNeisgrmy < CWllgwry ¥ f € CP(RY) (10.29)

Sea fA (A, x,) la transformada de Fourier de f(x) con respecto a las coordenadas
(x,,%,,...,%,_,) de R}, luego

If (X, o) =—2Re Joo 5—f(/1/,t)fA(/1’,t)dt. (10.30)
(o] xn

Multiplicando ambos lados de esta igualdad por (1 4 |A'|?)'/* e integrando con res-
pecto a A’ obtenemos,

1A lergnery - = f G+ ) d

A

[e5s) / ~
| [ oL aearx
Rr—1 Jo 3x

n
oo
2
n—1Jo

N 1/2
oo 1/2
X{J J(1+|/1’|2)|f(/1’,t)|2dtd”IA’} .

= 2

A

a—f(A’,t) ded™ X X
dx,

IA

(r0.31)
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Usando que |24 b| <a*+ b? y laidentidad de Plancherel obtenemos

ey < S (PR + 520181 +18,f 1) 47

(10.32)
= ||f||Hx(R1)-

Para probar suryectividad debemos ver que dada g € H'/*(IR"™") existe al menos

una (en realidad infinitas) / € H'(IR’}) tal que 7/ = g. Nuevamente basta definir

una anti-traza K en C*°(/R") y probar que existe C > o tal que

||Kg||Hl(Ri) <C ||g||H'/1(R7H) VgeCr. (10.33)

Sea K(g) = 9'_’(e_(”l’vlz)l/z"ng(g)) y notando que el argumento de Z " estd en
S (IR"™") dejamos la prueba de la desigualdad anterior como ejercicio.

En las aplicaciones tendremos que considerar funciones definidas solo en abiertos
de R", Q y sus bordes Q. Supondremos que 2 es tal que su borde, IN =N —Q, es
una variedad suave.

Sea H™(2) el espacio de Sobolev obtenido tomando la integral en el producto es-
calar simplemente sobre 2 y completando el espacio C°(£2) con respecto a su norma
y sea H*(Q2) el obtenido con la misma norma pero completando el espacio C*°(£2).
Sim =o005si Q= IR" luego estos espacios coinciden. Pero si m > 1y J es no vacio
entonces son distintos (obviamente H”" C H™) ya que como se controlan derivadas
en la norma las sucesiones de funciones de soporte compacto no pueden converger
una funcién no nula en el borde. ¢(Cémo extenderemos los resultados obtenidos en
R" a Q? El lema clave para ello es el siguiente.

Lema 10.8 Sea y la restriccion de funciones en IR” a funciones en ), luego
y (R — H™(9)

es continuo 'y suryectivo.

Prueba: La continuidad es clara, solo resta ver la suryectividad. Probaremos suryec-
tividad para el caso Q= {x € R", x,, > o}, IN={x € R" | x, =o}. Sea f € H"(Q)
luego por el Lema anterior ©(8% ) € L* para k = o, 1,...,m — 1. Continuamos f
para x,, negativo como,

m=1 (e VR ,
f(x)E|:Z< /e:z> T((?nkf)i| (I—e’/x"), x, <O (10.34)

k=1

La sumatoria hace que las derivadas de / sean continuas en x, = oy la exponencial
hace que lanorma H" sea acotada. Pero esta norma solo dependera de las normas de
7(9* ) las cuales a su vez estan acotadas por ||f]| Hm() Y Por lo tanto existird ¢ > o

tal que ||f ()| (rey < C If llgzmy ¥V f € C5°. El caso general es técnicamente mas
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engorroso la idea basica es la de usar cartas tales que mapeen regiones conteniendo
parte del borde de Q2 en /R”* mapeando borde con borde. En cada una de estas car-
tas sabemos como probar la desigualdad correspondiente. La desigualdad global se
prueba suponiendo, por el absurdo, que ésta no vale @

Este lema nos permite inmediatamente generalizar los lemas anteriores.

Definicién: Diremos que f € H*(€) si admite una extensién f a [R" tal que f €
H*(IR™) [Note que esto concuerda con lo probado para s entero positivo].

Es inmediato entonces que si s’ > s luego H* (Q) C H*(Q), que si m < s —n/2
luego H*(2) € C™(82) y que si m > o entero 7 : H”(2) — H”/*(99) es continuo
y suryectivo. En la Gltima afirmacién usamos H”~'/*(92) donde en general IQ #
abierto en R"™" y por lo tanto no se encuadra en la definicién anterior. En el caso en
que I sea compacto diremos que f € H”~"/*(IQ) si, dado cualquier cubrimiento
abierto {U;} de dQ lo suficientemente pequefio como para que exista ¢,, tal que
(U,,¢,) sea una carta de I entonces £ € H"™/*(U,) Y i.

10.3. Compacidad Débil e Inmersiones Compactas

Finalizamos este capitulo con dos lemas. El segundo de ellos, consecuencia del
primero, es de gran importancia en la teoria de ecuaciones en derivadas parciales.

Lema 10.9 SeaI; un cubo en IR con lados de longitud d > o. Si u € H'(I;) luego,

pN(ER]
j=1

nd?

2

||u||;,o(rd)ﬁd_”|Jr wd” x| + - (10.35)
d

Prueba: Es suficiente considerar # € C'(I;). Para cualquier x e y en I; tenemos,
u(y)—z/t(x):z Fn(y's ey’ s, X7 )ds. (10.36)
j:I x/
Tomando su cuadrado y usando la desigualdad de Schwarzt obtenemos,

()" + )P = 29(u(x)u(y))

n d/2 ) )
< ndZJ |Fiu(ys. sy, x| s,

Integrando con respecto a todos los x/ e y/ obtenemos,

J ud’x
I

de la cual sigue trivialmente la desigualdad buscada &

2

n
+ndn+z ZHQJ M”;—]o(rd)’ (10-37)

j=1

2d” “%”;1"(1}) <2
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Lema 10.10 Sea Q2 C R" compacto con borde suave. Si una sucesion {u,,} en H;(S2) es

acotada, luego existe una subsucesion que converge (fuertemente) en H°(Y). Es decir el
mapa natural ¢ H!(§2) — H(2) es compacto.

Prueba: Sea kb = S”P{””p”HO‘(Q)}' Como € es acotado lo podemos encerrar en un

cubo I}, y extender cada #, como cero en I}, —€. Sea ¢ > oy M lo suficientemente
2nk?D*
M2
D/M y usando que como {#,} es también acotada en H°(f2) la compacidad débil
de las bolas en espacios de Hilbert nos asegura que existe una subsucesién {#,} y

grande como para que < ¢. Descomponiendo I}, en M” cubos Fj cond =

n € H°() tal que esta converge débilmente a #. Vemos entonces que existe un entero
N talquesi pyg>N,

Y e/D\" 1
i <£(B)" L |
J, o at (1059

Siaplicamos a cada 1"‘5 ellema (10.9) y sumamos sobre j obtenemos que ¥ py ¢ > N,

(B " (2 S (B)" )+ 2 (2) (k)
+

IA

||7’7p _ﬁq”;—]o(g)

(10.39)

IA
KoY
[SREG)

IA
o

~ 4
Pero entonces {7,} es una sucesion de Cauchy en H°((2) y por lo tanto converge
fuertemente a # en H°(Q2) #

Notas bibliograficas: Recomiendo los libros: [15] y [9]. Los espacios de Sobolev
permitieron comprender gran parte de la teoria de ecuaciones no lineales y previamen-
te lateoria de ecuaciones lineales pero a coeficientes no suaves. No son ideas complejas,
pero muy utiles e imprescindibles para la investigacién en ecuaciones en derivadas par-

ciales.

6Por mapa natural entre dos espacios de Banach se entiende lo siguiente: recordemos que los elementos
de cada uno de estos espacios son clases equivalentes de sucesiones de Cauchy, las cuales podemos asumir
consisten de elementos suaves de algtin espacio denso, por ejemplo C*°(Q), el mapa natural se define como
aquel que envia elemento a elemento una sucesién de Cauchy de un espacio en el otro. Como la norma
del espacio de salida acota a la norma del espacio de llegada la sucesién obtenida en el espacio de llegada
también es de Cauchy y por lo tanto determina una clase equivalente alli, ergo un elemento del espacio.
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CAPITULO 11

TEORIA DE ECUACIONES EN DERIVADAS PARCIALES

11.1. Introduccién

Definicién: Una ecuacidn diferencial en derivadas parciales de orden 7 en M es
una ecuacion de la forma

m VECES

—
F\p,u,NV,u,NNyu, ..,V V. u|=o, (11.1)

donde V, es alguna conexion en M. Mas generalmente # puede ser una tupla de
campos tensoriales y F tener rango en alguna otra tupla de campos tensoriales.

Ejemplos:
a) La ecuacion de Laplace en /R’ con respecto a una métrica g,
AuEg“bVaVbu:o (11.2)

Si g,;, es la métrica Euclidea, luego en coordenadas cartesianas

d*u  Jd*u  I*u
Ap=——+—+—. .
* 3x2+3y1+321 (11:3)
b) La ecuacién de Poisson,
Au— p=o, (11.4)

donde p es una funcion dada.

¢) La ecuacién de onda en /R""". Esta tiene la forma de la ecuacién de Laplace pe-

ro para una métrica de la forma —(dx,)* + Z(dxi)z. Por ejemplo en R’, g, =

=1
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—(dt);, +(dx);,,

A*u  J*u
ab
VVu=——o—of—. .
8 aVH ErD D x2 (II 5)
d) Las ecuaciones de Maxwell,
Vdde — ]'17
ViFyy = o (11.6)

donde M es R*, 1a métrica (usada tanto para subir los indices de F,, como para definir
V) es la de Minkowski, g,, = —(dx°)* +dx")* +(dx*)* 4+ (dx?)*, F,, es un campo
tensorial antisimétrico en M, y % es un campo vectorial (la cuadricorriente) en M.

e) Las ecuaciones de elasticidad en /R? (Euclideo)x R

d*u?
P at2

= ulAu’+(A4+ w) V4V, u), (11.7)

donde #“ es el vector desplazamiento (en [R’), p la densidad del medio elastico y A
y  las constantes de Lamé del medio.

f) La ecuacién de conduccidn del calor en /R? (Euclideo)x IR

%:kAM, k>o (11.8)

g) La ecuacion de Schrodinger en R’ (Euclideo)x R,

3 2
z Q_(f:_h Ad+V ¢, (11.9)

2m

donde ¢ es una funcién compleja y V un potencial.

h) La ecuacién de Navier-Stokes para un fluido viscoso e incompresible (ejemplo
agua) en R’ (Euclideo)x R
du®

b a I Ga a
— \Y —Vp—yAu" = .
3, +u"V,u +/o p—yAu’=o (11.10)

V u*=o I1.11
a )

donde #* es el vector velocidad del fluido, p su presion, p su densidad (constante) y
y la viscosidad cinematica.

De los ejemplos citados, de los cuales solo el Gltimo no es lineal, vemos la tre-
menda importancia fisica que tiene tener una teoria general de estas ecuaciones y es
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asi que ésta es una de las ramas mas activas de la matematica. Por su complejidad, en
el gran ntimero de casos distintos que presenta, la teoria general dista mucho de es-
tar completa, sin embargo hay casos o clases de ecuaciones donde esto se ha logrado.
Uno de éstos es el caso de una tinica ecuacion de primer orden, donde como veremos
el problema se reduce al de las ecuaciones diferenciales ordinarias.

Otro de estos casos es el de las ecuaciones lineales con coeficientes constantes (es
decir para los cuales existe un sistema de coordenadas en el cual todos los coeficientes
son constantes -ejemplo el Laplaciano para una métrica Euclidea). Esto se debe funda-
mentalmente al uso de transformadas como la de Fourier. Hago notar sin embargo
que hay trabajos recientes mostrando nuevos resultados, atin en el caso del Lapla-
ciano! Si permitimos a los coeficientes variar el problema se complica, sin embargo
ciertas subclases de éstos han sido estudiadas completamente. Si a esto le agregamos
no-linealidad en una forma no demasiado drastica -lo que se conoce como ecuaciones
cuasi-lineales- el conocimiento se reduce bruscamente, aunque algunas subclases han
sido doblegadas y algunas ecuaciones particulares completamente estudiadas. El caso
donde la no-linealidad es drastica no ha sido todavia atacado con éxito -de ninguna
clase-. Por fortuna los problemas fisicos que hasta el momento hemos podido mo-
delar o describir por ecuaciones en derivadas parciales tienen ecuaciones a lo sumo
del tipo cuasi-lineal. En este curso veremos en detalle solo la teoria de algunas de las
ecuaciones mas simples [esencialmente las ecuaciones en los ejemplos a), b), ¢) y f)],
siempre tratando de usar métodos que pueden ser aplicados a ecuaciones similares
pero mas complejas. Esto no solo se debe a la simplicidad de estas ecuaciones, lo que
permite su conocimiento completo y detallado sino a que por un lado representan
los “ejemplos candnicos"” de distintas clases de ecuaciones. Las soluciones de las ecua-
ciones en cada una de estas clases se comportan en forma muy similar mientras que
lo hacen en forma radicalmente diferente a las soluciones a ecuaciones en las otras
clases. Por otro lado estas son las ecuaciones mas usadas en fisica y aparecen en mul-
titud de problemas diferentes, incluso como casos particulares de las ecuaciones en

los ejemplos d), €), f) y g)!

11.2. La ecuacion de primer orden
Esta es una ecuacién de la forma
F(p,u,V, u)=o. (11.12)

donde # es una funcién en alguna variedad M. Esta ecuacion puede ser atacada con
mucho éxito y resulta en ecuaciones ordinarias, cuya teoria ya conocemos. Por sim-
plicidad aqui consideraremos solo el caso cuasi-lineal y en [R?, es decir una ecuacién
de la forma,

a(x,y,u)ux+b(x,y,u)14y =c(x,y,u), (11.13)

_ u _ u
dondeux—%yuy—a—y.

Por motivos geométricos es Util representar las soluciones de esta ecuacion en
IR’ 0 més precisamente en una regién 2 de /R’ donde a, b y ¢ estén definidos, eso es
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asociar una solucién #(x,y) de (11.13) con la hiper-superficie de R’ dada por 7 =
z—u(x,y) = cte. Estas hiper-superficies se denominan superficies integrales de la
ecuacion (11.13). Elgradiente de 7 esenestascoordenadases(V, 7) = (—u,,—u,, 1),
por lo que vemos que la ecuacion (11.13) es simplemente la condicion que 7 sea
constante a lo largo del campo vectorial (/%) = (a(x,y,z2), b(x,y,z), c(x,7,2)), es
decir [V = = o, lo que es equivalente a decir que [ es tangente a las superficies
integrales. Note que si [*V_ = = o luego (f /*)V, T = 0 0 sea que lo que determina
la ecuacion (11.13) no es [ sino su direccion. Este campo de direcciones se llama
de direcciones caracteristicas, y sus curvas integrales curvas caracteristicas. ' La
teoria de EDO nos dice entonces que por cada punto de 2 pasa una Unica curva
caracteristica. El conocimiento de estas curvas es fundamental ya que si formamos
una superficie § tomando la union de ciertas curvas caracteristicas luego claramente
S sera una superficie integral de (11.13), pero por otro lado, dada una superficie
integral Sy cualquier p € § la curva caracteristica que pasa por p serd tangente a S
en todo punto y por lo tanto sera una subvariedad de S con lo que se ve que S estard
formada por la union de curvas caracteristicas.

curva caracteristica

Figura 11.1: Curvas caracteristicas.

En particular note que si dos superficies integrales S, §’, es decir dos soluciones de
(11.13), # y #', tienen un punto p en comun luego tienen que tener toda una curva
caracteristica en comun, ya que por p solo pasa una de tales curvas y ésta no puede
abandonar ninguna de las dos superficies. Por otro lado si S y §’ se intersectan en una

"Recuerde que una curva integral es la “imagen” de una curva y(t)(en este caso = (x(t),y(t),2(t))
solucién de una EDO, en este caso

do(t PR a(x,y,z)
Z< ) == y )= blx,y,2) ). (11.14)
t L\ 2 c(x,y,z)
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curva y ésta debe ser integral. Para ver esto tomemos un punto p de y y consideremos
T,Sy T,S'; como las superficies se intersectan en una curva estos dos sub-espacios
de T IR’ se intersectan en una linea, como ambos deben contener la direccién dada

por [ ésta sera la linea. Pero esto es cierto para todo punto de y y por lo tanto el
vector tangente a y en proporcional a [* y y es caracteristica.

Figura 11.2: Interseccion de soluciones.

r1.2.1. El Problema de Cauchy

Se llama problema de Cauchy de una ecuacién al problema de encontrar ciertos
datos tales que dando éstos exista una unica solucion de esta ecuacion. Es decir el de
encontrar un cierto conjunto cuyos elementos son llamados datos y un mapa entre
este espacio y el conjunto de soluciones de la ecuacion. Por ejemplo en el caso de
los EDO, el problema consiste en dada un campo vectorial suave v* en M encontrar
algin conjunto tal que a cada elemento de éste le corresponda una curva integral
de v*. Claramente podriamos tomar como este conjunto a los puntos de M donde
v* # oya que por cada uno de estos puntos pasa una Unica curva integral. Claramente
también podriamos tomar como conjunto de datos —al menos localmente- una hiper-
superficie s de M tal que en ninguno de sus puntos v* sea tangente a ésta. En tal
caso tenemos ademas la muy deseable propiedad de que cada punto de S determina
(localmente) una tnica solucion, es decir 7o contamos cada solucién mds gue una vez.

¢Cudles seran estos datos en el caso de la ecuacion (11.13)?

Sea y(s) = (x,(5),75(5),2,(5)), s € [0, 1], una curva en /R’. Buscaremos una solucién
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tal que su superficie integral contenga a y, es decir una #(x,y) tal que se cumpla,?

z,(s)=u(x,(s),y,(s)) Vse&[o1] (11.15)

Consideraremos primero el caso en que y(s) no es una curva caracteristica. To-
mando cada punto y(s) como punto inicial para la ecuacion diferencial ordinaria que
determina [ y resolviendo esta obtenemos para cada s la curva caracteristica que

pasa por y(s). (Ver figura.)

Figura 11.3: Construyendo la solucion a partir de la curva y.

Obtenemos asi un mapa y(s, ¢) : I, x I, — IR’ dado por,

Y(S’t):(x(s5t>sy<5:t)5z(s5t)> (11.16)
con x(s,0) = x,(s), y(s,0) =y,(s) y z(s,0) =z (s) y donde a s fijo se cumple,
WD) 1 (ys,0)) (117)

Si pudiésemos invertir las funciones x(s,) e y(s,) y asi obtener s y ¢ como
funciones de x e y luego

u(x,y) = z(s(x,y),t(x,y)) (11.18)

seria la solucién buscada, ya que tal # satisface por construccion (11.13) y (11.15).
No siempre es posible tal inversion. La razén es que en general habra valores de
s y t tales que el plano tangente a y(s,¢) en ese punto contiene al eje z. Veamos si
hay condiciones que nos aseguren que tal inversion es posible al menos localmente,
es decir en un entorno de algin punto (x(s,,0),¥(s,,0)) sobre y(s).
El teorema de la funcion implicita nos dice que esto sera posible si el diferencial
de la transformacion en ese punto (s,,0) es invertible, es decir si su determinante (el

2Solo interesa la imagen de la curva y no su parametrizacién, por lo tanto tomaremos una en que el
rango de S sea el intervalo [o, 1].
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Jacobiano de la transformacién) no se anula. En este punto tenemos,

% ? d d

S (s, .0 S (s 0 _ X y

J=| ol e (=556 b— e o (11.19)
EE (s,,0) dt (5,,0)

donde a, = a(x(s,),y(s.), z(s,))y b, = b(x(s,),¥(s,), z(s,))- Esta es entonces la condi-
ci6n para la existencia local de soluciones y nos dice que y(s) debe ser elegida de modo
tal que su proyeccion en el plano (x,y) tenga vector tangente que no sea proporcional
a la proyeccion en dicho plano del vector (4, b, ¢).

Ejemplo: En algunas aplicaciones la coordenada y es el tiempo. En tal caso es natural
especificar # en un instante de tiempo, digamos y = o, es decir dar su valor inicial.
Asi es que el problema de valores iniciales consiste simplemente en elegir y(s) =
(s,0,h(s)). La ecuacion (11.15) resulta entonces h(s) = u(s,0) o h(x) = u(x,0), es
decir h(s) sera el valor inicial que tendra la solucién a y = o. en este caso habra

. . . du
solucion local siempre y cuando b, el coeficiente de ——, no se anule en (x, 0, h(x)).
dy
Si y fuese una curva caracteristica luego existiran infinitas soluciones (locales) ya

que dado un punto y(s) de y y una curva no caracteristica y*(7) pasando por este
punto podremos construir, usando el procedimiento anterior, pero ahora con y*(7),
una solucién (una superficie) y*(7,¢) que necesariamente contendra a y.

Ejercicio: Resuelva por el método descripto las ecuaciones:

a)
du du

a_y + CE =
u(x,0) = h(x).

(0]

b)
g, on_
dy “ox T

o

u(x,0) = —x.

c) ¢Por cuanto tiempo (y =t ) se pueden extender las soluciones de b)?

11.3. Clasificacion de ecuaciones en derivadas parciales

Para facilitar la clasificacién procederemos en forma similar a como lo hicimos
cuando estudiamos las ecuaciones en derivadas ordinarias, es decir reduciremos los
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sistemas de ecuaciones a sistemas de primer orden. Para ello tomaremos como va-
riables independientes todas las derivadas de orden inferior al mayor orden en que
aparece cada una de las variables.

Ejemplo: Sea ¢ : R* — IR satisfaciendo

¢ ¢ _

+ =p, (11.20)
dx>  dy? £
es decir el Laplaciano en una variedad dos dimensional plana. Definamos #' := ¢,
3 P . . . .
n = a—f y udi= a—f, luego esta ecuacion es equivalente al siguiente sistema
o1 o 0 o0 1
1 o O “ o o o " 15 ?
a. | » |+ a | u* |= , (11.21)
o o o 3 I o O Y 3 u
u u
o o —I o1 o o

El motivo por el cual agregamos la cuarta ecuacion se verd mas adelante, pero
adelantamos que ella nos permite deducir, sin recurrir a las ecuaciones de las filas se-
gunda y tercera, de que las componentes #* y #3 son las componentes de la diferencial
de alguna funcién. Si conocemos una solucién de 11.21, (#', #*, #?) podemos probar
que #" satisface también el Laplaciano. En efecto, tomando una derivada con respec-
to a x de la segunda fila y una derivada con respecto a y de la tercera, sumandolas
y luego usando la primer fila obtenemos el resultado buscado. De todos los siste-
mas de primer orden (y basicamente también por la misma razén que dimos cuando
consideramos sistemas de ecuaciones ordinarias) solo consideraremos aquellos de la
forma,

MX,BVauB:]A,, (11.22)

con M, y I, funciones suaves del punto en la variedad (campos) y de #.

Los indices que estamos usando son indices abstractos y puede denotar no solo un
conjunto de escalares, sino también un gran vector hecho de diversos campos vecto-
riales. Veremos esto en ejemplos. También se pueden tomar sistemas coordenados y
bases y entonces plantear el problema en componentes, como hicimos en el ejemplo
anterior, en cuyo caso entonces podemos pensar a #* como en gran arreglo vectorial
de campos escalares. Hemos usado indices con y sin primar para dejar en claro que
el espacio (co-vectorial) de los indices primados no tiene la misma dimension que el
espacio vectorial de los indices sin primar.

Eltipo de sistema que acabamos de definir se llama cuasi-lineal, pues las derivadas
aparecen en forma lineal. Esta no es una pérdida de generalidad desde el punto de vista
de la fisica:

i Todos los sistemas fisicos conocidos son de esta forma!
Historicamente la clasificacion que daremos a continuacion nace del intento de
encuadrar todas las ecuaciones en el Problema de Cauchy, es decir, tomar una hiper-

superficie ¥ de M, dar alli como dato # y obtener por medio de las ecuaciones su
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derivada en la direccidn transversal y a partir de estos datos tratar de construir solu-
ciones en un entorno de X en M (soluciones locales). Este intento no fue en general
exitoso, ya que en general esta no es la manera correcta de dar datos, pero si lo fue
la clasificacion de estas ecuaciones asi obtenida, ya que las propiedades de las solu-
ciones a las ecuaciones en cada una de estas clases en las que las clasificaremos son
muy similares y en cada una de estas clases los datos se prescriben también de manera
similar.

Para fijar ideas sea M de dimensién 7 y sea p € M. Queremos encontrar las so-
luciones en un entorno de p dando como dato ## en alguna hiper-superficie 3 de
M que contiene a p. Por simplicidad haremos las cuentas necesarias en un sistema
de coordenadas adaptado al problema en el sentido que elegiremos a la coordenada
x” de tal forma que la subvariedad x” = o sea la superficie £ y p sea el origen de
coordenadas. Los datos seran entonces ®4(x,...,x""), que luego correspondera a la
solucién #” restringida a ¥, es decir @ = »4|s..

Como conocemos lo que serd #” en X conocemos lo que seran todas sus deriva-
das (de cualquier orden) con respecto a las coordenadas x’, i = 1,...,n — 1. La idea
es ahora usar la ecuacién para encontrar d,u#"|y. y asf sucesivamente encontrar todas
las derivadas de # en p (o cualquier otro punto de ¥). Si lo lograsemos podriamos,
al menos formalmente y en un entorno de p, construir #” como su serie de Taylor
alrededor de p. Por lo tanto, si pudiésemos despejar las derivadas normales a X, si
ademas los ®” fuesen datos analiticos, y si los coeficientes de la ecuacién fuesen tam-
bién analiticos, luego podriamos demostrar (Teorema de Cauchy-Kowalevski) que
la solucién ## construida formalmente arriba en realidad existe y es analitica en un
entorno de p en M.

Figura 11.4: Construyendo la solucion local.

¢Qué requisitos debe satisfacer la ecuacion para que esto sea posible? Usando el
sistema de coordenadas mencionado se puede ver que

M(®C,q)% 0,1° |5, = Términos en (&4, 8.9, 9),,,, (11.23)

, A 7 . C . .
Esta claro entonces que podremos resolver para d,#” sélo si M(®%,q)’;,, es inverti-

ble. En general (como en el ejemplo que dimos) el espacio de llegada del mapa M7, ,
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no tiene la misma dimension que el espacio de partida y por lo tanto el mapa no es en
general invertible, por lo tanto solo pediremos que el rango de dicho mapa tenga
la dimensiéon maxima (es decir la dimension del espacio de partida -la de los vec-
tores #”1-). En particular esto implica que estamos suponiendo que la dimension del
espacio de llegada es mayor o igual que la del espacio de partida. Estamos pidiendo la
posibilidad minima de tener soluciones unicas, en efecto, la maximalidad del rango
de M(®“,q)7,, es equivalente a que su niicleo es de dimensién nula y por ende, si
una solucion existe ésta serd Unica.

Si esto no sucede, es decir si el nicleo no es trivial, no podremos despejar las de-
rivadas normales de la solucion en término de los datos iniciales y por ende no habra
una solucién unica. Note que todavia puede suceder que al tener que satisfacer mas
ecuaciones que las incognitas presentes puede que las ecuaciones sean inconsistentes
y no haya ninguna solucién. En algunos casos en que esto sucede la resolucion de
este problema consiste en darse cuenta que los datos a dar libremente seran un nd-
mero menor al de la dimensién del espacio de partida, solo se podran dar algunas
componentes de # como dato inicial.

¢Qué es geométricamente la condicién de maximalidad del rango de M4, en lo
que hace a las coordenadas elegidas?

Si la superficie x” = o es una superficie suave entonces podemos suponer que
V,x" existe y es distinta de cero, en este caso la condicién anterior es simplemente
la condicion de que la matriz M4,V x” tiene rango maximo, pero esta condicion es
independiente del sistema coordenado y solo depende de ¥, ya que aqui x” es sim-
plemente una funcidén en M que es constante en X y cuyo gradiente no se anula. Si
tomamos otra funcién con las mismas caracteristicas, digamos %", luego tendremos
que sus gradientes son proporcionales, es decir que existira  tal que V, %" = aV x”.
Las matrices seran entonces proporcionales y las condiciones sobre los nticleos idén-
ticas.

Las superficies en donde la condicién anterior se viola en todos sus puntos se
llaman superficies caracteristicas. Clasificaremos a las ecuaciones de acuerdo al no-
mero de superficies caracteristicas que se intersecten en un dado punto. Note que
la clasificacion solo depende del tensor M%,, y no de los términos de menor orden.
Mé, .V, u® es llamada la parte principal de la ecuacién. Note también que como
M, es un campo tensorial no necesariamente constante, la condicion definiendo
las superficies caracteristicas puede ser muy distinta de punto a punto, por lo tanto
la clasificacion que introduciremos vale en general solo para el punto en cuestion.
Por fortuna en las aplicaciones muy pocas veces aparecen ecuaciones donde su tipo
cambia de region en region. Note también que para sistemas no-lineales la condicion
depende también de la solucién que uno esté considerando! Como nuestra clasifica-
ci6n solo se basa en la parte principal de la ecuacion ésta debe tener toda la informa-
cién sobre la ecuacidn, es por eso que en el ejemplo anterior agregamos la Gltima fila
en el sistema de ecuaciones, sin ella y considerando el sistema principal no podria-
mos saber que las dos tltimas componentes de #* debfan ser las componentes de la
diferencial de una funcién.

Diremos que una ecuacion es eliptica en p € M si p no es intersectado por ningu-

na superficie caracteristica. Es decir si Rango M4, .k, no es maximal entonces k, = o
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[como estamos en un punto la condicion de que k, sea un gradiente es irrelevante].

Ejercicio: El ejemplo candnico de ecuacion eliptica es el Laplaciano en M, Au :=
gtV dqu? = p donde g“.]’ es una/mfjrtrica Riemanniana. Muestre que el ejemplo
dado anteriormente es un sistema eliptico.

Diremos que una ecuacion es parabodlica en p € m si p es intersectado por una
Unica superficie caracteristica. Es decir existe un tnico k, # o -a menos de un factor

multiplicativo- tal que Rango M%, k, no es maximal.

El ejemplo candnico de ecuacion parabélica (o de difusion) es la ecuacion del calor

en Rx R,

du=A»Aun. (11.24)

L. . . . FIm . .
Ejercicio: Considere la ecuacién anterior en R X R, d,u = == Reduzca dicho siste-
ma a primer orden y encuentre las superficies caracteristicas de esta ecuacion.

Diremos que una ecuacién es hiperbolica en p € M si es intersectado por mas de
una superficie caracteristica.

El ejemplo candnico en este caso es la ecuacion de onda en M
b
Au=g""V V,u, (11.25)

donde g* es una métrica tal que dado cualquier punto p € m existe un sistema
coordenado en donde g,;, toma la forma,

8unlp = {—(dt) + 2 (dx' )}, (11.26)

Ejercicio: Considere en R* la métrica ds* = —(dt)* + (dx)* (en todo punto) y la
ecuacién gV V,u=p.

a) Reduzca la ecuacion a primer orden.

b) Encuentre las caracteristicas de la ecuacién.

¢) Haga lo mismo en /R x §* (un cilindro espacio temporal) con las siguientes dos

métricas, ds> =—(dt)* +(d0)* y ds* =—(dt)* + t*(d0)*.
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Notas bibliograficas: Lectura recomendada para éste y los capitulos que siguen:
[15], [16], [17] y [19]- Lo expuesto en estos capitulos es lo minimo e imprescindible
para tener una nocién de esta drea. Se conoce muchisimo mésy a la vez, como siempre,
hay muchisimo més que desconocemos, soluciones débiles, existencia global, ondas de
choque, condiciones de contorno, estabilidad, etc, etc. Esta es probablemente el drea
mas activa, con mas gente trabajando y con el mayor numero de aplicaciones de toda
la matematica. La mayoria de estas aplicaciones han sido tradicionalmente en el drea
de la ingenieria y en particular en la de fluidos, lo que ha hecho de que solo se tratasen
cierto tipo especifico de ecuaciones, bastante dificiles por cierto, y no las mas usadas
en otras areas de la fisica, esto ha evolucionado en los Gltimos afios y ahora hay un
cambio considerable de atencidn hacia muchos de los problemas de la fisica moderna.
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CAPITULO 12

ECUACIONES ELIPTICAS

12.1. La Ecuacion de Laplace

Tomaremos como modelo de ecuacion eliptica a la ecuacién de Laplace en R”
con métrica Euclidea ds* =377 (dx')*, o una regién abierta Q2 de R” con la misma
métrica. Los resultados que obtendremos que no dependan de funciones especiales
se pueden generalizar para ecuaciones elipticas de la forma (12.45) si se asume que
c<o.

Como ya mencionamos, el programa de Cauchy, es decir formular el problema de
obtener soluciones dando como dato ## en una hipersuperficie - no funciona en ge-
neral, solo lo hace para ecuaciones hiperbélicas. Si consideramos datos no-analiticos,
y los datos fisicos son en general no-analiticos, no hay en general ni siquiera solucio-
nes locales. ¢Cual es la manera apropiada entonces de dar datos para la ecuacidn de
Laplace? Obtendremos la respuesta a esto considerando un fenémeno fisico descripto
por esta ecuacion.

Consideremos un tambor e imprimamos una fuerza (pequefia) sobre su membra-
na (o parche) en forma perpendicular a ésta.

Figura 12.1: La membrana de un tambor.
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La membrana se movera de su posicién plana (de reposo) y adquirira una nueva
posicién de equilibrio generando una fuerza elastica que cancele exactamente a la
aplicada. ¢Cual sera esta nueva forma de la membrana? Si denotamos por #(x,y) al
desplazamiento de ésta en la direccion del eje vertical (z) y f a la fuerza por unidad de
area aplicada (en la direccién vertical) se puede ver que # debe satisfacer la ecuacién,

Au = f,en Q={(x,y)|v/ x* 4+ »* < radio del tambor}. (12.1)

Ejercicio: Convénzase de que (12.1) es la ecuacion de equilibrio para el caso de que la
fuerza aplicada sea lo suficientemente pequefia como para producir una deformacién
pequefia de la membrana. Ayuda: Haga primero el caso unidimensional.

Como el borde del tambor sujeta la membrana alli tendremos la siguiente condi-
cién de contorno,

nlyo=0, IQ={(x,y)| v/ x*+y* =radio del tambor}. (12.2)

Tenemos asi el siguiente problema: Dado f en ) encuentre # satisfaciendo (12.1)
y (12.2). Por nuestra experiencia fisica sabemos que este problema se debe poder
resolver! Mas atin, se debe poder resolver el problema donde el tambor no es circular
pero tiene forma arbitraria, permitiendo que J2 sea un borde arbitrario pero suave
y también que J2 no esté en el plano z = o, o -equivalentemente- que esté en tal
plano pero que # pueda tomar un valor cualquiera —pero suave- ¢ en Jf.

Llegamos ast al siguiente Problema de Dirichlet: Dada €2 con Jf suave, f :
Q2 — Rsuave y ¢ : I — IR, también suave, encuentre # : Q0 — IR satisfaciendo,

1. Au=f en Q,

2 l50= o

Mas adelante reafirmaremos nuestra intuicion viendo que este problema siempre se
puede resolver.

Supongamos ahora que permitimos que los bordes de la membrana se pueda des-
lizar verticalmente pero en el borde ponemos resortes verticales con una constante de
Hooke que depende de la posicion, & : I — Ry dispuestos de tal forma que la po-
sicion de equilibrio antes de aplicar f sea # = o. Cuando apliquemos f la membrana
se movera hasta que nuevamente en el interior tengamos,

Au=f en Q (12.3)
y en el borde
(ku+n*V u)| 50 =0, (12.4)

donde 7 es la normal a . Este Problema Mixto también se puede resolver.

Un caso particular de éste es cuando para ejercer la fuerza de borde no usamos
resortes sino simplemente una fuerzadada ¢, : I — IR, pero teniendo la precaucion
de que su contribucién total, [ 20 ®.4S, cancele exactamente la contribucién total
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Figura 12.2: Problema mixto.

de " -de no ser asi tendriamos una membrana acelerandose-. En tal caso tenemos el
Problema de Neumann:

Au = f en (12-5)
n*Vulyq = ¢,, enelborde 90, (12.6)

con| ¢ .dS = J n“VdudS:JAudV:deV. (12.7)
an an Q Q

12.1.1. Existencia

A continuacién veremos que el problema de Dirichlet siempre tiene una dnica
solucién (suponiendo que f, ¢,y I son lo suficientemente suaves). Los otros pro-
blemas se resuelven en forma similar.

Supongamos que existe # € H?*(12) satisfaciendo, Au = f en Qy u|y, = o -lo
que implica # € H!(2)-. Luego usando el teorema de la divergencia obtenemos la
primera identidad de Green, Yv € C*°(Q).

J fvf_d"x:J vAu d”x:—J 'V oV, i d”x+J v(n*V,u)d" " x, (12.8)
Q Q Q X!

Si suponemos que v € H(£2) la identidad todavia es valida y en este caso se reduce a,
J etV oV, i d”x:—f of d"x, ¥ veH!(. (12.9)
Q Q

Pero note que esta identidad todavia es valida si suponemos simplemente que # €
H(£2) -no necesariamente en [*(2)-y que f € H~'(Q).

Tenemos asi el Problema Débil de Dirichlet (con ¢, = 0): Encuentre # € H!(Q)
tal que dada f € H™'(12) se satisfaga (12.9).
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Si el lado derecho (12.9) fuese un producto escalar este daria origen (por comple-
tamiento) a un espacio de Hilbert H y entonces (12.9) tendria la forma

(n,0)yy =24(v) Jf’ud”x Yo e H) (). (12.10)

SiH =H,(Q)ysi®,: H— C fuese continua luego el teorema de representacion
de Riez nos dirfa que existe un Unico # en H satisfaciendo (12.9) y por lo tanto
(12.10). Como veremos a continuacion (lema de Poincaré-Hardy) en este caso la parte
derecha de (12.9) es un producto escalar equlvalente al de H(£2) y por lo tanto H =

H }(€2). Pero entonces ® es claramente continua ya que /1~ (Q) esel dualde H'(2) D
H!(Q) y u € H(2). Hemos probado entonces:

Teorema 12.1 (de existencia y unicidad) Dada f € H™'(Q) existe una sinica u €
H(Q) satisfaciendo el problema débil de Dirichlet.

Corolario 12.1 El mapa (A, ) : H'(Q) — H™ () x H'/*(Q) dado por,

Auw = feH'(Q),
tw = ¢, eHIIN), (r2.1)

es un isomorfismo .

Prueba: Es claro que el mapa es continuo -ya que es lineal y acotado-. Es también
inyectivo ya que si ¢, = o luego # € H!(Q2) y si f = o el teorema anterior (unicidad)
nos dice entonces que # = o. Veamos que es suryectivo. Sea ¢, € H'/*(), luego
existe w € H'(12) tal que su restriccién a I, Tw = @, y sea f € H'(2). Como
también Aw € H~'() el teorema anterior nos garantiza que existe # € H(f2) tal
que

Au=f—Awen. (12.12)

Pero entonces # = i + w satisface Au = f en Qy Tu = ¢, en I
Solo resta probar entonces que el producto escalar anterior es un realmente un pro-

ducto escalar y la norma asi obtenida es equivalente ala de /. Esto sigue del siguiente
resultado,

Lema 12.1 (de Poincaré-Hardy) Existe C > o tal que para todo u € H}(Q), se cum-
ple,

J |u|2d”x§CJ e’ AV, ud"x. (12.13)
Q Q

Esto nos dice que el producto escalar en H(2) es equivalente al producto escalar
usado anteriormente.

'Siempre entendiendo estas ecuaciones en su forma débil o distribucional
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Prueba: Como C°(12) es denso en /! (£2) es suficiente probar la desigualdad para es-
tas funciones. Sea I; un n-cubo de lado d conteniendo a Q2. Extendiendo las funciones
en C2°(€2) como cero en I; — 2 obtenemos,

|u|*(x) = |f:;/2 Iu(gl’xz’,..,x”)dé’lv
< (xl—}-%)fi;/zwl%kdf’ (12.14)
d/2
< d[ 0uldE,
Por lo tanto,
d/2 d/2
J |z/t(x)|2dx1§d2j |G ul*dE’, (12.15)
—d/2 —d /2
y
J |14|2(x)d”x§d2J |3114|2d”x§CJ vV, uViud"x, (12.16)
I Iy Iy

con C =d*. Esto prueba el lema y concluye la prueba de existencia y unicidad dvdd

Tanto el teorema de existencia y unicidad como el de regularidad (que damos
a continuacién) pueden ser generalizados a ecuaciones elipticas con coeficientes no
constantes mientras éstos sean suaves, se cumpla que ¢ <oy quea*?[ [, > kgl I,
donde £ es una constante y g** es una métrica positiva definida tal que el volumen
de Q con respecto a esta métrica es finito. La prueba que dimos es valida solo si
Vol (Q2) < oo, ya que en esta usamos el lema de Poincaré-Hardy. Si = R" en-

tonces la prueba es todavia valida si sustituimos al espacio H_ por el espacio H], es
decir el espacio de las funciones que decaen al infinito, con norma

: FE oo ;
W ey = f VP e o

En este caso se puede probar que la solucién del problema no solo seré suave sino
también que decaera asintoticamente como 1/7.

12.1.2. *Regularidad de las Soluciones

La solucion que hemos encontrado lo es solo en el sentido débil. Si suponemos
ahora que f y ¢, tienen cierta regularidad podemos concluir ademas que,

Teorema 12.2 (de Regularidad) Sea » € H'(Q) una solucion débil de la ecuacion
Au = f enQ con condicién de contorno u| 4 = ¢,y sea f € H*(Q), b, € H*(IN),
k > —1 luego u € H***(Q). En particular si f € C®(Q) y ¢, € C®(IN), luego
n e C®(Q).

Antes de proceder con la prueba definiremos el operador diferencia finita y vere-
mos sus propiedades. Sea {x’} un sistema coordenado en un abierto de .
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Definicion:

n(x" e Xt by x™)—u(x", ey Xy x™)

h
Lema 12.2 Siu € H'(Q)y QY CCQ (contenido estrictamente, NN QY =) luego,

Af-’u(x’, X ey X" ) =

b
AT ]l o2y < 10,2l ro)- (12.17)

Prueba: Es suficiente considerar el caso # € C'(Q). Si h < dist(IN,), luego

h
Af’u(x):ij Ou(x"yeyx’ +&,.xM)dE Yx e, (12.18)

por lo tanto, usando la desigualdad de Schwarzt vemos que,

h
|AL u(x)? < if |0.u(x" ey x’ + &,y x™)* dE. (12.19)

Integrando sobre £’ obtenemos,

h
| atupars s [ jautardg < [ jantdr a0
(9% h o (9% 0
®

Lema 12.3 Sea n € H (Q) (y por lo tanto Af’u € H_(Y)) y supongamos existe b < o
tal que || A u||, @) Sk Yh>o0yQ ccQconh <dist(INQ). Luego la derivada
debil I, u existe'y satisface, || ;|| ) < k.

Prueba: Por la compacidad débil de los conjuntos cerrados y acotados en H_(£2') exis-
tird una sucesion {h,,} — oy v; € H,(2) con |[v;||;; ) < k tal que Af”ui’ui, es
decir

J qﬁAf”’u d”x—>f ¢v;d"x, ¥V peC,(Q). (12.21)
Q Q
Por otro lado, si h,, < dist(sop.p,dQ), luego
J qﬁAf"’u d”x:—J u(Ai_h"’qS)d”xﬁ—J ndpd’x. (12.22)
Q Q Q
Concluimos asi que,

J bv; d"x:—f ud;pd’x, (12.23)
Q Q
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0 sea que v; es la derivada débil (distribucional) de # en la direccién x’

Prueba: (Teorema de Regularidad): Nos contentaremos con probar que # es regular
en cualquier €’ contenido estrictamente en 2, la extension de la prueba a todo 2 no
agrega ningin concepto nuevo. Probaremos el enunciado para £ = o, el resto sigue
por induccién en k. Como # es una solucion débil tenemos que

J VaV v d”x:J f_fv d”x,Yv e C, (). (12.24)
Q Q
Reemplazando v por —Ai_hfu con 2h| < dist(sop.v,d ), tenemos,
J(Afvm)vdv d”x:—J fAl o d7x, Vv e Cl(Q) (12.25)
Q Q

y por lo tanto (Usando el lema (12.2)),

[ abva) o a1l N3l (12.26)
Q
Tomando ahora v = Af’ u obtenemos,
[ QI DALY < 1 126l (12.27)
Q
o sea,
A2V ullzy, <1l 187 Vo1l (12.29)
lo que finalmente implica,
1ALVl < Il <. (12.29)

Ellema (12.3) nos dice entonces que d.# € H'(J) y completa la primera parte de
la prueba.

Veamos ahora, para completar la prueba, que si f € C*(Q2) luego # € C*=(Q).
Pero esto es obvio ya que si # € H?(£2), 2 C IR", luego por el Lema de Sobolev
ueCP5¢(Q) Ye>oyen particular si # € H?(Q) Y p luego # € C®(Q) #

12.2. Teorema Espectral
Sea una barra de un material de conductividad térmicag = 1y longitud L =27 y

supongamos que queremos describir la evolucidn de su distribucion de temperatura
T(t,x). Para ello supondremos una distribucién inicial 7 (x) y que los extremos de
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la barra estan conectados con un reservorio infinito de calor a cero grado. Debemos
resolver entonces el problema matematico,

d d?
—T = ——T, t>
dt PR
T(t,x) = T[(x), (12.30)

T(t,o) = T(t,2m)=o0 t>o.

Para resolverlo usaremos un desarrollo en serie de Fourier, es decir plantearemos una

solucién de la forma,
oo

T(t,x):ZCn(t)sen(?), (12.31)

n=i1
la cual satisface claramente las condiciones de contorno. Aplicandole la ecuacion y
usando la ortogonalidad de las funciones obtenemos,

d 2

EC,,(I):—%C”(I), (12.32)
la cual tiene como solucidn,
C,(t)= Cn(o)e_§[. (12.33)

Por lo tanto si damos como condicién inicial 7, € L*(o,277), ésta determinard una

-, o nx ) e ,
sucesion {C? = (T,sen(=));.} en [* que usaremos como condicion inicial y asi
obtendremos 7'(z,x). Como

SlICOF =D I T < S ICs < o0 (12:34)

n=i n=i1
la solucién formal -ya que no sabemos si es diferenciable- estara en L*(o,27r) para

todo ¢ > o. Para cualquier ¢ > oy g € N tenemos que #*e~ =" tiende en forma
exponencial a cero cuando 7 tiende a infinito y por lo tanto T(¢,x) € H4(o,27) lo
que implica T(¢,x) € C*°((0,+00) X [0,27]) *.

Hemos resuelto asi completamente este problema.

¢Qué hemos usado para construir estas soluciones? Hemos usado que cualquier

funcién que se anula en los extremos puede ser expandida en término de su serie de
Fourier, es decir de las funciones sen(%-) y ademas que,

d? nx n? nx

dxzsen(T):—:sen(T) (12.35)

En analogia con la teoria de operadores entre espacios vectoriales de dimensién finita
llamaremos a la ecuacién de arriba la ecuacién de autovectores-autovalores del ope-

rador lineal jT Dado un operador lineal L : D C L* — L* el problema de encontrar

*Se puede demostrar ademas que 7 (¢, x) es analitica en ambas variables en (0,+00) x [0, 27])
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sus autovalores y autovectores con condiciones de contorno dadas se llama proble-
ma de Sturn-Liouville. Como veremos a continuacidn existe una gran cantidad de
operadores para los cuales este problema tiene solucién. ¢Es una casualidad que el
conjunto de autovalores del operador en el ejemplo sea una base de L?? 3 El siguiente
teorema y su corolario nos dicen que no lo es, si el operador en cuestion satisface
ciertas condiciones.

Teorema 12.3 (Espectral para el Laplaciano) Sea Q C R” acotado. Luego el Lapla-
ciano tiene un conjunto numerable y discreto de antovalores, ¥ = {A;}, cuyas antofun-
ciones (autovectores) expanden H ().

Prueba: [ Teorema Espectral] Considere la funcional ¢ : H'(Q) — R" dada por,

fQVdiftV“u d"x .
()= —fﬂimd”x . (12.36)

Como _#(u) es no negativa existira A () € R tal que
Ao= inf J(n) . (12.37)

ueH!(Q)

S . .
Ejercicio: Relacione este A, con la constante en el Lema de Poincaré-Hardy.

Como veremos a continuacion este A, es el menor de los autovalores del Lapla-
ciano y su autofuncion #, es la que minimizaa ¢ . En efecto supongamos que existe
uy en H!(€) que minimiza a ¢, como _#es una funcional diferenciable debemos
tener que

%f<uo+sv)|S:o:o Y oe H (). (12.38)
Pero
i/(% +50)=y = ;[J (VA9V g+ V3,V 0)d" x
dS o s=o - J‘ [md"x 0 a”™o o'a
Q
— AL @] (12.59)
Q

y por lo tanto (12.38) es equivalente a que #, satisfaga la version débil de la ecuacion

de autovalores-autovectores. Veamos ahora que #, existe. Como A, es el infimo de
. -,

S existe una sucesion {u,} € H(Q2) tal que ||, [0y = 1y £(n,) = A, Pero tal

3Para obtener convergencia puntual(y no simplemente en L?) en el caso de condiciones de contorno
no nula hay que agregar los autovectores (con cero autovalor) f(x) =1y f,(x) =x.
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sucesion es acotada en H(£2) y por lo tanto por el lema (10.10) existe una subsuce-
sion {#,} que converge fuertemente en /7°(2) a una funcion #, con ||x,|

Ho() = I-
Como Q(#) := | q V?#V u d”x es una norma proveniente de un producto escalar
se cumple la regla del paralelogramo,

~

%P ﬁq ﬁp+ﬂq 1 . .
Q(- N )+ Q= N )Z;(%[,)—F%q)), (12.40)

la que implica

~ ~ ~

n,—1u ) i, + 1
Q) < Q) + QU ) — Al

||;_10(Q) —A,—A,=o.  (12.41)
2 pg—00

iyt
2

Donde hemos usado que como {7, } — u, en H°((2), { ﬂ"} también lo hace y

up+uq

por lo tanto {|| Ilz7o)} — 1- Pero como la norma Q(#) es equivalente a la de

2

H}(Q) vemos que {#,} es también de Cauchy en H}(2) y por lo tanto que #, €

H!(£2). Usando el teorema de regularidad con f* = A #, vemos que #, € C®(Q)N
H(£2) y por lo tanto que #, es un autovalor en el sentido clasico (Au, + A ju, = o).
Probemos ahora la existencia de los otros autovalores-autovectores. Sea H(1) = {u €
H()[(#, #,) o) = 0} Este es un subespacio vectorial y es cerrado, por lo tanto

o
es un espacio de Hilbert *. Este espacio es invariante con respecto a la accion del
Laplaciano. En efecto, si v € H(1), luego,

(n,,Av) = JIZOA’ud"x
Q

= JAitofud”x+J [4,0°V v+ vn*V u ]d"'x
Q a9

= J Anvd"x
Q
= )OJ uvd'x
Q
= A {u.,v),

= O

lo que nos dice que Av € H(1). Repitiendo la demostracion anterior concluimos que
por lo tanto existira A, tal que

A= inf #(u). (12.42)

neH(1)

*+Note que H(1) # espacio perpendicular a #, en la norma H! ().
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y que A, serd un autovalor, es decir que existira una autofuncién #,, con autovalor
A,.

Definiendo H(2) = {u € H ()|, 1,) o0y = (#,#,) o) = 0}, ete. podemos
continuar indefinidamente y obtener X y, correspondientemente, un conjunto or-
tonormal ’, en H°(Q), de autovectores. Para completar la prueba veamos que este

. ; . T S
conjunto expande H}(§2). Como #; satisface Au; + A;n; = 0y (u;, ;) o) = 08
i # J tenemos que

o:(uj,Az/ti—}—xliz/ti)Ho(Q):—JﬂV“ﬁdeMid”x (12.43)

y por lo tanto también que
(Mj’%i>H;(Q) =o0. (1244)

Vemos entonces que este conjunto es ortogonal en H(€2) y que por construccion
su subespacio perpendicular es {o} lo que implica que este conjunto es una base de

HI() &

S . . ]
Ejercicio: Encuentre los autovalores y autovectores de Laplaciano en /}(£2) cuando:

2) 2 C [R* es un cuadrado de lado L. b) 2 C IR’ es una esfera de radio R. Construya
en ambos casos usando estas autofunciones la funcién de Green del problema en
cuestion.

¢Para qué ecuaciones se puede generalizar el teorema anterior? Para la prueba se
usaron propiedades especificas del Laplaciano solo para afirmar que ¢ era acotada
por debajo -para concluir que el infimo existia- y que Q(#) era una norma prove-
niente de un producto escalar —para concluir que la ley del paralelogramo valia-. Si

L(%):ﬂdbvﬂvb%+bﬂvb%+cpt, (1245)

con a*?, b* y ¢ campos suaves (reales) en €, y tal que exista k > o tal que a*?1 [, >
k g“1 1,, para todo campo vectorial [, en Q (elipticidad) luego existen constantes
positivas ¢, y c, tales que

g“'V iV ud"x —CZJ |u|*d” x.

(34, =L(8)) oy = — f aL(n)d"x <c, f

0 0 Q
(12.46)
Ejercicio: Pruebe esto.
Por lo tanto en este caso también tenemos que
(”’_L<”)>H°(Q)
Hu)=——r, (12.47)

(u, ”)Ho(ﬂ)

SLuego de normalizarlos convenientemente.
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es acotada por debajo. La condicion de que Q(#) := (u,—L(#)) ;1o q) satisfaga la regla
del paralelogramo, aunque no sea positiva definida, es mucho mas restrictiva, y es
equivalente a pedir que L satisfaga

(0, L(#) oy = (L(0), #) progy ¥ 18,0 € Hy(S2). (12.48)

Los operadores que satisfacen esta relacién se denominan auto-adjuntos o hermitia-
nos. Note que dicha condicién también nos asegura que el operador L deja invariante
los respectivos subespacios H(7) que es necesario considerar en la demostracién an-
terior.

Ejercicio: Muestre que

L(n)=V (a"*V yu + b*u)— bV u+cu, (12.49)
con a®?, b*y ¢ campos tensoriales reales es auto-adjunto.
Ejercicio: Muestre que si L es auto-adjunto luego los autovectores son reales.

S :
Ejercicio: Encuentre los autovalores y autovectores en H(€2) de

2

L(M):EM +cx’u. (12.50)

Llegamos asi a la siguiente generalizacion:

Teorema 12.4 (Espectral) Sea Q acotado y L un operador eliptico antoadjunto con co-
eficientes a*®, b* y ¢ en C*(Q) [Condicion que se puede debilitar considerablemente ]
Luego el problema de autovalores L(u;) = A; u;, u; € H' (), tiene un conjunto numera-
ble y discreto de antovalores reales, cuyas autofunciones u; € C*°(SQ) expanden H_(S2).

Ejercicio:
a) Pruebe el siguiente corolario:

Si L eliptico y autoadjunto es tal que sus autovalores son distintos de cero luego
el problema de Dirichlet

L) =1, (12.51)

/€ H°(Q), u € H'(), tiene una Gnica solucién.
b) Si alglin A; = o entonces el problema anterior tiene solucion sii (#;, f) 7o) = ©
para toda autofuncion con autovalor cero.
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CAPITULO 13

ECUACIONES SIMETRICO-HIPERBOLICAS

13.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos sistemas de ecuaciones hiperbdlicas bajo la siguien-
te restriccion:

Definicién: Diremos que un sistema es simétrico-hiperbdlico si:

a.) El espacio de llegada del mapa lineal M4, &, es de la misma dimension que el
espacio de partida para todo k, # o. Por lo tanto de ahora en més usaremos

indices sin primar.
b.) El mapa M4k, es simétrico para todo k, # o.

c.) En cada punto de la variedad existe un co-vector ¢, tal que el mapa, H,; :=

M¢,t, es positivo definido. (Es decir Hzu”u® > o (= osii u? =0).) !

Note que esta tltima condicion implica que H; es una métrica en el espacio de las
variables independientes. Esta y su inversa, que denotaremos por H4® serin usadas
para subir y bajar indices.
Esta tampoco en una restriccion importante desde el punto de vista de la fisica,
ya que todos los sistemas fisicos que conocemos son simétrico-hiperbdlicos.
También, pero solo por simplicidad en la exposicion ya que asi evitaremos algunas
complicaciones técnicas, solo consideraremos sistemas lineales.

Comenzaremos este capitulo con un ejemplo simple que ilustra las caracteristicas
basicas de esta clase de ecuaciones.

"Como el conjunto de mapas simétricos y positivos es abierto si x, es cualquier otro co-vector, luego
Hyp(e) = M4 ,(t, + ex,) también serd positivo por ¢ suficientemente cercano a cero. Por lo tanto se
podran definir localmente superficies de nivel 7 = cte. tales que Hyp := M4,V es positivo en toda
dicha superficie local.
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13.2.  Un ejemplo

Sea una cuerda infinita en el plano x,y y sea y = #(x, t) la posicién de la cuerda
al tiempo ¢ en dicho plano. Ajustando las dimensiones (de longitud o de tiempo) se
puede ver que #(x, t) satisface la ecuacion,

d*u  J*n

— +3x1 = f(x,1), (13.1)
donde f'(x, 1) es la densidad de fuerza que se ejerce sobre la cuerda y que suponemos
no depende de la posicién de la cuerda con respecto a la coordenada y.> Tenemos asi
el problema matematico de encontrar las soluciones de la ecuacion,

DM:g“bVﬂvbM =7, (13.2)

en M = IR* con métrica pseudo-euclidea g,, = —(dt)* +(dx)*. Para tratar esta ecua-
cién es conveniente introducir un sistema coordenado apropiado a esta métrica, es
decir uno que tiene sus lineas caracteristicas como ejes,

£ = x+t=cte.,
— - (13.3)
n = x—t=cte.
X
Figura 13.1: Sistema coordenado nulo.
tenemos entonces que
X ¢ :rv
&g (13.4)

N

*De otro modo deberiamos considerar f(x, ,#) lo que complica el problema.
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&y =—(dt) +(dx)* = {[{—(dS)—(dn)+dE@dn+dp@dl}
H@EY +(dn) +dE @dn+dn@dE}]  (13.5)
= -[dé®dn+dnedf]

Notando que g** = 2[d& ® In+ In® &)y que los simbolos de Christoffel se
anulan debido a que la métrica tiene componentes constantes tenemos,’?

3
Ou=4 3n3E =f(n,€). (13.6)

Esta ecuacion puede ser integrada inmediatamente, obteniéndose

u ¢ N
500 = 1] somdaé vew
T (13.7)

w(n &) = j J FGEVE G +1,(E) + 1)

donde #,(&)y u I 1(7)) son funciones arbitrarias. Consideremos primero el caso f = o,
es decir la ecuacién homogénea. Sus soluciones son entonces suma de una funciéon
cualquiera de & y otra cualquiera de 7. Volviendo a las coordenadas x, ¢ obtenemos

uw(x,t)=u(x+t)+u;;(x—t). (13.8)

Por ejemplo,
w(x4t)=4 € x+te[—1n1] 1.
i ) { o x+t€(—o0,—1]U[1,+00) (13.9)

es una solucion que representa una onda (= solucidn de la ecuacién homogénea)
moviéndose hacia la izquierda sin cambiar de forma y con velocidad 1.

Similarmente #;; representa una onda moviéndose hacia la derecha. Ver figura.
Veamos ahora que el problema de Cauchy en este caso tiene solucion. Esto es ex-
tremadamente importante en fisica: nos dice que si tomamos una superficie no ca-
racteristica (por ejemplo la t = 0) y damos alli como dato # y su derivada temporal
obtendremos una tnica solucién para tiempos futuros. Esto es lo que nos permite,
si conocemos el presente, predecir el futuro, es decir, si preparamos un experimento,
predecir el resultado. Este hecho es el que distingue a la fisica de las otras ciencias
naturales. Supongamos entonces que a t = o (§{ =7 = x) damos #(x,0) = #(x) y su

. d
derivada 5%(x,0) = #,(x). Tenemos entonces que

o(x) = u(x,0) =y (x) + np (%), (13.10)

3Note ademas que g(é’n, 9,/) = g(d¢&,d&) = o, es decir estos vectores coordenados tienen norma nula.
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Figura 13.2: Propagacién de ondas.

a / /
ul(x):a—j(x,o):ul(x)—ull(x). (13.11)

Diferenciando (13.10) con respecto a x y resolviendo el sistema lineal asi obtenido
tenemos,

/
W(x) 4 0, (3)

e =
I OO B c) (1312
1 3 )
e integrando,
) = 2L mazc,
oy (13.13)
n(x * '
i) = 2o )—ij u,()d5+Cyy.
2 2 ),
Para que (13.10) se satisfaga debemos tener C; =—C; y por lo tanto
I I x+t
z/t(x,t):—(uo(x+t)+uo(x—t))+—J u (%)dXx. (13.14)
2 2 Jx—t

Vemos entonces que si damos como dato # (x) € C*(R)y #,(x) € C'(RR) obtenemos
una solucién #(x, 1) € C*(IR x IR). Por construccion esta solucion es Unica.

Ejercicio: Muestre explicitamente que (13.14) satisface (13.1) con f =o.

Ejercicio: Utilice la solucién general encontrada anteriormente para ver que las solu-
ciones homogéneas de la ecuacién de onda en dos dimensiones cumplen que #(z,x) =
u(o,x +t)+ u(o,x —t)—u(—t,x).

La ecuacion (13.14) nos dice que a #(x,t) contribuyen solo el promedio de los
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valores de #, en x — ¢ y x + ¢ y la integral de # , entre estos dos valores. [ Ver figura

13.3.]

(x:1)

x—t x+t

Figura 13.3: Solucién general homogénea en 1+1 dimensiones.

¢Qué pasa si tenemos una fuente f(x,¢)? Como ya tenemos la solucién general
(para dato de Cauchy arbitrario) de la homogénea solo necesitamos la solucion de la
inhomogenea con cero dato. Esto se logra integrando f(&,7) primero con respecto

a& entre #y & y luego # entre & y 7.

L (008 s s
ol )= Jg < Jﬁ f(E,n)d€>dn-

Ejercicio: Muestre que

t x+(t—f)
fv(x,t):J <J - f()?,f)d)?)df,
o x—(t—t

que

y que v(x, t) satisface (13.1).
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(7.¢)

(=7 n=¢ x

Figura 13.4: Solucién general inhomogenea.

Vemos entonces que la solucidon buscada es,

I N al t x+(t—f)
u(x,t):Z(uo(x+t)+uo(x—t))+—f ui(i)d£+J <f . f()?,f)d£>dt~, (13.18)

2 Jx—t

que por construccion es unica y que #(x,, ¢,) depende de los valores iniciales y de f
en la region conica con vértice (x,, ¢,) dada por,

{ =k (13.19)

lx —x | <t —t.

Esta regi6n se llama dominio de dependencia del punto (x,, z,), solo lo que acontece
en esta regién puede afectar el valor de # en dicho punto. Similarmente se define el
dominio de influencia de un punto (x_, z,) como el conjunto de puntos en los cuales
se puede cambiar el valor de # si se cambia el valor de #, de su derivada o de f en
(x,,,)- En este caso este viene dado por: {(x, )|t >¢t,,|x —x | <t—¢.}.

El comportamiento de las soluciones de las ecuaciones hiperbélicas es en general
el mismo que el de este simple ejemplo: Dados datos de Cauchy genéricos habra una
tnica solucién (tanto hacia el futuro como hacia el pasado). En el caso de las ecua-
ciones lineales esta solucidn se puede extender indefinidamente en ambas direcciones
temporales, en el caso no-lineal las soluciones tienen solo validez en un intervalo tem-
poral finito y es un problema fisico interesante ver si las ecuaciones fisicas no-lineales
pueden o no ser extendidas indefinidamente y que significa fisicamente la aparicion
de singularidades en las soluciones. * Una cantidad de gran importancia fisica y ma-

4Una singularidad es un punto donde u deja de ser lo suficientemente diferenciable como para que la
ecuacién tenga sentido o peor atin donde # deja de tener sentido incluso como distribucidn.

218



tematica relacionada con la ecuacién de onda es la energia de las soluciones. En dos
dimensiones ésta esta dada por,

1 d d
E(%,to):—f_ [(3—1: 2+(3—Z)2]dx. (13.20)

2

Observe que la energia es positiva y su tasa de variacién esta dada por,

dE J (314 d*u  J*uw du

k) = 2090 T 3135 30"

dt

u 3*u 3*u. 3 Iudu
= JZZZO[E(QIZ - ax2>+ %(E%)]dx (13_21)
du
= —fldx,
s
/ . . , % aM '
donde en la Gltima igualdad hemos usado (13.1) y supuesto que lim 315" S
X—0Q X

f = oluego la energia se conserva y esto nos da una prueba alternativa de la unicidad
de las soluciones.

Teorema 13.1 (de Unicidad) A lo mds existe una sinica solucion u(x,t) a la ecnacion

de onda entre las funciones en u(x,t) € H'(RR), %(x, t) € H°(IR) (donde IR es la
superficie t = cte) para un dado dato de Canchy.

Prueba: Supongamos existen dos soluciones #, y #, con los mismos datos de Cauchy
en, digamos t = o. Luego 8 # = u, —u, satisface la ecuacién homogénea y tiene dato
de Cauchy igual a cero. Por lo tanto £E(8 #, ¢t = 0) = o, pero la energia de & # es conser-

vaday porlotanto E(8u,t—t,)=o Yt,.Estoimplica que ||%(x, = ey =0
y por lo tanto %ﬁ”(x, t)

“8{98: (%, 8)|;=¢ llz7ory = o'y por lo tanto %(x,t)h:to =oo0 8u = cte. Pero las

|,_, = oen casi todo punto. Anidlogamente tenemos que
o

constantes no son de cuadrado integrable en IR y por lo tanto 8 u(x,t) = u (x,t)—
u,(x,t) = o como elemento de H'(/R) #

13.3. Desigualdad de la energia para sistemas simétrico-hiperbo-
licos

En esta seccion consideraremos un sistema simétrico-hiperbélico lineal general.
Es decir un sistema de la forma:

MIZBVaMB:IA, (13.22)

con M, y I, en general dependientes de la posicion, con M4, simétrico en los indices
mayusculos y tal que exista una funcidn = con gradiente ¢, tal que H,j sea positiva
definida y por lo tanto invertible.
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Sea X, la familia de superficies dadas por las superficies de nivel = = ¢ Sea I una
region cualquiera de X y sea Q una region tal que QNYE, =T seaademasI'(z) = QNX,

Sea # una solucién de 13.22 y sea,

E(uA,t):J nﬂMzBuAMB, (13.23)
I(t)

es decir la integral de H,zu"u® sobre una regién de la hipersuperficie T = t =
const., donde hemos definido H, usando n, = ¢, /|t |, es decir hemos normalizado
at,.

Veamos la diferencia de esta cantidad entre dos superficies como muestra la figura.

| T T=o0

Figura 13.5: Desigualdad de la energia

Figura 13.6: Desigualdad de la energia, vista en perspectiva.
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Para ello usaremos el teorema de la divergencia, que nos dice que,
E(u?,t)—E(u,0)+ E(u?,s) = J V(M5 u®), (13.24)
Q(o,t)

donde el signo negativo del segundo término de la izquierda es debido a que en la defi-
nicién de E(#?, 0) tomamos la normal entrante a la region Q(o, ¢ ). El tltimo término
representa la integral de la energia sobre una superficie § que supondremos dada por
la ecuacién o = s donde o es una funcion suave y s € [R. Este término representa la
energia que escapa de la region a través de la superficie S.

Usando la ecuacién 13.22 en el miembro derecho obtenemos,

E(u®,t)—E(u®,0)+ E(u,s) = J (V Ma) u u® 4+ 21, "] (13.25)

Q(o,t)
t

< [ [ At ol an
o JX;
t

< JJ{|CHAB”A”B|
o JX;

+ 28/ | L HAB| | H A uB|}d E

<

J[[«: + 10)E(u?, £)+ D(£)]df,

donde en el primer miembro de la segunda desigualdad hemos usado la desigualdad
de Schwartz (ver ejercicio) y hemos definido,

C? :=sup{(V, M4, )(V , ML) ) HAC HEPY. (13.26)
0
En la tercer desigualdad hemos usado que 245 <4*+ b? y hemos definido,

D(t)::J HY L, 1. (13.27)
Zl

Ejercicio: Sea H ;, simétrica y positiva definida, con inversa H42. Probar:
a) SABSCPH, Hyp >0, (=osii $48 = o).

A,B A,B
b.) [Sputu®| < \/HACHBDS, S Hyputu®.

Haremos ahora una suposicion importante que luego discutiremos en detalle:
supondremos de ahora en mas que E(#%,5) >0V u?.
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Con esta suposicién podemos ignorar dicho término en la desigualdad anterior
y obtener,

E(u®,t)—E(u?,0) < Jt[<c + 1)E(u?,f)+ D(£)]d1. (13.28)

Diferenciando esta desigualdad integral obtendremos una cota maxima para la
energia. En efecto, diferenciando esta expresion y notando que el signo de la des-
igualdad se mantiene obtenemos la siguiente desigualdad diferencial,

d
EE(»/‘,:)S(I+C)E(MA,t)+D(t), (13.29)
La igualdad diferencial tiene como solucién (usando el método de variacién de cons-
tantes, seccion s,2),
t
Y(t)=e" [Y (o) —}—J e O D(F)d 1. (13.30)
Usando ahora el lema 4,1 vemos que E(#4,t) < Y (¢)V t > osi E(u?,0)=Y (o), y
por lo tanto tenemos que,
t
E(u,t) < e+ [E(u?,0) +J e O D(F)d 1. (13.31)
Esta desigualdad es extremadamente importante, no solo permite inferir la uni-
cidad de las soluciones (como veremos a continuacién) sino también juega un papel
fundamental para probar la existencia de soluciones y para lograr algoritmos numé-
ricos convergentes y fiables.

13.4. Unicidad de las soluciones

Usando la desigualdad obtenida anteriormente probaremos el siguiente teorema:

Teorema 13.2 Sea una ecuacion simétrico-hiperbolica en una variedad M, Sea = | una
superficie dada por la ecuacion T = o con y tal que M5,V sea positiva definida. Sea T
una region cualquiera de 3, y sea 2 una region tal que QN =T vy tal que E(u?,s) >
o Yul. [Ver figura anterior. | Luego si u® y # son dos soluciones que coinciden en T
Iuego éstas coinciden en todo Q.

Prueba: Sea 84 := #4 — 774, Luego 8 satisface,
MipV, 84 =o. (13.32)

Por lo tanto tenemos una desigualdad de la energfa para 8¢ con D(t) = o'y ademas
con E(8¢,0) = oya que las dos soluciones coinciden en I'. Pero entonces la desigual-
dad nos dice que E(8¢, ) = oparatodo ¢ y por lo tanto 8 ¢ = o en todo Q2 probando
asi el teorema &
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13.5. Dominio de dependencia

El teorema de unicidad anterior se basé en la suposicion de que
E(uc,s):J ndeBuAuBZO (13.33)
s

y por lo tanto es importante determinar cudles son las posibles regiones donde esto
pasa. En particular, dada una regién I', la mayor regién 2 donde tenemos unicidad de
las soluciones con idénticos datos iniciales en I' se llama el dominio de dependencia
de T, es la regién que depende completamente de los datos iniciales dados en T, o sea
dando datos iniciales en T podemos controlar completamente el valor de la solucién
en cualquier punto de su dominio de dependencia.

Veamos primero que este dominio de dependencia no es vacio. Para ello tomemos
I' compacto en X y consideremos H,p = t,M%,. Sea ahora 0 =t — &8¢ con & una
funcién suave en un entorno de I positiva en dentro de este conjunto y negativa en
Y, —T (o sea que se anula en su frontera) y & un ntimero real que supondremos
pequefio. [ Ver figura 13.7.]

T=cte.
g =cte.

Figura 13.7: Region en forma de ampolla

En cada punto p €' H,; es una métrica positiva definida y por lo tanto, como el
conjunto de métricas positivas definidas es abierto en el espacio de todos los tensores
simétricos, dado otro covector w, cualquiera existira ¢ > o suficientemente pequefio
tal que
(t,+ew,)Mi, = Hyp+cw, M*AB es también positiva definida. Como I' es compacta
dado un w, en ella habra un ¢ minimo y positivo tal que el tensor definido arriba
sera positivo® Por el mismo argumento de continuidad habra una regién compacta
alrededor de I' y un & > o, un poco menor que el anterior tal que alli V, 0 M4, sera
positiva definida. Hemos logrado asi tener una region 2 entre las superficies de nivel
T =o0y 0 = o, es decir, una pequefia ampolla donde la integral de la energia saliente
por S ={p € M|o(p) = o} es positiva para toda solucién #*.

¢Cuan grande podemos hacer esta ampolla, es decir cuanto méas podemos incli-
nar la superficie S y todavia mantener positividad? Esta pregunta tiene mucho que
ver con la siguiente: ¢cuanto podemos inclinar a ¢, en cada punto y todavia tener
positividad de z,M%, en dicho punto?

SPara ver esto considere el mapa entre (B, xI') x (B, xI') xI' — IR dado por, wﬂ(p)MjB(p)MA(p)uB(p)

donde B,(p) = {#(p)|Hyp(p)nw* u® = 1}. Este es un mapa continuo y su dominio es compacto por lo
tanto tiene un maximo, 7 < 00. Podremos tomar entonces 0 < ¢ < 1 [m.
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, . o .. . iy
Obsérvese primero que si £, My, es positivo luego at, Mg, a > o, también lo es,
con lo que el conjunto de los ¢, para los cuales tenemos positividad forman un cono.
Esto también nos asegura de que no todos los co-vectores estan en este cono, ya que
si ¢, lo esta, (—t,) no lo esta.
Segundo obsérvese que si ¢, y £, estan en el cono, [es decir cada uno de ellos da
una métrica positiva definida] también lo estan todos los co-vectores de la forma,

at, + (1—a)i,, a € [o,1] ya que (at, M4, + (1—a)f, M5, )uu® es positivo si los

coeficientes de @ y (1 — @) lo son. Es decir el conjunto de los co-vectores que dan
métricas positivas definidas forman un cono convexo de 77, en cada punto p € M.

Este cono se denomina cono caracteristico. [ Ver figura 13.3.]

Figura 13.8: Cono caracteristico

¢Qué pasa con los co-vectores en la frontera de dicho cono? Alli la condicién de
positividad definida debe fallar, es decir dado un co-vector ¢, en dicha frontera habra
algtin #* tal que ¢, M%,u” u® = o. Esto implica que alli el rango de ¢,M%, deja de ser
.
maximo.

13.5.1. Construccion de una superficie caracteristica

Ahora construiremos la superficie frontera del maximo dominio de dependencia.
A partir de una region I dada por {g € X | o(p) = o} construiremos una superficie
S tal que su normal en cada uno de sus puntos pertenezca a la frontera del cono carac-
teristico. Esta superficie vendra dada por una funcién ¢ = o tal que 0|y, = 0,,. Para
encontrar la ecuacidn que esta funcién debera satisfacer es conveniente introducir un
sistema apropiado de coordenadas, el mismo que usamos en nuestra clasificacién de

las ecuaciones en derivadas parciales. Una de estas coordenadas serd t = 7 y llamare-

; . . . do do
mos a las otras x’, también por conveniencia definiremos 0, = == y 0; = 2. Con

dxi
estas coordenadas obtenemos que,

V,oMi, = UsziB +Z‘7iM;13
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= G'ZHAB-FZG'Z-MAB. (13.34)
1

Multiplicando por la inversa de H, 5, H4®, obtenemos

HCAVﬂO'M[ZB:O'tSCB‘f‘ZO-l’HCAM[gB; (1335)
i

el cual es un operador, es decir un mapa lineal de un espacio vectorial en si mismo, y
por lo tanto le podemos tomar su determinante, obteniendo,

det (IZSCB—i—ZoiHCAM/’;B =o, (13.36)
7

ya que el determinante de H“4V oM, se anula pues hemos supuesto que el rango
de V, oM, dejaba de ser maximo. Para cada valor fijo de las derivadas espaciales o;
esta ecuacion tendra en general 7 soluciones (raices) reales, o,, (los autovalores del
operador > 0, H“4M ), de todas ellas tomaremos aquella que nos dé la frontera
del menor cono conteniendo a z,, es decir la mayor raiz. Tendremos asi para esta raiz
una ecuacion de la forma:

o, +H(o;,x',t)=o. (13.37)

La funcién H tiene una propiedad muy importante, note que si (¢,,0;) es una so-
lucién también lo es (ao,,a0;) y por lo tanto H debe ser homogénea de primer
grado, es decir H(aoi,xi, t)= ozH(oi,xi, t). Estas ecuaciones, con H homogénea
de primer grado se llaman ecuaciones eikonales y son casos particulares de la ecua-
ci6n de Hamilton-Jacobi que se estudia en mecanica.

Este tipo de ecuaciones pueden ser resueltos transformandolos a un problema
equivalente en derivadas ordinarias proveniente de un Hamiltoniano. En efecto, con-
sidere el sistema de ecuaciones ordinarias Hamiltonianas:

dx'  JH
dt  Idp,
dp; JH
ai = o (13.38)
donde H(p,,x*,t):= H(o;,x',t)|, _,,- Integrando este sistema con condiciones ini-
ciales:
x'(0) = «x!
pil0) = oy (13.39)

y luego restringiendo las curvas integrales obtenidas en el espacio de fase (x, p;)al

espacio de configuracién x?, obtenemos una serie de curvas en nuestra variedad ema-
nando de la superficie I'. Llamaremos a estas curvas, curvas caracteristicas ya que
tienen la importante propiedad de que a lo largo de ellas la funciéon o que andamos
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buscando es constante! Para probar esto primero veamos que con las condiciones ini-
ciales elegidas p;(t) = 0;(x/(t),t) V t. Pero tomando la derivada con respecto a x* de
la ecuacién 13.37 obtenemos:

30;‘ . d*o
dt Jtdxi
_ d*o
 Ixidt
JH do;, JH
= _;é)—o_j(o-]uxk) )3 ; a Z(Ok’ k,t), (13.40)
y por lo tanto
dlpi—o;) _ JH, do,dx)  do,
T o _&’xi(pk’x ’ ) Ixi dt ot
QH do :9H
o _(9x‘ pk’ Zé)x]ap DPp>x ) )
JH A aai JH /e
+ zj:a—aj@fk,x ,t)ax] e l(ak, ,1)
JH IH
= _F(pk’xk )+ 55 (0px xF,t)

do, [ 0H L OH .
Zaxf<8p (P ’)‘a—cn(”’”x’t))’ (13.41)

donde en la segunda igualdad hemos usado las ecuaciones 13.38 y 13.40. Esta tltima
ecuacion, con las condiciones iniciales elegidas tiene solucion trivial, pero el teorema
de unicidad de las soluciones de ecuaciones ordinarias nos garantiza que esta es la
tnica y por lo tanto la igualdad buscada. Por lo tanto de ahora en mas no deberemos
distinguir en el argumento de H si esta evaluada en o, 0 en p;.

Pero entonces note que la derivada a lo largo de una curva caracteristica de o es,

do _ sy d¥
de — & gy T
= ZQ—HQ H(oy,x",t)
i 30‘1
= o (13.42)

donde en la tltima igualdad hemos usado que por ser H homogénea de primer grado
en 0; se cumple la igualdad H(oy,x*, 1) = Zl 90 ;.

Hemos demostrado entonces que o sera constante a lo largo de las lineas inte-
grales de la ecuacidn 13.38 con condiciones iniciales dadas por 13.39. Por lo tanto
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conocemos S, esta sera la superficie reglada por las curvas caracteristicas emanando
de JT¢. [Ver figura 13.9.]

Figura 13.9: Construccion de S y una singularidad en §

13.5.2. Dominio de dependencia, ejemplos

A continuacion damos un par de ejemplos de la construccidon de curvas caracte-
risticas y determinacién de los dominios de dependencia.

Ejemplo: Fluidos en una dimensién

Consideremos un fluido con densidad promedio p,, moviéndose con velocidad

promedio v, y con una ecuacion de estado para la presion en funcién de la densidad

p = p(p)- Estamos interesados en pequeiias fluctuaciones de estas cantidades alrede-

dor del estado de equilibrio (o, v,), es decir en la teoria del sonido en este fluido. En
este caso # = (p,v) ser dichas fluctuaciones y las ecuaciones del fluido son

dp dp dv

cE_LiE_ 27

Jr °dx °x

do Jdv 1dp

A A

dr °dx  p,dx

= (o]
= o (13.43)

. d . . . .
Sic?:= ﬁ| 5, > 0, (c es lavelocidad del sonido en el medio) entonces el sistema es

simétrico-hiperbdlico con M4, obtenido reescribiendo las ecuaciones como:

(,‘z le) IO —CZ’UO _Czloo /O B
< ° P >< v >t+< —C’Py =PV )< v )x—O, (13.44)

®En general las curvas caracteristicas se cruzan entre si y por lo tanto atin dando una regién I con fron-
tera suave luego de un cierto tiempo la superficie reglada desarrollard singularidades y o sera multivaluada.
Sin embargo estas singularidades se conocen perfectamente bien y se sabe cémo descartar regiones hasta
obtener dominios de dependencia con frontera continuas.
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dp _ dpdp
donde hemos usado que 5= = EPREL

El determinante que debemos estudiar es entonces:

o,c*—o0.c*v,  —0,.C7p,
det , (13.45)
—O'XCZIOO O'NO;—O'XIO’U
que tiene como raices,
o, =(v,xc)o,. (13.46)

Supongamos ¢ > v, (fluido normal, subsénico), y que I' =[o, 1] con o, = x(x — 1).
En x = 0 0, es negativa y entonces la mayor raiz es v, —c y la solucién es o_ =
t(c—v,)—x.Enx =10, es positiva y entonces la mayor raiz es v,+ ¢ y la solucién
eso_=t(v,+¢)—(x—1).[Ver figura.]

(4 o

Figura 13.10: Dominio de dependencia de un fluido

Ejemplo: Ecuacién de onda en 2 + 1 dimensiones.

La ecuacidn es: g 5 5
T3i9: T axdx  dydy (13.47)

y usando 4 = (&, %, %, %) el sistema se puede escribir como,

1 1 1

1 00O u 000O0 u 000O0 u —u
0100 u* 0010 u* 0001 u* _| —p
0OO01O0 #w | | o100 u’ "l oooo u’ -

0001 %4[ 000O0 u4x 0100 144y o
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Ejercicio: Pruebe que si los datos iniciales son tales que #* = 39—’1 yud= 9&,—’;, luego

u" satisface 13.47.

Las ecuaciones para o son:

S

det

o o0 O

O s€a

o o
O-t O-x
ax al

o
03’
P

Las ecuaciones de Hamilton para este sistema son:

y sus soluciones son:

d_x
dt

dy
dt

do,
dt

d(fy

dt

JH _ —0,
30x (ox)z +(0y)2
on___—o
do, (o) +(0,)
_9H _
dx —°
_9H _
dy 7
0oy
+x,
(00x)* +(0,,)
—a,,
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CAPITULO 14

ECUACIONES PARABOLICAS

14.1. Introduccion

Aqui trataremos el arquetipo de ecuacion parabdlica, la ecuacion del calor,

%— u = fenQ,
ul,_, = u° (14.1)
ul; = o

donde € es una regién cilindrica de la forma [0, 7] x S y L =[o0, T]x d§. Ver figura.

O

Figura 14.1: Condiciones de contorno para la ecuacion del calor.

También se puede tratar el problema en que #*V x|, = o, 0 problemas mixtos,
aqui solo trataremos el primero, ya que el tratamiento de los otros no reviste mayores
cambios. Las condiciones de contorno no homogéneas se tratan de forma similar al
caso de ecuaciones elipticas.

Usando el Teorema Espectral, 12.2, descomponemos #, f y #° en autofunciones
del Laplaciano en S en H (S) y obtenemos,

o0

w(t ) = S, (t)e,(),

n=o

231



few) = 308
O) = D)

donde las funciones v, (x/) satisfacen,
Av, () = Ao,(x)
vn<x])|L = O

Obtenemos asi el siguiente sistema infinito de ecuaciones ordinarias,

| = *
Hyli=o - n°
La solucién de la ecuacién homogénea es #27 = u%e=** y usando el método de va-
riacién de constantes obtenemos,
t
I _ At N, AL g
u,=e | f(D)e""di. (14.3)

La solucién completa (respetando la condicién inicial) es

=g+ [ f0eai) (144

De manera analoga a como probamos que la solucién formal para el caso hiper-
bélico era una solucidn suave se puede demostrar aqui que para ¢ > o la solucién es,
en las variables espaciales dos veces mas diferenciable que /vy en la temporal una vez
mas.

Una propiedad muy importante de esta ecuacién es que en general solo admite
una solucion para t > o, esto implica que a diferencia con las ecuaciones de la mecani-
ca o el electromagnetismo esta ecuacion privilegia una direccion temporal particular.
Entre otras cosas esto nos indica que esta ecuacion representa o describe fenémenos
que no pueden ser derivados solamente de la mecanica y que en ellos debe haber
alguna clase de informacion de tipo termodinamico.

Para ver esto retomemos el ejemplo dado en la introduccién al Teorema Espectral,
12.2

. du

s

donde vimos que las autofunciones v, (x) con v, (0) = v, (1) = oson v,,(x) = sin(7rnx)
con autovalor A, = 7*n?.

=oenfo,1], (14.5)

=)=

n?

Tomando como dato inicial #°(x) = > 772 sen(mnx), la cual es acotada

o0 I

en[o,1] yaque > 72 ~— < 0o, obtenemos,

=) (_I)?eﬂrznzz

u(t,x):Z

n=r

sen(mnx).
nZ
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—n?(an—1)*t

oo € . e .
Pero u(t,1/2) = >°2 B e la cual es finita V¢ > o e infinita para cualquier
t < oyaque el enésimo término tiende a infinito con 7. Por otro lado dada cualquier
u°(x) =22 upsen(mnx), continua obtenemos

[ee]
z/t(t,x):Zuﬁeiﬁznzzsen(ﬂnx) (14.6)
n=o

la cual es infinitamente diferenciable para todo ¢ > o ya que dado cualquier polino-
mio P(n) de n, P(n)e™™ """ — o cuando 7 — oo si t > o.
14.2. Unicidad y el Teorema del Maximo

Vemos ahora que la solucién obtenida en el caso general es tnica. Para ello supon-
dremos que esta es C" con respecto al tiempo y C? con respecto a las coordenadas

espaciales. Para llegar a esta conclusion usaremos el principio del maximo. Desarro-
llamos este primero para el problema de Dirichlet.

Teorema 14.1 (del Maximo) Sea u € C*(S)y Au >oen S, luego

MAX # = max #
S as

Prueba: Si Au > o esto sigue simplemente del hecho de que si el maximo estuviese

en p € S luego 8((97/?) , <0 Y k=1,.,nyporlo tanto, por continuidad de la

derivadas segunda, Ax < o, en toda una region dentro de S, lo que es una contradic-
cién. Para el caso Au > o nos auxiliamos con la funcién v = |x|*. Como Av > oen
S luego

A(n+ev)>0 enS Ye>o (14.7)

y asi
max(# +ev) = max(u +¢v)
S a8
y por lo tanto
max# +eminov < max# + ¢ maxov
S S a8 as

y tomando ¢ — o obtenemos la igualdad buscada. En el caso en que Ax = o luego
también se cumple que
min# = min#
S as
(Simplemente usando que min(#) =—max(—u)).
Este resultado nos da otra prueba de la unicidad de las soluciones al problema de
Dirichlet para el Laplaciano.
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Teorema 14.2 (Unicidad del Problema de Dirichlet) El problema

Au f enS

ulag = Uo»

o

(14.8)

tiene a lo sumo una vinica solucion en C*(S).

Prueba: Sean # y 7 en C*(S) soluciones, luego & = u—1i satisface AS =oy &) 5 =0
pero entonces

m_a’lxg =maixd =o
C as

mind =mind =o
S a8

por lo tanto concluimos que & =o.
Ejercicio: ¢Para qué otras ecuaciones elipticas vale esta prueba de unicidad?

¢Podemos obtener un resultado similar para la ecuacion del calor?

Teorema 14.3 (Unicidad para la ecuacion del Calor) Existe a lo mds una vinica so-
lucion uw € C'[o, T] x C*(S) del problema,
n—Au = f en§
M|z:o = ”0) (14-9)

I

ulp = u',
u®yu' continuas.
La prueba de este teorema es una aplicacion trivial del siguiente lema.

Lema 14.1 Sea u € C'[0,T] x C*(S) continua en Q y satisfaciendo u, — Au < o.
Luego

max # = maxu

Q a0

donde d'0=S_UL.

Prueba: Veamos primero el caso #,—Au <oen.Seao < ¢ < Ty Qe = {Use(o7—)Si}-
Como # es continua en €2, existira p € Q. tal que #(p) = maxg, #. Sip €, luego
alli #, = oy Au < olo que nos da una contradiccién. Si p € I, = S;_, tendria-
mos #, > oy Au < o, lo que también nos da una contradiccion. Sigue entonces que
peIN.y

14 14 14
max# = max# < maxu#
Qe 0 EX
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O

Figura 14.2: Prueba del Lema 14.1

tendiendo ¢ — o obtenemos el resultado buscado.
Para tratar el caso #, — Au < o en (Q, consideramos v = » — k¢, k > o. Luego
v,—Av=u,—Au—k <oy por lo tanto

max # = max(v +kt) <max(v+kT) < miaxv + kAT < maxu+kT, (14.10)
Q Q Q a0 a’0

donde en la Gltima desigualdad hemos usado que maxv < maxu si k > o, t > o.
Tomando el limite, £ — o obtenemos el resultado buscado.

au

Ejercicio: Probar que si 57 —Ax > o luego ming # = min,q #.
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CAPITULO 15

GRUPOS

15.1. Introduccion

Los grupos juegan un papel fundamental en la fisica contemporanea. Esto se debe
aque en la naturaleza se observan simetrias, o su correlato, via el teorema de Noether,
cantidades conservadas, es decir que no varian durante las interacciones de los diver-
sos campos durante las escalas temporal propias a estas. Estas simetrias son invarian-
cias ante transformaciones, tales, por ejemplo, como las traslaciones espaciales o tem-
porales, las rotaciones, o transformaciones entre distintos campos, tales por ejemplo
las que dan cuenta de la conservacion de la carga eléctrica, el ndmero bariénico, etc.
Todas estas transformaciones, conforman grupos, y la determinacion de la estructura
de los mismos es un ingrediente fundamental en la construccion de modelos aproxi-
mando la realidad.

Comenzamos con la definicion abstracta de grupo:

Definicién: Un grupo es un conjunto G y una asignacion, ¥ : G x G — G, llamada
multiplicacién, y usualmente denotada de la misma manera, (g, g’) := gg’, satisfa-
ciendo las siguientes condiciones:

» Asociatividad: g(g'g”)=(gg’)g”
= Existe un elemento en G, usualmente denotado por e, tal que
ge=eg=eV €G

= For each element g € G there exists another element in G, called its inverse,
¢~ ', such that,

gg =g 'g=e

Ejemplo: Sea el conjunto Z de nimeros reales, incluidos los negativos y el cero. Sea
el producto dado por la suma, ¥(n, m) = n + m. Esta operacién es claramente aso-
ciativa, U(n,¥(m,[)) = V(n,m+ 1) =n+m+1 =V(n+m,l) = V(¥ (n,m),l).
En este caso la identidad es el ntimero cero, ¥(o,7) = ¥(n,0) = n y la inversa del
elemento 7 es el nimero —n.
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Ejemplo: Sea el conjunto R — {0} y la multiplicacién la usual. Vea que este conjunto
con dicha operacion es un grupo.

Ejemplo: Veamos ahora el ejemplo mas importante de grupo, como veremos mas
adelante todos los grupos se pueden obtener por esta construccién. Sea S un conjunto
cualquiera, sea P(S) el conjunto de los mapas injectivos y surjectivos de S en S, ¥ :
§ — S. Sea el producto la composicién de mapas. Notemos que la composicion de
mapas es claramente asociativa,

Wo(®@oy )(s) =Wod(y(s)) =T(B(x(s)) =(Vo@)(x (s)) = (To@)oy(s).

Por otro lado la composicién de mapas invertibles da un mapa invertible y por lo
tanto la multiplicacion es cerrada en P(S). Como los mapas considerados son inver-
tibles sus inversas como mapas son sus inversas como grupos y la identidad como
mapa es la identidad en el grupo.

Ejemplo: Sea § = {1,2} un conjunto de dos elementos. P(S) consta de solo dos ele-
mentos, la identidad, e(1,2) = (1,2) y la conmutacién g(1,2) := (2, 1). Notemos que
g es su propia inversa, gog(12) = g(2,1) =(1,2).

Abstractamente podemos definir este grupo por su tabla de multiplicacién,

Cuadro 15.1: Tabla de multiplicacién de P(1,2)
€l 8
g|le

Ejemplo: Veamos el caso siguiente, sea S = {1, 2, 3}. En este caso tenemos los siguien-
tes mapas: €(1,2,3) = (1,2,3), f,(1,2,3) = (1,3,2), £,(1,2,3) = (3,2,1), £,(1,2,3) =
(2,1,3), g(1,2,3) = (3,1,2), g'(1,2,3) = (2,3, 1). Su tabla de multiplicacion es la si-
guiente:

Cuadro 15.2: Tabla de multiplicacion de P(1,2,3)

~

oQ
oQ

~|
Q
~|

0Q |
OQ\
s

~|oa
SN N N N

o |og 09 [T

g
LS e
LIA e e
LA Aeld

Ejercicio: Considere el grupo de todos los mapas lineales de R* — IR* que preservan
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un triangulo equilitero. Construya su tabla de multiplicacion y compare con la tabla
anterior.

Ejercicio: Considere el espacio todos los mapas lineales de R* — IR* que preservan
un cuadrado. Compare su tabla con la de P(1, 2,3, 4).

15.2. Isomorfismos

Como hemos visto, el grupo de transformaciones lineales en R que preservan un
tridngulo equilatero y el grupo P(1, 2, 3) tienen la misma tabla de multiplicacién. Por
para todo fin practico, de forma abstracta estos dos grupos son idénticos, el estudio
de uno nos da toda la informacion sobre el otro. Esto no se una excepcién, en fisica
los mismos grupos aparecen como transformaciones en situaciones y espacios muy
diversos y no es tan facil establecer la relacion entre los mismos. Formalmente la
relacidn entre ellos se puede definir de la siguiente manera:

Definicion: Dos grupos, G y H son isomorfos si existe un mapa invertible entre
ambos, ¥ : G — H tal que,

(g)W(g')="(gg").

Note que en el lado izquierdo el producto es el producto de H, mientras que en
el derecho el producto es el de G. Es decir el mapa ¥ preserva el producto entre
los espacios. Si dos grupos son isomorficos entonces son idénticos en cuanto a sus
propiedades intrinsecas.

Ejercicio: Encuentre el mapa que hace P(1,2) y grupo de todos los mapas lineales de
IR* — IR* que preservan un tridngulo equilatero.

15.3. Subgrupos

Definicién: H es un subgrupo de G si es un grupo en si mismo, con la operacién de
multiplicacién heredada de G. Es decir, si dado dos elementos, b, b’ € H, hh' € H,
o sea que es cerrado bajo el producto, ysi b € H, luego h~" € H. Note que ambas
condiciones ya nos aseguran que e € H.

Ejemplo: En P(1,2,3) los elementos e, g, g’ forman un subgrupo de H.

Ejercicio: Encuentre un subgrupo no trivial (el elemento identidad es siempre un
subgrupo) del grupo dado por el conjunto /R— {0} con la multiplicacion usual.

Ejemplo: Si H, y H, son subgrupos, luego su interseccion, H, N H,, también lo es.

Dado un subconjunto S de G, la interseccion de todos los grupos que lo contienen
es un subgrupo. Se lo denomina el subgrupo generado por .
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Ejercicio: Demuestre las afirmaciones del ejemplo anterior.

Ejercicio: Considere un conjunto finito S y el grupo de permutaciones sobre el mis-
mo, P(S). Sea §’ un subconjunto de S y considere todos los mapas que cuando res-
tringidos a 8" son la identidad. Vea que este conjunto es un subgrupo.

Ejercicio: Sea A subconjunto de G. Vea que A es un subgruposii Y a, a’ € A,a'a’ €
A.

Ejercicio: Sea P(S), con § finito. Sea
A:={u € P(S)|3s, s’ s” distintos, tales que u(s) =s', u(s") =s" u(s")=s.}

Muestre que el subgrupo generado por A no es todo P(S).

Is.4. La construccidn universal

Vimos varios ejemplos de grupos que aparecen como grupos de transformacio-
nes, es decir como mapas invertibles de un conjunto en si mismo. En realidad todos
los grupos se pueden obtener de esta forma. Citamos el siguiente teorema, el cual no
probaremos, pero que es muy importante pues sitta a los grupos en su justa dimen-

./
sion:

Teorema 15.1 Dado un grupo G existe un conjunto S tal que G es isomdrfico a un
subgrupo de P(S).

Mis adelante veremos una manera de establecer este resultado.

Ejemplo: Sea el grupo cuyo conjunto consiste de los nimeros enteros y la multipli-
cacién la suma. Vea que este grupo es isomorfo al grupo de traslaciones sobre Z:
U :Z— Z,dados por ¥, (m)=n+m.

Ejemplo: Sea el grupo cuyo conjunto es R — {o} con multiplicacion dada por el pro-
ducto. Este grupo puede ser obtenido como el conjunto de los mapas invertibles de
la linea real en st misma dados por, ¥, : R — IR dados por ¥ (y) := xy. Estos mapas
son llamados dilataciones.

15.5s. Grupos Lineales

Se llama grupos lineales a aquellos grupos que aparecen como subgrupos del gru-
po de mapas lineales e invertibles de R” — R” o sus versiones complejas, los mapas
de C" — C”.

El mayor de ellos es el conjunto completo, llamado el grupo lineal general, y
denotado GL(n,R"/C"), es decir el conjunto de matrices cuadradas invertibles 7 x
n, con elementos reales o complejos.
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Un subgrupo del mismo es el de todas las matrices con determinante con médulo
unidad. Note que este conjunto es realmente un subgrupo ya que,

det(A)det(B) = det(AB).

Un subgrupo mas pequefio de este esta formado por el subconjunto de las mismas que
tiene determinante unidad. Estas reciben el nombre, grupo lineal especial, SL(n, R" /C™).
Estos espacios tienen mas subgrupos pero los mismos no se manifiestan de forma
natural a menos que incluyamos mas estructura. Por ejemplo, si introducimos una
base preferida, luego el conjunto de matrices que son triangular superior (inferior)
con todos los elementos de la diagonal distintos de cero (invertibles) son subgrupos.
De mas relevancia son los que aparecen cuando introducimos un producto escalar.
En ese caso vemos que las matrices unitarias, (ortogonales) forman subgrupos, de

hecho, si U y U’ son unitarias, es decir,

(Ux,Uy) =(U'x, U'y) = (x.0),
su producto también es unitario,
(UUS,UUY) = (UU'x), UUy)) = (U'x,Uy) = (x.y).

Estos grupos se denotan como U(7) cuando consideramos matrices complejas
(unitarias) y O(n) parael caso real. Las con determinante unidad por SU(n)y SO(n).

Elgrupo SO(3) es el grupo de rotaciones en el espacio. El O(7) incorpora, ademas
de las rotaciones, las inversiones perpendiculares a planos arbitrarios.

Ejercicio: Encuentre y describa todos estos grupos anteriores paran =1y n = 2.

Ejercicio: Vea que U(1) tiene como subgrupo a P(1, 2, 3). U(1) aparece en fisica como
un grupo de simetria asociado a la conservacion de la carga eléctrica.

Ejercicio: ¢Que otros subgrupos tiene U(1)?
Ejercicio: Vea que U(1) es isomorfo a SO(2).
Ejercicio: Vea que SU(2) cubre dos veces SO(3). Ayuda, use las matrices de Pauli.

SU(2) aparece en fisica como uno de los grupos principales del modelo estandar de
particulas, al igual que SU(3).

Ejercicio:

15.s.1. El grupo SO(3).

El grupo SO(3) consiste de las matrices ortonormales 3 X 3 con determinante
unidad. Es decir las rotaciones en /R’. Veamos que propiedades tiene este conjunto
como variedad. Una manera de describir este conjunto es la siguiente: Para determi-
nar una rotacidn necesitamos dar el eje invariante de la misma, o sea una direccién
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en [R?, que tomamos como un vector unidad en R’, 7 y el dngulo de la misma. A
este ultimo le podemos asignar un rango dado por [—, 7] teniendo en cuenta que
la rotacién en la direccién 7 por un dngulo 7 es igual a la rotacién por el angulo —7.
Cada una de estas rotaciones puede ser expresada por la matriz,

1 o o
o cosf sinf
o —sinf cosl

Donde hemos elegido los ejes coordenados de manera que el eje z coincide con la
direccion de la rotacion. Vemos asi que la rotacién por 7 es la misma rotacion que
por —7. Podemos unir la direccidn de rotacion con el angulo de la misma y formar un
vector de forma que su direccion coincida con la direccidn de rotacién y su magnitud
con el &ngulo de la misma. Vemos entonces que SO(3) consta de todos los puntos en
una bola de radio 7, cada didmetro de la misma consiste en todas las rotaciones sobre
un eje fijo. Pero este conjunto tiene una peculiaridad, debemos identificar cada punto
de la esfera exterior, de didmetro 7, con su antipoda. Logramos asi una variedad que
no tiene frontera. Si trazamos una curva que pretende salir de ella, cuando llega al
diametro 7 aparece en el punto opuesto de dicha esfera ingresando al interior de la
bola por dicho punto. En particular si comenzamos una curva de este tipo en un
punto p en el interior de la bola, vamos hacia el didmetro 7 y la continuamos hasta
alcanzar nuevamente el punto inicial p tendremos una curva cerrada que no puede ser
deformada a la curva identidad! ' Es decir, como variedad, SO(3) no es simplemente
conexa. El siguiente ejemplo también muestra que no es un toro.

Ejercicio: Muestre graficamente que una curva que recorre dos veces el camino de la
anterior es deformable a la identidad.

Esta propiedad de SO(3) tiene importantes consecuencias en fisica. Es la que per-
mite la existencia matematica de los espinores, es decir el modelo que describe todos
los campos fermidnicos, en particular el electron. Esto se debe a que los espinores
cuando son rotados por un angulo de 27, es decir a lo largo de uno de los ejes de
SO(3), éste cambia de signo, (sabe de las curvas no deformables). Mientras que si lo
rotamos por un angulo de 47 vuelve a su estado original.

15.6. Cosets

Dado un grupo G y un subgrupo H del mismo, podemos construir dos espacios
cocientes. Uno de ello se obtiene introduciendo la siguiente relacién de equivalencia:

Diremos que g, & g, siexiste g € Gtalque g, =gh, yg,=gh,.Conh,, h, €
H.

Las dos primeras condiciones que definen una relacion de equivalencia se satisfa-
cen trivialmente. Veamos la tercera:

"Diremos que una curva cerrada y(z) con y(0) = y(1) = p en una dada variedad, M, puede ser defor-
mada a la curva identidad i(¢) = p, si existe un mapa ¢(t,s), [0, 1] X [0, 1] — M tal que ¢(z,0)=y(t)y
é(t,1)=i(to=p.
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Debemos ver que si g, ~ g, y g, & g,, entonces g, ~ g,. Las dos primeras condi-
ciones nos dan, g, = gh, y g, = gh, paraalgin g € Gy g, = g/o vy g = gb para
alglin ¢ € G. Usando las dos relaciones para g, vemos que § = gbzhz . Por lo tanto,
g = §1~93 = g/aja?l%. Lo que prueba la afirmacion ya que 192792_11;3 € H.

Definimos ast, L = G/H,, el conjunto de clases equivalentes con respecto a esta
relacién de equivalencia. El subindice L se refiere a que hacemos equivalencias mul-

tiplicando los elementos de H por la izquierda. El otro espacio cociente se obtiene
por multiplicacion por la derecha.

¢Cbmo estan constituido los elementos de L? Sea g € G, luego podemos consi-
derar el conjunto,

¢H :={gh, he H}.

Note que g € H yaque e € H y que todos los elementos de g H son equivalentes entre
st y no hay ningtin elemento fuera de g H que sea equivalente a g. Por lo tanto estos
son los elementos de L. Note que ya que estas son clases equivalentes, cada elemento
de G estd en una y solo una de estas clases equivalentes.

Ejercicio: Constate para el caso de P(1,2,3) que los cosets por derecha correspon-
dientes a tomar P(1,2,3) como su propio subgrupo son las columnas de la tabla de
multiplicacion. A que corresponden las filas? Esto indica que cada fila y columna esta
constituida por elementos distintos entre si.

Sean A y B dos elementos de L. Tomando dos elementos cualesquiera de G en
cada una de estas clases equivalentes, g, y gz, tenemos que A = g,H y B = gzH
Con lo cual B = gyH = gpg, ' Ay vemos que dados dos elementos cualesquiera de
L, existe un mapa invertible que envia todos los elementos de uno en el otro. Es decir
todas las clases equivalentes son isomorfas entre si. Note que esto tiene la siguiente
implicacion. Sea G un grupo con p elementos y H un subgrupo del mismo. El es-
pacio cociente tendra 7 elementos, clases equivalentes, cada uno con ¢ elementos, el
ndmero de elementos de H. Como las relaciones de equivalencia dividen al conjunto
G en clases disjuntas. Debemos tener que p = nq. Es decir el nimero de elementos
de un subgrupo divide al nimero de elementos del grupo! En particular, si el nimero
de elementos de un grupo es primo, podemos concluir inmediatamente que este solo
tendra los subgrupos triviales, la identidad y el grupo completo.

Ejemplo:Sea P(1,2,3) ={e,g,&’, f,» /., /,}> este grupo tiene los siguientes subgrupos,
H, :={e,g,g'} vy H; :={e,f;}. Como H, tiene 3 elementos, (P(1,2,3)/H,), tendra
doselementos, L, =H, y L, ={f..f,,f3}-

Ejercicio: Veaque f,L, =L,.
Ejercicio: >Cuantos elementos tiene (P(1,2,3)/H,), ? Encuéntrelos.
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15.6.1. Espacios Homogéneos

El conjunto L = G/H, no es en general un grupo, pero tiene propiedades intere-
santes y estos conjuntos aparecen muy a menudo en aplicaciones, usualmente bajo el
nombre de Espacios Homogéneos.

Ya vimos que G acttia sobre L, dado un elemento de L, A, laaccién de g € Gen A
es el elemento de L dado por gA. Denotaremos dicho mapa como ¥, : L — L. Como
ya vimos, dados dos elementos de L, Ay B, siempre existe un elemento g € G tal
que ¥, (A) = B, es decir actlia transitivamente. La inversa de este mapa es ¥, . Esto
nos dice que todos los puntos de L tiene la misma estructura, el grupo los mueve a
todos en todos. De ahi su nombre de espacios homogéneos.

Como los mapas anteriores tienen inversa pertenecen a P(L) el espacio de permu-
taciones de L. Tenemos asi un mapa de G en P(L), el que, dado un elemento g € G
asigna el mapa ¥, en P(L). Tenemos que,

\Ijg O\Ijg/(A) = \Ijg(g/A> = g(g/A> = (g g/)A = \Ijgg/<A>’

o sea un homomorfismo entre grupos, lo que indica que G es un subgrupo de P(L).
Si tomamos L = G/e = G, tenemos al grupo como espacio homogéneo y a G como
subgrupo de P(G). Esto nos da una prueba del teorema de la construccién universal
mencionado anteriormente.

Ejemplo: Sea G = IR—{o} con la operacién de multiplicacion usual entre racionales.
Sea H = {—1,1}. Eneste caso G/H = IR".

15.7. Subgrupos Normales

Una clase particular de subgrupos son los llamados grupos normales. Estos son
los grupos donde los cosets por derecha e izquierda coinciden, es decir, N € G es
subgrupo normal si es un subgrupo y ademas,

gN=Ng VgeG

la propiedad importante que tiene los cosets generados por subgrupos normales es
que tienen una operacioén de multiplicacidn cerrada que convierte al conjunto de los
mismos en grupos. De hecho, debido a la relacién que los define,

gN g'/N=gg'NN=gg'N
el grupo asi definido no es, en general, un subgrupo de G.
Ejercicio: Mostrar que la interseccioén de subgrupos normales es normal.
De la misma forma que se pueden generar subgrupos a partir de subconjuntos

de G tomando la interseccion de todos los subgrupos que contienen el subconjunto
grupos q J
generador. Como la interseccién de subgrupos normales es un subgrupo normal, la
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interseccion de todos los subgrupos conteniendo al subconjunto generador generaran
un subgrupo normal.

Un caso particularmente interesante es cuando el subconjunto es el conjunto de
elementos de G de la forma,

C:={ggg '8}

El subgrupo normal generado a partir de este conjunto se denomina el conmu-
tador de G. Este contiene todos los elementos que no conmutan en el sentido que si
tomamos el cociente, G/N obtenemos un grupo abeliano.

Ejercicio: Pruebe que un grupo es abeliano sii su subgrupo conmutador es la identi-

dad.
Ejercicio: Sea P(S) el grupo de permutaciones sobre S. Vea que las transformaciones
que dejan todos los elementos de § invariantes, excepto un numero finito de elemen-

tos en un subgrupo normal.

Ejercicio: Muestre que un subgrupo dando origen a solo dos cosets en necesariamente
normal.

Ejercicio: Sea Z el conjunto de elementos de G tales que siz € Z luego gz =2g Vg €
G. Muestre que Z es un subgrupo normal.
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CAPITULO 16

PREGUNTAS TEORICAS DE EXAMEN

Problema 16.1 Sea S un conjunto finito. Considere el espacio de todas las funciones de S
en IR. Vea que éste es un espacio vectorial. Encuentre una basey diga cual es su dimension.

Problema 16.2 Pruebe que dim'V = dim V* y que existe un mapa invertible natural
entre V. y V*,

Problema 16.3 Vea gue V /W es un espacio vectorial.
Problema 16.4 Vea gue en dimension finita todas las normas son equivalentes.

Problema 16.5 Sea V' un espacio normado y V* su dual. Como se define la norma
inducida en V*¢ Vea qguesiv € V y w € V*, luego |w(v)| < [|wl|[|©]]-

Problema 16.6 Sean Ay B dos tensores de tipo (1, 1) actuando sobre un espacio vectorial
normado. Defina la norma inducida en estos operadores. Muestre que

[lAB]| < [lAlll|B]]

Problema 16.7 Muestre usando la definicion de determinante dada en el tedrico, que

dado dos tensores de tipo (1,1), A y B, Inego det(AB) = det(A)det(B).
Problema 16.3 Vea que el operador exponencial estd bien definido.

Problema 16.9 Vea gue dado un mapa lineal A, el conjunto de todos los mapas lineales
de la forma e', t € IR, forman un grupo.

Problema 16.10 Pruebe que dado un espacio vectorial complejo, V' siempre existe un
par autovector-antovalor.

Problema 16.11 Vea que si {u;} son un conjunto de autovectores tales que A; # A,
luego estos son linealmente independientes.

Problema 16.12 Pruebe el lema de Schitr usando la nocion de espacio cociente.

Problema 16.13 Encuentre todas las posibles formas de Jordan de matrices 3 X 3.
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Problema 16.14 Dado un operador lineal, A : V — W, estudie la definicion de ope-
rador adjunto. Encuentre la relacion entre las componentes de estos en término de una
base cualquiera. Vea que si estos operadores tienen normas y con ellas el mapa es acotado,

luego se cumple que
141 < [IAll-

Problema 16.15 Vea gue los antovectores de un operador antoadjunto son perpendicu-
lares entre s{ si sus antovalores son distintos. Vea que los autovalores son reales. Vea que
todo operador autoadjunto es diagonalizable.

Problema 16.16 Vea que si A es autoadjunto luego ' es unitario. Vea que el conjunto
e, t € IR es un grupo.

Problema 16.17 Pruebe que las cartas definiendo la variedad Non-Hausdoff del ejemplo
dado forman un atlas.

Problema 16.18 Defina la diferenciabilidad de un mapa entre dos variedades infinita-
mente diferenciales.

Problema 16.19 Vea que dim T, = dim M.

Problema 16.20 Dado un punto p de M y una curva y(t) que pasa por ese punto a
t = t,, encuentre las componentes del vector tangente a dicha curva en ese punto en
una carta cualquiera. Exprese la derivada a lo largo de t de una funcion definida en un
entorno de p en dicha base.

Problema 16.21 Vea gue la diferencia entre dos conexiones es un tensor.

Problema 16.22 Encuentre el laplaciano de un vector en coordenadas polares en el

plano.

Problema 16.23 Enuncie y entienda geométricamente el teorema fundamental de las
ecuaciones ordinarias. Aplique a ejemplos simples.

Problema 16.24 Pruebe el teorema de completamiento de espacios normados. De ejem-
plos de espacios de Banach.

Problema 16.25 Pruebe que I* es completo (y por lo tanto Hilbert).

Problema 16.26 Pruebe que dado un subespacio cerrado M de un espacio de Hilbert H,
H=MeM".

Dé ejemplos de subespacios cerrados.

Problema 16.27 Pruebe el teorema de Riez.

Problema 16.28 Pruebe la relacién de Parseval y dé dos ejemplos de bases donde se cum-

ple.
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Problema 16.29 Pruebe el teorema de la distribucién primitiva. Uselo en dos ejemplos
concretos.

Problema 16.30 Como se define la transformada de Fourier de una distribucion? En-
cuentre en que espacio de Sobolev se encuentra la delta de Dirac.

Problema 16.31 Entienda la prueba de la transformada inversa de Fourier.

Problema 16.32 Estudie la clasificacion de las ecuaciones en derivadas parciales y la
nocion de superficie caracteristica. Se daran ejemplos de ecuaciones para clasificar.

Problema 16.33 Pruebe el teorema de Poincaré-Hardy y diga como se emplea en la
prueba de existencia del problema de Dirichlet para el Laplaciano. Entienda las genera-
lizaciones de este teorema.

Problema 16.34 Use y entienda el teorema del mdximo para probar la unicidad del
problema de Dirichlet.

Problema 16.35 Enunciey entienda las generalizaciones del teorema espectral. Dé ejem-

plos de aplicabilidad.

Problema 16.36 Entienda las soluciones generales de la ecuacion de onda en 1y 3 di-
mensiones. Entienda los conceptos de dominio de dependencia y de influencia.

Problema 16.37 Use el teorema del maximo para probar la unicidad del problema de
valores iniciales y contorno para la ecuacion del calor.

Problema 16.38 Encuentre todos los subgrupos de P(1, 2, 3). Cuales de ellos son norma-
les?

Problema 16.39 Pruebe quesi N es subgrupo normal de G, luego G /N es un subgrupo.
Muestre un ejemplo de esta construccion.

Problema 16.40 Encuentre un subgrupo de U(2). Ayuda, use el mapa exponencial.
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