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INTRODUCCION

La experiencia adquirida en el campo de la formacién de profesores y los resultados de
anteriores investigaciones, nos llevaron a considerar que una manera eficiente de contribuir al
mejoramiento de la ensefianza-aprendizaje de la Matematica es atendiendo a la formacion de los
futuros docentes; bajo la hipétesis de que el propio aprendizaje y el cuerpo teérico del profesor
se veran reflejados en el modo de implementar sus clases.

En el proceso de aprendizaje de la matematica la argumentacion utilizada para demostrar
una proposicion matematica, puede aparecer bajo distintos aspectos, con mayor o menor grado de
explicitacion y con distintos niveles de rigor; muchas veces como un medio de autovalidar los
conocimientos o convencer sobre su validez. Sin embargo la demostracion es un procedimiento
netamente matematico ligado a establecer propiedades de los conceptos, equivalencia de
definiciones o confirmacion de conjeturas en un el contexto de un sistema axiomatico.

Aun presente desde los primeros pasos en la formacion matematica, la tarea de demostrar
es cognitivamente compleja, no siempre tan didfana como la redaccién final de una demostracion
parece indicar. La denominada “demostracion final” de un teorema es la culminacion de un
proceso, la presentacion limpia y ordenada de una larga investigacion nunca exenta de intuicion,
pruebas, errores, refinamientos, etc. (Polya,1954, Lakatos, 1976, Schoendfeld,1992).

Estas consideraciones nos llevaron a investigar el trabajo de los estudiantes de
profesorado en cuanto a la construccion de su aprendizaje, centrandonos en la demostracion en
geometria. Consideramos que la Geometria Euclidea es un dominio propicio para el trabajo con
demostraciones ya que da lugar al desarrollo de la creatividad, a la organizacion de estrategias de
resolucion de problemas, propiciando el tratamiento de contenidos procedimentales propios del

quehacer matematico.
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Presentaremos aqui una sintesis de los principales resultados del proyecto de
investigacion denominado La demostracién en Geometria en la formacién de profesores®,
ejecutado en el Departamento de Matematica del Centro Regional Universitario Bariloche de la
Universidad Nacional del Comahue; durante los afios 2003 a 2005.

El objetivo general de dicho proyecto fue indagar el proceso de aprendizaje de la
demostracion de estudiantes de Profesorado de Matematica en el contexto de problemas de

Geometria Euclidea del Plano.

METODOLOGIA

Hemos trabajado con 12 estudiantes de Profesorado de Matematica durante la cursada de la
asignatura Geometria Euclidea del Plano, asignatura del segundo afio de la carrera y que se dicta
con un fuerte acento en el trabajo matematico, particularmente en las demostraciones. Los
estudiantes previamente habian tenido un curso de Algebra donde trabajaron con sistemas
axiomaticos, tipos de demostracion y tuvieron la oportunidad de realizar y estudiar numerosas
demostraciones y justificaciones.

La investigacion se organizd segun los siguientes nucleos:

- disefio de un Modelo Tedrico
- elaboracion de los instrumentos de indagacion
- recoleccion de datos segun los instrumentos anteriormente disefiados

- analisis y discusion de los resultados

- En cuanto al disefio de un Modelo Teorico
Con el proposito de explicar y analizar el proceso de aprender a demostrar en Geometria nos
encontramos ante la necesidad de acotar los aspectos implicados, intentando priorizar
aquellos que a nuestro criterio resultaran mas relevantes.
La eleccion se baso en la lectura de la bibliografia, en nuestra propia experiencia como
matematicos y educadores matematicos y en una primera lectura de las producciones de los

estudiantes. Las perspectivas elegidas no pretenden barrer la gama de posibilidades a
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considerar sobre el aprendizaje de la demostracion desde un planteamiento didactico, sino
que es la opcidn gque decidimos trabajar.

Mediante estos componentes, que describiremos al presentar los resultados tedricos del
proyecto, pretendemos explicar dicho proceso, si bien no excluimos que haya otras maneras

de analizarlo, que se corresponden con otros modelos diferentes.

- En cuanto a la elaboracion de los instrumentos de indagacion

A modo de instrumentos de indagacion se elaboraron una serie de tareas relacionadas con la
demostracion en Geometria Euclidea para ser resultas por escrito y en forma individual. La
eleccion y presentacion de las actividades previstas en dos tests se baso en el contenido
matematico involucrado, los métodos de demostracion utilizados en matematica para validar o
refutar una asercion, la posibilidad de identificar demostraciones pragmaticas e intelectuales, el
potencial heuristico de los problemas y ciertas variables de enunciado

Luego de un primer analisis del test inicial se disefié el guion de una entrevista semiestructurada,
contemplando preguntas tendientes a completar la informacion del mismo y tareas nuevas que

atiendieran a otros aspectos relevantes para esta indagacion.

Se anexan las tareas propuestas en ambos test.

- En cuanto a la recoleccion de datos

Los tests escritos se administraron uno al comienzo y otro al final del dictado de la asignatura
soporte y se implementd una entrevista semiestructurada a cada estudiante en forma individual.

Esta fue realizada en cada caso por dos investigadoras y se grabd en su totalidad.

- Respecto al analisis de los datos y discusion de los resultados

En una primera etapa, y atendiendo a uno de los componentes del Modelo Tedrico, se elabor6
una clasificacion de “tipos de prueba” que producen los estudiantes, de la cual damos cuenta
posteriormente en la descripcion de los resultados tedricos. Dicha tipologia fue realizada teniendo

en cuenta el papel que en las pruebas se asigna al ejemplo, la utilizacién de procedimientos



propios de la matematica, y el mayor o menor aporte de argumentos deductivos y de lenguaje

simboélico.

Esta tipologia de pruebas fue aplicada como instrumento para interpretar las producciones de los
estudiantes de dos maneras complementarias. Sobre la base de los indicadores previstos en ella,
por un lado se focalizo en la tarea y se categorizo las pruebas generadas por los participantes para
cada tarea y por otro se analizo globalmente las respuestas a las actividades de cada uno de los

test de un estudiante en particular .

Es decir por una parte se efectué una categorizacion de las producciones de los alumnos en cada
uno de los problemas de demostrar y por otra la aplicacion de este instrumento en el analisis
global de las producciones individuales permitié estudiar la evolucion del aprendizaje de la

demostracion de cada alumno.

La categorizacion de las pruebas fue realizada en forma independiente por las investigadoras
procediéndose después a realizar controles cruzados; y en caso de presentarse dudas sobre las

producciones, se recurrio a las entrevistas para dilucidar sobre estas cuestiones.

Desde la perspectiva centrada en la tarea y con el propdsito de evidenciar asociaciones entre
los tipos de prueba asignados a las producciones ofrecidas por los estudiantes, asi como de
establecer similitudes y diferencias entre estos en los distintos estudiantes, se realizd un
Analisis Multivariado de la tabla que cruza los estudiantes con los tipos de pruebas

producidos.

Respecto de la exploracion de las concepciones de los estudiantes sobre la Demostracion, se
realizé una clasificacion de los participantes, mediante un andlisis factorial de correspondencias,
segun las palabras que asociaran a los distintos terminos geometria, demostracion y justificacion
(Tarea 1 del Test inicial) y posteriormente, en busca de evidenciar asociaciones entre estos
grupos de estudiantes y las pruebas que producen, se cruzd (AFCM) el grupo al que pertenecia
cada estudiante segun esta clasificacion con los tipos de pruebas que producia cada participante

Ademas mediante el analisis cualitativo de las entrevistas semisetructuradas se establecieron
categorias de los argumentos que dan estos estudiantes respecto del significado de demostrar en

distintas ramas de la matematica y en otras ciencias.



RESULTADOS Y DISCUSION

Presentaremos los resultados tedricos derivados de este proyecto, y en este sentido,
aludiremos al Modelo Tedrico que hemos disefiado para analizar el proceso de aprendizaje de la
demostracion en geometria, y a la clasificacion de los tipos de prueba, que hemos realizado,
atendiendo a determinadas caracteristicas que adquieren en su comunicacion. Asi también

presentaremos algunos resultados que surgen del analisis de las actuaciones de los estudiantes

1. En cuanto a los Resultados Tedricos
1.1. Modelo tedrico

La complejidad del objeto de estudio hizo evidente la necesidad de contar con un modelo
tedrico que diera cuenta de las maltiples dimensiones del problema. EI Modelo Teorico se centro
en siete componentes: concepciones, contenido matematico, métodos de demostracion, lenguaje,

niveles de razonamiento, tipos de prueba y heuristicas.

* Las concepciones de los estudiantes sobre la demostracion, permiten examinar las bases

cognitivas del proceso de construccion del aprendizaje del dominio que nos ocupa.

* El contenido matematico alude al conocimiento conceptual utilizado, mientras que
métodos de demostracion apunta a examinar la aplicacion que los alumnos hacen de la
I6gica formal implicada en los métodos que en matematica se usan para validar o refutar un

asercion.

* Los lenguajes utilizados en la argumentacién que consideramos son el coloquial y

simbdlico, y su grado de precision y/o formalismo.

* Dado que estamos en el contexto de la geometria euclidea, hemos tenido en cuenta los

niveles de razonamiento de Van Hiele.

* Los tipos de prueba aluden a los distintos modos utilizados en la argumentacién por los

estudiantes para validar o refutar una asercion.

* Las heuristicas engloban los modos y medios que se utilizan en el proceso de
demostracién que son independientes del contenido, y que no suponen garantia de que se

obtenga la solucion.



Estos siete componentes interrelacionados pretenden explicar el proceso de aprendizaje de

la demostracion en Geometria. (Sifieriz y Ferraris. 2005)

1.2. Tipologia de pruebas

En nuestro trabajo optamos por utilizar el término “prueba” a fin de cubrir toda la gama
de argumentaciones utilizadas para justificar una asercion, desde los estadios mas intuitivos a los

estrictamente formales.

Los tipos de prueba que hemos establecido pretendemos catalogar el producto final de un
proceso de produccion de justificaciones, sin aspirar a describir el proceso mismo.

Clasificamos los tipos de prueba empirica en ingenua o candida (se extrae de la
observacion de un pequefio numero de casos la certeza de verdad de una asercion), decisiva o
crucial (consiste en una verificacion experimental de la conjetura en un caso peculiar), y genérica
o representativa (incluye referencias sensoriales o informales a elementos abstractos o
propiedades de la clase representada por el ejemplo).

Diferenciamos las pruebas intelectuales de acuerdo al mayor o menor aporte de
argumentos deductivos, de lenguaje simbdlico, de utilizacion de procedimientos propios de la
matematica: la utilizacion de métodos, manejo de conjeturas, posibilidad o no de generalizacion,
etc., con distintos grados de formalizacion.

En las pruebas intelectuales distinguimos la experiencia mental (de caracter deductivo con
argumentos informales que se caracterizan por la tendencia al uso casi exclusivo del lenguaje
coloquial) y la deduccion formal (se basa en operaciones mentales, se hacen inferencias en base
al conocimiento de propiedades y definiciones, se realizan operaciones sintacticas con los

enunciados que permiten trascender al ejemplo). (Sifieriz y Ferraris. 2005).

2. En cuanto al andlisis de las producciones de los estudiantes
2.1. Andlisis de las producciones de los estudiantes respecto del tipo de prueba

Un grupo grande de estos estudiantes ofrecen pruebas empiricas al comenzar el estudio de la
Geometria, incluso muchas pruebas ingenuas, a pesar de haber cursado ya materias donde se ha

visto a la demostracién como un contenido especifico. Esto estaria relacionado con lo encontrado



en el andlisis de la Tarea 1 (Montoro y Juan. 2005) en cuanto a que, a estos estudiantes el
término Geometria pareciera remitirlos a una Geometria escolar, no formal, centrada en los
objetos geométricos y fisicos, mas que en el método matematico y con una pobre relacién con las
demostraciones. Es decir en una etapa inicial de los estudios de Geometria las justificaciones

empiricas parecen satisfacerlos.

Entre los alumnos que dan pruebas intelectuales, vemos mayormente un cambio en uso del
contraejemplo, es decir que cuando tienen que “mostrar” un ejemplo que no cumple la
proposicion, tienden a satisfacerse con pruebas de un estatus menor que el formal, sin embargo
los alumnos que tienden a dar pruebas empiricas repiten este tipo de prueba con el contragjemplo.
(Ferraris y Sifieriz. 2005; Montoro. 2005)

Hemaos encontrado como punto destacable, que el tramo de transicion entre las pruebas
empiricas hacia las intelectuales, hay un campo que si bien tiene caracteristicas de experiencia
mental podemos considerarlas como un estadio inicial, ya que poseen muchas inconsistencias,

redundancias y baches en el proceso deductivo. (Montoro. 2005).

2.2. Andlisis del proceso de aprendizaje de la demostracion

Con la informacion que se deriva de ambos test y de algunos aportes de la entrevista
complementaria, en los casos analizados se advierte que con el cursado de la asignatura se da
cierto progreso en los modos de validacion utilizados, que se plasma ya sea en el paso a un nivel
mas sofisticado de prueba o en la evolucion en los aspectos caracteristicos de un determinado tipo

de prueba.

Esta evolucion se centrd en estos alumnos en aspectos diversos, en algunos de ellos se dio en
cuanto a lo organizativo, en otros en los aspectos linguisticos y en cuanto a incluir en la
argumentacion referencias informales a elementos y propiedades de la clase representada por
cada ejemplo, y en algln caso se pasa de la comprobacion en un representante de clase a la

argumentacion de caracter deductivo aunque informal. (Ferraris y Sifieriz. 2005)

2.3. Exploracion de las concepciones de los estudiantes sobre la Demostracion
Se resefian resultados respecto a los siguientes aspectos:

a) demostrar como proceso 0 como objeto y significados de justificar y demostrar.



b) significado de demostrar en distintas ramas de la matematica y en otras disciplinas

a) Demostrar como proceso 0 como objeto y significados de justificar y demostrar.

Observamos que cada estudiante asocia a demostracion, en general, palabras de la misma
categoria, y que no ocurre lo mismo para justificacién. Lo cual nos hace pensar que, por una parte
estos dos términos no remiten a los estudiantes al mismo concepto y por otra que la
representacion del concepto de demostracion, se presenta con mayor consistencia que el de
justificacion. Esto podria deberse al hecho de que la demostracion se presenta como un contenido
especifico en un contexto matematico y no asi la justificacion, que representa un concepto mas

informal.

Encontramos también indicios sobre una primera diferenciacion entre las concepciones
posibles para demostracion, estos estarian relacionados con el concebirla como un objeto, (fijo,
determinado, acabado, “eso que esta en el libro”) o como un procedimiento, (algo que uno puede

realizar, que se puede mejorar, puede crearse o re-crearse). (Montoro y Juan 2005)
b) significado de demostrar en distintas ramas de la matematica y en otras disciplinas

Del andlisis cualitativo de las entrevistas surge una primera caracterizacion de los argumento que
dan estos estudiantes respecto del significado de demostrar en distintas ramas de la matematica y

en otras ciencias.

* Los argumentos para justificar que Demostrar significa lo mismo en cualquier rama de la
matematica son de cuatro tipo (en orden de popularidad en estos estudiantes): Secuencia légica:
Basicamente se podria sintetizar en: en matematica se parte de algo, se sigue una secuencia logica
y se llega. Decir porque: Demostrar en matematica es decir porque, justificar, llegar a algo.
Centrado en los axiomas: Lo central es la existencia en matematicas de axiomas. Generalidad:

En matematica se demuestra para todos

* Los argumentos para justificar que Demostrar NO significa lo mismo en cualquier rama de la
matematica son de tres tipos (en orden de popularidad en estos estudiantes): Simbolismo,
formalidad, estricto vs aproximado, con nimeros, baches: En algunas ramas de la matematica
(principalmente en Algebra) las demostraciones son formales, en otras (Calculo) son

aproximaciones, con numeros. Conceptos — dibujo. En geometria es distinto se demuestra con



dibujos. Para todos — ejemplos. La diferencia viene dada por si la demostracion es general o para

un ejemplo

* Los argumentos para justificar que Demostrar No significa lo mismo en otras disciplinas que
en matematica son de cuatro tipos (en orden de popularidad en estos estudiantes). Empirico — No
formal: En otras disciplinas demostrar es algo empirico, puede ser un experimento, se basa en
datos. Mostrar algo: En otras disciplinas demostrar es poner en evidencia, mostrar. Aproximado,
para algunos. En otras disciplinas demostrar es algo aproximado, se muestra para algunos

ejemplos. Por el contenido.

* Los argumentos para justificar que Demostrar significa lo mismo en otras disciplinas que en
matematica son de dos tipos (en orden de popularidad en estos estudiantes): Partir de algo,
justificar y llegar. En otras disciplinas demostrar, al igual que en matematica, partir de algo,
justificar y llegar a algo. Mostrar - dar un porque. En otras disciplinas demostrar es también

mostrar, justificar dar un porque.

CONCLUSIONES

Desde el Modelo tedrico planteado establecimos componentes relevantes del proceso de
aprendizaje de la demostracion en Geometria, aspirando a contribuir al estudio de este proceso
complejo. Hemos profundizado en la tipologia de pruebas que producen los estudiantes y
delimitado algunos aspectos de las concepciones de los estudiantes de Profesorado respecto de la
demostracion.

La clasificacion de tipos de prueba realizada se ha mostrado como un instrumento eficaz
para indagar el proceso de aprendizaje de la demostracion en Geometria, ya que la aplicacion de
este instrumento en el analisis de las producciones de los estudiantes en los dos tests
administrados, nos dio informacion acerca de la evolucion del aprendizaje de la demostracién en

cada caso.

Estos resultados nos han abierto lineas para seguir trabajando, pretendemos profundizar
en cada una de las componentes del Modelo Teorico con el fin de establecer pautas para su
caracterizacion. Estas pautas nos permitiran detectar como y cuando aparecen dichas categorias
en las producciones de los estudiantes y a partir del cruzamiento de la informacién obtenida en el

analisis de las distintas categorias pretendemos identificar sus interrelaciones.



Se aspira desde lo teorico a brindar un marco que permita la descripcion y andlisis del
proceso de aprendizaje de la demostracion en geometria, y desde los resultados del analisis de
datos, obtener un perfil de cada alumno en su proceso de aprender a demostrar.

Estas lineas pendientes se han plasmado en un nuevo proyecto de investigacién como
continuacion del descripto en este trabajo, denominado Aprendizaje de la Demostracion en
Geometria?, que en lineas generales sera organizado en dos etapas.

En la primera etapa se profundizara el estudio de las categorias de analisis previstas en el
Modelo Tedrico, particularmente las no examinadas en detalle en el proyecto anterior, indagando
acerca de sus interrelaciones. Se aspira a delinear los componentes definitivos del Modelo
Tedrico y el efecto de cada uno de ellos sobre los demas.

En la segunda etapa se implementara un curso disefiado en base a las elaboraciones
tedricas surgidas de la etapa anterior destinado a alumnos del Gltimo afio del Profesorado de
Matematica, y que eventualmente a profesores en actividad. Como cierre, se prevé una
evaluacion de la propuesta de ensefianza que brindara informacion acerca de dificultades y
potencialidades de la misma en relacion al conocimiento de algunos aspectos involucrados en el

aprendizaje de la demostracion en geometria.
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ANEXO

TEST 1

1) Escribe las tres primeras palabras que te vengan a la mente cuando leas las siguientes:
GEOMETRIA: i s e
DEMOSTRACION: ..coiiiiiiiiiiies e e
JUSTIFICACION: .o e eoneeessesesssessnens

2) A continuacion se presentan tres enunciados referidos a cuadrilateros.
E1: Si un cuadrilatero es un rectangulo, entonces sus diagonales son congruentes.
E2: Si las diagonales de un cuadrilatero son congruentes, entonces el cuadrilatero es un

rectangulo.
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E3: Si las diagonales de un cuadrilatero no son congruentes, entonces el cuadrilatero no es un
rectangulo.
2.a) Decir si son verdaderos o falsos, justificando cada respuesta.
2. b) Referido a las enunciados anteriores. ;Cual de las siguientes afirmaciones son
verdaderas?
i) E2 se puede inferir de EL.
i) E3 se puede inferir de EL.
iii) Para refutar E2 basta encontrar un rectangulo cuyas diagonales no son
congruentes.
iv) Para demostrar E1 basta encontrar un rectangulo cuyas diagonales sean
congruentes.
3) Definicidn: Se llama mediatriz de un segmento a la recta perpendicular al mismo por el punto
medio.
A continuacion se enuncian tres propiedades relacionadas con la mediatriz de un segmento:
P1: Los puntos de la mediatriz de un segmento equidistan de los extremos del mismo.
P2: Las mediatrices de los lados de un triangulo tienen un punto en coman.
P3: Todo triangulo se puede inscribir en una circunferencia.
3.a) Demostrar P1.
3.b) Justifica la siguiente afirmacion: “P2 es verdadera”.

3.¢) A partir de P1y P2 demostrar P3.

TEST 2

a) Demostrar que la suma de los angulos interiores de un cuadrilatero es equivalente a 4
rectos

b) ¢Cuanto suman los angulos interiores de un poligono de 19 lados?. Justificar

C) ¢A qué es equivalente la suma de los angulos interiores de un poligono de n lados?
justificar
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