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RESUMEN

El objetivo del trabajo fue describir las habilidades algebraicas manifestadas por
alumnos de 16 a 18 afios de edad en la resolucion de ecuaciones lineales, como
asi también en la interpretacion grafica de sistemas de ecuaciones. Se disefié una
encuesta que fue respondida por 120 alumnos pertenecientes a dos escuelas
secundarias de San Carlos de Bariloche, provincia de Rio Negro. Para el analisis
de los datos se aplicd un Andlisis Factorial de Correspondencias Mdltiples, y luego
una Clasificacion Jerarquica Ascendente.

Los resultados obtenidos indicarian que los alumnos pueden realizar una correcta
resolucidon algebraica de ecuaciones lineales con una incognita pero no de
ecuaciones de sistemas lineales. Asimismo, presentan dificultades para plantear
ecuaciones a partir de un problema algebraico verbal.

INTRODUCCION

Este estudio forma parte de una investigacibn mas amplia que se esta
desarrollando en el Centro Regional Universitario Bariloche — Universidad
Nacional del Comahue. Uno de los objetivos es abordar la intervencion docente en
relacion a la ensefianza del lenguaje matematico, analizando las diferentes
propuestas didacticas en el aula para su construccion. Entendemos que el
lenguaje se manifiesta como un instrumento esencial en la formacién de
conceptos y procedimientos matematicos. Este no so6lo cumple la funcion
comunicativa cuya unica finalidad es llevar a buen término el entendimiento entre
profesor y alumno, sino que debe pensarse como un entorno de analisis y
optimizacién de la actividad matemaética.

La presentacion final de la matematica como un lenguaje autosuficiente y formal
es la que generalmente se tratd de comunicar a los estudiantes mediante la
ensefianza escolar, generando una profunda crisis en este nivel. Actualmente se
cuenta con numerosos trabajos de investigacion en los cuales se trata de clarificar
la naturaleza del lenguaje matematico y los pormenores de su apropiacion
(Rojano, 1994). La tendencia a presentar el algebra escolar como una especie de
lenguaje algebraico se refleja en el peso excesivo que se otorga a las actividades
algebraicas formales en detrimento de las funcionales; o en la presentacion del



algebra en continuidad muy privilegiada y casi exclusiva al marco aritmético de
referencia en detrimento del marco geométrico (Gascon, 1999).

Efectivamente, en nuestra experiencia docente hemos visto que las actividades de
algebra que se proponen en el aula de la escuela secundaria requieren en su gran
mayoria de la manipulacion formal de las expresiones algebraicas en las cuales
las letras, o bien son incognitas especificas, o bien son variables de una funcion.
Por esta razén se realizd un estudio exploratorio para describir las habilidades
algebraicas manifestadas por alumnos de 16 a 18 afios de edad en la resolucion
de ecuaciones lineales, como asi también en la interpretacion gréfica de sistemas
de ecuaciones. En este trabajo se partié de datos obtenidos a partir de encuestas.
Para el andlisis de los mismos se aplicé un Analisis Factorial de Correspondencias
Multiples, y luego una Clasificacion sobre las coordenadas factoriales. EI AFCM es
una técnica exploratoria multivariada que permite obtener una vision grafica, mas
comprensiva y global de las relaciones entre las dimensiones observadas a través
de las encuestas.

Los resultados obtenidos indicarian que los estudiantes encuestados pueden
manipular formalmente una ecuacién lineal con una incégnita, aunque limitados
por dificultades en las operaciones con numeros fraccionarios. También
manifiestan dificultades para relacionar sistemas de ecuaciones lineales con
graficas de funciones lineales. Ante un tema tan general como lo es el lenguaje
algebraico, se pretende visualizar ejes o temas sobre los cuales indagar en
profundidad. Asimismo, la tipologia obtenida en la clasificacion proporcioné
informacion valiosa para seleccionar casos a estudiar.

METODOLOGIA

Se elabor6 una encuesta (ver Anexo 1) que involucro tres tipos de ejercicios: a)
resolver dos ecuaciones con su respectiva verificacion; b) resolver un problema
verbal, y c) relacionar tres sistemas de ecuaciones con su respectiva grafica
indicando el numero de soluciones encontradas. Dicha encuesta fue respondida
por 120 alumnos pertenecientes a dos escuelas secundarias de San Carlos de
Bariloche. Los alumnos, cuyas edades oscilan entre 16 y 18 afos, se encuentran
cursando los dos ultimos afios de la escuela secundaria. ElI procesamiento y
andlisis de la informacion recogida se realiz6 a través de los métodos exploratorios
multidimensionales. Se empled la técnica de analisis factorial de correspondencias
multiples (Benzécri, 1973). Esta técnica es especialmente adecuada para el
tratamiento de datos de encuestas ya que permite el andlisis de variables
cualitativas y sus respectivas modalidades en forma simultanea, en especial, a
través del recurso de representaciones gréaficas en planos factoriales.

Las variables consideradas fueron una construccion a posteriori de la realizacion
de las encuestas. Se definieron tres variables nominales con sus respectivas
modalidades, las cuales de presentan en la siguiente tabla:



Variables Modalidades Identificacién en los
Nominales planos factoriales
a) Resolucion | Resuelve ecuaciones correctamente REC
de ecuaciones | Resuelve correctamente usando calculadora RCC
de primer No opera con fracciones NoOF
grado
b) Resolucion | Planteo y resolucion correcta RAP
de problemas | Resolucién correcta no algebraica RnoAP
Resolucion incorrecta RIP
No resuelve el problema NoRP
¢) Sistemas de | Relaciona sistemas con graficas y justifica RSGyJ
ecuaciones de | Relaciona sistemas con graficas sin justificar RSGNoJ
primer grado | Relaciona sistemas con gréficas incorrectamente RSGI
No contesta NoRSG

En el punto 1 de la encuesta se observaron tres situaciones claramente
diferenciadas. Algunos estudiantes no resolvian o resolvian incorrectamente la
ecuacion a), es decir, la que involucra manejo de fracciones. Por este motivo
llamamos a esta modalidad de respuesta NoOF: no opera con fracciones. En
numerosos casos, y refiriéendonos a la misma ecuacion, se observaron en la
resolucién nameros decimales y otros procedimientos los cuales indicaban que las
operaciones con fracciones fueron realizadas con calculadora. A esta modalidad la
llamamos RCC: resuelve correctamente usando calculadora. En el resto de los
casos, se observé un manejo adecuado de las operaciones con fracciones y de las
propiedades numéricas manifestado en la correcta resolucion de las dos
ecuaciones planteadas en el punto 1 de la encuesta. Llamamos a esta modalidad
REC: resuelve ecuaciones correctamente.

En el punto 2 de la encuesta se propone un problema, no se pide ningun
procedimiento en particular para resolverlo. Se observaron cuatro situaciones.
Quienes plantearon una ecuacion con una incégnita y la resolvieron correctamente
dieron lugar a la modalidad RAP: resolucién algebraica del problema. Otros
estudiantes no partieron de ninguna ecuacién sino que, haciendo dibujos vy
algunos calculos lograron responder correctamente al problema. Llamamos a esta
modalidad RNOAP: resolucién no algebraica del problema. Otros estudiantes
plantearon una ecuacion incorrecta dando lugar a la modalidad RIP: resolucion
incorrecta del problema. Y finalmente, el resto no respondié al punto en cuestion.
Esta modalidad se denomind NoRP: no resuelve el problema.

El punto 3 de la encuesta persigue el objetivo de indagar acerca de qué manera
los estudiantes relacionan sistemas de ecuaciones lineales con gréficas y si
justifican de alguna manera su eleccion. Se observaron cuatro situaciones.




Algunos estudiantes resuelven analiticamente cada sistema y le asignan una
grafica y sélo una. Estos procedimientos dan lugar a la modalidad RSGyJ:
relaciona sistemas con gréficas y justifica. Otros estudiantes respondieron
asignando correctamente a cada sistema una grafica, pero sin realizar ningun tipo
de justificacion. Esta modalidad de respuesta se denomind6 RSGNoJ. Otros
estudiantes respondieron incorrectamente en al menos una asignacion, lo cual dié
lugar a la modalidad RSGI: relaciona sistemas con graficas incorrectamente. Y
finalmente el resto de los estudiantes no respondieron al punto en cuestion, lo cual
corresponde a la modalidad NORSG.

RESULTADOS

Los datos se analizaron empleando la técnica de Analisis Factorial de
Correspondencias Mdultiples, mediante el programa SPAD 3.5. Se observé que los
cuatro primeros ejes acumulan el 59,75 % de la inercia, por lo cual se
consideraron tres planos factoriales para el analisis de la informacion. A
continuacion se presentan los principales planos factoriales considerando como
activas a todas las variables nominales:
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Figura 1. Las etiquetas se corresponden con las modalidades de respuesta.
Las flechas indican el eje al cual contribuyen.

El Factor uno, en el eje horizontal, esta mayormente conformado por las
modalidades RSGNoJ (relaciona sistemas con gréficas, no justifica) y NoRP (no
resuelve el problema), ambas con buena calidad de representacién. Podriamos
decir que el Factor uno separa las modalidades que indican respuesta y ausencia
de respuesta. Opone la modalidad que corresponde a quienes no resuelven el
problema (NoRP) de quienes resuelven ecuaciones correctamente (REC).
También opone la modalidad de quienes relacionan sistemas con gréaficas sin



justificar (RSGNoJ) de quienes no contestan (NORSG) o no resuelven la ecuacion
que involucra manejo con fracciones (NoOF).

El Factor dos se conforma en torno a la resolucién no algebraica del problema
(RNOAP) gue se opone a la resolucion incorrecta del problema (RIP). En este eje
también estan bien representadas y oponiéndose las modalidades: resolucién de
ecuaciones usando calculadora (RCC) y relaciona sistemas con graficas
justificando la eleccion (RSGyJ).

La lectura del primer plano factorial permite reconocer en el semiplano izquierdo
las modalidades que caracterizan al buen desempefio en todos los ejercicios de la
encuesta; mientras que en el derecho se observan las modalidades que indican
resoluciones incorrectas o ausencia de respuestas.
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Figura 2. Las etiquetas se corresponden con las modalidades de respuesta.
Las flechas indican el eje al cual contribuyen.

A la conformacion del tercer eje contribuye principalmente la relacion entre
sistemas y gréficas realizada incorrectamente (RSGI). También contribuyen las
modalidades que indican ausencia de respuesta, esto es, no responder al
problema (NoRP) y no relacionar sistemas con gréaficas (NORSG).

En el semiplano izquierdo nuevamente aparecen asociadas las modalidades que
indican una correcta resolucion de los tres ejercicios de la encuesta (REC, RAP,
RSGyJ), mientras que en el derecho, no opera con fracciones (NoOF) se asocia a
no relaciona sistemas con graficas (NoORSG). La modalidad relaciona sistemas con
gréficas incorrectamente (RSGI) se asocia con no resolucion del problema
(NORP).



CLASIFICACION JERARQUICA

Otra técnica del analisis estadistico multidimensional es la denominada
“clasificacién jerarquica ascendente”. Con el objetivo de escoger en cuantos
grupos se podrian clasificar los 120 estudiantes encuestados se realizO una
Clasificacion. ElI dendograma se construyé en base a los primeros seis ejes
factoriales, los cuales proyectan un 81,95% de la inercia original. Un dendograma
jerarquico siempre es “cortado” horizontalmente a una altura conveniente de
manera tal que permita la lectura e interpretacion de sus ramas. Por lo tanto, para
construir una tipologia se requiere de la consideracion de varias alternativas hasta
lograr una que resulte satisfactoria por su coherencia logica. En este caso se
seleccioné una particion en tres clases.
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Figura 3. Dendograma jerarquico. La linea horizontal punteada indica
la particion del conjunto de 120 individuos en tres clases.

El Cluster o grupo 1 estd formado por 11 estudiantes, que representan el 9,17 %
de la muestra. Se caracteriza por la modalidad RSGyJ: relacionan sistemas con
graficas y justifican.

El Cluster o grupo 2 esta formado por 97 estudiantes, que representan el 80,83 %
de la muestra. Se caracteriza por la modalidad RIP: resuelven incorrectamente el
problema.

El Cluster o grupo 3 esta formado por 12 estudiantes, que representan el 10 % de
la muestra. Se caracteriza por la modalidad RAP: resuelven algebraicamente el
problema.

En una de las salidas del SPAD se pueden observar tres tablas que muestran las
distancias de cada individuo al centro de gravedad de la clase. Podemos decir que
la clase 2 es la mas “compacta” u homogénea. y la clase 1 es la que presenta las
mayores distancias.



DISCUSION

Vimos en el apartado anterior que se seleccion6 una particion en tres grupos, la
discusion sera realizada en relacion a esta particion optima.

El grupo 1 que se caracteriza por la modalidad RSGyJ (relaciona sistemas con
gréficas y justifica) es el menos homogéneo de los tres. Los estudiantes de este
grupo muestran un correcto manejo en los pasajes de términos. Se observaron
distintos métodos de resolucion de los sistemas y algunos, ademas, escribieron el
namero de soluciones de cada sistema. Estos procedimientos muestran una
comprension acerca de la existencia de solucion a un sistema de ecuaciones y su
relacion con las gréficas de una o dos funciones lineales. Este grupo es el mas
reducido, apenas representa el 9% de la muestra. Posiblemente, para el resto de
los alumnos el trabajo realizado alrededor de “la ecuacion de la recta”, parece no
ayudarlos para establecer una relacion argumentada entre un sistema de
ecuaciones y una gréfica.

Un aspecto muy importante para la construccion del lenguaje algebraico es la
posibilidad de expresarlo a través del lenguaje del algebra simbdlica. Una vez que
se supera esta primera etapa, podria decirse que lo demas es cuestion de aplicar
un algoritmo. Sin embargo, las modalidades de respuesta a la resolucion del
problema fueron decisivas para la conformacion de los dos grupos restantes.

El grupo 2 que se caracteriza por la modalidad RIP (resolucién incorrecta del
problema) present6 el mismo tipo de error en la mayoria de los casos. Dicho error
se manifestd6 en el pasaje al lenguaje algebraico, lo que se denomina
“planteamiento del problema”. A modo de ejemplo, se transcribe la ecuacion que
plantearon varios alumnos:
(fj :3=1600
2

Pareciera que para los alumnos el resultado de esta ecuaciéon era lo
suficientemente coherente como para revisar si el planteo guardaba relacion con
el enunciado del problema. Tampoco se observé ningun tipo de dibujo o esquema
que sirviera de soporte para expresar correctamente el problema en simbolos. Al
respecto, una representacion visual de los objetos a los que se alude en el texto
del problema, suele ser de gran ayuda, aun cuando sea muy esquematica. La gran
mayoria de los estudiantes que dieron una respuesta correcta, pero no algebraica
(modalidad RNOAP) recurrieron a una representacion visual en la cual introducian
letras para indicar las cantidades desconocidas. En esas representaciones
subyace una interpretacion algebraica del problema y son indicativas de que hay
un pensamiento algebraico.

El grupo 3 que se caracteriza por la modalidad RAP (resolucion algebraica del
problema es el que operé con el método que consideramos genuinamente
algebraico. Es decir, se identifican las incognitas mediante letras y se expresan las



relaciones matematicas mediante ecuaciones. Puede ser de ayuda, aunque no
imprescindible, el uso de representaciones visuales.

CONSIDERACIONES FINALES Y PERSPECTIVAS

Un namero significativo de estudiantes resuelven ecuaciones por el método
formal, es decir, trasponiendo términos de un miembro a otro o aplicando la misma
operacion en ambos miembros de la ecuacién. Decimos entonces que manifiestan
un manejo adecuado o formal de las ecuaciones de primer grado, considerando el
nivel de escolaridad en que se encuentran. No obstante, el manejo de fracciones
parecio ser el “gran obstaculo” a sortear para llegar a la solucion correcta en todas
las ecuaciones involucradas en la encuesta. Pareciera que para una buena parte
de estos alumnos, el algebra es operar con nimeros y letras, sin otro objetivo que
el de obtener valores para las mismas aplicando algoritmos de resolucion.

Este estudio preliminar y exploratorio sirvié para comenzar a indagar en al menos
dos aspectos de la ensefianza-aprendizaje del lenguaje algebraico. La resolucién
de problemas verbales puede dar sentido al uso de los simbolos del algebra,
facilita el paso progresivo desde una etapa aritmética hacia una puramente
algebraica. En la resolucién de problemas algebraicos escolares se han
identificado cinco categorias de sistemas de representacion (Fernandez Garcia,
1997). Desde esta perspectiva seria factible continuar este estudio aplicando un
nuevo instrumento con el propdésito de analizar los sistemas de representacion que
utilizan los estudiantes ante determinados problemas algebraicos. Esto serviria
para disefiar estrategias didacticas que, respetando los conocimientos previos de
los alumnos, apunten progresivamente hacia niveles méas abstractos en el uso del
simbolismo algebraico.

Por otro lado, y considerando que el tema en cuestibn estd presente en la
curricula de la escuela secundaria desde los primeros afios, no puede faltar la
mirada sobre las intervenciones docentes cuando se desarrolla este tema en el
aula. En el camino hacia un lenguaje de signos abstractos se deben contemplar
diversas opciones provenientes de la gran experiencia y conocimientos previos de
los alumnos. Es tarea nuestra, de los docentes, descubrir cuéles son los
conocimientos algebraicos competentes que manifiestan los estudiantes ante las
actividades y consignas que les proponemos.
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Anexo 1 - ENCUESTA

1. Resolver las siguientes ecuaciones y verificersailtado:

a) 4x-27= _71.x b) 2(x+1) = 4(x-1)

Verificacion a) Verificacion b)

2. Resuelve el siguiente problema:
De un depdsito lleno de liquido se saca la mitddcdetenido; después la tercera parte del
resto y quedan aun 1600 litros. Calcula la capadidiatal del deposito.

3. Relaciona cada sistema de ecuaciones con la grafeaorresponda. Indica en cada
caso si el sistema tiene una solucion, o infirst@aciones o ninguna solucion.

1
-2x+y=1 -X+y=5 —y=1
1 y 2. Y 3TV
—2x+y=-3 —2x+y=7 -2x+2x=-1
A. B.

-7 -6 -5 -4 -3 -z -1 [i] 1 2z 3 4 5 3 7

/MUCHAS GRACIAS POR TU COLABORACION!
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