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Resumen

Este trabajo forma parte de la tesis de maestria en Didactica de la Matematica: La Transposicion
Didactica de la Topologia en la Formacién de Profesores de Matematica. Incidencia de los modelos
epistemologicos y docentes.

Desde el marco teérico de este proyecto ElI Programa Epistemoldgico iniciado por Broussea(1986), se
asigna un rol fundamental al estudio del saber matematico, no s6lo como un saber en si mismo sino
anlizando el tipo de problemas que le dieron origen, , las técnicas matematicas (entendidas éstas como
maneras de hacer, no como algoritmos) que surgen en ese contexto y los elementos tecnoldgico-tedricos
que se utilizan.

A partir del estudio histérico-epistemolégico pudo verse que los problemas que le dieron origen se sitlian
en dos contextos matematicos diferentes: el Geométrico y el del Andlisis Matematico y que en cada uno
de ellos se da respuesta a determinado tipo de problemas, que se resuelven con técnicas diferentes y que
utilizan tecnologias diferentes aunque mantienen en comun ciertos elementos tecnologico-teoricos.

Teniendo como base este anélisis se realiza un estudio de la organizacién matemaética ensefiada, respecto
de lo topoldgico en la formacién de profesores de matematica, para dar cuenta de las restricciones que
sufre el saber hasta tomar las caracteristicas particulares que presenta en ese dmbito y las razones que
determinan esas restricciones.



En el reparto de responsabilidades entre quienes tenemos a nuestro cargo la formacion de Profesores de
Matematica en la Universidad Nacional de Rio Cuarto, los docentes de la asignatura Introduccion a la
Topologia nos preocupamos por el analisis de nuestras propias practicas. Coincidiendo con Jean Brun
(1996) en Evolucion de las relaciones entre la psicologia del desarrollo cognitivo y la diddctica de la
matemdatica donde afirma que, el punto de partida de toda cuestién didactica requiere de una toma de
posicion epistemoldgica relativa al objeto de conocimiento, hacemos un analisis histérico-epistemoldgico
de las nociones topoldgicas para, a partir de alli, asumir un posicionamiento epistemoldgico que permita
establecer posibles correspondencias entre los saberes ensefiados y los saberes cientificos.

La motivacidn inicial de este analisis estuvo centrada en dar respuesta a las siguientes cuestiones:
¢ Qué reconstruccion de los conceptos topologicos se plantea en la formacion de profesores?
¢/ Qué comprende la topologia en ese ambito?
¢ Como surgen y qué transformaciones sufren y por qué los contenidos topologicos?
¢ Qué significan estos contenidos en la matemdtica actual?
Respecto a la dltima pregunta podemos decir que, en la actualidad los conceptos topoldgicos estan

presentes en todas las areas de la matematica, seria impensable formar un matematico que no dispusiera
de los conceptos basicos de la topologia entre sus saberes.

Respecto a la pregunta inicial pueden darse muchas respuestas. Una respuesta en términos formales la
ofrece cualquiera de los libros de texto sobre el tema, donde encontraremos definiciones del tipo de la
siguiente con muy ligeras variantes .

En el libro de Kelly (1975) se define Topologia de la siguiente manera:

Una topologia es una familia J de conjuntos que satisfacen las dos condiciones siguientes:
La interseccion de dos miembros cualesquiera de J es un miembro de J, la union de los
miembros de cualquier subfamilia de J es miembro de J.

Una definicion de este tipo es ventajosa desde cierto punto de vista por su expresion minimalista y
generalizadora, pero es desventajosa desde otro, sobre todo para la ensefianza, porque muestra un alto
grado de opacidad en cuanto a los objetos a los que hace referencia y a los problemas, cuestiones o
situaciones que permite abordar y por sobre todo a aquellos que le dieron sentido a su génesis. Ello nos
lleva a preguntarnos justamente por el campo de problemas que dieron origen a los saberes topologicos.

El estudio historico permitié ver, entre otras cuestiones, que el tipo de problemas que dieron lugar al
surgimiento de los conceptos que hoy abarca la topologia se enmarcan esencialmente en dos campos de la
matematica; por un lado ciertos conceptos topologicos tienen su génesis en problemas ligados a la
Geometria y por otro, quiza la mayor parte, surgen ligados al Andlisis Matematico. Lo cual da origen a
dos vertientes iniciales en la topologia que, de acuerdo a la denominacion actual, son llamadas
respectivamente: Topologia Combinatoria y Topologia Conjuntista. \/eamos cudndo y como surgen
cada una de ellas, qué problemas estan en sus origenes y qué elementos técnicos y tecnoldgico-tedricos
surgen en su proceso de generacion .

1.-Analisis epistemoldgico de la Topologia Combinatoria

El inicio de esta rama de la topologia es establecido por varios autores entre ellos J.J.Connors and E.F.
Robertson (2002), en el trabajo de Euler titulado Solutio problematis and geometriam situs pertinentis
(La solucion de un problema relacionado con la geometria de la posicion) publicado en 1736 en el cual
se plantea y se presenta una solucion del problema de los puentes de Kiningsberg.

Desde el titulo del trabajo puede observarse, por un lado que Euler entendia que estaba trabajando en el
campo de la geometria y por otro que estaba construyendo un nuevo tipo de geometria, a la que le asigno
un nombre: Geometria de la Posicion.

La formulacion del problema de los puentes de Kbnigsberg planteaba averiguar si era posible recorrer los
siete puentes de la ciudad de Kdnigsberg, pasando s6lo una vez por cada uno de ellos y regresando al
punto de partida.

Este problema que aparece como un problema aislado y que podria parecer hasta no demasiado
interesante, resultd ser emblematico para la matematica en tanto abri6 la posibilidad del tratamiento de
una problematica mucho mas general y permitié desarrollar importantes conceptos topoldgicos.

En ese trabajo Euler no sélo mostré que el problema de atravesar los siete puentes pasando una sola vez
por cada uno era imposible, sino que lo hizo a través de una modelizacion muy particular que favorecié



las generalizaciones del problema. Los elementos técnicos, tecnoldgicos y tedricos utilizados en dicha
modelizacion constituyeron el inicio de una nueva teoria que hoy se conoce como Teoria de Grafos.

Si bien el problema de los puentes estd en el inicio de la Topologia, Euler ademas aborda otra
problematica que también contribuye a su desarrollo.

En una carta que Euler escribe a Goldbach en 1750, da una formulacion de la que él llam6 Férmula del
Poliedro y que hoy se conoce como Férmula de Euler para poliedros:

v-a+c=2

donde v es el niimero de vértices, a el de aristas y ¢ el de caras del poliedro.

Nos preguntamos hoy por qué razén una férmula tan simple no fue conocida con anterioridad, por
ejemplo por los griegos que realizaron un trabajo tan importante en poliedros o por Archimedes o
posteriormente por Descartes quienes trabajaron intensamente en este tema.

Connor y Robertson (2002) sittan la razén en que en la geometria griega y hasta Euler, era impensado
considerar como pertenecientes al ambito de lo geométrico a las propiedades de figuras o cuerpos en que
no aparecieran involucradas, implicita o explicitamente, las magnitudes, en este sentido entendemos que
este fue también un paso significativo hacia lo topolégico.

Este trabajo se desarrolla bajo el marco tedrico de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (Chevallard
Y, 1985), en el que se modelizan los saberes matematicos en términos de praxeologias matemdticas u
organizaciones matemdaticas (OM) a las que se define como cuadruplas (T,t, 6, ®) formadas por tipos de
tareas (T), técnicas utilizadas para resolver esas tareas (t), métodos para justificar las técnicas llamados
tecnologias(0) y justificaciones de las tecnologias, llamadas teorias (®). Distingue esencialmente una
praxis constituida por las (T, t) y un logos constituido por (6, ®)

Veamos qué tipo de logos realiza Euler. En dos trabajos realizados en 1752 aparecen publicados detalles
del tratamiento de su formula, en el primero admite que el resultado que postula no pudo ser probado y
recién en el segundo da una prueba basada en la diseccion de ciertos solidos en tetraedros.Es decir un
logos geométrico. Pero si bien la prueba es, en cierto sentido limitada, dado que los poliedros de los que
habla son so6lo poliedros convexos, en el logos utilizado ha desaparecido toda alusion a magnitudes o
cantidades, lo cual es también un paso hacia otra geometria.

Posteriormente Antoine Jean Lhuilier (1750-1840), matematico muy poco conocido que trabajé la mayor
parte de su vida en problemas relacionados con la formula de Euler, publicé en 1813 un importante
trabajo en el que mostro las limitaciones de dicha formula demostrando su invalidez para poliedros con
agujeros. Esto nuevamente es un salto desde el punto de vista topolégico porque los agujeros forman
parte del estudio de la geometria.

Se logra una generalizacion de la férmula de Euler para sélidos que tienen g cantidad de agujeros. La
férmula valida en este caso es la siguiente:

v-a+c=2-2g
Queda asi planteado un nuevo problema geométrico: el estudio y caracterizacion de los sélidos con o sin
agujeros. Problematica que desemboca en el estudio de la conectividad de una superficie.

En este marco se plantea el primer resultado conocido que hace referencia a invariantes topolégicos. EsS
decir a una propiedad que se mantiene a través de deformaciones continuas, reversibles y sin rupturas, es
decir por los que hoy llamamos homeomorfismos®, que como se vera mas adelante estos juegan un rol
muy importante en la génesis de la Topologia.

Justamente el primer invariante conocido es la Illamada Caracteristica de Euler

X=v—-a+tc
El problema de la conectividad de superficies fue abordado también por otros matematicos como Jordan
(1887) que la examina haciendo uso de otros elementos técnicos, lo hace en términos de circuitos

irreducibles . Demuestra que el niimero de circuitos irreducibles es también un invariante topolégico de
la superficie. Lo que contribuye a incrementar el campo de los invariantes topologicos.

La generalizacion de este problema a mas dimensiones fue abordado por varios matematicos: Por ejemplo
por Listing que estudio los problemas de conectividad en los espacios Euclideanos de tres dimensiones y

1 Un homeomorfismo entre espacios topolégicos es una aplicacién continua con inversa continua.

2 Se llaman circuitos irreducibles a curvas simples cerradas que no pueden ser reducidas a un punto mediante una
deformacion continua.



por Betti (1870) que extendid el estudio de la conectividad a figuras n dimensionales. Betti define
“niimero de conectividad” diciendo que el niimero de conectividad unidimensional es el nimero de
curvas cerradas que pueden ser dibujadas en la estructura geométrica y que no dividen a la superficie en
regiones disjuntas. El nimero de conectividad bidimensional es el nimero de superficies cerradas en la
figura que colectivamente no encierran ninguna region tridimensional de la figura. Y asi siguiendo para n
dimensiones. Nuevamente un invariante topoldgico.

Estos ultimos trabajos son muy importantes desde el punto de vista del logos, si bien se trabaja con
cuerpos y figuras geométricas las técnicas y los elementos tecnolégicos utilizados de alguna manera se
alejan de lo geométrico para acercarse al Andlisis, desde el punto de vista de la ensefianza, podrian servir
como saberes vinculantes entre las dos topologias.

Como antecedente en la constitucién de la Topologia como una rama de la matematica con caracteristicas
propias estan los trabajos de Poincaré (1895) en los que se hace mencion, por primera vez, a una nueva
rama de la matematica a la que llama Anadlisis Situs. Presenta esta teoria en forma sistemética y rigurosa a
través de cinco memorias. Esta nueva teoria sirvié de punto de partida para numerosas investigaciones de
autores como Brouwer, Alexandroff, Lefchetz, etc. Aparece todavia vinculada a la geometria, dado que a
través de los trabajos de Jonquieres y de Poincare, se logran generalizaciones de la férmula de Euler,
primeramente a poliedros no necesariamente convexos Yy luego a variedades p-dimensionales. De esta
manera se amplia y consolida el estatus tecnologico-tedrico de una disciplina incipiente.

Listing en su trabajo Vorstudien zur Topologiem escrito en 1847 emplea por primera vez la palabra
Topologia en un trabajo cientifico, aunque se sabe que, en correspondencias con otros matematicos, ya
hacia diez afios que era utilizada.® En trabajos posteriores publica resultados importantes respecto a la
banda de Moebius, donde estudia componentes de superficies y conectividad utilizando diferentes
técnicas, lo hace en términos de no-orientabilidad de superficies. Claramente trabajaron conceptos
topolégicos que tienen su origen en un marco geometrico.

En resumen los origenes de la topologia podemos encontrarlos en la geometria abordando aquellos
problemas en que las magnitudes estan suprimidas por completo. Esto da lugar a un corpus teérico que
inicialmente se corresponde con una geometria netamente cualitativa, que fue llamada Analysis Situs y
que hoy se llama Topologia Combinatoria.

Este origen geométrico es reconocido por grandes matematicos como Poincaré quién textualmente dice
que la Topologia es :

“como una geometria en la cual la cantidad esta suprimida por completo, es una geometria
cualitativa ...No quiero decir que la geometria métrica descansa en la logica pura pero en
esta disciplina las intuiciones son de otra naturaleza andlogas a las que desempeiian un
papel esencial en la aritmética y el dlgebra™ Ky Fan.(1957)

Este caracter geométrico es retomado por Klein de 1872, cuando expone su Programa de
Erlangen, en el que presenta una sistematizacion y jerarquizacion de todas las geometrias a
partir de los grupos de transformaciones, concibiéndolas como los invariantes respecto de un
determinado grupo de transformaciones. En ese marco define en particular la Topologia como la
geometria generada por las transformaciones homeomdrficas. También desde este lugar la
Topologia aparece como una extensién de lo geométrico.

2.- Anélisis epistemoldgico de la Topologia Conjuntista

Podriamos decir que en forma relativamente independiente de la Topologia Combinatoria surge la
Topologia Conjuntista cuyo desarrollo se inicia con Cantor en el siglo XIX. En la base genética de la
Topologia convergieron ciertas probleméticas provenientes del Andlisis Matemdtico que inicialmente
fueron:

1.- El problema de la Dimension

2.- El problema del Continuo

3.- El problema de la Convergencia

3 Topologia es una palabra que desde su nombre hace referencia al estudio del lugar, del espacio. Topo lugar logia
estudio



4.- El problema de la existencia de puntos extremos

Si bien estos problemas, no son los Gnicos, son los que determinamos como inciales. Cada uno aborda
problematicas bien diferenciadas las cuales permiten el desarrollo de ciertos elementos técnicos y
tecnolégico-tedricos que contribuyen a la constitucion de la Topologia. Si bien son diferentes estan
vinculados entre si.

2.1.- El problema de la Dimensién

Hasta mediados del siglo XIX se aceptaba de manera implicita que la dimension de un espacio estaba
determinada por el nimero de coordenadas independientes necesarias para establecer sus puntos.

Segln puede observarse en algunos trabajos de Cantor, era aceptado sin demostracion que las
aplicaciones biyectivas deberian preservar la dimensién. Las dudas al respecto se ponen de manifiesto en
una carta que Cantor envia a Dedekind (1874) donde le plantea la necesidad de analizar esto y propone,
probablemente con la idea de arribar a alguin absurdo, establecer una correspondencia biunivoca entre una
superficie y una linea recta. Dedekind responde manifiestando su incredulidad al respecto:

“....es evidente que dos variables independientes no pueden reducirse a una”...” el nimero de
dimensiones de una variedad continua es ahora igual que antes, el primer y principal invariante
de una variedad”.

A pesar de manifestar este disenso Dedekind también se aboca a abordar la problematica de la
invariancia de la dimension reconociendo su importancia. Pero es Cantor quien da una respuesta en
contrario en 1877. En una nueva carta a Dedekind, le comunica su hallazgo, habia logrado establecer una
biyeccion entre los puntos de un segmento y los de un cubo de dimension n. En esta carta también dice
que:

“las diferencias entre figuras de distinto numero de dimensiones deben estar en aspectos
lejanos al numero de coordenadas independientes que determinan sus puntos”.

El descubrimiento de Cantor es un punto de inflexidn en la problemaética topoldgica, hace que el problema
de la preservacion de la dimensidn, se encamine hacia otras aplicaciones, las continuas y de esta manera
el problema salga definitivamente del &mbito de lo geométrico.

En 1874 Dedekind formul6 una conjetura sin demostracion respecto a la invariancia de la dimension y en
el mismo afio en forma independiente Lebesgue dio una demostracidn que si bien no fue correcta, tuvo
gran importancia desde las técnicas que aportd, se baso en el principio del recubrimiento * que luego
seria largamente usado en topologia

Teorema: Si se establece una correspondencia biunivoca entre los puntos de una variedad A
de a dimensiones sobre los de una variedad B de b dimensiones con a distinto de b la
correspondencia es discontinua

Donde se establece que abordar el problema de la dimensidn requiere analizar los invariantes
bajo homeomorfismos. El primer intento de demostracion general de este resultado fue realizado
por Netto en 1878. Fue una demostracion importante por el tipo de elementos técnicos que
incorpord, utiliz6 en forma implicita ciertos resultados que no son triviales. Dice por ejemplo:

“..La superficie A estara bordeada por una o mds curvas a,a,... de manera que sea
imposible pasar de un punto interior a otro exterior por medio de una linea continua sin
cortar alguna de ellas...”

Pero advierte acerca de la necesidad de definir con rigor los conceptos geométrico-topologicos utilizados
como los de : punto interior, punto frontera, etc..

En 1879 Cantor escribe a Dedekind que cree haber encontrado una solucion al problema de la invariancia
de la dimension. Pero una vez mas las demostraciones tuvieron que ser modificadas. Sin embargo fueron
de gran utilidad ya que en ellas aparecen importantes conceptualizaciones topolégicas como la definicion
que hoy se conoce como de curva de Jordan ° y resultados como por ejemplo una version generalizada
del Teorema del Valor Intermedio.

* Cada punto de un dominio D de n dimensiones pertenece al menos a uno de los conjuntos cerrados Ej, E;...,E,
dados en nimero finito y si estos conjuntos son suficientemente pequefios, existen puntos comunes al menos a n+1 de
ellos.

® Curva es el conjunto de puntos representados por dos funciones continuas x=f(t), y= g(t) para t;>t >t, y pide ademas
que no se corte a si misma.



“Toda figura conexa que tiene puntos interiores y puntos exteriores a una hiperesfera
corta necesariamente el borde de la misma” fue enunciado por Cantor sin demostracién.

Llevé 33 afios conseguir la demostracion definitiva del teorema de la dimension que estuvo a cargo de
Brouwer (1911), quien extendiendo el teorema de Jordan obtuvo los siguientes resultados.

Teorema: En un espacio IR" una variedad (n-1)-dimensional lo separa en dos regiones

Alexander establecid el teorema dual lo que permitié resolver definitivamente el problema de la
dimension:

Teorema: Una variedad m-dimensional no puede contener la imagen biyectiva y continua de
un dominio de dimension superior

Con este resultado culmina un largo camino en la matemética marcado por el problema de la invariancia
de la dimension, en el que van apareciendo sucesivamente importante conceptos topoldgicos.

Desde el punto de vista de la Topologia lo logrado en esta etapa fue muy valioso no sélo por los
resultados obtenidos sino por el desarrollo teérico logrado y por el pasaje de lo geométrico a lo analitico

2.2.- El Problema del Continuo

El concepto de continuo la matemética lo hereda de la fisica y se plantea como modelizar ese concepto
fisico. Inicialmente lo utiliza de manera intuitiva, en el siglo XVII Isaac Newton en su obra “Tractatus de
Quadratura Curvarum” decia:

It

0 voy a considerar aqui cantidades matematicas compuestas de partes extremadamente
pequenias sino generadas por un movimiento o flujo continuo. Las lineas se describen y por
describirse son generadas, no por superposicion de partes, sino por un flujo continuo de
puntos...”

Adn en el siglo XVIII D" Alembert en un articulo habla de la siguiente manera:
“ Si imaginamos que un punto se desplaza, trazard una linea; una linea que se desplaza
engendraria una superficie, etc...”
Posteriormente Baumgarten comienza a separar la nocion de continuo de la de movimiento, define
continuo de la siguiente manera:

“Una serie de puntos con puntos intermedios que da lugar a una linea es un continuo.
Andlogamente una superficie es una serie continua de lineas, y un cuerpo solido, una serie
continua de superficies”.

De todas maneras la nocion de continuo continu6 siendo vaga e imprecisa hasta comienzos del siglo XIX,
en que Bolzano propone dar un tratamiento riguroso al tema

Bolzano mantuvo cierta dualidad respecto a quién correspondia el tratamiento del continuo. Por un lado
sostuvo que los conceptos fisicos de flujo 0 movimiento eran ajenos a la Geometria, dado que ésta
permitia representar lo estatico, no lo dinamico como lo requeria la teoria del flujo. Y por otro, esta
teoria requeria basarse en la teoria del espacio para su descripcidn, es decir en la geometria.

Para eso comienza definiendo en forma precisa linea, superficie y cuerpo sélido.

Al excluir al movimiento del dmbito de lo matematico, necesita dar una definicion estdtica de
continuo, para ello previamente necesita hablar de proximidad y ello lo lleva a definir una serie de
objetos matematicos que van a ser muy importantes para la Topologia.

Da una primera definicion muy imprecisa de distancia:

“Lo que se asocia a un punto b en relacion con un punto a, de manera que sea
independiente del punto a, recibe el nombre de distancia del punto b al punto a”.

A partir de esto considera a las figuras geométricas como conjuntos de puntos con una estructura interna
inducida por su concepto de distancia.

Define la nocién de Punto Aislado



“Un punto aislado es un punto i de un objeto espacial que cumple la condicion de que existen
distancias arbitrariamente pequerias, tomadas desde i, de manera que i no posea ningun punto
proximo en dicho objeto para las mismas”

Es claro que esta no es la idea actual de Punto Aislado. Esta nocién le permite definir Continuo como un
objeto espacial que no posee puntos aislados. Este es el primer intento conocido de describir el continuo
sin hacer uso de nociones externas a la matematica. Las deficiencias son observadas, por un lado por el
mismo Bolzano y por otro por Cantor en 1883. Si bien lo que hoy se entiende por punto aislado no es lo
que definié Bolzano mantiene una relacidn, todo punto aislado en el sentido actual es un punto aislado
Bolzano.

Entre los afios 1879 y 1884 Cantor public6 una serie de trabajos bajo el titulo “iiber unendliche, lineaire
Punktmannichfaltigkeiten” (Sobre los conjuntos de puntos infinitos lineales) donde introduce la teoria de
cardinales y ordinales transfinitos para abocarse al estudio del continuo desde la matematica. Esto permite
vincular el problema de la cardinalidad con el del continuo.

En Freixenet (1991) se recopilan algunas citas textuales de Cantor donde establece en forma previa a su
trabajo, los problemas que se planteaba para abordar el estudio del continuo.

“..me siento obligado a desarrollar aqui Unicamente, de manera lo mas breve posible y
solamente desde el punto de vista de la teoria matematica de los sistemas, la nocion de
continuo...”

Uno de los primeros problemas que se plantea es el que se refiere a independizar al continuo aritmético de
la nocion de tiempo. Dice al respecto:

“... Debo aclarar antes de nada que en mi opinion la introduccion del concepto de tiempo o la
idea de tiempo no debe servir para explicar la nocion mucho mds primitiva y general de
continuo..”

“..estoy asimismo convencido que no se puede comenzar por la idea intuitiva de espacio para
llegar a conclusiones acerca del continuo ya que el espacio y las figuras que se conciben en él
solo pueden llegar con la ayuda de un continuo ya formado de manera abstracta...”

“..s0lo me queda buscar pues, a través de los conceptos de numeros reales una idea puramente
aritmética y lo mas general posible, de un continuo de puntos...”

Define el espacio aritmético de n dimensiones G, (es el actual IR" con la métrica euclidea) y Ilama a todo
conjunto de puntos P de G, un conjunto aritmético. De alli que luego se va a llamar la definicion
aritmética de continuo.

En este estudio se introduce una nocién clave, la de Punto Limite referido a conjuntos (hoy conocido
como Punto de Acumulacion) que ya habia sido utilizada en el teorema de Bolzano-Weierstrass®. (Esta
definicién generaliza la idea de convergencia al definir la nocion de punto limite separado de la idea de
sucesion y la idea de convergencia ahora encuentra un campo mas amplio).

Cantor entendié que los conjuntos continuos contenian todos sus puntos limites, es asi que se propuso
caracterizar a los conjuntos que contenian a todos sus puntos limites. Para ello defini6 Conjunto
Derivado’ y definié Conjunto Perfecto como el que coincide con su derivado y establece que:

“todo continuo debe ser siempre un conjunto perfecto”.

Sin embargo debe reconocer que con ello no basta, lo muestra a través de un conjunto que hoy se conoce
como el Conjunto Discontinuo de Cantor®.

Para completar su definicion de continuo introduce un nuevo concepto el de Conjunto Bien Encadenado.
“..Decimos que un sistema de puntos esta bien encadenado cuando para dos puntos
arbitrarios t y t'de este sistema y un numero dado ¢ tan pequeiio como se quiera existe

siempre un numero finito de puntos  t; ty,...t, de T , de varias maneras, tales que las
distancias tt;, tt5, ... ... , tit’son todas menores quee...."

6 . . . o . , T
Teor: Bolzano-Weierstrass: todo conjunto limitado, con infinitos puntos, tiene algun punto iimite.
" Se llama Conjunto Derivado de un conjunto P al conjunto P’que contiene a los puntos limites del conjunto P.
8 Discontinuo de Cantor: definido como todos los nimeros reales que pueden expresarse de la forma
a, a, a, .
Ly + — 4 . donde los coeficientes &, pueden tomar los valores 0y 2.
n



Establece entonces que:
“Un conjunto es continuo si es simultaneamente Perfecto y Bien Encadenado”

En este marco surgen otras nociones que van a conformar el nucleo de la topologia, como por ejemplo la
de Conjunto Conexo’, la de Conjunto Cerrado 0 la de Conjunto Denso, las cuales permiten redefinir
conjunto perfecto como el que es simultdneamente cerrado y denso. Puede verse como todas las nociones
cobran sentido a partir de un problema concreto que se plantea la ciencia.

Si bien Cantor no traté a la Topologia como una nueva rama de la matematica con estructura propia, es
considerado uno de los padres dado que las tareas que se planted llevaron a desarrollar, mejorar y
generalizar importantes técnicas matematicas y un nuevo marco tecnolégico-tedrico para su justificacion.

2.3.- El Problema de la Convergencia

Ligado al problema del continuo surge el problema de la convergencia. Este problema puede decirse que
se inicia con Bolzano en 1817 quien busca ampliar la nocion de convergencia de sucesiones. En términos
actuales, se trata de definir al continuo como aquél conjunto que coincide con todos los puntos de
acumulacion.

En 1906, Frechet en su tesis doctoral “Sur Quelques Points du Calcul Fonctionnel”, basado en la idea de
limite de una sucesion, define formalmente los Conjuntos de Clase (L), a través de un sistema de
axiomas. En esa definicion hace uso de una nocidn generalizada de limite, la de punto limite de un
conjunto, que la caracteriza de la manera siguiente:

a) Es posible determinar si dos elementos de (L) son distintos.
b) Es posible definir el concepto de “limite de un conjunto de elementos de
(L) de manera que, para un conjunto infinito de elementos A; A; ..., A,,... de
(L) se puede determinar si existe , 0 no el limite en (L) con las restricciones
siguientes:
)SIiA=A (i=12,..), {A}tienen limite A
ii) Si { Aj} tienen limite A, todas las subsucesiones, tomadas en el mismo
orden tienen limite A.

Esta nocidn juega un rol muy importante en el desarrollo de la topologia no sélo por el objeto que define
sino por la manera en que lo hace; es la primera formulacién axiomatica de un espacio abstracto . En ella
se aborda, como concepto clave el de convergencia, ampliando asi la nocion de limite de sucesiones a la
de limite de un conjunto.

2.4.- Problema de la existencia de puntos extremos

Era ampliamente conocido el resultado que asevera que sobre un intervalo cerrado y acotado es posible
garantizar la existencia de un méaximo (minimo) para cualquier funcién continua; en el trabajo en espacios
de funciones se busca como generalizar estos resultados, buscando las condiciones de los intervalos
cerrados y acotados, que fueran generalizables a los espacios en general y resultaran suficientes para
garantizar la existencia de extremos.

Por otro lado Cauchy en su Course dAnalyse, da una definicion de integral para funciones continuas sobre
un intervalo cerrado cuya demostracion de existencia requiere la continuidad uniforme de la funcién en el
intervalo, hecho que se prueba para intervalos cerrados y acotados. Nuevamente se requiere generalizar
esta nocién y surge la pregunta acerca de qué otro tipo de conjuntos permiten garantizar que las funciones
continuas son uniformemente continuas. Lo cual lleva a la nocion de Compacto.

La palabra Compacto para designar un concepto matematico aparece por primera vez en 1904
mencionada por Frechet en su trabajo “Generalisation d"un Theoreme de Weierstrass”

‘Llamaremos conjunto compacto a todo conjunto E tal que existe siempre al menos un
elemento comun a una sucesion infinita arbitraria de conjuntos E.LE, ...E,...

® Define conjunto conexo como lo que hoy se conoce por conexo por diagonales. Es conexo aquel conjunto en el que todo par de
puntos pueden unirse mediante una poligonal completamente contenida en él.



contenidos en E cuando son no vacios, cerrados y cada uno de ellos contenidos en el
anterior”.

Ademas agrega:

“La condicion necesaria y suficiente para que un conjunto E sea compacto es que
todo conjunto E” formado por una infinidad de elementos distintos de E dé lugar, como
minimo, a un punto limite”.

En esta empresa de abstraer las propiedades esenciales de los intervalos trabajaron varios matematicos
entre los que podemos destacar, por un lado a Bolzano y Weierstrass que buscaban caracterizar los
subconjuntos cerrados y acotados en términos de sucesiones y por otro, a Borel y Lebesgue que lo hacian
en términos de cubrimientos por abiertos.

En el mismo afio Lebesgue prueba (generalizando un teorema de Borel) que del siguiente teorema se
deduce rapidamente la continuidad uniforme de una funcién continua en el intervalo [a,b] .

Demuestra que:

“Si se tiene una familia A de intervalos tales que todo punto del intervalo [a,b] es interior al
menos a uno de los intervalos de A, existe una familia formada por un numero finito de los
intervalos de A que tienen la misma propiedad: todo punto de [a,b] es interior a uno de
ellos”

A fines del siglo XIX, en Europa, muchos matematicos entre ellos Cantor, Weierstrass y Dedekind
comenzaron a establecer en forma rigurosa, muchas nociones que durante centurias habian sido
consideradas como intuitivas y evidentes. El nivel de rigor y abstraccion logrado en este proceso provoco
una suerte de revolucidn en el pensamiento matemaético.

Por ejemplo la nocion de Entorno, que es una nocién bdsica de la Topologia, surge a partir de una
prueba rigurosa del teorema de Bolzano que realiza Weierstrass en 1877.

Segun Tarres Freixent (1991), la definicion que da Frechhet de los Conjuntos de Clase (L) le ofrece
pocas posibilidades desde el punto de vista tedrico y opta por definir una segunda clase de espacios
abstractos los Conjuntos (E) de Clase (V) que, veremos méas adelante, le permite llegar a definir los
espacios métricos.

Sin embargo es muy importante desde el punto de vista de la metodologia, la topologia se basa en el uso
de espacios abstractos y , a partir de esta nocion, Frechet aparece como el iniciador de este nivel de
generalizacion en los espacios con los que trabaja la topologia.
Esta idea de definir espacios en forma abstracta es retomada por Riez en 1908 en su trabajo “Stetigket und
abstrakte Mengenlehre” (Tai del IV Congresso Internazionale dei Matematici. Roma,1908, 11,18-24)
trabajo en el que define una de las nociones basicas de la Topologia, la de Punto de Acumulacion.
A partir de ello Cantor define en forma general, Conjunto Cerrado™, 1o cual permite a su vez definir una
herramienta fundamental para el desarrollo de la topologia, como es la nocion de Conjunto Abierto™.
Una de las nociones basicas y paradigmaticas de la topologia, tanto en la obra matematica como en las
organizaciones didacticas, y que en la actualidad aparece como mas oscura y separada de su génesis, es la
de compacto que analizaremos a continuacion.
Si bien no existe un desarrollo lineal en la evolucién del concepto, es posible comprender las
motivaciones que llevaron a la constitucion de las distintas definiciones y de sus correspondientes
implicaciones.
Compacto
A la nocion de compacto convergen esencialmente tres problemas de la matematica que la requieren
como medio para su solucion:

i)  Determinar las condiciones mas generales sobre los conjuntos en los que una funcion continua

alcanza un valor extremo, para espacios métricos de dimensién finita.

ii) Laextension a espacios de dimension infinita de la posibilidad de hallar puntos extremos.
iii) Garantizar la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales.
i) Esto fue analizado anteriormente.

19 Se [lama Conjunto Cerrado al que contiene a todos sus puntos limites.
11 Se define Conjunto Abierto como aquel que es complemento de un conjunto cerrado.



ii) Otra via de surgimiento para la nocion de compacidad fue el estudio de espacios abstractos de
dimension infinita, como el espacio de las funciones continuas sobre un intervalo cerrado, con la
métrica uniforme, al que llamamos C”.

En estos espacios, a diferencia de lo que ocurre en IR", decir que un conjunto es cerrado y acotado no
es equivalente a decir que es compacto en el sentido de Bolzano-Weierstrass. El problema es entonces
caracterizar a los subconjuntos de C° sobre los cuales se pueda garantizar la existencia de puntos de
méximos y de minimos para funcionales continuas definidas en C°. Esto lleva a la compacidad.

iii) Vinculado a lo anterior aparece una tercera razon centrada en determinar la existencia de
soluciones de ecuaciones diferenciales. Quienes trabajaron en ella fueron: Peano, Arcelay Ascoli.

En realidad se formularon varias definiciones de compacto, no todas equivalentes, cada una de ellas
ligada a problematicas y contextos particulares; todas en conjunto contribuyeron a perfilar el objeto
matematico que es hoy.

La noci6én de compacto una de las nociones que hoy aparece como mas opaca en cuanto a su definicién,
como Vvimos, es el producto de diferentes problematicas y necesidades que configuraron el objeto.

En estos cuatro problemas se marca el inicio de la Topologia que hoy es llamada Topologia Conjuntista.

Como en la asignatura que nosotros tomamos como modelo de analisis, tienen una fuerte importancia los
espacios métricos, veremos en qué momento de la Topologia se desarrollan éstos y bajo qué problemas.

2.5.- Los espacios métricos y su relacion con el surgimiento de los espacios topoldgicos.

La problematica a partir de la cual surgen los espacios métricos esta centrada en la necesidad de definir
una distancia 0 métrica en espacios diferentes a los euclideanos.

Frechet se plantea el problema de generalizar las técnicas utilizadas en los espacios euclideos para
reconocer la continuidad de una funcién definida sobre ellos, a espacios cuyo conjunto soporte no fuera
ningdn IR" como el espacio C’ de las funciones continuas. Se planteé abstraer de la métrica euclidea las
minimas propiedades que deba verificar una métrica y que pudieran ser extendidas a un espacio
cualquiera. En 1906 define los conjuntos de clase (L), ya mencionados, de todas maneras estos espacios
no le permiten lograr todo lo buscado, define entonces una nueva clase de espacios, a los que denomina
conjuntos (E) de clase (V) en los que se da por primera vez una definicion general de distancia.
Claramente los trabajos de Frechet constituyen el germen de los espacios métricos.

Esta definicion aparece expresada de la manera siguiente:

a)Se debe distinguir si dos elementos de (E) son iguales o no.

b) Para cada par A,B de elementos de (E) se asigna un numero (A,B) con las
propiedades:

i)(4,B)=(B,4)>0

ii)(4,B) = (B, A) =0 siysolosi A=B

iii) (4,B)<& y (B,C)<& => (4,C)< f(s)donde f (&) tiende a cero con & y fes independiente
de A,B,C
Los espacios en los que esta definida una métrica se los llama espacios métricos.

Ello permite generalizar la nocidn de punto limite a estos nuevos espacios. Es de hacer notar que esta
nocion, redefinida para espacios métricos, en realidad no requeria en su definicion hacer uso ni explicito
ni implicito de la métrica o distancia, sino de la nocion de entorno. Lo que ya aparece como un indicio de
lo que mueve a la institucionalizacién de la topologia.

Unos afios mas tarde, en 1914, Hausdorff en su libro Grunziigue den Mengenlere, da una definicion
axiomatizada del concepto de entorno, en la que utiliza sélo cuatro axiomas que tampoco hacen uso de
las métricas. Este concepto puede considerarse como uno de los generadores de la topologia, dado que a
partir de él comienza el desarrollo sistematico de la teoria general de los Espacios Topoldgicos. Este es




usado por Riez en 1909 para dar una definiciéon axiomatica de Topologia, en un trabajo presentado en el
International Congress of Mathematics en Roma.

J. Tarrés Freixenet (1992) presenta una cita textual de Weil que dice:

..... Podemos asociar a cada punto del conjunto determinadas partes del espacio
llamadas entornos que pueden permitir la construccion de la teoria con la eliminacion
del concepto de distancia....

Como paso previo a la construccion de espacios topoldgicos se trabaja con variedades, espacios que
localmente se comportan como un IR". Y considera como entornos en las variedades a los transformados
de los discos a través de aplicaciones continuas. En este caso ya los entornos se independizan de las
distancias.

Haussdorf observa que ciertas relaciones entre los conceptos de distancia, de entorno 'y de punto limite,
gue de alguna manera permiten marcar cierto orden de preponderancia. Observd que a partir del concepto
de distancia puede definirse el de entorno y a partir de éste el de punto limite. Sin embargo partiendo del
concepto de entorno puede definir el de punto limite pero ya no el de distancia. Y que a partir del de
punto limite, no pueden formalizarse el de entorno y el de distancia.

A la vista de esto Haussdorff opta por desarrollar su teoria basado en la nocién de entorno y define
Espacio Topoldgico de la siguiente manera:

Un espacio topoldogico es un conjunto E compuesto por elementos x, junto con determinados
subconjuntos U, asociados a x, los subconjuntos U, reciben el nombre de entornos de x y estin
sometidos a las condiciones siguientes:

o A cada punto le corresponde al menos un entorno U, . Todo entorno contiene al punto x.

o La interseccion de dos entornos de x contiene un entorno de x

o Six ey son puntos de U,, existe un entorno U, dey contenido en U,.

e Six ey son dos puntos distintos de E existen entornos U, y Uy sin elementos en comin

En estos espacios resulta posible generalizar todas las nociones de espacios métricos que no requieran
imprescindiblemente de la distancia. Por ejemplo la nocién de convergencia que puede ser establecida en
términos de entornos, lo cual facilita su generalizacion a espacios en los que no haya una métrica. Sélo es
necesario contar con una familia de conjuntos que cumplan determinadas condiciones.

Este tratamiento formal de los conceptos es el estadio final en el proceso de construccion de la topologia
que, si no se comprende como proceso aparece como una matematica que se independiza totalmente de
los problemas y objetos a los que alude.

3.- El desarrollo de la logica en la estructuracién de la Topologia.

Como dijimos, el desarrollo de la Topologia, como disciplina cientifica, se basa en las herramientas de la
I6gica, que en ese momento, alcanza un desarrollo tal que permite garantizar la legitimada de las teorias
formales™ . Este tipo de desarrollos teéricos formales tienen gran aceptacion en la ciencia matematica.
Los desarrollos matematicos en la era post logicismo Y post formalismo alcanzan el grado de abstraccion
méaximo dado su caracter formal y minimalista. Minimalistas, en tanto utilizan la minima légica necesaria
para garantizar los razonamientos matematicos correctos, permiten controlar los caminos deductivos
haciéndolos mas cortos y permiten obtener resultado prescindiendo por completo de la naturaleza de los
objetos y e tomando en cuenta solo el esquema formal de las relaciones abstractas que configuran la
estructura.

Como dicen Nagel y Newman (1970).

.... Se admitio asi que las matemadticas eran algo mucho mas abstracto y formal de lo que
tradicionalmente se habia supuesto. Mas abstracto porque las afirmaciones matematicas pueden
ser hechas en principio sobre cualquier objeto, sin estar esencialmente circunscriptas a un
determinado conjunto de objetos o propiedades de objetos, y mas formal porque la validez de las
demostraciones matemdticas se asienta en la estructura de las afirmaciones, mds que en la
naturaleza especial de su contenido”.

12 Formal, en el sentido que prescinde de los objetos a los que alude.
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Como resultado la Topologia resulta ser un desarrollo teérico muy ligado a la precision pero alejado de la
percepcion. Ya la nocién abstracta de espacio, que resulta ser una nocién basica para el desarrollo de la
Topologia, entra en colisién con la nocién de espacio geométrico que hasta entonces se impone
naturalizada por el uso. Y si bien la geometria euclidiana también alude a entes abstractos, en tanto las
figuras o cuerpos geométricos no forman parte de la realidad, ain mantienen un correlato transparente
con la intuicién.

Es en este contexto histérico en el que se desarrolla la topologia, de alli que sus conceptos y
proposiciones aparezcan como un producto, deductivamente organizado, alejado de la organizacién
genética del mismo.

Aparece en la ciencia una suerte de enfrentamiento entre la teoria y la intuicién, hecho que aparece de
forma contundente en la topologia.

Esto se agiganta en la ensefianza de la Topologia, porque en el contexto de la ciencia, el caracter abstracto
puede ser superado a través de correlaciones con objetos que cobran significacion en el contexto en que se
trabaja. En la ensefianza los conceptos topolégicos si resultan totalmente abstractos y pierden su razon de
ser.

El estudio historico permite ver, entre otras cuestiones,
e Que todos los conceptos topoldgicos surgen en el contexto de algin problema o cuestion.

e Que los problemas que dan lugar al surgimiento y vinculacion de los conceptos topoldgicos son
los que hacen que los saberes cobren sentido, son la razén de ser de los conceptos.

e Que la topologia tiene esencialmente dos bases genéticas diferentes una méas vinculada a la
Geometria y otra mas al Analisis Matematico que dan origen a dos vertientes iniciales en la
topologia: Topologia Combinatoriay Topologia Conjuntista.

e Que la Topologia como teoria formal es el producto final de un proceso complejo.

e Que comprender la formulacion de las topologia hoy requiere conocer las motivaciones légicas
que la determinan.

Ello nos llevd a preguntarnos ¢Qué topologia se reconstruye en la formacion de profesores de
matematica?.

4.- Analisis de la Topologia en la formacién de Profesores en Matematica

Llamamos 1 al espacio institucional en el cual se piensa, decide y ensefia la formacién de los profesores
de matematica. Nos preocupa hacer visibles de qué manera la institucion en que se forman los profesores
de matemdtica condiciona los objetos matematicos que emergen en los sistemas de ensefianza.

Desde el marco tedrico del proyecto, la TAD, se modeliza el proceso de transformacion que sufre el saber
hasta constituirse en saber aprendido, a través del llamado proceso de Transposicion Diddctica. En el
esquema siguiente se muestra este proceso, que se inicia en el saber sabio y culmina en el saber
aprendido, pasando por el saber a enseriar y el saber ensefiado. En cada etapa de este proceso se plantean
reconstrucciones sucesivas de las organizaciones matematicas que se configuran a partir de las
restricciones silenciosas que las instituciones imponen.

A los saberes se los denomina Organizaciones Matematicas o Praxeologias Matematicas (OM).
En el esquema se muestran las OM y las I, que son las instituciones en las que se configuran las OM.
Gascon (2004) presenta la Transposicion Diddctica bajo el siguiente esquema:

oM OM a oM oM
Sabia > ensefar > ensefiada > aprendida
7 YA V2 L,

Con [; se indican las siguientes instituciones
1;: Institucion productora del saber matematico.
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I;: Institucion de ensefianza en que se desarrolla el proceso de estudio.
1,: Comunidad de estudio propia del proceso de estudio.

Los trabajos tradicionales en didéctica se centran en el estudio de la OM ensefiada o la OM aprendida, la
TAD postula la necesidad de comenzar el proceso de analisis en las etapas anteriores de la transposicion
didactica y fundamentalmente en el analisis del saber sabio.

El andlisis de la OM sabia es el que se realiza a partir del anlisis histérico-epistemoldgico anterior, el de
la OM a ensefiar se realiza a partir de las propuestas curriculares y de la bibliografia del profesor y el de
la OM ensefiada a partir de los apuntes de clase del docente. La OM aprendida no fue analizada.

Se mencionan a continuacién en forma sucinta los rasgos mas salientes de lo observado en las OM a
ensefiar y ensefiada; el detalle del analisis realizado en estas OM se encuentra en la tesis de maestria
mencionada.

4.1.- OM a ensefiar y ensefiada
Las caracteristicas principales que muestra la OM ensefia pueden sintetizarse de la siguiente manera:

(1) La asignatura hace visible una sola dimension de lo topolégico. SOlo abraca conceptos de la
Topologia Conjuntista. Podria pensarse que la dimension geométrica de la topologia no es abordada
porque no interesa a la formacion de Profesores, sin embargo basta analizar la significatividad que
cobra la Geometria en la escuela media respecto del Analisis Matematico para, al menos,
interrogarse acerca de cual dimensidn no deberia obviarse para un Profesor de Matematica. Los
teoremas y proposiciones fundamentales son en gran medida generalizaciones de resultados del
Analisis Matematico.

(2) Latopologiaen I puede describirse como un Anadlisis Generalizado entre otras razones porque

« Las organizaciones matematicas que se construyen son abarcativas de otras OM comprendidas en el
Analisis y que en muchos casos mantienen hasta su nombre.

« Aparecen nomenclaturas propias del Analisis como los “cy 8”.

« Ciertos elementos tecnolégico-tedricos hacen uso de conceptos del Analisis.

(3) La topologia en I no mantiene la funcionalidad que presenta en la ciencia. NO Se proponen
problemas que sirvan de hilo conductor para la reconstruccion de los saberes, lo que da lugar a una
reconstruccion de ciertas OM desarticuladas e incompletas. La falta de abordaje de estos problemas
para la presentacion de las nociones, como por ejemplo el problema de la aritmetizacién del
continuo en la ciencia, hace que ciertos saberes muy vinculados a la ensefianza en la escuela media,
no cobren sentido para el alumno y aparezcan como meras elucubraciones tedricas.

(4) La topologia como Andlisis generalizado manifiesta diferencias con élL

Si bien la topologia se muestra como una generalizacion del Andlisis en 7, presenta diferencias
significativas con él que hacen al sentido. En el Andlisis las relaciones entre los saberes y el grafico
mantienen una conjugacién permanente que hacen al sentido, esto se pierde abruptamente en la
Topologia en que el grafico suele ser mas una celada a la intuicion que una verdadera ayuda en tanto
en general las representaciones graficas aluden a espacios euclideos. En Andlisis las nociones
surgen como modelizaciones de problemas del espacio fisico, en la topologia entendida como
Andlisis Generalizado, no aparece correlato intuitivo en tanto es una modelizacién de una
modelizacidn. Pero que, por no ser planteada como tal también desaparece su razon de ser.

(5) Por qué la Topologia en I no es una generalizacion de la geometria.
« No se generaliza ninguno de los resultados estudiados en geometria.
« Los objetos de los que se habla no son reconocidos como objetos geométricos.
« Los problemas no plantean generalizaciones de problemas estudiados en el &mbito de la geometria.
« Los simbolos no se corresponden con simbolos geométricos

Las observaciones citadas estan lejos de ser un inventario exhaustivo de las caracteristicas distintivas de
la OM ensefiada, tienen la finalidad de hace entendible el recorte institucional de los saberes a partir de
preguntarnos por las relaciones que mantiene la topologia en la ciencia y en la ensefianza. Esto solo sirve
de punto de partida para una gran cantidad de preguntas como por ejemplo.;Qué topologia deberia
ensefiarse en 1?.,Qué deberia considerar la topologia en | para que cobre sentido para un alumno del

* Noosfera: esta constituida por quienes piensan el sistema de ensefianza.
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profesorado?.;Deberia cambiar lo que se entiende por topologia en 7 0 no?; Cudles son las razones por las
que se realiza ese recorte de lo topolégico en 1?. Algunas de ellas han sido respondidas y otras no.

6.- A modo de conclusiones

El estudio de la OM sabia resulté Gtil en varios sentidos, permitié mostrar semejanzas y diferencias entre
la OM sabia y la OM ensefiada, explicando las discontinuidades que se presentan en la OM a ensefiar y
que hacen al sentido de los saberes. Fundamentalmente el andlisis histérico epistemolégico permitié
analizar las formas de racionalidad que se fueron conjugando a lo largo de la historia hasta constituir el
producto final que hoy aparece como la topologia, descripta a través de los tipos de problemas y
resultados que pone en juego, de sus saberes, de sus formas expresivas y de las estrategias que utiliza y de
los tipos de enunciados que pone en juego; todo ello permite ver que estructuralmente la OM a ensefiar se
configura de manera diferente.

Permitié comprender por qué lo que aparece como OM ensefiada en la formacién de profesores bajo el
nombre de fopologia no abarca, ni aproximadamente lo que la ciencia entiende por ello, que aquella es un
recorte del saber y que el recorte no se reduce a quitar o agregar algunos contenidos mas o menos de
forma azarosa sino que responde a razones institucionales que es preciso develar.
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