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Fundamentacioén

Desde los antiguos griegos, quienes la conside@m una pieza clave en su idea de ciencia,
se ha considerado la demostracion como una cdst@rfundamental de la esencia de las
matematicas. “En matematica, la demostracion rmesimportante sino que constituye uno de
los componentes del nucleo central de la mismaéyids, 2000; p: 132)

Como sefala este autor, “es necesario que losiastesl se enfrenten realmente a preguntas
cuya naturaleza les pida que razonen, argumenjestifiquen las afirmaciones matematicas.
[...] La demostracion no es un tema que pueda stdtvade una vez y para siempre en un
curso, sino que esta intimamente relacionada coatlaaleza de toda iniciativa de ensefianza y
aprendizaje de la matematica y, por consiguieatealumnos deberian vivirla a lo largo de todo
el curriculum.” (Dreyfus, 2000; p. 133)

Un objetivo de la ensefianza de la geometria enil@fes preuniversitarios y universitarios es
que el alumno aprenda a validar sus conjeturaavadrde una demostracion. Para alcanzarlo es
necesario que el alumno aprenda que no todo losquee es verdadero. En este sentido,
Balacheff (2000a) menciona dos obstaculos respkctas demostraciones geométricas:

v' La evidencia de los hechos que se impone a la ré@®mlumnos no experimentan la
necesidad de demostrar, ya que las figuras soermialde la demostracion.

v' La ensefianza en matematica despoja a los estiglidatda responsabilidad de la
verdad. Esto es notorio cuando el problema plantsadresenta de la forma “mostrar
qgue...”. En una formulacion de este tipo, el enurwiah cuestion es de hecho
considerado como verdadero; lo que esté por dds@sbuna demostracion.

El primer obstaculo puede manifestarse mas notenigancuando se utiliza un software de
geometria dinamica en la ensefianza. “Una propigdathétrica es un invariante perceptual.
Esta evidencia perceptual es tan fuerte que in@usde hacer que los estudiantes no lleguen a
entender por qué es necesario demostrar una paopiéthsta cierto punto, la eficiencia del
software ha eliminado la necesidad de la demoémd¢Balacheff, 2000b; p. 95)

En relacién con el segundo obstaculo, las actiédaddesarrollar en estos entornos tienen por
objetivo general que el alumno investigue sobre puoblema y descubra determinadas
propiedades geométricas. “En matematica, transfolamaherramientas que se usan conduce a
un cambio de los problemas que resulta interegdattear, mas que a una transformacion de la
matematica en si, como muchas veces se ha afirifBaacheff, 2000b; p. 96)

La geometria dindmica desarrolla habilidades deaualizacion, permite la exploracion
experimental y la modificacion continua de las tamrsiones, obteniendo facil y casi
inmediatamente numerosos ejemplos con una soleafigu

Este recurso, ademas, introduce un cambio fundamentla ensefianza de la demostracion.
“Desde el punto de vista del alumnado como desdteleprofesorado, el conocimiento es la
esencia de la interaccion con la maquina. Peror@@miento no puede simplemente leerse en
la pantalla, es el resultado de una construcciorl ggroceso de interaccién con la maquina.
Tanto si la interaccidn trata este objetivo direwate, como sucederia a lo largo del didlogo
presente en una clase magistral, o lo trata indingente, como seria el caso de las estrategias
de aprendizaje por descubrimiento, la forma en spieesuelve dicha interaccion restringe el
conocimiento construido por el aprendiz.”. (Bald&H2000b; p. 94)

Es importante crear en nuestros alumnos la necksidaxplicar la verdadcomprobada en
todos los casos con el software, es decir la dea@dh como una&xplicaciona través de las
propiedades conocidas (De Villiers, 1996). Medidateexploracién experimental es posible
despejar las dudas entorno a la verdad del enumcsad embargo sera necesario explicar por
qué se esta cumpliendo. “Tradicionalmente, el @gocritico de la geometria era tratar de
crear dudas en la mente de los estudiantes acereavdlidez de sus observaciones empiricas,



esas estrategias de tratar de generar dudas peam lar necesidad de una demostracion
simplemente no funcionan cuando las conjeturas giaas se investigan a fondo a través de
su variacion continua con un software de geomdini@mica.” (De Villiers, 1996; p. 2).

El argumento: “el resultado se debe probar paraapes los casos estén contemplados, ya que
tu dibujo es uno particular”, no funciona cuande t@njeturas geométricas se investigan a
fondo a través de su variacion continua con umsoé dinAmico de geometria.

Es necesario acostumbrar a nuestros alumnos fcassus afirmaciones, argumentar lo que
aseguran es verdadero en base a resultados y qadpg que ya conocen. Esta tarea no es
sencilla. Como afirman Balacheff y Dreyfus (2000; 80), “no deberiamos esperar que
nuestros estudiantes sean capaces de captar dmrioysts sofisticadas y de alto nivel, sin
haber estado expuestos durante muchos afios aliedpila justificacion y a la naturaleza del
pensamiento matematico.”

El desafio sera disefiar actividades para logratagualumnos valoren la necesidad de justificar
sus construcciones y conjeturas. “Es especialmafiigaz presentar a los alumnos
tempranamente resultados en los que las expli@ziofdemostraciones) posibilitan
generalizaciones posteriores sorprendentes (usadetaostracion como herramienta de
descubrimiento). En lugar de centrarse unilatematenen la demostracion como herramienta de
verificacion en geometria.” (De Villiers, 1996;3).

Segun Battista y Clements (1995), para que se poadun nuevo descubrimiento matemético,
se plantean los problemas, se analizan los ejemglsproducen conjeturas, se ofrecen
contraejemplos, y se revisan conjeturas; un teosenmge del refinamiento y validacion de ideas
que responden a una cuestion significativa.

Desarrollo

Teniendo en cuenta el encuadre tedrico, hemos adpana serie de actividades en torno a un
problema, como un ejemplo para el trabajo con stgsdgantes en estos entornos de geometria
dinamica, existen varios software de que se puadan como por ejemplo: Geogebra, Cabri-
géométre, Geometer’s Sketchpad, Cinderella, Gepatxt
La eleccion del problema tiene su fundamento ercéamsideraciones de De Villiers (1996),
quién afirma que incluso los alumnos en el niveh\Hiele 1 podrian utilizar facilmente la
simetria para explicar por qué ciertos resultadasverdaderos.

Problema: Jugando al Billar
Carlos y Juan, su profesor de matematicas, estagajado al billar. Al poco tiempo Carlos le
pregunta a Juan:
¢ Qué recorrido tendra que hacer la bola P para dala bola Q después de tocar en dos
bandas? (Disponible en Internet en: http://www.Descartese.mecd.es)
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Figura 1
Una de las reglas basicas en la resolucidon deeras consiste en empezar por lo mas facil:
estudiaremos primero como conseguirlo a “una” bledimferior).
Representamos la mesa de billar y las bolas.
Las dimensiones del rectangulo son 28 x 14 “unistadeomo en la Figura 2.
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GUIA DE TRABAJO
Parte 1 Exploracién y formulacion de conjetura
1) Construir una figura dindmica utilizando las praolgiges de la figura, que nos pernjita
observar todas las posibles ubicaciones de las Bgl&).
2) ¢Seguro que la figura es dinamica, es decir quepsesla mesa es la misma y las balas
pueden estar en cualquier posicion dentro de laPnes
3) Compara tu construccion con la de tus compafguostocolo de construccion)
4) Ubica un puntd? que se mueva sobre la banda inferior. Mide losiié@sgmide segmentos.
“Las bolas de billar siguen la trayectoria minimméreP, la banda yQ.” ¢ Cual es? Escrib
tu conjetura.

5) Calcula la suma de las Iongitudesﬁ y de R_Q Desplaza el punt®R sobre la banda
inferior. ¢ Esto confirma tu conjetura? Si no, ¢ psadodificarla?

D

Los estudiantes en esta etapa exploraran la figlesgubriran y formularan su conjetura. Se
asociaran para el descubrimiento de hechos geaogtyi la reinvencion de las relaciones
geométricas. Podran trabajar con figuras similaresFigura 3.
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Podran investigar, entre otras cosas que:
El puntoR seré aquel que verifica que la suma de distaadtag Q es minima.
Si no hubiera banda inferior, la bola seguiriadaspuntdQ; (simétrico del Q respecto de esa
banda):

d(P,R)+d(R,Q)= d(P,R)+d(RQ, )= d( P ,R)+d(R,Q)
esta suma serd minima cuamj® y Q; estén alineados (en cuyo caso también lo esRaran
simétrico deP respecto de la banda inferi®y Q).



Por lo tanto, R es la interseccion del segmenRQ, con la banda inferior, siend®, el
simétrico de Q respecto de la recta que contidaebanda inferior. La bola recorrera primero

PR y Iuego@.

Parte 2 Validacion de la conjetura
6) Halla Q,, el simétrico de& respecto de la recta que contiene a la bandddnf&uma la|

longitud de PR con la de RQ . Desplaza el punto R. ¢(Cuando sera minima esta?jum

¢ Esto confirma tu conjetura?
7) Utiliza la verificacion de propiedades para comprab tu conjetura es verdadera.
8) Escribe tu conclusion final.
9) ¢Puedes explicar por qué es verdadera? Trata dieaexgn términos de otros resultados
conocidos.
10) Compara tus explicaciones con las de tus compafgksta de acuerdo? ¢Cual es nas
satisfactoria? ¢ Por qué?

En esta etapa los estudiantes podran validar systaras, y se enfrentaran a la necesidad de
explicar sus construcciones a otros, lo que elieor, descubrieron, pensaron y concluyeron.
El razonamiento se transforma en un vehiculo patander y explicar el porqué pudiera
funcionar la conjetura descubierta. Mas aun sesfoama en el medio para convencer a otros de
la validez de la conjetura descubierta.

Podran arribar a la solucion, para el caso de anddy como se muestra en la Figura 4.
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Parte 3: Abordando el problema inicial, con dos bandas.

11) Explora el camino que seguird la bola P despuéehitstar en dos bandas para chocar fa la
bola Q. ¢Cuantas soluciones diferentes puedes teacdry,Hay en ellas algin caso
especial?

12) Compara las longitudes del segmerR€), y la longitud total del camino. Explica esta

relacién en términos de congruencia de segmenigs)@s y propiedades de la reflexion.
13) Compara tus explicaciones con las de tus compafieros

En esta etapa los aspectos sugeridos por Duvaé smmsiderar al razonamiento como una
extension del conocimiento y como una herramiexpdiativa, cobran vida en la realidad de la
clase. Mediante la experimentacion y la generdbrainductiva los alumnos extienden su
conocimiento sobre las formas y las relaciones g&dras y su vocabulario de formas
legitimas de razonamiento.

Los alumnos podran trabajar con figuras similarkesFagura 5.



Figura 5

Podran explorar por ejemplo hallando:

Q,, la reflexion de Q respecto de la recta que coetéela segunda bandaQ, , la reflexion

del punto Q respecto de la recta que contiene a la primer bgngazando PQ, y luego

marcando el punto de interseccion R con la prirbarada, para trazar el segmerR€) que
corta a la segunda banda en S. El camino es PRSQ.

Parte 4:Extensiones del Problema

14)Y algo mas dificil, dice Juan a Carlos: “¢,En quédtiion tendras que lanzar la bola p

gue, después de tocar las cuatro bandas del billelva al mismo punto?

15) ¢ Cuantas soluciones diferentes puedes encontrar@l s€ra la longitud del camino

recorrido por la bola?

ara

En esta Ultima extension nos detendremos a anaiganas propiedades importantes que
surgen. Los estudiantes realizando la construduiéar’, exploraran imagenes como la Figura

6.
P P
e 4 83
T -
S -
T -~
S -
e -
S -~
. -
S -
- -
. -~
S Fd
S -~
Ty e
~
~ = B T / C
e L
Ty
1
&
S
e
=
A D S
-
- R ~ p2
® -
F.1
Figura 6

! Como jugamos sin efectos y choques elasticogjrsglen las leyes de reflexién (Ley de Snell de
igualdad de &ngulos o Principio de Fermat, estagsno minimo). A este recorrido llamaremos
construccion billar.



Parte 5:Explorando propiedades

16) Trata de relacionar la distancia total recorrida lpobola que después de tocar las cuatro
bandas del billar, vuelva al mismo punto con laseatfisiones de la mesa de billar. ¢ Exjste
alguna relacion? Explica tu conjetura.

17) El camino obtenido forma un paralelogramo. ¢ Pedrialicar por qué?

18) Halla el perimetro de este paralelogramo. Modifisadimensiones de la mesa. ¢Obsefvas
alguna relacion? Escribe tu conjetura.

19) Traza las diagonales del rectdngulo ABCD, suma lengitudes. ¢Esto confirma tu
conjetura? Si no, ¢puedes modificarla?

20) Explica porqué sucede esto. Compara con las egfgitas de tus compaferos.

En esta etapa los estudiantes descubriran, foramjlaalidaran y buscaran contraejemplos de
conjeturas relacionadas con las propiedades dguliaf

Investigaran que:

Los puntos U, P y R estan alineados.

El camino obtenido forma un paralelogramo RSTU.

La longitud total del camino es igual a la longitlel segmentd3_P4.
La longitud total del camino, es decir el perirnetel paralelogramo RSTU es igual a
la suma de las longitudes de las diagonales AC yl@Dectangulo ABCD.
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Figura 7
Conclusiones

Con el objetivo de salvar los obstaculos que merackalacheff, en esta propuesta presentamos
situaciones que permitan modelar eficazmente pmddereales por medio de dibujos dinamicos
mediante los cuales los estudiantes podran explbeacubrir y formular conjeturas, validarlas,
buscar contraejemplos. De este modo se enfrenéasftnaciones paraddjicas en las cuales se
ven obligados a tomar conciencia de que no siempreosible atenerse a los argumentos de
evidencia iniciales. "El razonamiento como demogira empieza desde muchas clases de
justificaciones, estas justificaciones empujan lamao hacia demostraciones formales. El
razonamiento que provoca las conjeturas ofrecegeh@ento para la construccion subsiguiente
de una demostracion.” (Hershkowitz, 2001, p: 4)

Priorizamos la “explicacién”, entendiendo a éstanc una forma de mostrar como (por qué) es
verdadera una conjetura en términos de otros eefdtgeométricos ya conocidos, es decir,
cOmo “esto” es una consecuencia logica de “estos’otesultados.

En este marco de construccion del conocimient@nkefianza de la geometria utilizando un
sistema de geometria dinAmica esta basada erolagiés de problemas, con una perspectiva
en la que los alumnos tienen la posibilidad deargp] descubrir, reformular, conjeturar, validar
o refutar, sistematizar, en definitiva, ejercepabel de investigadores sobre cada contenido que
se pretende adquirir. El docente cambia su papélirdetor y experto por el de co-participe,
apoyo y co-aprendiz.( Fisher,1993)



La comprobacion experimental constituye una evidere falsedad si encontramos un
contraejemplo; pero si la conjetura es cierta alasemos que se cumple para todas las
posiciones que dibujemos de la figura, lo cual ewstituye una prueba formal.

Pensamos que este trabajo previo, teniendo enaco&mass funciones de la demostracion como
una herramienta de descubrimiento o la de expbocadaleberian utilizarse para introducir la
demostracion como una actividad significativa parastros alumnos.
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