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Introduccion

Son muchos los temas que hoy, en los cursos iniciales de matematica en las carreras de
Ciencias Exactas generan inconvenientes a los alumnos, tanto en la comprension de los
conceptos en si, como en las propiedades y relaciones matematicas que los involucran. Es claro
que estas tres cuestiones basicas son un paso previo para lograr la formalizacion de conceptos y
una condicién necesaria para interpretar y utilizar adecuadamente toda la potencia que dicha
formalizacion encierra.

Teniendo en cuenta que en matematica los conceptos generalmente se dan a través de su
definicion, los principales propdésitos de la modalidad de trabajo que proponemos aqui, estan
relacionados con orientar a los alumnos para que adquieran un adecuado “concepto imagen” de
los temas involucrados, y por otra parte, que puedan avanzar en el recorrido que les permita
acercar dicho “concepto imagen” al “concepto definicion”; utilizando como plantea Vinner
(1991) la expresion “concepto imagen” para describir la estructura cognitiva total asociada con
el concepto y la expresion “concepto definicion” como la definicion especifica en palabras del
concepto.

Siguiendo esta linea tedrica, en trabajos anteriores (Astiz y otros 2006), se analizaron los
errores que detectados sobre conceptos relacionados con sucesiones en el primer examen parcial
de Célculo I de un grupo de alumnos de la cohorte 2005, basado en la clasificacion de errores
descripta por Rico (1995). Esto derivd en la confeccion de una propuesta de actividades
especificas sobre el tema, a fin de dar a los estudiantes una herramienta que les permita avanzar
en la generacion correcta de los conceptos relacionados con sucesiones. Esta propuesta se basa
fundamentalmente en distintas representaciones de cada uno de los conceptos involucrados con
especial énfasis en la representacién gréafica.

En una primera etapa, se realiz6 una prueba piloto con alumnos y se la sometié a
evaluacion de un grupo de expertos. A través de la prueba piloto, se logro la revision de claridad
de la propuesta, la que se consideré adecuada ya que los alumnos recibieron el material con
expectativas de avanzar en el tema y éste tuvo muy buena critica en relacion a claridad en las
consignas y la posibilidad de interpretacion de conceptos debido al trabajo en base a las
diferentes formas de representacion, destacando especialmente el aporte que les gener6 trabajar
con graficos. Con la consulta a los expertos, se buscd conocer su opinién acerca de la
pertinencia de una propuesta de este tipo en el contexto de clase teniendo en cuenta los objetivos
planteados, la organizacion de los contenidos seleccionados y la claridad en las consignas. En
este sentido, los expertos la consideraron adecuada y original en lo que respecta a las practicas
que se desarrollan normalmente en clase. No obstante sugirieron que se presentara un mayor
nimero de opciones en determinados ejercicios, dar mas énfasis a las diferentes
representaciones y generar practicas con computadora. (Astiz y otros, 2006)

En el contexto definido anteriormente, se desarroll6 una nueva version de la propuesta de
actividades, que llamamos “Practica Especial de Sucesiones” (PES). La misma contiene
actividades que permiten trabajar con diferentes representaciones, en lenguaje matematico y en
lenguaje coloquial, conceptos sobre: definicion de sucesién, sucesién mondtona, sucesién
acotada, convergencia de sucesion, limite de sucesion (Astiz y otros, 2007). Las actividades
mencionadas han sido totalmente elaboradas por los autores del trabajo, tomando como
referencia de consulta principalmente los libros Matematicas | C.0.U. de Miguel de Guzman y
otros (1994), por su valor metodolégico y Calculus with Analytic Geometry de R. Larson y
otros (1998) por ser parte de la bibliografia de la asignatura.

En el presente trabajo se describe una experiencia y sus resultados, llevada cabo con un
grupo de alumnos de la cohorte 2007 de Calculo | de la Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales de la UNMGAP con el objeto de evaluar la puesta en préctica de la PES. Asimismo con
el objeto de realizar el seguimiento del desempefio de los alumnos que participaron de la
experiencia, se analizaron las respuestas dadas en el ejercicio de sucesiones por todos los
alumnos que se presentaron en el primer parcial.



Metodologia de trabajo

A fin de conformar el grupo participante de la experiencia, se seleccion6é una muestra al
azar simple de 34 alumnos de la cohorte 2007.

A los alumnos seleccionados se les solicitd responder, al comienzo de la experiencia, una
serie de preguntas que se denomind “prueba corta” (PC). A continuacion, se les entreg6 la PES
y una vez finalizada, después de tres encuentros, realizaron nuevamente la PC a fin de
determinar la existencia de avances en la comprension de los conceptos.

Posteriormente, se realiz6 la devolucion personal de lo desarrollado por los alumnos en
cada una de las instancias. Cada devolucién permiti6 tomar nota de las causas de las dificultades
que se les presentaron y de los razonamientos seguidos.

Con el objeto de observar el desempefio que los alumnos involucrados en la experiencia
tuvieron en el primer examen parcial, se analizaron las respuestas dadas a la consigna
relacionada con el tema sucesiones de todos los estudiantes que lo rindieron.

Los instrumentos de trabajo

Prueba corta (PC): consta de una serie de preguntas conceptuales sobre sucesiones, algunas de
las cuales deben deducirse a partir de la interpretacion de representaciones gréaficas. Para
conocer, a través de la opinién de los alumnos, el nivel de dificultad que le generé cada
actividad, la prueba contiene una Gltima consigna que le solicita indicarlo. (ver Anexo 1)
Los objetivos de cada ejercicio de la prueba corta son:
Ejercicio 1: definir sucesion, limite de una sucesion, sucesion convergente, sucesion
monotona, sucesion acotada.
Ejercicio 2: reconocer representaciones graficas que se corresponden con sucesiones
Ejercicio 3: relacionar los conceptos: sucesion acotada, mondtona y convergente
Ejercicio 4: definir términos generales de sucesiones que cumplan con las propiedades
gue se indican.
Ejercicio 5: traducir al lenguaje simbdlico las caracteristicas de una sucesion dada en
forma grafica.
Ejercicio 6: interpretar grafica y analiticamente la definicion de limite de una sucesién
Ejercicio 7: reflexionar sobre el nivel de dificultad que presentd la resolucion de cada
uno de los ejercicios

Practica especial de sucesiones (PES): consiste en una serie de actividades que involucra
diferentes formas de representacion de conceptos relacionados con el tema sucesiones, haciendo
especial énfasis en la representacién grafica. (ver Anexo 2)

Los ejercicios de esta practica se seleccionaron a partir de los errores detectados sobre el
tema sucesiones en los parciales de la cohorte 2005 y en las dificultades que los docentes de la
asignatura fueron observando durante el desarrollo de las clases practicas, que pueden resumirse
en:

- inconvenientes al justificar analiticamente ante un ejemplo concreto que una sucesion
es monotona , aun conociendo el concepto de sucesion mondétona (problema algebraico)
- inconvenientes en generar ejemplos de sucesiones que cumplan con determinadas
condiciones, o en determinar si condiciones dadas sobre sucesiones tienen coherencia
(problema de relacion entre los conceptos: sucesién monotona, sucesion acotada,
sucesion convergente, sucesion que tiene limite)

Primer parcial de Calculo I: se tomé como parte de los datos a analizar, el ejercicio relacionado
con el tema sucesiones del primer parcial de Calculo | del afio 2007

Ficha de recoleccion de datos: para cada alumno que realiz6 la experiencia se complet6 una
ficha que contiene las anotaciones que surgieron de la devolucién de cada instancia y cuatro
tablas, una por cada tema (limite de sucesiones, convergencia de sucesiones, sucesién monoétona
y sucesion acotada). En cada tabla se registra el avance que tuvo desde la primera presentacion
de la PC a la segunda presentacion de la mismay como resuelve en el parcial. (ver Anexo 3).

Resultados y analisis

A continuacioén se presenta la comparacion de algunos de los resultados obtenidos de la
PC en las dos instancias presentadas, antes y después de la PES.



- Ante la primera pregunta:  ¢Una sucesion es una funcién? (justificar)

se observo que mejoraron las respuestas después de haber desarrollado la PES, ya que en la
primera resolucion de la PC, la mayoria de los alumnos (75%) tuvo dificultades para justificar la
respuesta, mientras que, después de la PES, el 91% pudo responder y justificar correctamente.

- Ante el gjercicio que plantea:

Escribir el término general de una sucesion:
a. creciente
b. cuyo limite sea 1
c. acotada superiormente y cuyo limite sea 1,

en la primera instancia de la PC, s6lo 6 de los 20 alumnos que contestaron esta consigna,
presentaron el mismo ejemplo para dar respuesta a los incisos b y c. Consultado el resto,
plantearon que hicieron caso omiso que el inciso anterior solicitaba lo mismo, ya que se
centraron en el concepto “acotada superiormente”. No obstante, en la segunda instancia, en la
que todos respondieron la consigna, el 50% respondi6 con el mismo ejemplo a ambos incisos.
Ante la consulta al resto, del porqué dieron diferentes respuestas, algunos dieron la misma
justificacion que antes y otros adujeron que consideraban “mas correcto mostrarlo con
ejemplos distintos™

Otra consideracion a hacer en las respuestas a este ejercicio, es que los ejemplos dados no
eran de sucesiones sencillas. Aparecieron como respuesta al inciso a) términos generales de
sucesiones como a,= (n*-2n)/(n+1). Se interpretd, a través de estas respuestas, que no
consideraban la posibilidad de dar una solucion que a simple vista permitiera mostrar que
cumplia con las caracteristicas pedidas. Esto se comprobd a través del didlogo mantenido
durante la devolucién de la prueba y la mayoria manifestd sorpresa cuando se les proponia
como ejemplo de una sucesion creciente sp=n .

- En el ejercicio que plantea:

Indique la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones, justifique coloquial o
gréaficamente

a. Una sucesion acotada superiormente puede también ser acotada inferiormente.

b. Una sucesion convergente es acotada y monotona

c. Una sucesion acotada y mondtona es convergente

d. Una sucesion mondtona es convergente,

se notd una mejora sustancial en las respuestas, respecto de la forma de justificar las mismas. En
la primera instancia, un 30% no contestd la consigna. Del 70% restante, el 50% contesto
correctamente pero las justificaciones fueron en su mayoria de tipo coloquial y poco formales.

En cambio, en la segunda instancia, todos contestaron la consigna, y el 87% lo hizo
correctamente justificando con mayor precision. En el item d), 10 alumnos utilizaron
representaciones graficas como justificacion.

- Con respecto al ejercicio

Dado £=0,5, hallar grafica y analiticamente el | ;5 |-
valor de ng a partir del cual, los términos de la PR AL L IR TR

., n+3 , . 05
sucesion a, =—— estan en el intervalo (L-& L+ &), 0 ‘ ‘ ‘
n +1 0 10 20 30 n
siendo L= lim ap,
n—oo

si bien no fue considerado por ellos como el de mayor dificultad, se observd a través de las
respuestas, que si lo fue. Durante la devolucion de la PC, en ambas instancias, se comprobé que
la resolucion analitica era realizada en forma mecéanica y no podian relacionar este resultado con
la interpretacion gréfica solicitada.



En sintesis y haciendo un analisis general de los conceptos involucrados en los distintos
ejercicios de la PC y a partir de la informacion de las fichas de recoleccion de datos, se observa
con respecto al concepto:

- sucesion acotada, que se logrdé una mejora en la interpretacion del mismo en los ejercicios
presentados en forma grafica. Se pas6 de un 35% a un 85% de respuestas correctas.

- convergencia y limite de una sucesién y sucesion monotona, el 50% de las respuestas que en
la primera instancia se dieron en forma erronea, fueron desarrolladas correctamente en la
segunda instancia.

Por Gltimo, la consigna:

Ordenar, segln tu criterio, los ejercicios de acuerdo a su dificultad (del mas dificil al mas
facil)

genero que:
- el ejercicio 3, que solicita indicar verdadero o falso y justificar, pasara de estar entre los de
mayor dificultad en la primera instancia, a estar entre los de menos dificultad. No obstante,
cabe destacar que aun asi, fue uno de los ejercicios en el que tuvieron mas errores al
momento de responder. De las entrevistas surgio que ellos, luego de haber desarrollado la
PES, pudieron imaginarse mas la situacion planteada, pero no fueron capaces de expresarlo
en el papel.
- el ejercicio 5, que plantea completar las expresiones formales, pasé de ser considerado uno
de los puntos de dificultad media al mas dificil, pese a ser uno en el que se notaron los
mayores avances.
- los dos primeros ejercicios se mantuvieron considerados como los de menor dificultad,
- el gjercicio 4, que solicita ejemplificar sucesiones con determinadas caracteristicas y el 6,
relacionado con el calculo del ny, se mantuvieron en el nivel de dificultad intermedia.

Tal como se mencion6 en la introduccion, con el objeto de realizar el seguimiento del
desempefio de los alumnos que participaron de la experiencia, se analiz6 la resolucion del
ejercicio de sucesiones del primer parcial, que es el siguiente:

Dada la sucesién cuyo término general es a,=(1+n?)/(1+3n?), indique la verdad o falsedad de
las siguientes afirmaciones, justificando en cada uno de los casos su respuesta.

a. {a,} es monétona

b. {a,} es acotada

c. {an} es convergente

d. {a,} no tiene limite

Los resultados de las respuestas fueron verdaderamente alentadoras, ya que 29 de los
alumnos la respondieron correctamente, mientras que los otros 5 sélo tuvieron errores en un
inciso y en ninguno de ellos se detectd incoherencias en las repuestas dadas.

Esto surgié del analisis que se realizd con todos los parciales (221 en total), que se
muestran en el siguiente cuadro:

Alumnos que participaron | Resto de los alumnos
de la experiencia (34) (187)
Resolvieron 29 (85.2%) 69 (37%)
correctamente
Resolvieron en forma
incorrecta s6lo 1 5 (14.8%) 67 (36%)
inciso (1)
Resolvieron en forma
incorrecta mas de un 38 (20.5%)
inciso (2)
No resolvieron 12 (6.5%)

(1): estos casos no fueron diferenciados en funcion de qué inciso fue mal resueltos por
errores algebraicos



(2) en estos casos se encontraron respuestas con incoherencias respecto de la relacion
entre conceptos. Por ejemplo, respondian F al inciso a), V los incisos b) y c) (con error en
alguna de las justificaciones) y por altimo, F al inciso d), calculando el limite en forma
correcta.

Por altimo, es importante destacar que en la observacion de este ejercicio, se detectd en
51 exdmenes (de los 187 que no participaron de la experiencia), una confusion entre los
conceptos: convergencia de una sucesion y condicion necesaria de convergencia de una serie.
Esto se evidencio en las respuestas como falsa del inciso ¢), justificando que “a, no es
convergente porgue no cumple la condicidn necesaria de convergencia ya que el lim a,=0.”.

Consideraciones finales

La confeccion de la “Practica Especial de Sucesiones”, se plante6 con el fin de avanzar en
el disefio de estrategias didacticas que colaboren con los alumnos en la superacion de los errores
y las dificultades méas frecuentes originados por su falta de comprension de algunos conceptos
de Caélculo I. Dicha “Préactica” se realizd teniendo en cuenta, fundamentalmente que el uso
adecuado del lenguaje matematico, del lenguaje coloquial y de distintas representaciones de un
mismo objeto, son fundamentales para la adquisicion de conceptos matematicos.

Los resultados obtenidos a partir del trabajo que realizaron los alumnos que participaron
de la experiencia, han permitido concluir que esta practica constituye una herramienta que los
orienta en la generacion correcta de los conceptos relacionados con sucesiones y un aporte para
avanzar en el recorrido que les permiti6 acercar el “concepto imagen” que tenian al “concepto
definicion”.

Esta conclusion tuvo como consecuencia inmediata, que los docentes de la asignatura
Calculo | decidieran por un lado, incorporar a sus practicas, a partir del segundo cuatrimestre
del ciclo lectivo 2008, las actividades propuestas y por otro, solicitar la generaciéon de
actividades similares para abordar otros temas. Al momento de esta presentacién, se encuentra
terminada la primera versién de un conjunto de actividades que abordan el tema series
numeéricas.
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Anexo 1: Prueba Corta
Apellido y nombres: Carrera:

1. Conteste cada una de las preguntas siguientes y justifique su respuesta en forma breve y
concreta.
a. ¢Una sucesion es una funcion?

2. ¢ Cuales de los siguientes graficos representa una sucesion? Justifique brevemente.
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3. Indique la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones, justifique coloquial o
graficamente.
a) Una sucesion acotada superiormente puede también ser acotada inferiormente.

4. Escribir el término general de una sucesion:

a. creciente b. cuyo limite sea 1 c. acotada superiormente y cuyo limite sea 1
5. Observar los gréaficos y completar la b
linea punteada para e
que las afirmaciones sean verdaderas. 051 e n
0 ® 0600000000000 000
[ J
050 5 10 15 20
Ib,|< ... vneN 05
. dte -
limb, =
n—o -1,5-
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6. Dado &£=0,5, hallar grafica y n2'5 ]
analiticamente el valor de ng a partir del 27 '.
cual, los términos de la sucesion 1,5 .
n+3 , . 1+ Pt rt 000000000000 000000000
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7. Ordenar, segun tu criterio, los ejercicios de acuerdo a su dificultad (del mas dificil al méas
facil)



Anexo 2: Practica Especial de Sucesiones

Apellido y nombres:

Carrera:

1) Analizar la representacién grafica de cada sucesidn y marcar con una cruz la opcién correcta.

a)
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2) Observar las situaciones del ejercicio 1) y decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas
o falsas. Justificar cada una utilizando los gréficos del ejercicio 1)

a) Una sucesion monotona creciente puede también ser monoétona decreciente.

b) Una sucesion acotada superiormente puede también ser acotada inferiormente.
c) Una sucesion convergente es acotada y monétona

d) Una sucesion acotada es convergente

e) Una sucesion monotona puede ser divergente.

f) Una sucesion que no es monGtona no es convergente

3) Dibujar, para cada caso si es posible, la gréfica de una sucesion {a, },., de nimeros reales

neN
que satisfaga en forma simultanea las condiciones dadas. Justificar cuando no sea posible

realizar la grafica de {a,}

neN *
a) e {a,},., esmondtonadecreciente b) e {a },_, no estd acotada
e {a,},.. esconvergente inferiormente
e Lima, =1
n—oo
c) o {a,},., monctonadecreciente ~ d) e {a },_, convergea-2
e 1<a,, VneN e {a,},.n es mondtona creciente

4) Observa los graficos y completa la linea punteada para que las afirmaciones sean correctas.
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5) Escribir, para cada caso si es posible, el término general de una sucesion que satisfaga las

siguientes condiciones. Justificar cada una de las respuestas.

a) {a,},., convergeal
b) {a,},.n s mondtona creciente.

b) {b,},.n €s monétona decreciente, convergentey Limb, =oo.

nN—o0

6.1) Graficar en un mismo sistema de ejes cartesianos los primeros términos de las siguientes

sucesiones y analiza la convergencia de las mismas.

anzl_—n bn:4—E

a) n n C, =a, +b,
a - 2n+2

b) " n bn :(_1)” Ch :an'bn

6.2) Indica verdadero o falso y justifica tu respuesta

a) la suma de dos sucesiones divergentes puede ser convergente

b) el producto entre una sucesion convergente y otra no convergente siempre es no convergente
c) el cociente de dos sucesiones divergentes es divergente

7) Dados € =0,2 y & =0,4 hallar gréafica y analiticamente el ny para la sucesion

n+3 . . , _ . . ..
= e indicar cuantos términos no estan incluidos en el entorno de cada limite.

n+2

n
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Anexo 3: Ficha de recoleccién de datos
Apellido y nombres:

Carrera:

Una sucesién es una funcién?

1% etapa 28 etapa
Respuesta Bien/Mal/SR Mejora/Empeora/lgual
Tema 1) Limite de sucesiones
12 etapa 2% etapa Parcial
Ej. 1)b) Definicion Bien/Mal/SR/ falta | Mejora/Empeora/lgual
de claridad Bien/Reg/Mal
Ej. 4 Bien/ Reg /Mal/SR | Mejora/Empeora/lgual | Sin resolver
Ej. 5 Bien/ Reg /Mal/SR | Mejora/Empeora/lgual

imantiene los

Calculo analitico

Bien/ Reg /Mal/SR

Mejora/Empeora/lgual

errores que

© Identificacion
m gréfica del ny:

Bien/ Reg /Mal/SR/
falta de claridad

Mejora/Empeora/lgual

cometié en la
PC?

Cantidad de términos
no incluidos

Bien/Bien-/Mal/SR

Mejora/Empeora/lgual

tema 2) Convergencia de sucesiones

Ej. 1)c) Definicion

Bien/Mal/SR/ falta

Mejora/Empeora/lgual

de claridad Bien/Reg/Mal
Ej. 3)b) Bien/ Reg /Mal/SR | Mejora/Empeora/lgual | Sin resolver
No justifica/Grafica
Ej. 3)c) Bien/ Reg /Mal/SR | Mejora/Empeora/lgual | ¢mantiene los
No justifica/Grafica errores que
Ej. 3)d) Bien/ Reg /Mal/SR | Mejora/Empeora/lgual | cometio en la
No justifica/Grafica PC?

tema 3) Sucesiones mondtonas

Ej. 1)d) Definicion Bien/Mal/SR/ falta MEJORA
de claridad Bien/Reg/Mal

Ej. 3)b) Bien/ Reg /Mal/SR | Mejora/Empeora/lgual | Sin resolver
No justifica/Grafica

Ej. 3)c) Bien/ Reg /Mal/SR | Mejora/Empeora/lgual | ¢mantiene los
No justifica/Grafica errores que

Ej. 3)d) Bien/ Reg /Mal/SR | Mejora/Empeora/lgual | cometio en la
No justifica/Grafica PC?

Ej. 4)a) Bien/ Reg /Mal/SR | Mejora/Empeora/lgual

tema 4) Sucesiones Acotadas

;da el mismo ejemplo en ambos incisos?

Ej. 1)e) Definicion Bien/Mal/SR/ falta Bien
de claridad Bien/Reg/Mal
Ej.3)a) Bien/ Reg /Mal/SR | Mejora/Empeora/lgual | Sin resolver
No justifica/Grafica
Ej. 3)b) Bien/ Reg /Mal/SR | Mejora/Empeora/lgual | ¢mantiene los
No justifica/Grafica errores que
Ej. 3)c) Bien/ Reg /Mal/SR | Mejora/Empeora/lgual | cometio en la
No justifica/Grafica PC?
Ej. 5)i) Bien/ Mal/SR Mejora/Empeora/lgual
Ej. 5)ii) Bien/ Mal/SR Mejora/Empeora/lgual
Observaciones particulares del Ejercicio 2
1% etapa 28 etapa
Respuesta Justificacion Respuesta Justificacion
Bien/ Mal/SR Bien/Mal/SJ Mejora/Empeora/lgual | Mejora/Empeora/lgual
Observaciones particulares del Ejercicio 4 b) y 4 ¢)
1% etapa 2% etapa
Bien/ Mal/SR Mejora/Empeora/lgual

¢da el mismo ejemplo en ambos incisos?

ltem 7

Orden de dificultad (decreciente) | 1°

20

30 40 50 60

1% etapa

2% etapa

Otras observaciones




