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Capitulo 1

Algebra Lineal

1.1. Espacios lineales

En Fisica usamos habitualmente vectores para representar magnitudes tales
como posicién, velocidad, fuerza, campos eléctrico y magnético, etc. Por ello
es de interés formalizar y organizar algunos conceptos que quizd ya estemos
habituados a usar.

Comenzaremos repasando conceptos bésicos de espacios vectoriales.

1.1.1. Propiedades fundamentales

Llamaremos espacio lineal o espacio vectorial (y abreviaremos EV) a un
conjunto V' de objetos (llamados vectores), V = {Z,¥,Z,...} (més un cuerpo
escalar,! que denotaremos? por C), que es cerrado bajo las siguientes opera-

ciones:?

1. Suma:c?,l;EV = a 5:€€V,quees:

+
a) asociativa: (@+b) +¢=a+ (b+ &);

b) conmutativa: @+ b= b + d.
2. Producto por un escalar: a € VA€ C = Xd € V, que es:

a) distributiva:

= respecto a los vectores: A(@ + b) = Ad + Ab;

= respecto a los escalares: (A + p)d = Ad + pd

1En algunos casos basta que los escalares tengan estructura de anillo (sin inversa multi-
plicativa), como ser en el reticulado V = Z™ con “cuerpo” (anillo) Z.

2Para simplificar, usaremos C tanto como notacién genérica para un cuerpo escalar, como
para denotar el cuerpo complejo, ya que en casos particulares el contexto dejara claro si el
cuerpo son los reales, los complejos, etc.

3El simbolo = denotard que ambos lados de la ecuacién son iguales para todo valor posible
de las variables que aparezcan, es decir z + y = y + « serd lo mismo que z +y =y + zVz, y.
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8 CAPITULO 1. ALGEBRA LINEAL

b) asociativa: A(ud) = (Ap)a
Suponemos ademés que:
» Existe un (tinico) elemento nulo en V: 10 €V t.q. @+ 0 = a.
= Existe un (dnico) elemento unidad en C: 3!'1 € C t.q. 1d = a.

= Para cada vector, existe un (inico) elemento inverso (aditivo) en V: Va €
VaA-deVtqad+ (—a)=0.

Cualquier conjunto V' que posea todas estas propiedades, serd para nosotros
un EV.

Ejemplo 1.1.1. Los espacios tridimensionales de vectores reales, R3, y com-
plejos, C3, y el reticulado Cartesiano tridimensional (red cibica) Z3, son EV,
con cuerpos R, C y Z, respectivamente (este ultimo “cuerpo” es sélo un anillo:
carece de inversa multiplicativa).

Ejemplo 1.1.2. Los polinomios en una variable real x de grado a lo sumo N
forman un EV, V = {pn(z)}.

Ejemplo 1.1.3. Las funciones a valores reales definidas sobre el intervalo real
[a,b] forman un EV, V = {f : [a,b] — R}. Sin embargo, si restringimos a las
funciones a valores positivos no obtenemos un EV.

Ejercicio 1.1.1. Muestre que {f : [a,b] — R4} no es un EV.

1.1.2. Independencia lineal

Un conjunto cualquiera de n vectores no nulos, {@;}" ,, @; € V, a; # 0,
t = 1,...,n se llama linealmente independiente (abreviamos LI) si la nica
combinacién lineal de ellos que se anula es la trivial, es decir si*

)\161:6:>)\150, NeCii=1,...,n. (11)

Si un conjunto de vectores no es LI, lo llamaremos linealmente dependiente
(y abreviaremos LD).

Ejemplo 1.1.4. En R3, si 2, § y 2 son los versores Cartesianos usuales, {Z, ¢},
{#, 2+ 9} y {#, 2+ 9,2+ 9+ 2} son LI, pero {Z,4,2 + ¢} es LD.

Ejemplo 1.1.5. En {ps(z)}, {1, z, 2%} es LI, pero {z, 2%, 2x + 322} es LD.
Ejemplo 1.1.6. En {f : [0,27] — R}, {senz,cosx} es LI.

Ejercicio 1.1.2. Demuestre las afirmaciones precedentes.

4De ahora en mas, salvo nota explicita en contrario, asumiremos el convenio de suma sobre
indices repetidos: asb; 1=}, asb;.
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1.1.3. Dimension de un EV

La dimension de un EV se define como el maximo ntimero de vectores LI
que podemos hallar en ese EV. Diremos entonces que la dimensién de V es n
si podemos halla un conjunto {Z;}? ; que sea LI, pero no podemos construir
ningtin conjunto {#; }4' que sea LI.

La dimensién de un EV V se denota por dim(V'). Una definicién compacta
es®

dim(V) := H&%x{n e Ny /{Z;}}=, C V LI} (1.2)
Notese que la dimensién de un EV no necesita ser finita.
Ejemplo 1.1.7. dim(R?) = dim(C?) = dim(Z?) = 3
Ejemplo 1.1.8. dim({pn(z)}) =N + 1.
Ejemplo 1.1.9. dim({sen(nz), cos(nz),x € [0,27],n € N}) = Ry; el simbo-

lo Ny, que se lee “aleph cero”, denota la cardinalidad de los naturales, también
llamada “infinito numerable”.

Ejemplo 1.1.10. dim({f : [0,1] — R}) = Xy; el simbolo Xy, que se lee “aleph
uno”, denota la cardinalidad de los reales, también llamada “infinito no numer-
able”.

Ejercicio 1.1.3. Demuestre las afirmaciones precedentes. Una forma de mostrar
la dltima es considerar el conjunto de las funciones

fulz) = {1 siz < a,

0 siz>a,

con un pardmetro real a € [0, 1], que es un subconjunto de {f : [0,1] — R}, y
probar que fo(z) v for(x) son LI si a’ # a.

1.1.4. Base de un EV

Si dim(V) = n < oo, todo {€;}7, C V LI se llama base de V. Los €; se
llaman vectores base. Notemos que ninguno de ellos puede ser nulo.

Demostraremos ahora que cualquier vector puede ser escrito como una inica
combinacién lineal de los vectores de una base dada.

Teorema 1.1.1. Sea dim(V) =n < oo, {&}7_, base de V. Entonces VZ # 0 €
V, 3 {2}, C C t.q. T = z'¢;.

Demostracion.

Existencia: Notemos # # 0 = {&}"_, U{#} LD. Luego existe solucién no
trivial para A& +u@ = 0 con g # 0 (porque si p = 0 la tnica solucién serfa
la trivial). Sin pérdida de generalidad podemos asumir p = 1 (dividiendo
todo por p). Luego 3\; # 0 t.q. £ = —\;€; y basta tomar ' = — ;.

°La notacién := indica que lo que esta a la izquierda se define como lo que esta a la derecha;
la situacion inversa se denotard por =:.
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Unicidad: Supongamos & = z'¢; = y'€. Luego 0 = ¥ — & = 2'¢; — y'e; =
(x* — y")é;. Pero {€;}"_, base de V, luego z' — y* = 0, es decir z* = y°.

O

Este resultado no se extiende directamente a EVs de dimensién infinita, sino
que se reduce a la desigualdad de Cauchy-Schwartz, que serd tratada en los
Problemas.

Ejemplo 1.1.11. En R3 si &, § y 2 son los versores Cartesianos usuales,
{ja ga 2} €s ba’sea y {ZE; T + Q, z + Q + 2} también.

Ejemplo 1.1.12. En {py(z)}, {1,2,22,..., 2"V} es base.
Ejercicio 1.1.4. Demuestre las afirmaciones precedentes.

Ejemplo 1.1.13. En {f : [0,27] — R, f periédica y de variacién acotada},
{1}U{sen(nz), cos(nz), z € [0, 27],n € N} es base, resultado que conocemos del
desarrollo en serie de Fourier (Teorema de Dirichlet).

1.1.5. Componentes de un vector

Dado un EV V de dimensién n (finita), una base {€;}7, y un vector & #
0 € V, los coeficientes ¢ de la (tinica) combinacién lineal que expresa

7= a'¢ (1.3)

se llaman componentes de & en la base {€;}"_;. El Teorema 1.1.1 muestra que
los €, i = 1,...,n forman un conjunto completo, ya que los x’ existen para
cualquier vector ¥ # 0 de V. También muestra que, dada una base, las com-
ponentes de un vector en esa base son tnicas, de donde es directo deducir los
siguientes corolarios:

Corolario. Dos vectores son iguales si y sdlo si sus componentes en una dada
base son iguales.

Corolario. En cualquier base, las componentes del vector nulo & = 0 son z°

0.

Ejercicio 1.1.5. Demuestre los dos corolarios precedentes del Teorema 1.1.1.

Ejemplo 1.1.14. Las componentes de ag+a1z+azz?+---+anz € {pn(z)},
en la base {1,z,2% ..., 2"}, son simplemente sus coeficientes ag, a1, as, . .., ay.

Ejemplo 1.1.15. En {f : [0,27] — R, f periédica y de variacién acotada},
la funcién definida por f(z) = z, -7 < = < 7, f(r + 27) = f(z) puede
escribirse en la base {1} U {sen(nx), cos(nz),z € [0,2x],n € N} como f(z) =

Zflozl (2(=1)"* /n) sen(nx).

Ejercicio 1.1.6. Demuestre las afirmaciones precedentes.



1.1. ESPACIOS LINEALES 11

1.1.6. Subespacios lineales

El tema de subespacios lineales es muy extenso, y la mayor parte de él cae
fuera de los objetivos de este curso. Aqui daremos s6lo unas pocas definiciones
que necesitaremos mas adelante.

Dado un EV V| ciertos subconjuntos (propios o no) de sus elementos pueden
ser, por derecho propio, EVs. Diremos que W es un subespacio lineal o subespacio
vectorial de V si:

s V2 EeW, 2V,

= Wesun EV.
Ejemplo 1.1.16. VEV V, {6} y V son subespacios de V.
Ejemplo 1.1.17. El plano (x,y) es un subespacio de R?, y el eje z también.
Ejemplo 1.1.18. {ps(z)} es un subespacio de {ps(z)}.

Ejemplo 1.1.19. CY[R], el conjunto de las funciones de R en R continuamente
diferenciables N veces, es un subespacio de CM[R] si M > N.

Ejercicio 1.1.7. Demuestre las afirmaciones precedentes.

Dado un conjunto de vectores {#;}¥_; de V, no necesariamente LI, el con-
junto de sus combinaciones lineales

span({Z;}_,) .= {7, \s € C} (1.4)
es un subespacio de V| y
dim(span({Z;}F_,)) < k (= k sii {&;} LI). (1.5)

Ejemplo 1.1.20. En R? con los versores cartesianos usuales, span(z) es el eje x,
y span({Z, §, & + §}) es el plano (z,y).

Ejemplo 1.1.21. En {p5(z)}, span(1, z,2%) = {pa2()}
Ejercicio 1.1.8. Demuestre la propiedad (1.5).

Dados dos subespacios U y W de un EV V| su interseccion
UNW ={ZeV/ZeUNFecW} (1.6)
y su suma vectorial
U+W:={Z+yeV/ZcUNnye W} (1.7)
son también subespacios de V. Dos subespacios U y W se llaman disjuntos si
Unw = {0}, (1.8)

es decir si no contienen vectores comunes a ambos, salvo el vector nulo.
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Ejercicio 1.1.9. Muestre que dos vectores pertenecientes a sendos subespacios
disjuntos son linealmente independientes.

Una nocién importante es la de suma directa de subespacios. Consideremos
una coleccién finita de subespacios V; de V, i =1,...,r, tales que

n Viny; = {0} si i # j, es decir son todos disjuntos dos a dos;

W VEeV AT eV, /T =3 _, T, es decir que todo vector de V puede des-
componerse de forma unica como suma de “contribuciones” provenientes
de cada subespacio.

Entonces decimos que V es suma directa® de sus subespacios V;, y lo denotamos
K
V=Viehe --aV,=PV. (1.9)
i=1
Es inmediato que en ese caso
ks
dim(V) = dim(V;). (1.10)
i=1
Ejemplo 1.1.22. R3 puede descomponesrse como suma directa del plano (z, y)
y el eje z, o también

R? = span(#) @ span(z + §) @ span(# + § + 2),

de donde podemos ver que la descomposicién de un EV en suma directa de
subespacios disjuntos dista de ser unica.

Ejercicio 1.1.10. Demuestre la propiedad (1.10).

1.2. Operadores lineales

Los operadores son aplicaciones que toman elementos de un espacio V' y de-
vuelven elementos correspondientes pertenecientes a otro espacio W (en general
distinto). Estudiaremos algunos casos y propiedades importantes de operadores
de un EV a otro.

1.2.1. Operadores lineales

Llamaremos funcion vectorial u operador de un EV V en otro EV W a una
aplicaciéon A : V — W, que a cada elemento & de V le hace corresponder un
elemento A(Z) de W, es decir

Voz & AF) eW. (1.11)

6La generalizacién de esta idea a espacios de dimensién infinita se llama producto directo.
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Llamaremos operador lineal a un A tal que
AN + py) = MNAZ) + pA(Y), (1.12)

es decir, tal que su accién sea distributiva respecto a la suma en V', y “trans-
parente” a la multiplicacién por un escalar.”

Ejemplo 1.2.1. El operador que rota (un dngulo dado) alrededor del eje z:
R. : R? — R; el operador que proyecta sobre el plano (z,y): P, : R® — R2.

Ejemplo 1.2.2. El operador que derivarespecto ax: 9y : {pn(z)} — {pn-1(2)};
el operador que integra respecto a z: [dx : {py_1(z)} — {pn(z)}.

Dado un operador A:V — W y un vector £ € V, llamaremos a § = AZ la
imagen de T bajo A, y a ¥ una preimagen de i bajo A. Para A lineal, la imagen
es Unica, pero la preimagen no necesariamente lo es.

Ejemplo 1.2.3. En R3, la imagen de 22 + 9 — 32 bajo P. es 2& + 4, pero
cualquier vector de la forma 2% + § + A2 con A € C es preimagen de 2% + §
bajo P,.

Ejemplo 1.2.4. nz" ! es la imagen de =™ bajo 0,, pero cualquier polinomio

de la forma a + 2™ con a € R es preimagen de nx"~! bajo 9.

Dado un operador lineal A: V — W, el conjunto de vectores de V' que son
llevados al vector nulo en W se conoce como el nicleo (kernel) de A, y se denota
por

ker(A) ={Z eV /AZ=0e€ W}. (1.13)

Es facil ver que
dim(ker(A)) > dim(V) — dim(W). (1.14)

Ejemplo 1.2.5. En R3, ker(P,) = span(2).

Ejemplo 1.2.6. En {py(z)}, ker(9;) = {po(x)}.

Ejercicio 1.2.1. Demuestre que ker(A4) es un subespacio de V.
Ejercicio 1.2.2. Demuestre la desigualdad (1.14).

Dado un operador lineal A : V' — V, un subespacio W de V se llama
invariante bajo A st AZ € W V& € W. En particular, ker(A) es invariante
bajo A.

Ejemplo 1.2.7. En R3, span({#,§}) y span(2) son invariantes bajo R..
Ejemplo 1.2.8. En C![R], {€**, a € R} es invariante bajo 9.

Ejercicio 1.2.3. Demuestre las afirmaciones precedentes.

7En adelante, cuando un operador sea lineal omitiremos los paréntesis del argumento siem-
s

pre que ello no cree ambigiiedad, poniendo simplemente AZ en lugar de A(Z); ya que esta
notacién recuerda a la de producto usual, que comparte las propiedades de linealidad.
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Una clase de operadores lineales intimamente relacionados a los subespacios
de un EV V| y que usaremos mas adelante, son los llamados proyectores. Dado
un subespacio W de V', el proyector sobre W se define por

T siteWw
Pwid =< ’ 1.15
we {o sz W, (1.15)

y es el operador que “extrae la parte de Z que estd en W”. Es inmediato que
dim(ker(Pw)) = dim(V') — dim(W). (1.16)
Ejercicio 1.2.4. Muestre que Py es idempotente: 73%, = Pw.

Si un dado subespacio es invariante bajo un operador lineal, entonces la
accion del operador sobre los vectores de ese subespacio puede estudiarse ig-
norando el resto del espacio vectorial, lo que en general simplifica el problema.
La formalizacion de esta idea lleva a definir la restriccién de un operador a un
subespacio: dado un operador lineal A : V' — V y un subespacio W invariante
bajo A, la restriccion de A a W se define como el operador A/W : W — W
que actia sobre los elementos de W exactamente como lo haria 4. Debe notarse
que A/W actiia sobre W y no sobre V. En las aplicaciones que desarrollare-
mos més adelante, sin embargo, serd mas conveniente pensar a A/W como un
operador sobre V', para lo cual lo redefiniremos

AW := APy . (1.17)

1.2.2. Componentes de un operador lineal

Veremos ahora que un operador lineal puede descomponerse, en forma anélo-
ga a un vector, en sus componentes respecto a bases dadas.

Sea {¢;}_, base de un EV V [dim(V) = n], y sea T = x'¢; € V.

Sea {f;}™, base de un EV W [dim(W) = m], y sea §j = yjfj cew.

Sea A : V — W un operador lineal tal que y = AZ.

Por linealidad, A(%) = A(z'¢;) = 2" Aé;. _

Pero para cada €;, A€ es un vector en W; luego 3! coeficientes A’; t.q.
A& = A’ f}; entonces vl f; = ALaif;.

Como los ﬁ forman base de W, podemos igualar las componentes: 3/ =
Al gt

K3

Vemos entonces que dado un operador lineal A : V' — W, su accién sobre
un vector cualquiera Z € V' queda completamente determinada dando los coefi-
cientes A’;, que se denominan componentes de A en el par de bases {€;}, { ﬁ}
Dicho de otra forma, un operador lineal queda completamente caracterizado por
su accion sobre cada uno de los vectores de una base.

Debemos notar que, asi como los vectores tienen en general un significado
fisico independiente del sistema de coordenadas (es decir, de la base en que ex-
presamos sus componentes), los operadores también tienen un significado fisico
independiente del sistema de coordenadas. Volveremos sobre esta idea en la
Seccion 1.4.
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Ejemplo 1.2.9. Consideremos una rotacién de dngulo 6 (en sentido positivo)
alrededor del eje z en R3, y llamemos R al correspondiente oerador lineal. En
este caso V = W = R3, y podemos tomar ﬁ = ¢€;, con €1 los versores Cartesianos
usuales. Sea & = z'€; un vector cualquiera en R?; el vector rotado serd §f = RZ =
2'RE;, con

cos €1 + sen 6é; sii=1,
Ré; = ¢ —sen 0é) + cosféy sii=2,
63 sie=3.

Las componentes de R en el par de bases {¢€;}, {€j} seran entonces los elemen-
tos R’ de la matriz

cosf senf 0

[Rji] = | —senf cosf O

0 0 1

3

y las componentes del vector rotado serdn y/ = R’x".

Ejemplo 1.2.10. Consideremos el operador 9, : {ps(x)} — {p2(x)}; sus com-
ponentes en el par de bases {1, z, 2%, 23} de {ps(x)} y {1, 2, 2%} de {p2(z)} serén
los elementos de la matriz

_ 01 00
[@]=(0 0 2 0],
00 0 3
y el resultado de aplicarlo al elemento ax — bx® € {p3(x)} serd

Oz (ax — baz®) = a — 3bx>.

1.2.3. Operaciones elementales

Las operaciones elementales con operadores lineales se definen a partir de
sus acciones sobre los vectores de un EV:

Igualdad: Dos operadores lineales A, B : V — W se dicen iguales si AZ = BZ,
y lo denotamos A = B.

Suma: Dados dos operadores lineales A, B : V — W, su suma C := A+ B se
define como el operador lineal que realiza la asignaciéon C¥ = AZ + BZ.

Producto: Dados dos operadores lineales A : V. — W, B: W — U, su com-
posicion o producto C := B o A = BA se define como el operador lineal
C : V — U que realiza la asignacién CZ = B(AZ).

Producto por un escalar: Dado un operador lineal A: V' — W, su producto
por un escalar A € C se define como el operador lineal AA : V — W que
realiza la asignacion (AA)Z = A\(AZ).

Identidad: El operador identidad T : V' — V se define como el que realiza la
asignacién 77X = Z.
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Las consecuencias de estas definiciones sobre las componentes de los operadores
lineales, serdn tratadas en el contexto de matrices en la Seccién 1.3.

1.2.4. Conmutatividad

Diremos que dos operadores lineales A y B conmutan si AB = BA. Para
ello es necesario que ambas composiciones tengan sentido, asi que es condicién

necesaria que V' Ay 5, V', pero no es condicién suficiente. En general, AB #
BA.

Ejercicio 1.2.5. Usando las definiciones de las operaciones elementales entre
operadores lineales, muestre que AB = BA requiere V AvEy.

Ejemplo 1.2.11. Consideremos nuevamente rotaciones en R3. En particular,
sea R, una rotacién de dngulo 7/2 en sentido positivo alrededor del eje z, y
sea R, una rotacién de dngulo 7/2 en sentido positivo alrededor del eje y. Es
facil ver que R,y = 2y RyZ = 2, asi que RyR,y = &. Por otro lado, R,y = 3y
¥y Re = 2, de modo que R;Ry,y = 2. Como hay al menos un vector (§) cuyas
imagenes bajo R, R, y bajo R, R, son distintas, la definicién de igualdad entre
operadores nos dice que Ry R, # R.Ry, es decir, no conmutan.

Dados dos operadores lineales A, B : V. — VB definimos su conmutador
como

[A, B] = AB — BA. (1.18)
Es evidente que [B, Al = —[A, B], [A, A =0y [A,Z] =0.

1.2.5. Inversa

Un operador lineal lleva elementos de un EV a otro, o posiblemente al mismo,
asi que cabe preguntarse si existird otro operador que “deshaga” lo que este
hizo. Esto nos lleva a la definicién de inversa de un operador. Dado A : V — W
y B: W — V diremos que B es la inversa de A si

BA=T1, (1.19)

y usualmente denotaremos B = A~!. Nétese que la inversa de A : V — W
existe sélo si dim(W) < dim(V'), pero esta condicién no es suficiente.

Ejemplo 1.2.12. Consideremos A : R? — R? dado por

. €1 +é3 sii=1
Aei—{ ’

€y + €3 sii=2,
y sea P : R? — R? definido como

61 Siizl,

,Pa: 62 sii:2,

(=1

sit=3.
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Entonces es evidente que PA =7 : R? — R?, ya que

y podemos poner P = A~!. Sin embargo AP # 7 : R3 — R3, ya que por ejemplo
AP(E) +\é3) = Aé) = &1 + &3 ¥\ € C. Es més, podemos ver que 7B : R? — R3
tal que BP = Z, justamente debido a que P(Ae3) = 0 VA: la informacién sobre
la componente €3 de un vector dado, es destruida irrecuperablemente por la
accién de P, y no habra operador que la recupere.

Ejemplo 1.2.13. Consideremos el espacio V = C![R] y los operadores deriva-
da 8, e integral [dz. Es ficil ver que 9, [dx = Z, sin embargo [dzd, # I,
como se comprueba aplicindolo a la fucién constante.

De los ejemplos anteriores se desprende que

BA=T = BA=T. (1.20)

También vemos que el problema para invertir un operador surge cuando el kernel
del operador es no trivial, lo que nos lleva a enunciar el siguiente

Teorema 1.2.1. Un operador lineal A es invertible sii dim(ker(A)) = 0.

La demostraciéon puede consultarse en cualquier buen texto de Algebra Lin-
eal.

1.3. Matrices

Sea A : V — W un operador lineal, y Aji sus componentes en el par de
bases {€;}_; de V' y {f;}}L; de W. Podemos escribir estas componentes como

una matriz m x n con elementos A’;, en la forma

AL AL oAb

_ A2 AL A2
A=[A%] =] . . . (m filas por n columnas). (1.21)

A AT oA

De la misma forma en que usualmente representamos a un vector por la n-upla
formada por sus componentes en una base dada, representaremos en general a
un operador lineal por la matriz m x n formada por sus componentes en un
par de bases dadas, y nos referiremos a esa matriz como la representacion del
operador en esas bases.
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1.3.1. Propiedades fundamentales

La definicién y propiedades fundamentales de las matrices y las operaciones
entre ellas, pueden deducirse de aquellas de los operadores lineales que repre-
sentan:

= Por la definicién de igualdad entre operadores lineales, dos matrices serdn
iguales, A = B, si sus componentes o elementos son iguales: A’ = B’

= Por la definicién de suma entr operadores lineales, la suma de dos matri-
ces Ay B satisface [A+ B, = A’ + B’;; es decir, los elementos de la suma
son la suma de los elementos.

= Por la definicién de producto entr operadores lineales, el producto de
dos matrices A y B satisface [AB), = A’, B%; es decir, el elemento 7,
de AB es la suma de los productos de los elementos de la fila j de A por
los correspondientes elementos de la columna ¢ de B. Evidentemente, el
nimero de columnas de A debe ser igual al nimero de filas de B para
que el producto AB tenga sentido. Recuperamos asi la conocida regla de
multiplicacién entre matrices.

= Por la definicién de producto por un escalar de un operador lineal,
el producto por un escalar A\ de una matriz A satisface [AA]}, = AA’;; es
decir, multiplicar a una matriz por un escalar multiplica cada uno de sus
elementos por ese mismo escalar.

= Por la definicién del operador indentidad 7, sus componentes en cualquier
base resultan I, = &, donde &”; es la delta de Kronecker; por lo tanto la
matriz que representa a 7 es la matriz identidad

1 0 ... 0

0 1 0
| .=

0O 0 ... 1

La matriz identidad siempre es cuadrada; cuando sea necesario indicar
su dimensién, lo haremos por medio de un subindice: |,, indica la matriz
identidad n x n.

Ejercicio 1.3.1. Demuestre las propiedades precedentes.

Ejemplo 1.3.1. Como ayuda para el ejercicio anterior, para la suma: Sean A, B:
V' — W operadores lineales, {€;}}_; base de V, {f;}]L; base de W, & =
z'€; € V. Sabemos que (A + B)# = A% + B¥ V¥ € V. Luego [A + B]Jlxlf; =
Algifi + Blzif; = (AL + BL)a' f;. Como {f;} es base, podemos igualar las
componentes: [A 4 Bl,z* = (A, + B%)z? Vj. Pero esta igualdad debe valer Y,
es decir V', luego [A + B, = (A? 4+ B%)i Q.E.D.
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Debemos destacar que, de igual modo que la composiciéon de operadores
lineales (de la que deriva sus propiedades), el producto de matrices en general
no es conmutativo, es decir AB # BA. Dos matrices conmutan, esto es AB = BA,
sii los correspondientes operadores lo hacen , es decir sii AB = BA (y por ello
mismo, si dos matrices conmutan, lo hacen en cualquier base).

Notemos que si ¥ = z'¢; € V [dim(V) = n], podemos ordenar las compo-
nentes z! de Z como una matriz columna n x 1

Si ademés § = AT = ¢/ f; € W [dim(W) = m)], entonces 3 = A%z, y vemos
que la notacién de matriz columna es consistente con la regla de producto entre
matrices:

Yt AL AL L AL x!

y? A% AL L. A2 x?
y=1.1-= . . ) .| =Ax

) \ap oAy ooan) \ar

1.3.2. Definiciones

Dada una matriz A, existen diversas matrices relacionadas a ella;® algunas
de las mas comunes son:

Matriz Notacion Componentes Ejemplo

A Ajl- _ (14:%)
Conjugada  A* [A*]Ji = (Aji)* (1; Ei)
Transpuesta AT [AT]jl- =AY (1'3)
Adjunta Af [AT]J; = (Aij)* (Ez 151)
Inversa AL [Afl]Jl = C(‘iiﬁj 3; ( 71271' El)

En particular, si A es la mtriz que representa a un operador lineal A, entonces
la matriz inversa A~! es la matriz que representa al operador inverso A~!; esto
puede verificarse facilmente escribiendo ambos operadores en componentes. De
la misma forma que el producto de un operador por su inversa resulta en el
operador identidad, A=A = Z, el producto de una matriz por su inversa resulta
en la matriz identidad, A='A = I.

Como se recordara, la matriz inversa de A existe sii A es no singular, es decir
sii det(A) # 0, de donde podemos escribir

det(A) £0 <  dim(ker(A)) = 0. (1.22)

8Restringimos lo que sigue al caso dim(W) = dim(V'), es decir a matrices cuadradas.
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La férmula para los elementos de A~! se justifica como sigue: Recordemos que
el cofactor del elemento A, se define como

cof A7, := (—1)"*7 x det|A sin si fila j y columna i].
Desarrollando det(A) por la fila j vemos que®
det(A) = A%- cof A%- ,

luego
11 ok . cof A?
[AA 1]J AJk [A 1] i AJk det Ak

i =

=5

J
1%
ya que si i # j, Ajk cof A, = det[matriz con filas j e i iguales] = 0, mientras

que si i = j, Alk cof Alk = det(A) (desarrollado por la fila j).

1.3.3. Matrices notables

Dependiendo de sus propiedades, diversas matrices cuadradas reciben nom-
bres especiales. Algunos de los mas usuales son:

Propiedad Definicion Ejemplo Notas

Real A=A (%)

Simétrica AT = A (¢3)

Antisimétrica AT = —A (%%) singular, A% =0
Autoadjunta AT = A (L3%) det(A) real _
Ortogonal A-l=AT (cosfysent)  det(A) = 1
Unitaria AL = AT (L 4) |det(A)] =1
Diagonal Al=0vi#j (§9)

Idempotente A% = A (LY det(A) =1
Nilpotente A% =0 (H1h) singular

Ejercicio 1.3.2. Demuestre que:
1. (AB™Y) =B 1AL
2. (ABT) = BTAT.
3. Tr(AB) = Tr(AB).

4. det(AB) = det(BA) = det(A) det(B).

9Mientras se utiliza el convenio de suma sobre indices repetidos, la aparicién de indices
subrayados significa que no sumamos sobre ellos; en la férmula del texto, ponemos j para
indicar que no sumamos sobre j.
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1.3.4. Operacién por bloques

En los calculos con matrices, muchas veces podemos simplificar las opera-
ciones subdividiendo las matrices involucradas en blogues o submatrices. Por
ejemplo, sean

............................ AL Al
A= 3 3 3 3 3 —< 2 22>,
A A% ; A% A% AY A% A%

Bl Bl
oo | PR _(21 )
By B% : By By B} B3 B

con

tc. ..

@

Al — All A12 Al — AlB A14 A15
1 A21 A22 ’ 2 A23 A24 A25 )

3

y similarmente para Bji . Entonces podemos calcular el producto AB como

AB_(All A;2> (B;I B;2>_<A;1811+A;2le A;1812+A;2Bzz>
A5 A5) \B3 B% A9BY +A5BY  A%BL, + ASBS

Notemos que es necesario, para proceder de esta manera, que cada uno de los
productos y sumas matriciales que aparezcan tenga sentido, es decir, los bloques
en que subdividimos las matrices deben tener ntimeros de filas y columnas con-
sistentes. En particular, los bloques que yacen sobre la diagonal principal deben
ser siempre cuadrados.

Asi como definfamos una matriz triangular cuando todos los elementos por
encima (o por debajo) de la diagonal principal eran nulos, diremos que una
matriz es triangular por bloques si por ejemplo

AL 0 ... 0
A AL AL ... 0
AL AL LAY

El calculo del determinante se simplifica notablemente en este caso, ya que
resulta

det(A) = f[ det (A%).
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1.4. Transformaciones de coordenadas

En Fisica suponemos que la descripciéon que hagamos de un problema, las
leyes fisicas que formulemos, etc., deben ser independientes de en qué sistema
de coordenadas estamos trabajando. Por ejemplo, cuando decimos que en una
onda electromagnética los vectores campo eléctrico y campo magnético son or-
togonales, o cuando calculamos los niveles de energia del electron de un dtomo
de hidrégeno, no esperamos que estos resultados cambien si cambiamos de sis-
tema de coordenadas. Sin embargo, cuando tratamos con entes como vectores
(p-ej. campos eléctrico y magnético en Electromagnetismo) u operadores (p.ej. el
operador energfa en Mecdnica Cudntica) necesitamos, por una cuestién practi-
ca, describirlos por sus componentes en algin sistema de coordenadas dado, es
decir, trabajamos con su representacion en algin sistema de coordenadas. Y
cuando cambiamos a otro sistema de coordenadas, estas componentes cambian.
Es importante, entonces, saber cémo cambian, de modo de poder distinguir si
una propiedad dada, es propiedad de los vectores u operadores, o sélo de su
representacion en un dado sistema de coordenadas.

Comenzaremos estudiando qué ocurre con las componentes de un vector ante
un cambio debas, y veremos luego que pasa con los operadores.

1.4.1. Matriz de transformacién
Sea V un EV, {€;}/-, una base de V, y & = 2'¢; € V. Sea {€;}}_, otra base
de V. Entonces, por ser {€;} base de V, para cada ¢€’; 3! ”yij % 0 tales que
e =an. (1.23)

Las componentes 7*; de los vectores €’ en la base {€;} son los elementos de la
llamada matriz de transformacién v (n X n), que representa el cambio de base
(o transformacién de coordenadas)

o Y oo
{etisy — €5}

Si pensamos a los €; y los €”; como columnas de las matrices (n x n) Ey E’
respectivamente, es decir poniendo

NG , (& e
E'_(l | l)’ E"(i ! l>’

podemos poner (1.24) en notacién matricial como
E' = En. (1.24)

Notemos que, por ser base de V, tanto {€;} como {e’;} son LI. Luego la
matriz  es no singular, y por lo tanto tiene inversa v~ !, la cual evidentemente
representa el cambio de base inverso

E=E~L
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1.4.2. Covarianza y contravarianza

Siguiendo la idea de que un dado vector Z tiene un significado fisico propio,
independiente de la base en que lo representemos, pediremos que su desarrollo
en las bases {€;} y {€”;} representen el mismo vector, es decir

— ) — 17 =1
T = z'e; :xjej.

Substituyendo €’ = ¢; ”yij e igualando componentes en la base {€;}, obtenemos

; y . S ; _119 4
x* = 29", y aplicando la transformacién inversa resulta z"/ = [y~ R
Ordenando las componentes de  y & como matrices columna, podemos poner

entonces en notacién matricial
X =~"1x. (1.25)

Comparando las ecuaciones (1.24) y (1.25) vemos que los vectores de una
base y las componentes de un vector en esa base, transforman de maneras ex-
actamente opuestas. Por convencién, se llama covariante a todo objeto que,
ante cambios de base, transforme como los vectores de la base. Todo objeto que
transforme como las componentes de un vector se llama contravariante.

La notaciéon que hemos adoptado para los indices es consistente con esta
distincién: los subindices corresponden a objetos covariantes, y los superindices
a objetos contravariantes.

1.4.3. Componentes de un operador

Veremos ahora que las componentes de un operador lineal en un par de
bases dadas también poseen propiedades de covarianza y contravarianza bien
definidas.

Sea V un EV, {@}?:1 l> {€"}7_, bases de V, v la matriz de transformacién
entre ellas, y 7 = z'¢; = 2/¢, € V.

Sea W otro EV, {ﬁ}}’;l Hi {f;}}f:l bases de W, § la matriz de transfor-
macién entre ellas, y ¥ =y' fi = y'* f1 € W.

Sea A : V — W un operador lineal tal que § = A%, de modo que y' = AL’
y y/k — A/fx/j.

Las propiedades de transformaciéon de las componentes de & e ¢/ nos permiten
deducir las de las componentes de A, dado que

y =[5 = (5] A = [67) Al e = A v

Luego, igualando componentes

k

At =[5

o en notacién matricial,
A =35""Ay. (1.26)

Vemos entonces que A, es contravariante en el superindice | y covariante en el
subindice i, consistentemente con la notacién adoptada.
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1.4.4. Transformaciones de semejanza

Un caso particular muy importante de transformacion de coordenadas, es
aquel donde W = V. En ese caso fl =éy fk =é), 0= luegoAesnxny

A =~"1Ay, A=~A~"L (1.27)

Llamaremos transformacion de semejanza a toda transformacion lineal tal que
A’ = S7IAS para todo operador lineal representado por las matrices A o A'.
Evidentemente, la matriz de transformacién S es no singular.

La importancia de las transformaciones de semejanza reside en que muchas
propiedades de las matrices y de las operaciones entre ellas son invariantes bajo
estas transformaciones.

Ejemplo 1.4.1. (AA) =S71(MA)S = ASTIAS = DA/,
Ejemplo 1.4.2. (AB)' =S71(AB)S = S7!ASS~1BS = A’B’.

Ejercicio 1.4.1. Considere la transformacién de semejanza A’ = S™1AS. Muestre
que

1. det(A’) = det(A).

2. Tr(A") = Tr(A).

3. f(A") =S71f(A)S Vf desarrollable en serie de potencias.
4. A Hermitiana = A’ Hermitiana.

5. A unitaria = A’ unitaria.

6. A ortogonal = A’ ortogonal.

7. AB=BA — A'B'=PB'A’.

8. B=A"!l — B/ =(A)"L

1.5. Formas y espacio dual

Vamos a introducir ahora la importante nociéon de espacio dual de un EV.

1.5.1. Formas

Sea V un EV con cuerpo escalar C.
Una forma (o 1-forma) es una aplicacién ¢ : V' — C, es decir una aplicacién
que lleva elementos del espacio vectorial al cuerpo escalar,

Vvaa® 4@ ecC. (1.28)
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Andlogamente, una n-forma es una aplicacién ¢ : VeV @ ---dV — C,
es decir una aplicacion que lleva n-tuplas de elementos del espacio vectorial al
cuerpo escalar,

VaVe &V (a,a,... d) - é)eC. (1.29)
—_—

n veces

Llamaremos forma lineal a cualquier forma que verifique

-, -

H(NG + pb) = (@) + po(b). (1.30)

En general y salvo nota explicita en contrario, asumiremos que trabajamos con
formas lineales.

1.5.2. Espacio dual

Dado un EV V con cuerpo escalar C, definimos el espacio dual V* de V
como el espacio de todas las formas lineales definidas sobre V', es decir

V*:i={¢:V — C/ ¢ lineal}. (1.31)

El dual de un EV es también un EV, y tiene su misma dimensién. Por ello, en
adelante adoptaremos la notacién ¢ para sus elementos.

1.5.3. Componentes de una forma

Veremos que las formas lineales, igual que los vectores, pueden representarse
adecuadamente dando sus componentes en una base.

Sea ¢ € V*, {&}™_, base de V, Z = z'€, € V. Por linealidad, ¢(Z) = ()"
De acuerdo a la idea general de que la accién de una aplicacién lineal sobre un
EV queda completamente especificada si damos su accién sobre cada vector de
una base, definiremos las componentes de la forma 25 como

GO} (1.32)

y ahora podemos poner
o(Z) = ¢z’ (1.33)
Sin embargo, nos gustaria completar la analogia con lo realizado para vec-
tores de un EV respecto a su desarrollo en una base dada, definiendo un desar-
rollo andlogo para una forma. Para ello necesitamos definir una base de V*, lo
que podemos conseguir definiendo las formas &' tales que

ee) =d".

; (1.34)

Ahora podemos poner

b= ¢ie’ (1.35)
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y consistentemente tendremos

La base {e'}?_; de V* asi construida se conoce como la base dual de {&;}7-;.
Empleando la notacion matricial, vemos que podemos ordenar las compo-
nentes ¢; de ¢ como una matriz fila 1 X n

¢:(¢1a"'a¢n)a

de modo que un uso consistente de la notacién nos permite expresar ¢(&) como
el producto matricial

—

O(T) = ¢x = (91, ., dn)

1.5.4. Transformaciones de coordenadas en V*

Las formas, al igual que los vectores y operadores, tienen “existencia”’ inde-
pendiente de la base en la cual las representemos, pero sus componentes cam-
biaran si cambiamos de una base a otra. Veremos ahora como una transforma-

cién de coordenads en V induce una transformacién relacionada en su dual V*.
r_

. - _ Jj -
[v 1) &' v sea $(F) = dia’ = ¢ha', con ¢ € V*. Por lincalidad, ¢(7) =

Eﬁ(x’jé;-) = Eﬁ(é;)x’j = ¢l = ¢ ['y*l]Jixi = ¢;x%; como esta relacién debe

Sea un vector ¥ = x'¢; = z"¢e”; € V, con € €7';, de modo que z"7 =

valer V&, podemos deducir que (;5;- ['y*l]ji = ¢, es decir

o) = div'; (1.36)
o en notacién matricial
¢ = . (1.37)

La ley de transformaciéon para la base {‘éi » . de V* puede deducirse ahora
facilmente del hecho de que

y resulta ser
¢ = [y 1) e (1.38)

Vemos entonces que las componentes de una forma son covariantes y la base
de V* es contravariante, exactamente al revés que en V.
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1.6. Producto interno, métrica y norma

Probablemente nos hayamos habituado a la definicién geométrica de la nor-
ma de un vector como su “largo”, o del producto interno entre dos vectores
como “el producto de las normas por el coseno del dngulo comprendido”, y en
realidad asi fue como estos conceptos surgieron histéricamente. Sin embargo,
estas definiciones son dificilmente extensibles a espacios menos “geométricos”
como {pn(x)} o C®[R]. En esta Seccién veremos cémo introducir una nocién
mucho mas general (aunque mas abstracta) de producto interno y norma, que
sin embargo se reducird a la ya conocida para espacios “geométricos”. Como
bonificacién, obtendremos una forma de definir un mapa 1 a 1 y sobre entre V'
y V*, es decir que podremos poner en correspondencia cada vector con una
forma y viceversa.

1.6.1. Producto interno

El producto interno o producto escalar entre dos vectores a y b de un mismo
espacio vectorial V' se define como una 2-forma ® : V @V — C, es decir

-, -

VaeVs(db) 2 @b eC (1.39)
que satisface
1. ®(@,b) = ®*(b,a);
2. ®(d, \b) = A®(a@, b); ®(\@, b) = \*®(a@, b);
3. ®(@,d) > 0 (y obviamente debe ser real); ®(@, @) =0 = @ =0.

Cualquier 2-forma que cumpla estas condiciones serd un “buen” producto in-
terno sobre V.

1.6.2. Meétrica

Consideremos ahora una base {€;}7_; de V' y dos vectores ¥ = z'¢; e = y'¢;.
Por las propiedades de linealidad del producto interno, tendremos ®(Z, %) =
z*'®(€;,€;)y’. De acuerdo a la idea de que el efecto de una aplicacién queda
completamente especificado dando su efecto sobre los vectores de una base,
definimos
Los elementos g;; se conocen como elementos de la métrica, y podemos ordenar-
los en una matriz

g = [9i] (1.41)
que se conoce como la métrica. Las propiedades del producto interno imponen
que esta matriz n x n sea Hermitiana (simétrica si es real) y definida positi-
va.'? Dada una métrica podemos calcular el producto interno de dos vectores

10En las teorias relativistas se utilizan métricas que no son definidas positivas, por ejemplo
la métrica de Minkowski de la Relatividad Especial, que es g;; = diag(1,1,1,—1).
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cualesquiera a partir simplemente de sus componentes, de acuerdo a

o en notacién matricial
7 :=x'gy. (1.43)

1.6.3. Norma

Una vez definido un producto interno (es decir, dada una métrica) podemos
usarlo para definir la norma de un vector como

|Z] = V& &= /a*g;xd. (1.44)

Las propiedades del producto interno garantizan que esta norma estard bien
definida, atin para vectores complejos, y que s6lo serd nula para el vector nulo.

Es mas, la norma asi definida es una funcién mondtonamente creciente de las
normas (complejas) de cada componente de un vector. Esto permite asociarla
a nuestra nociéon “intuitiva” de la norma de un vector como una medida de su
“distancia al origen”, y permite también definir la distancia entre dos vectores
€omo

dist(Z, 9) == |7 — §. (1.45)

1.6.4. De V a V* y vuelta con el producto interno

Consideremos un espacio vectorial V' y su dual V*, respectivamente con
bases {€;}™ ; y {€"}"_;, y un dado producto interno ® que podemos especificar
dando la métrica g. Recordemos que ® es una 2-forma, es decir una aplicacién
que toma dos vectores de V' y devuelve un escalar. Si tomamos un vector dado
Z € V, podemos pensar en la aplicacion ®(Z, -) que obtenemos de ® “llenando”
su “primera casilla” con Z, y dejando la segunda “libre” para recibir otro vector
cualquiera y devolver un escalar. Entonces vemos que ®(Z, -) es una aplicacién
(lineal) de V' a los escalares, y por lo tanto es una forma, es decir un elemento

de V, que denotaremos por _
oz = O(F,-). (1.46)

Vemos asi que ¢ mapea cada elemento & de V' en un elemento Eﬁf de V*.

Esto nos permite replantear el concepto de producto interno como un “pro-
ducto” entre un elemento de V' y uno de V*: para tomar el producto interno
Z - ¢/, primero obtenemos la forma Eﬁf y luego se la aplicamos a g.

Las componentes de Eﬁf pueden deducirse del hecho que 7 - § = z*'g;;97 y
que para cualquier forma 25, Eﬁ(yﬂ = ¢;y’, de lo que obtenemos

Pz = I*igij . (1.47)

La métrica, entonces, lleva las componentes de un vector a las de la correspon-
diente forma.
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Siguiendo con la misma idea, podemos ahora deducir cudl es la base {€’ jy

de V* en la cual Eﬁf tiene las componentes dadas, ya que por un lado debemos
tener

bz = 0ze, (1.48)

de modo que

y por otro lado _ _
T-y=ax"g,;v.

Comparando estas expresiones resulta
*1 ek i
z*'giwe” (€5) = " gi5,

de donde concluimos que
k>N _ <k
€ (eJ) - 5 VR

es decir, {e'}1, es la base dual (o adjunta) de {&}7_,.

La expresién # - := xfgy para el producto interno de dos vectores nos
provee una manera sencilla de completar estas correspondencias, interpretando
el producto x'gy de dos formas alternativas:

= Teniamos las componentes de dos vectores como matrices columna x e y;
hallamos las componentes de la forma correspondiente a x como la matriz
fila x'g, y multiplicamos por y para obtener el escalar x'gy.

» Tenfamos las componentes de dos formas como matrices fila x' e yf; hal-
lamos las componentes del vector correspondiente a y! como la matriz
columna gy, y multiplicamos por x para obtener el escalar x'gy.

Notemos que con la tultima interpretacién, jacabamos de definir el producto
interno entre dos formas! El hecho de que la métrica, siendo definida positiva,
sea no singular, y por lo tanto invertible, es lo que hace que la correspondencia
entre vectores y formas asi definida sea 1 a 1 y sobre, de modo que podemos
poner

—

V3% gpe V. (1.49)

1.6.5. Correspondencia geométrica

Inicialmente, los vectores fueron introducidos como artificios para describir
la posicién de un punto en el espacio tridimensional. Tomando un punto arbi-
trario como origen, hacemos pasar por él tres rectas mutuamente ortogonales
(en sentido geométrico), los ejes Cartesianos. El vector que da la posicién de
un punto sera el segmento orientado del origen a ese punto, y sus componentes
Cartesianas seran sus proyecciones geométricas sobre cada eje,

z' = || cos b,

donde 6; son los dngulos entre el vector y cada eje, y la norma |Z| es su largo.
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Si colocamos sobre cada eje vectores de largo 1, los versores Cartesianos €,
y definimos el producto escalar entre dos vectores Z e § por

Z -y = |Z||y] cos b,

donde 6 es el angulo comprendido entre ellos, las componentes Cartesianas
de ¥ pueden escribirse ' = € - ¥, y la trigonometria nos dice que |Z| =
V(@12 + (22)2 + (2%)2 = V& - 7. En particular, el producto escalar entre dos
vectores geométricamente ortogonales es nulo, de modo que

€; ej = 5@' .

Comparando estas expresiones para la norma y el producto escalar (y en
particular el producto escalar entre los versores) con las obtenidas previamente,
vemos que resultan consistentes si definimos la métrica Cartesiana

gij = 0ij
Por definicién (herencia de su origen geométrico), un sistema de coordenadas
con esta métrica se llama ortonormal (los versores son ortogonales y de norma
unidad). Es de destacar que, siendo la métrica la matriz identidad g = |, en co-

ordenadas ortonormales la distincion entre objetos covariantes y contravariantes
desaparece, y el mapa de V a V* es trivial.

1.7. Awutovalores y autovectores

Consideremos el siguiente problema: dado un operador lineal A : V — V|
jcudndo existen vectores en V que sean invariantes bajo A? Es decir, ;bajo
qué condiciones

¥ eV /| AZ = \Z (1.50)
para algin \ € C?

La importancia de este problema reside en que cada vector ¥ que satis-
face (1.50) genera un subespacio de V invariante bajo A. Si podemos dividir
el espacio vectorial en una suma directa de subespacios invariantes, el estudio
de las propiedades del operador se simplificarda notablemente, ya que podremos
limitarnos a estudiar su accién sobre los vectores de cada subespacio por sepa-
rado.

Si AZ = AZ con & # 0, A se llama un autovalor del operador A, y 7 se llama
un autovector asociado (o perteneciente) a ese autovalor.

Ejemplo 1.7.1. Sea R : R3 — R? el operador que rota en un dngulo 6 alrededor
del gje z; entonces cualquier vector @ = a2 es un autovector de R con autovalor 1:
Ra = a.

Ejemplo 1.7.2. Sea 9, : C*[R] — C*[R]; entonces e** son autovectores (lla-
mados en este caso autofunciones) con autovalor a: 9,e* = ae®”.

Notemos que si & es un autovector del operador A con autovalor A, cualquier
multiplo escalar de Z también lo es. Es mas, si &1, . . ., &, son todos autovectores
de A con autovalor A, cualquier combinacién lineal de ellos también lo es.
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1.7.1. Autovectores a derecha

Sea A:V — V, y sea A su representacién matricial en una base dada {€é;}.
En notacién matricial, el problema (1.50) puede escribirse

Av=JXlv = (A=Al)v=0. (1.51)

Esta ultima ecuacién matricial es un sistema homogéneo de ecuaciones lineales
para las componentes del vector ¥, y tendra solucién no trivial o # 0 si y solo si
la matriz (A — Al) es no invertible, o sea singular. Debemos exigir entonces que

det(A — Al) = 0. (1.52)

Definimos el polinomio caracteristico del operador A como
Pa(N) i= det(Al = A) = "\, (1.53)
§=0

donde n = dim(V). Este es evidentemente un polinomio en A de grado n igual a
la dimensién del espacio, que es la dimensién de la matriz A. Sus coeficientes a;
se llaman invariantes algebraicos (o invariantes escalares) del operador A, por
motivos que pronto se haran evidentes.

De (1.52) y (1.53) vemos que si A es un autovalor, el polinomio caracteristico
satisface la llamada ecuacion secular

Pp(A) = 0.
El Teorema Fundamental del Algebra nos garantiza que siempre existen n raices
complejas A1, ..., A\, € C de esta ecuacién, de modo que el polinomio carac-

teristico puede factorizarse, como cualquier otro polinomio, en la forma
PAaN) = (A =A)A=A2). .. (A=), A1,.., A €C

Estas raices no son necesariamente todas distintas (pese a nuestra notacién),
y puede que ni siquiera estén en el cuerpo escalar asociado a nuestro espacio
vectorial.

Ejemplo 1.7.3. Consideremos el operador R, : R3 — R3 que efectia una
rotacién de dngulo 6 en sentido positivo alrededor del eje z. En la base Cartesiana
usual, su representacién matricial es

cosf) senf O
R,=1|—senf cosf 0
0 0 1

Por lo tanto
PR (A) = (A% —2cos(O)A + 1)(A — 1)
+i6

y los autovalores son e=*" y 1.
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Para X igual a cada una de las raices A; de la ecuacién secular, la ecuacién (1.51)
tendrd (al menos) una solucién no trivial v; # 0, es decir

AVi = )‘iVi- (154)

Por lo tanto, las raices Aj,..., A, de la ecuaciéon secular seran los autovalores
del operador A, y las correspondientes soluciones no triviales v; de (1.54) serdn
las representaciones matriciales (como matrices columna), en la base {€;}, de
los autovectores v; de A asociados al correspondiente autovalor \;. El conjunto
de autovalores de un operador se llama su espectro.

Vamos ahora a enunciar un primer resultado general, para el caso relativa-
mente frecuente en que los autovalores son todos distintos.

Teorema 1.7.1. Si p,(A) tiene n raices \; todas distintas, con n = dim(V'),
entonces los autovectores asociados T; forman una base** del espacio vectorial V.

Demostracion. Demostraremos la independencia lineal de {#;}7—; por induc-
cién. Por simplicidad suspenderemos momentaneamente el convenio de suma
sobre indices repetidos.

» {1} Ll es trivial: o'ty =0 = a' = 0, ya que suponemos ¥, # 0.
» Supongamos {#; }*=' LI (para un dado k < n), y sean a’ € C tales que

k i- A
> iy @' = 0. Luego

k k k
A (Z aﬁ) = dA®W) =D a'\i; =0.
=1 =1 =1
Por otro lado
k k
D aiw =0 = M\ Y a's; =0.
=1 =1

Restando miembro a miembro

k k k—1
DAt — A > alt =Y al(\ — AT = 0.
i=1 i=1 i=1
Pero {#;}*=' LI = a’'(\ = M) =0, i=1,...,k— 1. Luego
k
Z a't; = a*t, =0 = a* =0, ya que suponemos T, # 0.
i=1
Por lo tanto hemos probado que a* =0, i =1,...,k, es decir

{T:}o LI = {5}, LL

11No necesariamente ortonormal.
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O

Notemos que la validez de este Teorema no esta restringida a espacios de
dimensién finita.'?

1.7.2. Autovectores a izquierda

Consideremos un operador A : V — V tal que At0; = A\;%;, con n autoval-
ores A; [n = dim(V')]. Podemos expresar esta relacién matricialmente como

Avi =X\v;, i=1,....n. (1.55)

Busquemos ahora autovalores y autovectores del operador adjunto A, cuya
representacién matricial es la matriz adjunta A'; es decir busquemos p € C y
@ € V tales que A" = pii, o matricialmente

Afu=pu, u#0. (1.56)

Como antes, esta ecuacién puede ponerse como (AT — ul)u = 0, y la existencia
de solucién no trivial requiere det(ul — AT) = 0. Pero

det(ul—AT) = det [(u*1-A)T] = [det(p*1-A)]" = (Z aju*"j> = (pa(1")",
=0

de modo que
det(ul = ATy =0 = p, (u*) =0.

Luego p* debe ser igual a alguna de las raices A; de p, (1)), es decir u = A7. De
lo anterior podemos concluir que los autovalores p; de AT son los conjugados de
los autovalores de A,

Las matrices columna u; que representan a los correspondientes autovectores i;
son soluciones de
Alu; = Au; (1.57)

Si los autovalores \; son todos distintos, los p; también resultan todos difer-
entes entre si, y puede demostrarse que los autovectores a izquierda ; forman
base de V', de la misma forma que se hizo para los autovectores a derecha .

El nombre de autovectores a izquierda se debe a que las componentes de ;,
en notacién matricial, satisfacen la ecuacion

u'TA = \ulf, (1.58)

obtenida de la anterior tomando el adjunto Hermitiano de ambos miembros, y
poniendo

u'l = (ui)T.

12Para espacios de dimensién infinita nuestra demostracién sélo prueba la independencia
lineal de los autovectores; el concepto de base requiere restricciones adicionales sobre los
vectores “admisibles” como parte del espacio.
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Notemos que esto nos permite interpretar al operador A, representado por la

q p p p , Tep: p

matriz A, como actuando “hacia adelante” sobre elementos de V' representa-

dos como matrices columna, o actuando “hacia atras” sobre elementos de V*
9

representados como matrices fila.

1.7.3. Diagonalizacién de un operador

Sea un operador A : V — V| y sea A su representacién matricial en una
dada base {&;}7, de V; sean Av; = \;v;, Afu; = Afu;, con n autovalores \;
todos distintos [n = dim(V")]. Entonces

Av; = \v; = wTAv; = \uity;
wTA = )\luff = uTAv; = )\luf‘vi

Como A; # \j si i # j, entonces comparando las dos expresiones de la derecha
vemos que wiv; = 0si i # j. Por otro lado, podemos multiplicar tanto a u/f
como a v; por escalares arbitrarios sin alterar nada de lo que antecede, es decir,
siempre podemos normalizarlos de modo que

Ni# N sii#j = o=, (1.59)

Ahora bien, la matriz fila u/T puede pensarse como la representacién matricial
de un elemento %’ de V*, igual que la matriz columna v; es la representacién
matricial del elemento #; de V. En estos términos, la relacién anterior se escribe

N# N sii#j = W (6)=4,. (1.60)

Esto quiere decir que las bases {#;} de V y {%’} de V* son bases adjuntas.
Las correspondientes matrices columna v; y fila u/T dan sus componentes en la
base {€;} de V.

Si ahora queremos interpretar a u/v; como el producto escalar de los au-
tovectores u; y ;, debemos pensar que primero obtenemos de u; la matriz
columna u; de sus componentes en la base {€;}, luego tomamos su adjunta
Hermitiana u/T = (u;)T, y finalmente decimos que ésta es la matriz fila que rep-
resenta al correspondiente elemento % de V*. La consistencia con lo expuesto
en la Seccién 1.6 nos muestra entonces que debemos considerar a {€;} una base
ortonormal de V; es decir, debemos asumir que la métrica, en la base {€;}, es
la identidad.'® Con esta consideracién, podremos entonces poner

y decir que los autovectores a izquierda y a derecha son dos a dos ortogonales.
Nétese que no pedimos que ¥ - ¥; = 0;; ni que @ - 4; = d;;, y en general no
ocurre ast. _

De lo anterior se desprende que u/TAv; = uiTv;\; = §7,)\; son los elementos
de la matriz diagonal diag(\1,...,\,). Sea U la matriz n x n que tiene a las

13Por cierto, la métrica en la base de los {€;} en general no sera la identidad.
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matrices fila u/T por filas, y sea V la matriz n x n que tiene a las matrices
columna v; por columnas, es decir

Luego
ulfvy .0 ulfy,
uv = : : =1,
utvy oo uty,
de modo que =V~ y
ulfAv; .. ulfAv,
UAV = V1AV = : : =diag(A1, ..., A\n).
uAv, ... u™Av,

Podemos resumir los resultados obtenidos hasta ahora en el siguiente

Teorema 1.7.2. Sea A:V — V un operador lineal sobre un espacio vectorial V-
de dimension n, que tiene n autovalores diferentes Ai,..., An; sean ¥; y U;
los autovectores a derecha y a izquierda (respectivamente) asociados a ellos; y
sean T los elementos de V* asignados a U a través de la métrica identidad.
Entonces:

1. {v;}", es base de V, {w’ 7_1 es base de V*, y son bases adjuntas; los v
y los i; son ortonormales dos a dos.

2. Las representaciones matriciales v; de U; son las columnas de una ma-
trizV, y las representaciones matriciales 't de @’ son las columnas de su
inversa V™1, tales que la transformacion de semejanza representada por V

diagonaliza A: V7IAV = diag(A1, ..., \y).

1.7.4. Operadores Hermitianos

Una clase de operadores muy importantes en Fisica son aquellos llamados
Hermitianos, es decir aquellos cuya representacién matricial es una matriz Her-
mitiana AT = A. En particular, en Mecénica Cudntica los operadores Hermi-
tianos representan observables fisicos, sus autovalores son los valores “permiti-
dos” de dichos observables, y sus autovectores (o autofunciones) representan los
estados cudnticos correspondientes.

Supongamos que A : V — V sea Hermitiano, A su representacién matricial
en una dada base {€;}7_, de V, y Av; = \v;, ATu; = Afu,. Entonces
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1. AT =A = det(M—A) = det(Al—AT) V\; pero, factorizando el polinomio
caracteristico, vemos que
det(Al —=A) = (A= A1) ...(A =),
det(M — ATy = (A =X ... (A =A%),

n

Por lo tanto, podemos concluir que
ok
Ai = A,
es decir, los autovalores de un operador Hermitiano son todos reales.

2. Por el resultado precedente,

S N AT
= ATUi:)\zui u; =V,

es decir, los autovectores a derecha e izquierda serdn idénticos, u; = v,
y ult = (vy)T.

3. Asumiendo la métrica identidad en la base {€;}; de V', y normalizando
los autovectores adecuadamente, si los autovalores \; son todos diferentes,
entonces

—

v; - ’Uj = 5@' .
Con estos resultados, y los del Teorema 1.7.2, hemos demostrado el siguiente

Teorema 1.7.3. Sea A : V. — V wun operador lineal Hermitiano sobre un
espacio vectorial V de dimension n, con autovalores Ai,..., An; sean U; y U;
los autovectores a derecha y a izquierda (respectivamente) asociados a ellos; y
sean T los elementos de V* asignados a U; a través de la métrica identidad.
Entonces:

1. X=X, esdecir i R, i=1,...,n, yu; = 0.

2. Si A\; son todos distintos, {U;}7, es base de V, {v" ™, es base de V*, y
son bases adjuntas y ortonormales.

3. Si A; son todos distintos, las representaciones matriciales v; de U; son
las columnas de una matriz unitaria V, y la transformacion de semejanza

representada por V diagonaliza A: V™AV = VIAV = diag(\1, ..., \n).

1.7.5. Operadores Hermitianos con autovalores degenera-
dos

Si los autovalores de un operador Hermitiano no son todos diferentes, nuestra
demostracion de que los autovectores forman base se desmorona. Veremos ahora
que, aun en ese caso, podemos construir una base con los autovectores de un
operador Hermitiano.
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Sea A : V — V Hermitiano, dim(V') = n. El polinomio caracteristico de .A
siempre puede escribirse como

PAN) = (A= AT A= A2)® . (A= AP, Z ¢ =n.

Notemos que ahora denotamos por A1, Az, ..., A, las raices distintas de p ,. Para
cada raiz \;, el nimero de veces ¢; que aparece repetida se llama su multiplicidad.
Si g; > 1, el autovalor \; se llama degenerado.

Es facil ver que AT = A = \f =)\, = X\, €R, i=1,...,n, como antes.
Para cada autovalor distinto \;, sabemos que det(A;1 —A) = 0. Por lo tanto,
existe al menos una solucién v; no trivial de Av; = A\;¥; para cadai=1,...,r,

y el correspondiente autovector a izquierda satisface @; = ¥; como antes.
Construiremos ahora un procedimiento iterativo para obtener una base de
autovectores.

1. Consideremos el autovalor A\;, y supongamos que hemos encontrado un
autovector 71 asociado a él. Procedamos a normalizarlo, es decir, hagamos
vifvy = 1.

2. Construyamos una base ortonormal {€;}1'_; con e; := vy, e'le; = 52—. Para
ello podemos tomar cualquier conjunto LI de n vectores que contenga a ¥/
y ortonormalizarlo por el procedimiento de Gram-Schmidt.

3. Construyamos las matrices n x n

vit —

que resultan no singulares por ser {&;}", base. Tendremos VIV = I,
luego V es unitaria, V—1 = VT,

4. Construyamos

viTAv;  viTAe, ... vitAe, Avitvy o Avlfes L0 Apvlfe,

e?TAv;  e?tAey ... e%fAe, Aty A2, L A
VIAV = , . . = : :

e"Av; e"tAey ... e'fAe, Aetfyy A, . A

donde hemos definido A"; := e’fAe;. Luego

MO -0
0

ViAV = , ,
. A/

0

con A" la matriz (n — 1) x (n — 1) con elementos A";.
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5. Notemos que
det(Al — A) = det[V™H(Al = A)V] = det(Al — VTIAV)

A=A |0 0
0
= . o = (A= Ap)det(Al' — AY),
: A=A

0
con I’ la matriz identidad (n — 1) x (n — 1). Pero
det(Al =A) = (A=A (A=) ... (A= \)T,
SodetAN =AY = A=A =) (A= N9
6. Siq1 > 1, det(Al' — A”) = 0; por lo tanto existe al menos una solucién

no trivial vy de A'vy = Ajvj). Podemos repetir entonces todo el proceso
anterior, construyendo una segunda matriz unitaria

1 | o o0 --- 0
v— | g <
S I 1
tal que
A0 0
0 M\
(VA Vay \VAVAE= ,
0 A//

con A” una matriz (n —2) x (n — 2).

7. Repitiendo el proceso g1 veces, terminamos por construir una matriz uni-
taria Sy := VV/V” ... V(@1 ta] que

A1 0

S,AS; = | 0 A

0 Alar)

El mismo procedimiento puede ahora aplicarse, por turno, a cada uno de los
restantes autovalores distintos. Por lo tanto, hemos demostrado el siguiente

Teorema 1.7.4. Sea A : V. — V wun operador lineal Hermitiano sobre un
espacio vectorial V' de dimension n, con

AN = A =AD" (A= A2)2 . (A= A)77, Zq =n.
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FEntonces:

1. N eR, i =1,...,r, y cada autovalor diferente \; hay asociados q; au-
tovectores LI.

2. Los autovectores de A forman una base ortonormal de V', por lo tanto A

es diagonalizable. En particular, V := (Vf Vf) es unitaria, y
VIAV = diag( A1, ..o AL, Ags oo Ags oy Ay ey Ap).
—_——— ——— —_———
q1 veces q2 veces qr veces

Notemos que a cada autovalor diferente A\; hay asociado un subespaci invari-
ante de A que, en este caso, resulta ser ker(\;l — A).

Si bien la demostracion de este Teorema ha sido constructiva, el procedimien-
to seguido para construir la base donde la representacién de A es diagonal, es
engorroso y nada conveniente en las aplicaciones. En la préactica, una vez que
sabemos que a cada autovalor A; con multiplicidad ¢; le corresponden g¢; au-
tovectores LI, sabemos que la solucién general de

AVi = )‘iVi

contendré ¢; parametros libres. Haciendo sucesivamente cada uno de estos paramet-
ros igual a 1 y los demds a cero, obtenemos ¢; autovectores LI, que luego po-
dremos ortonormalizar por el procedimiento de Gram-Schmidt. (Los autovec-
tores correspondientes a autovalores diferentes seran automaticamente ortogo-
nales entre sf).

1.7.6. Diagonalizacién simultianea de operadores Hermi-
tianos

Ahora que ya sabemos que un operador Hermitiano siempre es diagonaliz-
able, consideremos el siguiente problema: dados dos operadores lineales A, 5 :
V — V, ambos Hermitianos y por consiguiente diagonalizables por separado,
Jexistird alguna matriz V no singular tal que

A =V7IAV y B =VIBV

sean ambos diagonales?
Supongamos que tal matriz exista. Entonces, por ser diagonales.

A'B' = B'A’
y por consiguiente
AB = BA,

ya que la conmutatividad es propiedad de los operadores (véase el Ejercicio 1.4.1).
Es decir, si A y B son diagonalizables simulténeamente, entonces conmutan.
Supongamos ahora que A y B conmutan.
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. Como A es Hermitiana, existe alguna matriz V no singular tal que A’ =

V7'AV es diagonal, digamos A’ = diag(a, . . ., ay); luego A"; = a;0%;.

. Sea B’ = V7BV, entonces como AB = BA = A’B’ = B’A’, tendremos

[A'B]*; = [B'A];, de donde

b ogrioprtk . osioptk i
[ABT, =A"B"; =a0,B"; =aB", i
IATE 1iq1l ’i 1 ’i = @ i = 4 7

. Para todo i y j tales que a; # aj, la ecuacién anterior implica B”j =0.

Ordenemos los elementos de A’ de modo que a1 =ag =--- =aq = A1, €l
primer autovalor de A (g1 <n), ¥y ag,+1,--.,an # A1. Entonces

! )\1|q1 0 r B/l O
A‘(o n) B0 By)

con lg, laidentidad g1 xq1, Ay = diag(ag,+1,- - -, an), B} una matriz g1 xq1,
y BS una matriz (n —q1) X (n — q1).

. B Hermitiana = B’ Hermitiana = 3 W, unitaria, ¢; X q1, tal que

BY := W 'B{W; es diagonal. Definamos
A ) 4 (witooo
W= ( 0 In(n) - Wl - ( 0 Infql ’
con |, g, laidentidad (n—g1) x (n—g¢1). Entonces (operando por bloques)
- Wit 0 ) (Al 0N /Wi 0
"o, 1A _ 1 11g1 1
AT = WHAW = ( 0 Inq1> ( 0 A’2> ( 0 Inq1>

(WA, Wy 0 (Ml O
- 0 b Abln—g, ) — O AL

que es una matriz diagonal, y

_ w;tooo B, 0) /W 0
B :=W 'BW=("] ! ! )
( 0 I"Ql) (O B/2> ( 0 I"*Ql

_ (WiBIW, 0 _(BY ©
0 I"*QlB/anflh 0 B/Q/ ,

con BY una matriz diagonal g1 x q1, y By = BY,.

. Repitiendo este proceso para cada uno de los autovalores distintos de A,

terminamos construyendo una transformacién de semejanza que diagonali-
za simultaneamente a A y B.

Hemos demostrado entonces el siguiente

Teorema 1.7.5. Sean A,B:V — V Hermitianos. Entonces 3S t.q. STIAS y
S—IBS son ambas diagonales, si y sélo si A y B conmutan.
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1.7.7. Operadores normales

Una clase mas general de operadores, que incluye a los operadores Hermi-
tianos como caso particular, son los operadores normales, que son aquellos que
conmutan con su adjunto Hermitiano: AAT = ATA.

Notemos que para toda matriz A podemos escribir

1 1
A =X+1iY, con X := 5(A+AT),Y = ?(A — A,
1

descomposicién que guarda cierta semejanza con la de un niimero complejo en
sus partes real e imaginaria. Es inmediato de la definiciéon que tanto X como Y
son matrices Hermitianas, por lo que podremos diagonalizarlas simultaneamente
sii conmutan. Pero

1 1
XY =YX = —[(A+ AD(A = AT — (A - AT A+ AN = 5[ATA — AAT],
i i
de donde deducimos el siguiente

Teorema 1.7.6. Todo operador lineal normal es diagonalizable.

Debemos destacar que la conversa no es cierta: bién puede existir una trans-
formacién de semejanza que diagonalice A pero no diagonalice ni a X ni a 'Y por
separado, como muestra el siguiente

Ejemplo 1.7.4. Consideremos la matriz (§ }). Es evidente que podemos diago-
nalizarla, ya que sus dos autovalores (1 y 2) son diferentes. Sin embargo, no es
1
2

normal: (§3)(19)=(32), pero (19)(§3) =(11).

1.8. Forma de Jordan

De lo expuesto en la Seccién precedente queda claro que un operador serd di-
agonalizable si todos sus autovalores son diferentes, o si es normal (este tltimo
caso incluye a los operadores Hermitianos. La diagonalizabilidad resulta una
caracteristica altamente deseable, ya que en la base en que su representacion es
una matriz diagonal, la accién de un operador resulta evidente.

Resulta natural, entonces, preguntarnos cudl es la clase mas general de op-
eradores de los que podremos decir, a priori que seran diagonalizables, y cudl
serd la forma més simple a la que podremos reducir la representacion de un
operador que no lo sea. Como veremos en lo que sigue, las respuestas a ambas
preguntas estan intimamente relacionadas.

1.8.1. Ejemplos ilustrativos

En un sentido trivial, la respuesta a la pregunta de cudndo un operador
podra diagonalizarse es “cuando exista una base del espacio vectorial en la
que su representacién sea una matriz diagonal”. Sin embargo, si una matriz es
diagonal, sus autovectores son simplemente los vectores de la base donde adopta
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esa forma (y los autovalores son obviamente los elementos de la diagonal); y si
los autovectores forman base, es evidente que la representacién del operador
en esa base serd una matriz diagonal. Pero el que los autovectores formen base
es independiente de la base en que expresemos el operador, asi que por ahora
podemos expresar el siguiente

Lema 1.8.1. Un operador A : V. — V es diagonalizable sii sus autovectores
forman base de V.

Esto nos indica que, si queremos hallar operadores no diagonalizables, debe-
mos buscar operadores cuyos autovectores no formen base. Demos algunos ejem-
plos:

Ejemplo 1.8.1. Consideremos un operador A : R? — R? que en una dada
base se representa por la matriz A = ((1) %) Su polinomio caracteristico es
Pa(A) = (A = 1)?, de modo que tiene un autovalor A\; = 1 con multiplicidad 2.
Pero la ecuacién de autovectores (A — Al)v = 0 tiene en este caso una séla
solucién LI, ya que (A—X;1) = (§ ¢ ); poniendo v = (3 ) tenemos que (§ §) () =
(3) = y =0, de modo que ker(A — A1) = span{(})}.

Dicho de otro modo, el subespacio de R? desarrollado por los autovectores
(uno, en este caso) es unidimensional. Sin embargo, cabe preguntarse qué ocurre
con los vectores que no pertenecen a este subespacio. En particular, vemos que
(A= Xi1)(9) = (§), es decir, los vectores del subespacio complementario de
ker(A — A1l) son llevados a ker(A — A1l) por accién de (A — Aql). Una vez alli,
una segunda aplicacién de (A — A1l) los enviard al vector nulo, ya que en efecto
(A= X11)? =(88), de modo que ker[(A — A11)?] = R, el espacio completo.

Notemos para terminar que la ecuaciéon (A—\;11)?v = 0 s7tiene dos soluciones
LL por ejemplo (§) v (9).

Ejemplo 1.8.2. Consideremos ahora un operador A : R* — R*, que en alguna
base se representa
11
A= (44
00

Su polinomio caracteristico es g, (A) = (A = 1)*(A — 2)?, de modo que tiene dos
autovalores diferentes Ay = 1 y \; = 2, ambos con multiplicidad 2. Tenemos

luego

rertA =) =span { (§) b werta e = s { (1)}

Nuevamente vemos que los autovectores no forman base, pero

s ()= () a-m (D))
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Notando que

(™)
[elele)e]

(A= \1)?2 = (

cooo
cooo
oroo
=HNOO
coor
cor |
cooo

) oo 35
tenemos
win-st=om{({). ()} w1 (D}

y vemos que son subespacios invariantes bajo A.

1.8.2. Descomposicién primaria

De los ejemplos precedentes podemos ver aparecer un patrén, que ahora
vamos a formalizar.

Supongamos que V es suma directa de cierta colecciéon de subespacios V;,
i=1,...,r, y denotemos por P; el proyector sobre V;. Es inmediato que

» P2 =Py
» PyP; =0sii#j;
Y Pi=T.
También es inmediato que VZ € V,
w T =P eV
=)0 @

Las restricciones de un operador A : V' — V a cada subespacio V; las denotare-
mos por A; := A/V;, y las identificaremos con los correspondientes operadores
AP; : V. — V (ver el comentario final de la Seccién 1.2.1). De lo anterior se
desprende que

AZ = ZAJE (1.62)
i=1

Si cada subespacio V; es ademds invariante bajo A, es decir si Z; € V; =
Az, = Ay, € Vi, i = 1,...,r, diremos que A es suma directa de sus restric-
ciones A; a cada subespacio, y lo denotaremos

A=PA. (1.63)
1=1

Una consecuencia inmediata de lo anterior es que, si tenemos bases B; de cada V;
y formamos una base B = {By,...,B,} de V colecciondndolas, entonces en la
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base B la matriz que representa al operador A toma la forma diagonal por
bloques

Ay 0 0
0 A 0

A= , : (1.64)
0 0 A,

donde cada A; es una matriz dim(V;) x dim(V;), que podemos pensar como la
representacién matricial de A; en la base B;.14

Supongamos ahora que A : V' — V es un operador lineal, con dim(V) =n, y
que o, (A) = TTi—; (A = X)%, 37i_; ¢ = n. Definimos el subespacio caracteristi-
co V; asociado al autovalor \; como

Vi = ker[(A — A1) %] (1.65)
(nétese que dim(V;) = ¢;). Enunciaremos, sin demostracion, el siguiente

Teorema 1.8.2 (Descomposicién Primaria). Sea A : V — V un operador lineal,
entonces:

1. 'V es suma directa de los subespacios caracteristicos V; de A: V = @::1 V;.
2. Cada V; es invariante bajo A, y por consiguiente A = @._, A/V;.
3. El polinomio caracteristico de A/V; es ©a/v: A) = (A= \)4.

4. Cada A; puede descomponerse como A; = D; +N;, donde D; := \;P;, que
es diagonalizable, y N; := (A;—\,Z)P;, que es nilpotente de indice < g;.'°

Es sencillo demostrar que todos los operadores D; y N; conmutan entre si.

Las primeras tres afirmaciones del Teorema anterior implican que, para todo
operador lineal A : V — V| existird una base de V' donde su representacién
matricial adopte una forma diagonal por bloques como la mostrada en (1.64), y
que cada bloque representara la restriccién de A al correspondiente subespacio
invariante. La cuarta afirmacion nos dice que, ademas, existird una base donde

14Con la definicién “habitual” de A/V;, tenemos A; : V; — V;, y las representaciones
matriciales de cada A; en la correspondiente base B; de V; son las matrices A;; sin embargo,
si identificamos (como lo hacemos aqui) a A/V; con AP;, estos son operadoresde V en V, y
sus representaciones matriciales en la base B de V son

Ay 0O -~ 0 o o0 .- 0 0 0 0
i o 0 .- o) _ 0 Ay -~ 0 i 0 o0 0
Ar=] . . S, A= . . s A=

o o0 --- O o o .- 0 o 0 -+ A,

La ventaja de este enfoque es que podemos escribir A= Y"7_, A;.
15Un operador A se dice nilpotente de indice g si N4 = 0 pero N9—1 £ 0.
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cada bloque A; adopte la forma triangular!®

M ox x -+ x X
O N = -+ x x
O 0 XN -+ =z =x
o 0 0 -+ XN =z
O 0 0 - 0 X

[P

donde las “x” representan elementos posiblemente no nulos, que dan la repre-
sentacién matricial del nilpotente N;.

1.8.3. Forma normal de Jordan

Vamos a analizar ahora en mas detalle la estructura de cada uno de los blo-
ques de la descomposicién primaria de un operador lineal. Para ello deberemos
introducir primero algo de nomenclatura.

Un operador lineal A : V' — V se llama nilciclico de orden n [= dim(V)] si

existe una base {é1,...,¢€,} de V tal que
Aé;=¢€_1, i=nn—1,...,2,
A, = 0.

Una tal base se llama ciclica, y en ella la representacién matricial de A adopta
la forma

+r 0 0 --- 0 O
0 10 0 0
0 0 1 0 0
A:
6oo0 0 --- 0 1
ooo0o 0 --- 0

Notemos que para un operador nilciclico, p, (A) = A", y que su tinico autovector
(en la base ciclica) es €1, con autovalor cero. También se verifica que todo
operador nilciclico de orden n es un operador nilpotente de indice n.

Ejercicio 1.8.1. Demuestre las afirmaciones precedentes.
Enunciaremos ahora sin demostracion el siguiente

Teorema 1.8.3. Sea N : V — V un operador nilpotente sobre un espacio V de
dimension finita n. Entonces existen subespacios Vi, it =1,...,r, tales que

1. V es su suma directa: V =@;_, V; ;

16Por convencién se asume triangular superior.
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2. las restricciones N'/V; de N a cada uno de ellos son operadores nilciclicos

de orden dim(V;);
3. N es suma directa de sus restricciones: N = @::1 N/V;.

Esto significa que, dado un operador nilpotente N sobre un espacio V, exis-
tird una base de V' donde su representacion matricial adopte la forma diagonal
por bloques

N; 0 0
0 Ny --- 0

N=| . ], (1.67)
0 0 N,

donde cada matriz N; representa un operador nilciclico de orden dim(V); igual
a la dimension del subespacio V; sobre el que actta.

Aplicando el teorema precedente a la descomposicién primaria de un ope-
rador A : V — V, vemos que siempre existird alguna base de V' donde cada
bloque A; adopte la forma particularmente simple

J()\i)til 0 e 0
0 Jows 0
A, = . e , , (1.68)
O 0 o J()\I)t”‘l

donde cada bloque de Jordan J(y,),, serd una matriz ¢;; X ¢;; de la forma

N 1 0 0 -~ 0 0
0 N 1 e 00
0 0 XN 1 -~ 0 0

Jowne, =1+ o e ] (1.69)
0 0 0 0 - X\ 1
0 0 0 0 - 0 X\

con el autovalor )\; en la diagonal principal, unos en la diagonal inmediata
superior, y ceros en todas las demds posiciones. También se desprende de lo
anterior que a cada bloque de Jordan J(y,;,, habré asociado un unico autovector
de A de autovalor \;.

1.8.4. Reduccion a la forma normal de Jordan

Enfrentaremos ahora el problema siguiente: dado un operador lineal A : V' —
V', y conocida su representacién matricial A en una dada base {€;}7, de V,
encontrar: (i) su forma normal de Jordan; (ii) la transformacién de semejanza
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que lleva A a esa forma. Daremos un método constructivo para resolver este
problema, que puede entenderse como un algoritmo.!”

Descomposicion primaria

Lo primero que debemos hacer es encontrar una base de V' que implemente
la descomposicién primaria de A. Para ello deberemos encontrar los autovalores
de A y los subespacios caracteristicos asociados a cada uno.

1. Construimos el polinomio caracteristico
Pa(A) = det(Al = A),
resolvemos la ecuacion secular

Pa(A) =0
para encontrar los autovalores \; con sus respectivas multiplicidades ¢;, y
factorizamos el polinomio caracteristico en la forma

T

oa(N) = [T =)o

=1

2. Para cada autovalor distinto \;, determinamos la matriz columna v;, solu-
cién general de la ecuacién

Esta solucién contendra g; parametros libres, asi que de ella podremos
obtener ¢; columnas v;1, ..., vig LL'® que desarrollan el subespacio car-
acteristico V; de A asociado al autovalor ;.

3. De manera automdtica (por construccién), todas las columnas obtenidas
seran LI entre si. Construimos entonces con las columnas v;; la matriz

(Vi1 Vg
T._(l l),

y calculamos su inversa T~!. La transformacién de semejanza definida por
estas matrices llevara A a la forma diagonal por bloques

A, 0 --- 0
AN =T AT = 0 A_2 O
0 0 --- A,

17Este procedimiento no es ezactamente el descripto en la clase tedrica correspondiente,
sino una versién algo mas breve y, a mi entender, méas clara. Toda critica al respecto serd par-
ticularmente bienvenida.

18Por ejemplo, poniendo sucesivamente cada pardmetro libre igual a 1 y los demés a 0.
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Hasta aqui, habremos realizado la descomposicion primaria de A.'® Debe no-
tarse la fuerte similitud entre el procedimiento llevado a cabo aqui y el segui-
do usualmente para diagonalizar una matriz diagonalizable, siendo la principal
diferencia que en lugar de trabajar con autovectores, soluciones de (A — \;1)v; =
0, aqui trabajamos con las soluciones de (A — \;1)%v; = 0.

Reduccion de cada bloque a la forma normal

Pasamos ahora a trabajar en la reduccién de cada bloque A; a su forma
normal de Jordan. Notemos primero que, al trabajar con cada bloque A;, ya no
necesitamos trabajar en el espacio completo V', sino sélo en el correspondiente
subespacio caracteristico V;. Esto quiere decir que si estamos trabajando con el
bloque A;, nuestras filas y columnas sélo contendran elementos distintos de cero
en las posiciones correspondientes a ese bloque, es decir seran de la forma

_ T
v=(0,. ...t L0, 0, y00, ,0)%,
q1+--+qi;—1 veces ¢; elementos no nulos gi4+1+---+q, veces
uf=(0,............ L0 Uy w0, ,0)

q1+--+qi;—1 veces ¢; elementos no nulos gi41+---+q, veces

En la préctica, entonces, para cada bloque A; trabajaremos con columnas y
filas de tamarfio ¢; (los tinicos elementos posiblemente no nulos), y recién al final
ordenaremos estos elementos en filas y columnas de tamano n.

Como se verd a continuacion, el procedimiento a seguir con cada bloque A;
consiste en ir construyendo, por un método iterativo, las bases ciclicas de cada
uno de los nilciclicos contenidos en A,.

19 Alternativamente, en el paso (2) podemos determinar también cada matriz fila ut, solu-
cién general de la ecuacion
uf(A = \1)% =0,
que contendra g; parametros libres, y obtener de ella g; filas u .,u%iT LI, que desarrollan
el subespacio dual de V;. Por construccidn, las filas de un subespacio V; y las columnas de
cualquier otro subespacio distinto V;, i # j, serdn mutuamente ortogonales:

i1t
b

ulviy, =0 Vi=1,...,q5, k=1,...,q; sii#j.

Dentro de cada subespacio V;, podemos aplicar a las correspondientes filas y columnas el
procedimiento de Gram-Schmidt para convertirlas en mutuamente ortonormales (si ya no lo

fueran). Obtenemos as{ un conjunto de n columnas v;; y otro de n filas uit, coni=1,...,r,
l=1,...,q;, que son mutuamente ortonormales:
ilt _ si sl
u'vp = 4 ]5 k-

La matriz T se construye entonces como en el paso (3), pero su inversa se obtiene simplemente
poniendo

urart

Cudl de las dos alternativas resulta més conveniente en la practica, dependerd de la matriz A.
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4. Para cada bloque A; debemos comenzar encontrando todos los autovec-
tores LI correspondientes al autovalor \;. Para ello, determinamos la ma-
triz columna v (jtamano ¢;!), solucién general de la ecuacién

Esta solucién contendra m; < g; parametros libres, asi que de ella po-
dremos obtener m; columnas vy, ..., V., LI1,2° que desarrollan el subespa-
cio ker(A; — \;1).2! En este paso, es altamente conveniente ortonormalizar
estas columnas (p.ej. por el procedimiento de Gram-Scmidt), y en lo que
sigue asumiremos que asi se hizo, tras lo cual construimos la columna

V=aivy +- -+ Am; Vm,
con aiy, ..., Gm, parametros libres y v, . .., Vi, mutuamente ortonormales.
5. Buscamos la columna wy, solucién general de la ecuacién

(Al - )\1|)W1 = V.

Supondremos primero que este sistema de ecuaciones no impone ninguna
condicion sobre los parametros as para que exista solucién. Entonces w;
contendré 2m; pardmetros libres,?? ya que como toda solucién general
de un sistema inhomogéneo lleva sumada la solucion general del sistema
homogéneo; de estos parametros, m; seran los as; y los otros m; seran
nuevos, llamémoslos b,.23

Para seguir, buscamos una columna wy, solucion general de
(Al - )\»LI)WQ = Wy,

e iteramos el procedimiento anterior. Otra vez apareceran m; nuevos para-
metros, llamémoslos ¢;. Es posible que a medida que avancemos algunos
de los nuevos parametros vayan quedando determinados en términos de
otros o de los originales a4, pero mientras no aparezca una condicién sobre
los pardmetros originales as, seguimos iterando este paso.?*

20Por ejemplo, poniendo sucesivamente cada parametro libre igual a 1 y los demaés a 0.

21Recordemos que dim(ker(A; — A;1)) = m;, el niimero de autovectores LI asociados a A;.

22Obviamente este caso presupone 2m; < g;.

23Estos nuevos pardmetros bs simplemente aportan la solucién general del sistema ho-
mogéneo, que en principio podriamos pensar que no queremos y que deberfamos descartar
poniendo bs = 0; porque estarfamos buscando una preimagen de ker(A; — A;1) bajo (A; — A1)
que “no contega nada” que ya estuviera en ker(A; — ;1) (lo que llamarfamos una preimagen
“propia”). Sin embargo, pese a que estamos construyendo una base del subespacio invari-
ante correspondiente a A;, generalmente ella no serd ortogonal, de modo que “no estar” en
ker(A; — A;l) no implica no tener proyeccién sobre (o componentes en) él.

24 Asi, vamos generando en cada paso subespacios que son llevados cada uno al anterior ly
finalmente a ker(A; — A\;1)] por sucesivas aplicaciones de (A; — A;l).
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6. Supongamos en cambio que en una dada iteracién del paso anterior deter-
minamos (por primera vez) que el sistema

(Ai - )\iI)Wt = W¢_1

no tiene solucién a menos que se cumpla cierta relacion entre los parame-
tros originales ag presentes en w;_1, la que adoptard la forma genérica

klal + - —|—km1am1 = 0,

con ki, ..., kp, dados.

Por una parte, esto quiere decir que existe un autovector particular en
V=aivi + -+ am;Vm,

que debemos eliminar para poder seguir adelante. Este autovector ten-
dré justamente la forma

vio = k1vi + - 4 ki Ving

y sus sucesivas preimagenes vi1,Vi2, ..., Vi;—1) s¢ obtienen andlogamente,
substituyendo cada as por el correspondiente ks en wi,ws, ..., w1, res-
pectivamente. A éste autovector particular (y sus preimdgenes) tendremos
asociado un bloque de Jordan J(y,); de tamafio ¢ x ¢, que actuard sobre el
subespacio Vi1 := span{vig, vi1,...,vi@—1)} de V;.?°

Por otra parte, deberemos imponer la condicién

k1a1—|—~~-—|—kmiami :0

V:CL1V1+"'+CLmiVmi,

eliminando asf v1p y obteniendo un subespacio de ker(A; — A;1) disjunto
de span{vio}. Llamaremos v/, wj, w}, ..., w';_1 al resultado de imponer la
condicién en v y sus sucesivas preimagenes, todos los cuales tendran ahora
m; — 1 pardmetros a, libres. Veremos que ahora la ecuacién

(Ai = Xil)wy = w;_y

st tiene solucién. Continuaremos entonces con el proceso iterativo, pero
con un parametro original a, menos.2°

25Nétese que {vi0,Vi1,. .., Vl(t—l)} forman, por construccién, una base ciclica de Vj.
263i hubiéramos determinado que el sistema

(As — Ai)we = wyq

no tiene solucién a menos que se cumplan dos relaciones entre los as presentes en wy_1, de la
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A medida que procedamos, los pasos (5) y (6) se irdn alternando, e irdn
quedando cada vez menos parametros originales ags libres, es decir sin haber sido
eliminados en términos de los demas. El proceso iterativo de cada bloque A; ter-
minard cuando, quedando p > 1 pardmetros originales libres (digamos a1, . . ., ap),
obtengamos p condiciones

k1a1—|—-~~—|—kpap:0,
h1a1—|—-~~—|—hpap:0,

frar +---+ fpap =0

que impongan a; = --- = a, = 0. Determinaremos entonces los ultimos p au-
tovectores particulares y sus respectivas preimagenes, y los respectivos bloques
de Jordan.

Una vez determinados todos los autovectores particulares y sus preimagenes,
pueden quedar sin determinar pardmetros by, cs, etc. de las contribuciones de
la solucién homogénea incorporadas en cada iteracion del paso 5. Procedemos
entonces a “hacer limpieza” simplemente anuldandolos.?”

Finalmente, una vez completados los pasos 4 a 6 para cada bloque A; de la
descomposicion primaria, procedemos como sigue:

Construccién de la transformacion de semejanza

7. En cada subespacio V; construimos la matriz ¢; X ¢;

S, — Vip Vi1 ot Vi(g,-1) V20 V21t Vo(g,—1) o c-ete.--o
i =
! [ 1 ! [ 1 coete.e-- )
forma
kia1 + -+ kmiami =0,
hiar + -+ hmiami =0,
(k1,...,km; y h1,..., hm; dados), procedemos de igual forma, pero determinando ahora dos

autovectores particulares

viop = kivi + -+ + km; Vi,
vao = hivi + -+ + Am; Vi,

cada uno con su respectivo bloque de Jordan J(y,); asociado, de tamafio ¢ X ¢, actuando sobre
sendos subespacios generados por vig y Voo y sus respectivas preimégenes. Imponiendo las dos
condiciones a v y sus preimédgenes (dejando m; — 2 pardmetros as libres en ellos), la ecuacién

(A = Awy = wj_q

tendra solucidén, y continuaremos entonces con el proceso iterativo, con dos parametros origi-
nales as menos. La generalizacién al caso de tres o més condiciones es directa.

27Ya que, por ejemplo, los bs atin libres tras finalizar la iteracién de los pasos 5 y 6 sélo
aportan a wj vectores que ya estdn en v, a wp vectores que ya estdn en wi, etc.; los ¢s libres
s6lo aportan a wg vectores que ya estan en v, a ws vectores que ya estan en wi, etc.; etc.
Como se vera en los ejemplos que siguen, muchas veces podemos descartar estos parametros
tan pronto estemos seguros que ya no seran necesarios en ulteriores iteraciones.
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y su inversa S; ! la transformacién de semejanza generada por ellas de-
jara el bloque A; en la forma

Joon
S;lAlsl = J()\i)t2

8. Construimos ahora las matrices n x n

S, 0 --- 0 51*1 0 0

-1
5. 0 S -+ 0 sl . 0 S5 0
0 0 - S, 0 0 ... St

Aplicando la transformacién de semejanza generada por ellas a la descom-
posicién primaria A’ de A, tendremos

A’ =STIT-IATS
en su forma normal de Jordan.

Ejemplo 1.8.3. Presentaremos primero un ejemplo relativamente simple para
fijar algunas ideas. Utilizaremos la misma numeracion del texto precedente, para
facilitar el seguimiento de cada paso.

Sea la matriz

21 -1 0 1
02 0 11
A=1]10 0 2 0 1
00 0 21
0 0 0 0 2

Descomposicion primaria

Un rapido examen de ésta matriz muestra que solo tenemos un tnico autova-
lor A = 2 con multiplicidad 5, por lo que ya estamos en una base que implementa
la descomposicién primaria. Los pasos 1 a 3 pueden darse entonces por comple-
tados.

Reduccién a forma normal

Necesitaremos
01 -1 0 1 T To — I3 + xIs

0O 0 0 11 To T4+ x5

(A - )\l)X =0 0 0 0 1 I3 = Is

0O 0 0 01 Ty 5

0O 0 0 0O 5 0

4. Los autovectores vienen dados por

To — I3+ T5 0 xr1 xr1
T4+ T5 0 T2 T2
Ts =10 — T3 | = | T2
Ts5 0 Ty 0
0 0 5 0



1.8. FORMA DE JORDAN 53

Hay dos autovectores LI; ortonormalizdndolos ponemos

1
+as—=

V2

<

Il

Q

S
cocoocor
cCo R~ O

5. Buscamos una primera preimagen w; de v, solucién general de

Wo — W3 + Ws ay

wq + Ws a2/\/§

(A—)\I)wl =V — Wws = ag/\/i
Ws 0
0 0

La tercera y cuarta ecuaciones muestran que no habré solucién a menos
que ag = 0.

6. Tenemos la condicion

klal + k2a2 =0 con kl = O, kQ =1.

Por un lado, entonces, substituimos a; por k1 y as por ko en v y determi-

namos
1 0 0
Vip = kl 8 + kgi i = L i
0 V2 0 V2 0 ,
0 0 0

que tiene asociado un bloque de Jordan J(g);.

Por otro lado, imponemos la condicién as = 0 en v y obtenemos

1 0 1
0 1 1 0
V=a1|0]l+0—=|1|=a1|0
0 V2 0 0
0 0 0

Volvemos entonces al paso anterior.

5. Buscamos una primera preimagen wj de v/, solucién general de

Wo — W3 + Ws a1 by
Wy + Ws 0 b2
(A=Xhw) =V = ws =10 = wj=|bs—a
Ws 0 0
0 0 0
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que no impone condicién alguna sobre a;.

Buscamos una segunda preimagen wh de wf, solucién general de

W9 — W3 + Ws by

wy +w b

A — W DR I
(A= Aw), =w; = ws =|b—a

Ws 0

0 0

Vemos que la tercera y cuarta ecuaciones imponen bs = a1, pero no hay
condicién impuesta sobre a;. Tampoco se impone ninguna condicién so-
bre by, asi que asumiremos el riesgo de descartarlo ahora, poniendo b, = 0.
Recordemos que debemos substituir estos valores de by y ba también en wi,
asi que escribimos

0 C1
ai C2

!/ 0 !
Wi = y Wy = C2
0 a1
0 0

Buscamos una tercera preimagen wj de wj, solucién general de

Wo — W3 + Ws cl

wq + Ws C2

(A= A)wi =w) — ws =] c
Ws a

0 0

Vemos que la tercera y cuarta ecuaciones imponen ce = a1, pero no hay
condicién impuesta sobre a;. Tampoco se impone ninguna condicién so-
bre ¢y, asi que asumiremos el riesgo de descartarlo ahora, poniendo ¢; = 0.
Substituyendo estos valores de ¢; y ¢ también en w), escribimos

0 dy

ai dao
wh=|a |, w/3 =|da+a

ay 0

0 ai

Buscamos una cuarta preimagen w) de wj, solucién general de

W9 — W3 + W dq

(A )\I) , 1U4+1U5 B p d2
— wy, =w; — Wy = 2+ ay

Ws 0

0 a1
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Vemos que la tercera y cuarta ecuaciones imponen do = —aj, y que no
hay condicién sobre di, asi que tomamos d; = 0 y escribimos

Vemos también que la quinta ecuacién impone la condicién a; = 0.28

6. Tenemos la condicion
klal =0 con kl =1.

Por un lado, substituimos a; por k1 en v/, wi, wh y w}, y determinamos

1 0 0 0

0 1 1 -1
voo= |0, wi=[0],who=[1],ws=]0 |,

0 0 1 0

0 0 0 1

que tienen asociado un bloque de Jordan J(zys.

Por otro lado, imponemos la condicién as en v y obtenemos

el subespacio nulo. Esto indica que hemos terminado con este bloque de
la descomposicién primaria.

Construccion de la transformacion de semejanza

7. Procedemos ahora a construir las matrices

0 100 0 00 V2 V2 0
1/v2 01 1 -1 10 0 0 O
S=]1/v2 001 0o, S'=f0o 1 -1 0o 1],
0 00 1 0 00 0 1 0
0 00 0 1 00 0 0 1
y obtenemos

200 0 0

021 00

STIAS=10 0 2 1 0of,

000 21

000 0 2

28F] lector debe convencerse de que esta condicién no es “salvable”, es decir no hay valores
posibles de d; y d2 que permitan no anular ag; es mas, debe convencerse también de que, atin
si no hubiéramos descartado by y c1, la condicién a; = 0 persistiria.
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que ya esta en forma normal de Jordan.

Ejercicio 1.8.2. Muestre que si en el ejemplo precedente, elegimos otros valores
distintos para b1, ¢1 y d1 (que en el ejemplo fueron igualados a cero), la forma
normal de Jordan resulta la misma, y por consiguiente sélo hemos obtenido otra
base ciclica diferente para el subespacio donde acttia el bloque de Jordan J(2)4.

Ejemplo 1.8.4. Vamos a presentar ahora un ejemplo relativamente completo
del uso del método para reducir una matriz a su forma normal de Jordan. De
nuevo utilizaremos la misma numeracién, para facilitar el seguimiento de cada
paso.

Sea la matriz

-10 -6 7 =12 2 8 8§ =5
-9 -4 5 =11 3 9 7T -6
0 1 3 3 -3 -3 -1 3
9 12 -10 25 -7 —-18 —-15 13
2 7 -6 15 -3 —-11 -9 8
-8 -4 5 -8 1 6 5 =3
0 o -1 -2 2 2 2 -1
-4 -9 7 -18 6 13 1 -8

Descomposicion primaria
1. El polinomio caracteristico es
Pa(A) = A% = TIAT 4+ 5205 — 138X% + 225)" — 231A% + 146A% — 52 + 8,
que factorizado queda
oA = (A= 23(A = 1)%.
Tenemos entonces
AL =2, q =3,

Az =1, g2 =95

2. La solucién general de (A — A11)3v = 0 resulta ser

1 1 0

2 1 -1

1 0 1
ker[(A — A1)?] = span _1 , _1 , ; ,

1 0 0

0 1 0

0 0 1
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de donde podemos leer las columnas vi1, vi2 y vi3, que son LI. Andloga-
mente, la solucién general de (A — A2l)%v = 0 resulta ser

—4 0 2 2 —4
—1 3 0 1 1
—4 2 2 2 —4
2 0 0 0 0
ker[(A - )\2|)5] = span 0 1210 1ol°1o0l” 0 ’
0 0 1 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 2

de donde podemos leer las columnas va1, Voo, Va3, Vag ¥ Vos, que son LI
entre si y de las anteriores.

3. Formamos la matriz

1 1 0 —402 2 —4
2 1 -1 -1 30 1 1
1 0 1 -4 22 2 —4
c_|-t -t 1 2 000 o0
-1 -1 2 0 200 0
1 0 0 0 010 0
0 1 0 0 00 2 0
0 0 1 0 000 2

con las columnas encontradas en el paso 2, determinamos su inversa

-7 —4 4 -8 2 6 5 —4

-2 -2 0 -5 3 4 3 -3

-6 -4 3 -8 3 6 5 —4

_ -3 1 L 9 1 92 3 _3
e B L RS R T

2 2 2

7 4 -4 8 -2 -5 -5 4

1 1 o & -3 2 -1 3

3 4 _3 _a _5 &

3 2 2 4 2 3 2 2

y aplicamos a A la transformacién de semejanza asi definida, obteniendo

200 0 O 0 0 O
r 20 0 0 0 0 O
602 0 0 0 0 O
P o000 1 1 0 0 1
S C ORI T T
6oo0 o o0 o0 o0 2
o000 o 1 0 1 1
000 § -3 3 b3
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Reduccién a forma normal del bloque A;. Trabajamos primero con

2 0 0 0
Ar=[1 2 0], (A-xD)=][1
00 2 0

o OO

0
0
0

4. La solucién general de (A; — A1l)v = 0 resulta ser

0 0
ker(A; — A1l) = span 11,10
0 1

Estas columnas ya son ortonormales; ponemos entonces

0 0
v=a1 |1l]+ax |0
0 1

5. Buscamos una primera preimagen w, solucién general de
(Al - )\1|)W1 = V.

La tercera ecuacion de este sistema muestra que no habra soluciéon a menos
que kia1 + keaz =0, con k1 = 0y k2 = 1, es decir, a menos que as = 0.

6. Substituyendo a; por ki y as por ke en v, determinamos entonces un
primer autovector

0 0 0
Vip = kl 1 + kg 0 = 0 5
0 1 1

asociado a un bloque de Jordan J(2)1, ¥y que no tiene ninguna preimagen.

Para seguir debemos eliminar vig de v. Para ello substituimos as = 0 en v,
obteniendo

5. Buscamos su primera preimagen wj, solucién general de
(Al - )\1|)W/1 = V/.
Obtenemos wj = (a1, b1, b2)”; un vistazo a la iteracién siguiente muestra

que no se impondra condicidn sobre los nuevos parametros by y bs, asi que
los descartamos y escribimos
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Buscamos ahora una segunda preimagen wj, solucién general de
/ /
(Al - )\1|)W2 = Wj.

La segunda ecuacién de este sistema muestra que no habra solucién a
menos que kya; = 0, con k1 = 1, es decir a menos que a; = 0.

6. Substituyendo a; por ki en v/ y su preimagen w, determinamos un se-
gundo autovector vgg y su preimagen vai,

0 0 k1 1
Voo = kl 1 = 1 5 V21 = 0 = 0 5
0 0 0 0

asociados a un bloque de Jordan J(2)2, ¥ que no tienen otra preimagen.

Para seguir debemos eliminar voo de v/. Para ello substituimos a; = 0
en v/, obteniendo el vector nulo, lo que indica que hemos terminado con
el bloque asociado a A;.

Reduccién a forma normal del bloque As. Pasamos ahora a trabajar con

Az

1 1 0 o0 1 o 1 0 0 1
_1 3 1 1 _1 _1 1 1 1 _1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
=|l0o 0 0 0 2/|,A=x)=|0 0 -1 0 2
o 1 o0 1 1 o 1 0 0 1

1 1 1 1 3 1 1 1 1 1

2 2 T2 T2 2 2 2 T2 T2 2

4. La solucién general de (A2 — Azl)v = 0 resulta ser

5V2

_% 6

ker(Ay — A2l) = span V6 |,
5V2
§V6

Estas columnas ya son ortonormales; ponemos entonces

V2 3V2
Sw) (ha
v=a1 | 2V6 |+az|—3V6
V2 V2
i)\

[N SIS

N[=

| |
ESCES-I

5. Buscamos su primera preimagen wy, solucién general de
(Al - )\1|)W1 = V.

Obtenemos W1 = (bl + b2 + %\/i(al + CLQ), —bl + b2 + %\/i(al + CLQ), 2b1 —
2by + %\/6(—@1 +az), by + by, by — by)T; un vistazo a la iteracién siguiente
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muestra que no se impondra condicién sobre los nuevos pardmetros by
y ba, asi que los descartamos y escribimos

\/§(a1 + az)
\/§(a1 + az)
Wi = %\/6(—CL1 + az)
0
0

SIS

Buscamos ahora una segunda preimagen ws, solucién general de
(Al - )\1|)W2 = Wi.

La primera y cuarta ecuaciones de este sistema muestran que no habra solu-
cién a menos que kijay + ksas =0, con ky = 1y ko = 1, es decir, a menos
que az = —a; (la segunda y quinta ecuaciones muestran lo mismo).

. Substituyendo a; por k1 y as por kg en v y su preimagen wy, determinamos

entonces un primer autovector vig y su preimagen viq,

%\/5 %\/5 V2 %\/i(kl + ko)
—5V6 §V6 0 3V2(k1 + k2)

vig = k1 %\/6 +ko —% 6| = 0 , Vi1 = % 6(—I€1 + kg) =
NG | o |va 0
f6) Gl o )

asociados a un bloque de Jordan J(1)2, ¥ que no tienen otra preimagen.

Para seguir debemos eliminar vig de v. Para ello substituimos ay = —ay
en v, obteniendo

3V2 V2 0

-1v6 V6 —5V6as
vV =ay %\/6 —ay —% 6= %\/gal

i 1

i sl | T

W 26\ 1ea

Haciendo la misma substitucién en wi, obtenemos la primera preimagen
de v/,

5. Buscamos ahora una preimagen wj, solucién general de



1.8. FORMA DE JORDAN 61

Obtenemos wh = (b1 + bz + 2v/6a1, —b1 +b,2b; — 2by + 2v/6a1, by + bz, by —
b2)T'; un vistazo a la iteracién siguiente muestra que no se impondré condi-
cion sobre los nuevos parametros by y bg, asi que los descartamos y escribi-

mos
%\/Eal
0
wy = | 2\/6ay
0
0

Buscamos la siguiente preimagen, solucién general de
/ /
(Al - )\1|)W3 = Ws.

La primera y cuarta ecuaciones de este sistema muestran que no habra solu-
cién a menos que kya; = 0, con k; = 1, es decir, a menos que a; = 0.

6. Substituyendo a; por k; = 1 en v’ y sus preimédgenes wj y w), respecti-
vamente, determinamos un segundo autovector vgy y sus preimagenes va;
y Va2,
0 0 3V6
-3V6 0 0
V20 = %\/6 y V21 = —%\/6 y V22 = %\/6 )
0 0 0
%\/6 0 0

asociados a un bloque de Jordan J(1)3, y que ya no tienen otra preimagen.

Para seguir debemos eliminar voo de v/. Para ello substituimos a; = 0
en v/, obteniendo el vector nulo, lo que indica que hemos terminado con
el bloque asociado a As.

Construccion de la transformacion de semejanza

7. Recolectamos los autovectores y sus preimégenes asociados a A; en la
matriz S; y calculamos su inversa, obteniendo

0
Si1=10
1

o = O

1 0
0, S;it=|{o
0 1

o = O

1
0
0
Aplicando la transformacién de semejanza asi definida a A, queda

2 0
S;'AS =10 2
0 0

N = O

También recolectamos los autovectores y sus preimégenes asociados a Ag
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en la matriz Sy y calculamos su inversa, obteniendo

+

V2 V20 0 3V6

0 V2 —3V6 0 0
Se=[0 0 2V6 -3V6 2V6|,

V2 0 0 0 0

0 0 3v6 0 0

0 0 0 V20

0 V2 0 0 V2
S;'=1 0 0 0 0 V6

V6 —3v6 —3v6 —3v6  1V6

V6 —1v6 V6 —1

o
|

6

Aplicando la transformacién de semejanza asi definida a Ag, queda

S, ALS, =

OO OO
OO O = =
OO = OO
O = = OO
—_——_ 0 O O

8. Finalmente, recolectamos las matrices S y So y sus inversas en las matrices

_(S1 0 4 (S{t o
S‘(o 52>’ S _(o S;t)”

y aplicamos la transformacién de semejanza asi definida a A’, quedando

A" =STIN'S = STITIATS =

OO OO OO OoN
O OO O OO NO
O OO OO N+ O
OO OO, OOO
OO O R, OOO
OO, OO O OO
O~ MFEF OOOOOoO
— =0 0O 00O oo

que esta en su forma normal de Jordan. Esta iltima transformacién es sélo
formal, ya que en realidad nos limitamos a colocar los bloques SflAlsl
y S5 'A2S, en la diagonal de A”; y completar el resto con ceros.

Para finalizar, debemos destacar algunos hechos importantes que probable-
mente no hayan quedado explicitados.

1. Cuando diagonalizamos una matriz diagonalizable, estamos habituados
a que los autovectores pueden renormalizarse arbitrariamente. Aqui eso
sigue siendo cierto respecto de los autovectores, pero si multiplicamos
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un dado autovector por una constante, deberemos multiplicar todas sus
preimégenes por la misma constante, ya que estas ultimas son soluciones
de sucesivos sistemas inhomogéneos, el primero de los cuales tiene al au-
tovector como inhomogeneidad.

2. También cuando diagonalizamos una matriz diagonalizable, estamos ha-
bituados a que los autovectores correspondientes a un mismo autovalor
pueden recombinarse (linealmente) en forma arbitraria. Para una matriz
no diagonalizable esto en general es falso, ya que cada autovector tiene
asociado un bloque de Jordan en general distinto. Sélo podremos recom-
binar libremente autovectores al mismo autovalor y que tengan asociados
bloques de Jordan de igual tamano.

3. Finalmente, también de nuestra experiencia con matrices diagonalizables
puede habernos quedado la idea de que dos matrices serdn semejantes
si tienen el mismo espectro (o, lo que es igual, los mismos invariantes
algebraicos). Para matrices no diagonalizables ello no es cierto: debe es-
pecificarse, ademas, la estructura de bloques de Jordan.

1.9. Tensores

Los tensores aparecen frecuentemente en Fisica, representando por ejemplo
entes como momento cuadrupolar o gradiente del campo eléctrico, momentos de
inercia, propiedades elasticas de sélidos, propiedades de transporte de fluidos,
etc. En esta Seccién unificaremos algunos conceptos ya introducidos y dare-
mos una formulacién general de los mismos. En el camino, veremos que ya nos
hemos encontrado, sin saberlo, con diversas instancias de tensores, que ahora
reconoceremos como tales.

1.9.1. Definicion de tensor

Ya nos hemos encontrado con el concepto de una 1-forma (lineal) &, que es
una aplicaciéon de un espacio vectorial V' al cuerpo escalar C,

w:V—-C,  Vaid o@)eC.

Menos familiar es el hecho de que podemos pensar a un vector % como una
aplicacién lineal del espacio dual V* al cuerpo escalar: si definimos

() = (1),

vemos que efectivamente

—

i:V*—C, Vsi a®m)ecC.

Otro ente en cierto modo semejante que ya hemos encontrado es el producto
interno, que definimos como una 2-forma (lineal) que lleva dos vectores de V' al
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cuerpo escalar,
:VxV—-C,  VxV>3(i5) 2 o) eC.

Aqui V x V representa el producto Cartesiano del espacio V' consigo mismo,
es decir, el EV formado por todos los pares ordenados de vectores (i, ¥), con
w0, 7€ V.2

Aun otro ente con caracteristicas similares es un operador lineal A de V'
en V. A primera vista esto parece contradictorio, ya que A : V — V es decir
no va al cuerpo escalar. Sin embargo, dado @ € V', también Au € V, de modo

que podemos aplicarlo a una 1-forma & € V* para obtener un escalar:
(Au)(w) = b(Ax) € C.

Podemos entonces pensar en el operador 4 como una aplicacién lineal que toma
un vector # de V' y una 1-forma & de V* y devuelve un escalar. Haciendo un
ligero abuso de notacién (aprovechdndonos de la linealidad) desecharemos los
paréntesis, y escribiremos

A VXV =C,  V*xV>3(wi) 2 wAieC.

La notacién w.Au es altamente sugestiva, y nos permite dar tres interpretaciones
diferentes de la operacién que indica: (i) la aplicacién A toma un vector @ y una
forma &, y devuelve un escalar (A : V*x V — C); (ii) el operador A actia
“hacia adelante” sobre el vector u, devolviendo otro vector sobre el que actia o
para dar un escalar (A : V — V); y (iii) el operador A actia “hacia atrds” sobre
la forma (0, devolviendo otra forma sobre la que acttia # para dar un escalar
(A:V* = V).

La generalizacién més o menos obvia de estos casos particulares es una apli-
cacién lineal que tome un cierto nimero de formas de V* y un cierto niimero
de vectores de V' y devuelva un escalar. Para formalizarla, definiremos primero

I :=V"XV*% - . x VXV xVx--xV. (1.70)

T veces S veces

Definiremos ahora un tensor T de tipo (r, s) como una aplicacién
T:II - C (1.71)
lineal en todos sus argumentos, y escribiremos
T@', ..., 0" d,... i) =teC, &'... 0" eV* d,.. ., ieV.

El rango de un tensor se define como el niimero total de argumentos que toma
la aplicacion, es decir r + s.
Revisando los casos particulares del principio, vemos que:

29En espacios de dimensién finita, el producto Cartesiano V x W y la suma directa V @ W
de dos espacios vectoriales V' y W son equivalentes, y podemos usar indistintamente uno o
la otra. Sin embargo, esto no es valido en espacios de dimensién infinita; la nocién que se
generaliza correctamente a este caso es la de producto Cartesiano, que es la que usaremos
aqui.
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= las 1-formas son tensores de tipo (0, 1), rango 1;
= los vectores son tensores de tipo (1,0), rango 1;
= el producto interno es un tensor de tipo (0, 2), rango 2;

= los operadores lineales son tensores de tipo (1, 1), rango 2.

1.9.2. Espacio tensorial

Volviendo al concepto de 1-forma como aplicacion lineal de V' en C, recorde-
mos que lo usamos para definir el espacio dual V* como el EV de todas las
1-formas lineales sobre V', es decir

V*={:V — C, b lineal}.

Para completar esta definicién, debimos agregar al conjunto de las 1-formas
las operaciones de suma de 1-formas y de producto por un escalar, con las
propiedades usuales.

De modo anélogo, y pensando ahora en los vectores como aplicaciones linea-
les de V* en C, podemos definir V' como

V={u:V*—C, 4 lineal},

agregando las operaciones de suma de vectores y de producto de un vector por
un escalar, también con las propiedades usuales.

Asimismo, podemos definir el espacio consistente en todos los operadores
lineales A de V en V, como el conjunto

{A:V*xV — C, A lineal},

agregando las operaciones de suma entre operadores lineales y de producto de
un operador lineal por un escalar, y este serd un espacio vectorial.
Para generalizar esta idea, debemos definir las siguientes operaciones:

= Suma de tensores: Dados dos tensores T' y .S, ambos de tipo (r, s), su
suma es el tensor

T

(T + S)(&",

LT, )
=T ..., & iy, .. i)+ S@Y .0, ),
también de tipo (r, s).

= Producto por un escalar: Dado un tensor T de tipo (7, s), su producto
por un escalar A € C es el tensor

D)@, ... 0"y, ... i) = AT, .07, . . ., i),

también de tipo (r, s).
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Estas operaciones tendrdn las mismas propiedades (distributividad, etc.) que
las definidas para vectores. Dadas estas operaciones, definimos el espacio tenso-
rial V.7 como

V2 :={T:1I] — C, T lineal}, (1.72)

y es un espacio vectorial.

1.9.3. Producto tensorial

Un concepto util que nos permite definir tensores sobre espacios “més grandes”
a partir de otros tensores sobre espacios “més chicos” es el de producto tenso-
rial. Dados dos tensores T1 € V2! y Ts € V72 en espacios tensoriales V>! y V2
(posiblemente distintos), su producto tensorial T es el nuevo tensor

T:=T\®T, € V1 (1.73)
definido por
T@Y, .. " T, ey, T Ty)
=T, . 0", e ) TR (T T 0, Tsy), (174)
donde W', ..., 0" 7!, . . T2 eV y iy, ... U, T1,... Vs, € V.

Ejemplo 1.9.1. Dados dos vectores u, 7 € V', definamos T := @ ® U; entonces
T(,7) = d4()v(T) Vo, T € V*,
y vemos que T es un tensor de tipo (2,0).

Ejemplo 1.9.2. Dados un vector & € V y una forma w € V*, definamos
T := 4 ® ; entonces

T(7,7) = @(F)o(@) Vi e V:, 7€V,

y vemos que T es un tensor de tipo (1,1).

1.9.4. Base y componentes

Consideremos un EV V' con una base {€;}~, y su dual V* con la base du-
al {& 7_1- Recordemos cémo definimos las componentes w; de una forma® € V*
por w; = w(€;). Andlogamente podrfamos definir las componentes 27 de un vec-
tor ¥ € V por 27 = #(¢’). También podriamos definir las componentes de un
operador lineal A como A’ = @ A&, o las componentes ®;; del producto inter-
no ® como ®;; = ®(é;, €;) (estas ultimas serfan los elementos de la métrica g;;).
Veriamos que todas estas definiciones son consistentes con las propiedades que
hemos ido hallando para las componentes de los diversos entes.

Vamos a generalizar entonces esa idea, definiendo las componentes Sﬁ;z de

un tensor S € V;* en las bases {€;}7_, y {¢/}}_,, como

Sl = S(e, .8, ). (1.75)
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De manera andloga a lo que ocurria para las componentes de vectores, opera-
dores, etc., las propiedades de linealidad de los tensores haran que las compo-
nentes de una suma sean la suma de las componentes, y las componentes del
producto por un escalar sean el producto del escalar por las componentes.

—11 — —1

. 1
Consideremos ahora formas & = w;, €', ..., &" = w; €' en V*, y vectores

U = uéj,,...,Us =u/*€;, en V. Por linealidad,
S@, .. 0 i) = wy w0 T S (e, EL)
=w, .. .wirujl .. .ujsSﬁ:::;: . (1.76)
Por otro lado, dados los productos tensoriales
€ ® 0 e ®. .- 0" (1.77)
puede verificarse facilmente que
S=6, 00§ @ - @ S eV, (1.78)

es decir que S asi definido es un tensor de tipo (r, s). Esta forma de escribir un
tensor es completamente andloga a la manera en que escribimos un vector o =
u'€; o una forma & = w;€’ como combinaciones lineales de los elementos de una
base, donde los coeficientes de la combinacion son las respectivas componentes.
Puede mostrarse que los productos tensoriales (1.77) forman una base del espacio
tensorial V7.

Ejemplo 1.9.3. Sea A : V — V un operador lineal sobre V', con compo-
nentes A’; en la base {€;} de V. Entonces

A=A &Re,

con lo cual si ¥ = 2¢; € V,
A = A6 @ ¢lale = Aljale @@ () = A'jale o, = (A'al)e; eV,
y andlogamente, si & = wie' € V*,
WA = (wA'))e e V™.
Ejemplo 1.9.4. Podemos pensar al operador identidad Z : V' — V como un
tensor I € Vi! tal que
I(o, @) = WIu=wu Yoe V"' deV.

Entonces _ )

I = 51‘] éL ®EJ,
donde &°; es la delta de Kronecker.

Ejercicio 1.9.1. Muestre que los productos tensoriales (1.77) forman una base
del espacio tensorial V,?, y que (1.78) es un tensor de tipo (r, s).

Ejercicio 1.9.2. Muestre que [ =4 ¢; ®e.
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1.9.5. Cambio de base

El comportamiento de las componentes de un tensor ante un cambio de base
en los espacios V' y V* puede deducirse de la misma forma en que lo hicimos
para las componentes de vectores, formas y operadores lineales. La idea central
es, nuevamente, que un tensor tiene existencia independiente de las bases en que
expresamos sus componentes.

Asi, si {€;}7; y {€7}}_, son bases de V con

—/ — 1
e =aA';,

y {e'}n,, {e” %_; son sus respectivas bases duales (bases de V*), el mismo

tensor S podra expresarse en cualquiera de estas bases, como

S=¢, 0 ®¢ e @ e S (1.79)
=&, @08 et e @l gh (1.80)
De aqui resulta
tky. ky —11k1 —11kr i i TR
Syt = (AT . (A7 GAT AT S (1.81)

mostrando que S es s veces covariante y r veces contravariante.

Esto nos permite introducir una definicién alternativa de tensor: Cualquier
objeto con r + s indices, cada uno que corre de 1 a dim(V), y que ante un
cambio de base €’ = & A’; en V transforme de acuerdo a (1.81), lo llamaremos
tensor de rango r+s, s veces covariante (indices abajo) y r veces contravariante

(indices arriba). Esta definicién préctica es la que usaremos en adelante.

Ejemplo 1.9.5. Un vector & = u/é; con componentes u’, es un tensor de
rango 1 una vez contravariante, también llamado vector contravariante (o sim-
plemente vector).

Ejemplo 1.9.6. Una 1-forma & = w;€é" con componentes w;, es un tensor de
rango 1 una vez covariante, también llamado vector covariante o covector.

Ejemplo 1.9.7. Un operador lineal A = A’ ¢; ® € con componentes Al es

un tensor de rango 2 mixto, una vez covariante (;) y una vez contravariante @,

1.9.6. Contraccién de indices

Ya hemos introducido el producto tensorial, que nos permite construir un
tensor de rango mayor a partir de dos o mas tensores de rangos menores. La
operacion contraria, que nos permite obtener un tensor de rango menor a partir
de otro de rango mayor, es la contraccion de indices.

Si S € V.® es un tensor de tipo (r,s) con componentes Sﬁ::j:, definimos su
contraido respecto a los indices i, y jm como

Silvvvinflin,in+l~»ir o Sil...ir 5jm
J1edm—1infm+1---Js — “J1..Js in

De acuerdo a la ley de transformacién (1.81), éste serd un tensor de tipo (r —
1,s—1) y rango r + s — 2.
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Ejemplo 1.9.8. Sea T = Tij ¢ ® ¢ un tensor mixto de rango 2. Su traza,
definida como
Te(T) :=T"

19

es un escalar (tensor de rango 0).

Es fundamental aclarar que el contraido de un tensor sera a su vez un tensor,
si y sélo si los indices que se contraen son tomados de a pares, uno covariante
y el otro contravariante. Por ejemplo, si S;; son las componentes de un tensor
covariante de rango 2, S;; no es un tensor (escalar, en este caso), ya que no
resulta invariante ante cambios de base.

Ejercicio 1.9.3. Verifique que S;; no es un escalar, aunque S;; sea un tensor.

1.9.7. Simetria

Una propiedad importante que pueden tener los tensores, y que ya hemos
conocido a través de las matrices, es la simetria o antisimetria

Sea S € V,# un tensor de tipo (r, s) con componentes S ‘--ir Tiremos que S
es simétrico respecto a los indices iy, iy, si

S’Ll’L Ay 177811 z,, PR A
VARREVE] ’

es decir si sus componentes son invariantes respecto del intercambio de los
indices iy, imy,. De igual modo, le llamaremos simétrico respecto a los indices
Jns Jm s

S’Ll L = S’Ll

Jm Jn--Js ]n Jme--Js

Si un tensor es simétrico respecto a cualquier par de indices, le llamaremos
simplemente simétrico.
Diremos que S es antisimétrico respecto a los indices iy, iy, si

Slllm 7«7‘— S’Ll ln [R5 7S
Ji--Jds ’

es decir si sus componentes cambian de signo ante el intercambio de los indices
in,im- De igual modo, le llamaremos antisimétrico respecto a los indices jy, jm
si

S’Ll L = _S’Ll

Jm JneJs J,, Jme--Js

Si S € V0, le llamaremos totalmente antisimétrico si
GMEnseesin) — gom (IT) G710
donde II(i1,...,4,) es una permutacién cualquiera del conjunto ordenado de

indices {i1,...,4r}, y sgn(Il) es su signo (+ si es una permutacién par y — si es
impar). De igual modo, si S € Vi, le llamaremos totalmente antisimétrico si

Sti(s,....j.) = sen(ID)S;, ;. -
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Notemos que definimos la simetria o antisimetria de un tensor solamente res-
pecto al intercambio de pares de indices ambos covariantes o ambos contravarian-
tes. Ello es asi porque de este modo la simetria o antisimetria se preseva ante
cambios de base. Si la definiéramos respecto de indices uno covariante y el otro
contravariante, cambiaria con la base en que representdramos el tensor, y no
podriamos considerarla una propiedad del tensor, sino sélo de su representacion
en alguna base particular.

Ejercicio 1.9.4. Verifique que T = 77 no implica T = ..

Dos operaciones relacionadas con las definiciones anteriores son la simetrizacion
y antisimetrizacién de tensores. Dado un tensor T' € V.Y de tipo (r,0) con com-
ponentes 1"t *r definimos su parte simétrica como el tensor

ST cV?

con componentes

o 1 o

[ARR 7 S TI(%1,. .0

7t |- — E I ),
7!
I

donde la suma corre sobre todas las permutaciones de los indices. Asimismo,
definimos su parte antisimétrica como el tensor

AT € V?

con componentes

o 1 o
Tl i LS (i)
T
II

Definiciones y notacién completamente andlogas valen para tensores 1" € Vi de
tipo (0, s).

Las operaciones de simetrizacion y antisimetrizacién pueden extenderse a
conjuntos arbitrarios de indices, mientras sean todos del mismo tipo (covariantes
o contravariantes). As{ por ejemplo

T = ST =T Sin = 5[Siu+ Siuls  ete.

1.9.8. Producto exterior

Cuando tratamos con vectores, nos es familiar la nocién de producto vectorial
entre dos vectores, que es otro vector’. Un concepto relacionado a él, y hasta
cierto punto similar, es el de producto exterior entre dos tensores.

Dado un tensor S € Vi con componentes Sj, .. ;., totalmente antisimétrico, y
otro tensor T' € Vi con componentes T}, . j,, también totalmente antisimétrico,
su producto exterior
(s+1)!

SANT =
slt!

AS®T)

30En realidad, como veremos en seguida, es un pseudovector



1.9. TENSORES 71

es un nuevo tensor € VOSH totalmente antisimétrico, con componentes

S[j Tllmlt] .

1--Js

Una definicién completamente equivalente vale para tensores contravariantes.
El producto exterior posee las siguientes propiedades:

1. SA(Ty+To)=SATL 4+ SATs.
2. SA(TANR)=(SANT)ANR=SATAR.
3. SAT =(=1)'T A S.
Ejercicio 1.9.5. Demuestre las propiedades precedentes.

Ejemplo 1.9.9. El producto exterior entre dos vectores @ y © de R? serd el
tensor con componentes

1 o
uliv?) = 5[#1}] —ulv'],

que podemos representar por la matriz antisimétrica

0 wlv? —u2ol wle® —udo!
Z | w?ol —ule? 0 w?v3 — udy?
w3l —ule?  uwdo? — w2’ 0

Notemos que @ A @ = 0.

1.9.9. Densidades tensoriales

Existen muchos objetos que ante cambios de base no transforman exacta-
mente como tensores, sino de una forma estrechamente relacionada, y que tienen
significado fisico. El producto vectorial entre dos vectores es un ejemplo; las den-
sidades de masa y carga son otro.

Todo objeto con r + s indices, cada uno que corre de 1 a dim(V'), y que ante

un cambio de base € ; =g A jenV transforme de acuerdo a

k1

Sk = det(AP AT AT AT AT s (1.82)

lh=g1--.9s 0

se llama densidad tensorial o pseudotensor de peso p.

Ejemplo 1.9.10. Las densidades de carga eléctrica y de masa no son escalares,
sino pseudoescalares de peso 1. Andlogamente, el diferencial de volumen es un

pseudoescalar de peso —1. Estos resultados seran discutidos en mas detalle en
la Seccién siguiente.

Ejemplo 1.9.11. El tensor completamente antisimétrico de Levi-Civitta se
define como

1 si {j1...Js} es permutacién par de {1,..., s},
€j..jo =4 —1 si{j1...Js} es permutacién impar de {1,..., s},
0 para todo otro caso,
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y es una densidad tensorial (contravariante) de peso —1 y rango s = dim(V).
Alternativamente podemos definir €"1+%", cuyas componentes coinciden numéri-
camente con las del anterior, pero que es una densidad tensorial (contravariante)
de peso 1.

Demostraremos la afirmacién precedente para s = 2. En ese caso €15 = 1,
€21 = —1, Yy €11 = €22 = 0. Luego

det(A) sii=1,j=2,
AN Al = AN AR — A% A =0 —det(A) sii=2,5=1,
0 sii=j,
de donde es inmediato que

1 si {i,j} es permutacién par de {1, 2},
det(A)*leklAkiAlj =1 -1 si{i,j} es permutacién impar de {1, 2},

0 para todo otro caso.

Ejercicio 1.9.6. Demuestre que €}, = det(A)ej, j, y €7 = det(A) 1"t

g
Ejercicio 1.9.7. Demuestre que el producto tensorial de dos densidades tenso-
riales de pesos p1 y p2, es otra densidad tensorial de peso p; + p2.

Ejercicio 1.9.8. Demuestre que la contracciéon de indices no altera el peso de
una densidad tensorial, sino s6lo su rango.

1.9.10. Tensor adjunto

Un concepto intimamente relacionado a los de densidades tensoriales y pro-
ducto tensorial, y que frecuentemente aparece en conjuncién con ellos, es el de
tensor adjunto o dual.

Dado dim(V) = n y un tensor completamente antisimétrico 7% de ran-
go 7 < n, definimos el tensor adjunto®' (o dual) como

Tiyoiny "= €y iy gr g L7107, (1.83)
es decir, contraemos los indices de T%*r con los tltimos r indices del tensor de
Levi-Civitta. El tensor adjunto es también totalmente antisimétrico, y su rango
es n — r. Sin embargo, si T%* era un tensor, su adjunto serd una densidad
tensorial.

Definiciones completamente andlogas valen para tensores covariantes e in-
cluso para densidades tensoriales.

Ejemplo 1.9.12. El producto vectorial usual es el adjunto del producto exterior
(ver Ejemplo 1.9.9) de dos vectores @ y ¥ de R3,

w?d —udv?  sii=1,
eijkubvk] =t —ulv?  sii=2,
utv? — w20l sid=3,

31No confundir con la adjunta Hermitiana.
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y es una densidad tensorial de peso —1 o pseudovector.

1.9.11. Ley del cociente

Este es un procedimiento rapido y préctico para reconocer si un objeto dado
es un tensor. Lo ilustraremos con un ejemplo.

Supongamos que sabemos que % es un vector con componentes u’, y deter-
minamos que Tijuj es un vector V4. Entonces T' es un tensor, en este caso de
rango 2 y mixto.

Un procedimiento andlogo vale para tensores de rango superior, y para den-
sidades tensoriales.

1.10. Coordenadas curvilineas

Hasta ahora hemos venido considerando cambios de coordenadas de la for-
ma € = g Al ; con Al ; constantes, es decir cambios de coordenadas globales. Es-
tos incluyen rotaciones, reflexiones y permutaciones de la base, y cambios entre
sistemas Cartesianos no necesariamente ortogonales. Pero todos estos cambios
de coordenadas comparten una caracteristica: si los vectores de la vieja base
eran paralelos a si mismos en cada punto del espacio (es decir, si era una base
Cartesiana), los de la nueva base también lo seran.

Sin embargo, en Fisica estamos acostumbrados a usar sistemas de coorde-
nadas no Cartesianos, las llamadas coordenadas curvilineas, que muchas veces
resultan mas adecuados a la geometria del problema que estamos estudiando.
Estos sistemas se caracterizan por el hecho de que los vectores base (que en
general se toman como versores tangentes a las curvas coordenadas) cambian
de direccién de un punto a otro del espacio. Por lo tanto, cualquier cambio
de coordenadas que involucre coordenadas curvilineas sera local, es decir, los
elementos A? ; de la matriz de transformacion serdn funciones de punto.

En esta Secidn consideraremos las consecuencias de realizar cambios de co-
ordenadas locales, es decir de la forma

1.10.1. Cambios de coordenadas locales

Un cambio de coordenadas cualquiera en V' [dim(V) = n] queda comple-
tamente caracterizado dando, por ejemplo, la expresién de las nuevas coorde-
nadas z”* como funciones de las viejas coordenadas 7, es decir

Lat), i=1,...,n. (1.84)

En el caso de cambios de coordenadas globales, las funciones 2’¢(z!, ..., 2™) eran
lineales en todos sus argumentos, con una matriz de coeficientes no singular. En
el caso de cambios de coordenadas locales, consideraremos admisible cualquier
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forma funcional para las z’?, siempre y cuando podamos invertir estas funciones
para despejar
I WAk m s
=22, 2, j=1,...,n. (1.85)

La condicién necesaria y suficiente para ésto es que el determinante Jacobiano
de la transformacion no se anule,

oz, ... z")

oz, ..., x'm) 7 0. (1.86)

J:—’

’ari

|9zt

Si esto ocurre, diremos que la transformacién es no singular (las nuevas coor-
denadas estdn “bién definidas” en términos de las viejas).

Ejemplo 1.10.1. Sean 2' y 2 coordenadas Cartesianas usuales en R2, y
sean 2’ y 2'? coordenadas polares (en notacién usual, ! =z, 22 =y, 2’1 = p

y 2’2 = 0). Entonces

2

o't = /(21)2 4 (22)2, 2'* = arctan %,

1

/
x :.Il

cosz’?, %=zl senz'?.

Notemos que el Jacobiano de la transformacion,

o(x!, 22 cosz'? sen z/?
( ’ ) = det 2 = :E/l,

8(33/1 , x/2)

—z'lsenz? z''cosz’?

7-|

sélo se anula para x’' = 0, hecho que conocemos como “el sistema de coorde-
nadas polares es singular en el origen”.

Las ecuaciones (1.84) y (1.85) pueden ser altamente no lineales, lo cual gene-
ralmente dificulta trabajar con ellas. Sin embargo, la relacion entre los diferen-
ciales de las coordenads viejas y nuevas,

oxt
dz'" = = da?, 1.87
e (1.87)
es siempre lineal y homogénea, aunque los coeficientes puedan depender de
las coordenadas de manera no lineal. Notando que si las relaciones (1.84) son
lineales y tienen la forma
4

— 0 ]
x —CLJ.I

la relacién entre diferenciales se reduce a
dz" = a';da?,

vemos que la generalizacién a coordenadas curvilineas de las definiciones de
tensores, densidades, etc., dadas en la Seccién precedente, puede hacerse sim-
plemente reemplazando la matriz de transformacién A de los cambios de coor-
denadas globales, por la matriz de derivadas parciales (matriz Jacobiana) J, es
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decir haciendo los reemplazos 32
i ox't _ i ox’
[A7Y] i T LA e 57 =) det(A) < det(J) =: J.  (1.88)

Esta identificacién, junto con la linealidad de la relacién entre los diferenciales,
simplificardan notablemente los calculos subsiguientes.

1.10.2. Vectores contravariantes

Definiremos como vector contravariante a cualquier objeto con componentes u’
que, ante cambios de coordenadas, transformen de acuerdo a

o9t
u' = %uj, (1.89)

que es la ley de transformacion de los diferenciales de coordenadas.

Ejemplo 1.10.2. Son vectores contravariantes: las componentes del vector des-

plazamiento dZ (por definicién); las del vector velocidad fl—f; etc.

1.10.3. Vectores covariantes

Sea (Z) ua funcién de punto (escalar); entonces por la regla de la cadena

dp 07 Jp
dr't Ozt dxd’

Definiremos como vector covariante a cualquier objeto con componentes u; que,
ante cambios de coordenadas, transformen de acuerdo a

,  Oxd
=

(1.90)

que es la inversa de la ley de transformacion de los diferenciales de coordenadas.

Ejemplo 1.10.3. El gradiente de una funcién escalar de punto, V¢, es un
vector covariante con componentes

Oy

P i

Son vectores covariantes: fuerza, campo eléctrico, y todo otro que se obtenga
como el gradiente de un potencial escalar.

32La justificacién rigurosa de esta identificacién pasa por definir los vectores de la base
curvilinea como tangentes a las curvas coordenadas. Geométricamente los identificamos con
los vectores desplazamiento dZ obtenidos variando cada coordenada con todas las demas fijas;

analiticamente los identificamos con las formas diferenciales %
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1.10.4. Tensores

Andlogamente a las definiciones anteriores, un objeto con componentes Sﬁ :::;T
que ante cambios de coordenadas transforme de acuerdo a
1k Ik 9.9 o
. 8x 1 ax ale ax‘] i1
T 9xit T Qe Ot T Pgptls TILds?

/kl...kr
Sl (1.91)
es un tensor de rango r + s, r veces contravariante (indices arriba) y s veces
covariante (indices abajo).

Ejemplo 1.10.4. La delta de Kronecker puede definirse como

St = %

7 Ogd’

y es un tensor mixto de rango 2
Ejemplo 1.10.5. Sean u’ las componentes de un vector contravariante, y v;
las de un vector covariante. Entonces u'v; son las componentes de un tensor
mixto de rango 2 (su producto tensorial), y el contraido uv; es un tensor de
rango 0 (escalar), su producto interno. Notemos que ni u‘v® ni u;v; son escalares
(dependen de la base). Por ejemplo con fuerzas conservativas, la velocidad de
un mévil es un vector contravariante con componentes v*, y la fuerza aplicada

es un vector covariante (ya que es el gradiente de un potencial escalar) con
componentes f;, de modo que la potencia

W .= fivi

es un escalar.

1.10.5. Densidades tensoriales

Un objeto con componentes S%1 " que ante cambios de coordenadas trans-
forme de acuerdo a

rk1 Tkr Hapd1 Js
S/klmkr _ Jp 83: 8$ 8$ 8$ S’L_l»»»’t_r (1 92)
Lo ds Orit T Opir 9p/l T Ggplls Ddr-ds :
es una densidad tensorial de peso p y rango r+s, r veces contravariante (indices
arriba) y s veces covariante (indices abajo).

Ejemplo 1.10.6. El tensor completamente antisimétrico de Levi-Civitta €;, .,
es una densidad tensorial (covariante) de peso —1, y €'**» es una densidad
tensorial (contravariante) de peso 1.

Ejemplo 1.10.7. El producto vectorial €;; wullvFl entre dos vectores contravari-

antes en R? es una densidad tensorial de rango 1 y peso —1, o pseudovector
(covariante).
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1.10.6. Integrales multidimensionales

En R? y en coordenadas Cartesianas ortonormales estamos acostumbrados
a escribir una integral de volumen como

/dV:/d:cdydz,

escribiendo el diferencial de volumen dV simplemente como dx dy dz. Sin embar-
go esta expresion es enganosa: debemos tener presente que geométricamente dV/
representa el volumen (infinitesimal) del paralelepipedo generado por tres vec-
tores desplazamiento LI, y bajo cambios de coordenadas transformara de manera
muy diferente al producto de los diferenciales dx, dy y dz.

La definicién de diferencial de volumen que toma en cuenta adecuadamente
estas consideraciones se basa en tomar n [= dim(V)] vectores desplazamiento
d¥(yy,...d¥ ) LI, formar su producto exterior y tomar el tensor adjunto,

P g g — ['L in]
dV i=dZqy N - NdZ () = eilmind:c(ll) ...dzx

o (1.93)

donde d:czi), i; =1,...,n, son las componentes (contravariantes) de cada vector
desplazamiento d ).

Puede verificarse que, si construimos una matriz cuadrada n xn cuyas colum-
nas sean las componentes de los dZ ), la definicién anterior hace que

dZy - dF
dV =det [ M <">> ,
( l l

que es justamente el volumen del paralelepipedo subtendido por dZ(y), . ..dZ ().
Podemos interpretar asi la definicién (1.93) como una “receta” algebraica para
realizar esta construccion geométrica: El producto tensorial de los d¥ () genera
un tensor de rango m cuyas componentes son todos los productos de la for-
ma d:cl(i) .. .dxz;‘l), con iy,...,i, = 1,...,n. La antisimetrizacion selecciona de
entre éstos los que corresponden a i1, ...,%, todos distintos, les asigna signos
alternantes y divide por n!. Finalmente, la contraccién con ¢;, ; produce el
determinante en cuestion.

Ejemplo 1.10.8. Construyamos el diferencial de volumen en R? (diferencial de
area): El producto tensorial de d(;) y dZ (2 tiene componentes d:cl('l)d:czQ) con
i,7 = 1,2, que podemos ordenar en la matriz

d:c%l)d:c%m d:c%l)d:cé)
2 1 2 2
d:c(l)d:c(Q) d:c(l)d:c(Q)

Antisimetrizando, podemos ordenar las componentes del tensor producto exte-
rior dZ(1) A d (o) en la matriz

0 d:c%l)d:cé) — d:c%l)d:c%m

N~

dz? dzl.. — dxl, dz?

(1% gy — da(y)daiy 0
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Finalmente, contrayendo con el tensor de Levi-Civitta de rango 2 obtenemos
dV = dCC%l)dCC?2) — d$%1)d$%2) y

que es justamente el drea del paralelogramo subtendido por dZ (1) y dZ().
Notese que la expresion obtenida es justamente el determinante de

1 2
(d:cgl) d:cgl)> '
d:c(Q) d:c(Q)

Nétese también que si di(1) = drel y dfp) = dyés, con {€1,€2} una base
ortonormal, esta expresion se reduce a dV = dx dy.

Ejercicio 1.10.1. Construya la expresion equivalente para el diferencial de
volumen en R3.

De lo anterior resulta claro que el diferencial de volumen no serd un escalar,
sino una densidad escalar de peso —1.

Ejercicio 1.10.2. Demuestre la afirmacién precedente.

Ejemplo 1.10.9. Sea p la densidad de carga eléctrica; si la carga total @) con-
tenida en un volumen dado debe ser un escalar (invariante ante transformaciones
de coordenadas), es decir si pedimos

Q:/pdV:/p’dV’,

vemos que p debe ser un pseudotensor de rango 0 y peso 1, es decir una densidad
escalar de peso 1.

El razonamiento por el que construimos el diferencial de volumen también
nos permite decidir cémo construir otros diferenciales multidimensionales. Por
ejemplo, el diferencial de 4rea orientado en R? debe ser un vector normal a
la superficie y de moédulo igual al area del paralelepipedo subtendido por dos
vectores desplazamiento LI tangentes a ella. Esto nos sugiere definirlo como el
producto vectorial de dichos vectores desplazamiento,

dA; = [WL = cijidayyda )

que no es un vector sino un pseudovector. El flujo de un vector contravariante
a través de una superficie vendra dado entonces por

/ ’U,i dAl y

y si debe ser invariante ante cambios de coordenadas, en realidad u® debe ser
una densidad vectorial de peso 1.
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eneralizando, si dim = n, el diferencial de “4rea” sobre una “superficie
G 1 do, si dim(V , el dif 1de “ ” sob “superficie”
de dimensién n — 1 sera el pseudovector de componentes

aA; =[dFy A A dE ) = irninydall o dafn ) (1.94)
donde los vectores desplazamiento son LI, y nos permitird calcular el “flujo”
de una densidad vectorial de peso 1 como antes. Andlogamente, el diferencial
de “area” sobre una “superficie” de dimensiéon n — r sera el pseudotensor de
peso —1 y componentes

dAJlJr = [df(l) AN A df(nfr) i = ejl...jril...infrd'f%ll) . d.Iz:liﬂ) 5

y deberemos integrarlo con una densidad tensorial u’t~+J= de peso 1.

El lector atento habrd notado que no hemos intentado definir ningin “ente”
como, por ejemplo en R3, la integral de una densidad (escalar) de superficie,
con un diferencial de drea “escalar” (no orientado). Ello es porque cualquier
definicién consistente del diferencial de area, donde pidamos que ante cambios
de coordenadas transforme como un tensor (o escalar, o vector) o como una
densidad tensorial, siempre nos llevard a la definicién (1.94). Si queremos definir,
por ejemplo, la integral de una densidad superficial (de carga, masa, etc.) ps
sobre una superficie en R? definida por la ecuacién o(Z) = 0, primero deberemos
convertirla en la densidad volumétrica

p = ps6(o(Z)),

donde § es la delta de Dirac, 3® y luego integrar en el volumen,

[ eto@)av.

El hecho de que, cuando o(#) = 0 es una superficie coordenada, la expresién
pueda reducirse a una integral de la forma

/pS du dv,

donde w y v son las restantes coordenadas (ortogonales) sobre la superficie, es
tan engafioso como lo era el que, a veces, pudiéramos escribir [dV = [ dxdydz.

Ejemplo 1.10.10. Integremos la densidad superficial de carga ps = Q/4mrd
sobre la superficie definida en coordenadas esféricas por o(Z) = r — 1. En este
caso tendremos

/p55(a(f)) dV—/4:%85(7"—7"0)7"236119&"(1905(15— %//sen@d@d(b:Q.

33La delta de Dirac serd tratada en detalle mas adelante, en el contexto de distribuciones.
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1.10.7. Tensor métrico

Ya hemos introducido anteriormente la métrica a través del producto interno.
Ahora veremos céomo ese concepto se adapta al entorno de las coordenadas
curvilineas. La principal diferencia estriba en que ahora la métrica puede no ser
constante, sino funcién de punto.

Sea ds el diferencial de arco (o diferencial de longitud), y supongamos que,
en las coordenadas que estamos usando,

ds® = g;;dz'da?, (1.95)

con g;; funciones continuas y diferenciables de las coordenadas z’. Asumiremos
gij = gji v det[g;;] # 0 y definiremos

cof 9ij

p (1.96)

— . iy .
g = det[gi;], g7 :=
Entonces
g, i
97 gj = 0" (1.97)
Como ds debe ser un invariante (escalar), y dz* es un vector contravariante,
la ley del cociente nos asegura que g;; es un tensor covariante de rango 2,
conocido como tensor métrico o simplemente métrica. Asimismo, g*/ es un tensor
contravariante de rango 2, y g es un pseudoescalar de peso 2: ¢’ = J2g.

1.10.8. Ascenso y descenso de indices

Vimos anteriormente cémo el producto interno puede utilizarse para crear
un mapa entre un EV V' y su dual V*. Utilizando la métrica podemos explicitar
esa correspondencia.

Sea un vector contravariante con componentes ui; sus componentes cova-
riantes se definen como

u; 1= gi;u’.

Anslogamente, dado un vector covariante con componentes v;, sus componentes
contravariantes se definen como
LN 5
v = gv;.
En general, dado un tensor 7", definimos le = gjkT““, T;j = gikalglj, etc.
Decimos asi que usamos la métrica para “subir” o “bajar” indices, o sea para
“traducir” de componentes covariantes a contravariantes y viceversa.

1.10.9. Producto escalar y norma

Utilizando la métrica para subir o bajar indices, podemos definir ahora el
producto escalar entre dos vectores covariantes, o entre dos contravariantes,
€omo

—

=t = gijuivj = gijuivj. (1.98)

S
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La norma de un vector vendra dada por

@] := @ - @ = u'u; = g7 uiu; = giju'n’. (1.99)
De modo andlogo, utilizando la métrica para subir y bajar indices, podemos
ahora contraer pares de indices ambos covariantes o contravariantes, y obtener

un tensor: por ejemplo, si 7", es un tensor,
_ i
Sk =T",.9i

serd un vector covariante, etc.
Los sistemas de coordenadas ortogonales se definen como aquellos donde la
métrica es diagonal: g;; = 0 para i # j; y en ellos

—

xSRI SN _ 1,1
*VI=UV =g UiV = giiu v,

S

es decir, no aparecen términos cruzados. Un sistema de coordenadas sera ortonor-
mal sien él g;; = &5, y alli

U-U:=u'v; = uv; = u'v’,

es decir, la diferencia entre componentes covariantes y contravariantes se desvanece.

1.10.10. Simbolos de Christoffel

A partir de la métrica se pueden construir diversos entes con propiedades
tutiles. En particular, definimos el simbolo de Christoffel de primera especie como

iy 1
[ij, k] == 5(91%,;‘ + ik, = Gijk)s (1.100)
que no es un tensor. El simbolo de Cristoffel de seqgunda especie se define como
k
{, } = g*ij, 1], (1.101)
)
y tampoco es un tensor.

Ejercicio 1.10.3. Demuestre que los simbolos de Christoffel no son tensores.

1.10.11. Derivacién covariante

Consideremos un vector contravariante con componentes u‘. Sabemos que,
ante una transformacion de coordenadas,
Oz’
= —u".
Ooxk
Sin embargo, es facil (aunque algo engorroso) ver que las derivadas del vector
) q q
transformaran segin

7

ox't 9zt 0%’ ozt

1%
= —u ",
J 7 gk 9x'i T LT 9xldrk Bzl

(1.102)
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Es evidente, entonces, que las derivadas u”'yj no son las componentes de un
tensor. Esto puede parecer una sorpresa desagradable, ya que frecuentemente
tendremos que trabajar con las derivadas de vectores, tensores, etc. Sin embargo,
mostraremos en seguida que en realidad esto no deberia sorprendernos, y cémo
esquivar la dificultad.

El inconveniente proviene de que, en coordenadas curvilineas, los vectores
coordenados cambian de direccién de un punto a otro; por lo tanto, si derivamos
un vector escrito como # = u'€;, debemos derivar no sélo sus componentes u’,
sino también los vectores €;. Una “receta” para derivar vectores en coordenadas
curvilineas, por tanto, podria ser la siguiente: tome las componentes u’, mul-
tipliquelas por los vectores base €; y sume; derive la combinacién lineal u'é;
(todos los términos); y descomponga el resultado nuevamente en la base {€;}
para obtener las componentes de la derivada del vector. De este complicado pro-
cedimiento al menos algo quedaria claro: en general, en coordenadas curvilineas
las componentes de la derivada no son las derivadas de las componentes.

Evidentemente seria mucho mas cémodo obtener, de una vez y para siempre,
expresiones para las componentes de la derivada de un vector en términos de
las componentes del vector. Para ello, consideremos de nuevo la derivada de
i = u'€;, que escribirfamos

ﬁyk = uiykeﬂi + ’U,j(eﬂj)yk.

Ahora bién, (€;), , debe poder descomponerse en la base €;, es decir que deben
existir coeficientes Iy, tales que

— o 7 >,
(€j)k = ijel .
Por lo tanto, podremos poner
— 1 7 I\ =
U= (u' )+ jpu’)e;.

Puede mostrarse que los coeficientes F; > que son conocidos como los elementos

de la conexion afin, satisfacen
s [
= k] (1.103)

y que si u’ es un vector contravariante, la cantidad
i i i g
u' o=ty +Tu (1.104)
es un tensor (mixto), su derivada covariante. Un célculo bastante largo permite
ver que I'}, transforma como
ox't oxt oM 022t Oxt Oxh
dxm dx'k §z'i- " §xldxh dx'F Ox'i

Iy = (1.105)

de donde resulta obvio que F; , 1O es un tensor.
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Ejercicio 1.10.4. Demuestre que ui;k es un tensor.

De forma analoga pueden definirse las derivadas covariantes de tensores de
rango arbitrario:

» hescalar = h;=h,
= y; covariante = v;; = v;j — Ffjvk

» u' contravariante = ui.j = uij + szuk

u tij covariante — tij;k = tij,k — F?kthj — F?ktih
= 7 contravariante = ¢, =7 + T4, " + T "

= 1 mixto = 1 =14 + Tt — Thtt,

= etc.

Es de destacar que la derivada covariante y la derivada usual de un escalar
coinciden. Por otro lado, si una cantidad H es una densidad escalar (pseu-
doescalar de peso 1), su derivada covariante es

Hy =Hy,—T0.H, (1.106)

que es una densidad vectorial (pseudovector de peso 1). Pueden deducirse férmu-
las analogas para las derivadas covariantes de pseudotensores de rango y peso
arbitrarios.

También es de destacar que la derivada covariante se defina enteramente
en términos de la métrica, aunque si recordamos que la métrica justamente
mide (permite construir longitudes, productos escalares, etc.), y la derivacién
involucra el limite de diferencias entre puntos cercanos, no deberia extranarnos.

Por dltimo, de la definicién de la conexién afin puede deducirse el importante
resultado

Gij:k = 0, (1107)

es decir, lamétrica es “constante” (invariante) bajo derivacién covariante (jaunque
en general las g;; sean funciones de punto, no constantes!)

1.10.12. Operadores diferenciales

Podemos ahora introducir las definiciones correctas, y completamente gene-
rales, para los operadores diferenciales de uso més comun en Fisica.

Gradiente: Definimos el gradiente de un escalar ¢ como el vector covariante
de componentes
Vip:=pi =9,
que es un vector covariante. Un ejemplo es el campo eléctrico, gradiente
del potencial (escalar) en electrostatica.
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Si ¢ es un pseudoescalar, aparecen dos diferencias: por un lado, obten-
dremos un pseudovector; por otro lado, y méas importante, la derivada
covariante ya no serd equivalente a la derivada usual.

Rotor: En un EV de dimensién arbitraria, el rotor de un vector covariante u;
se define como

Tij 1= U] = Wigj — Ujyi = Ui,j — Ui s
y el de un vector u® contravariante se define como
(K _ (K k _ (K k
rij = (WWgkp)yg) = (W ki) — (W gks) = (WWgki) 5 — (ugrj).i s

y en ambos casos es un tensor covariante antisimétrico de rango 2.

En un espacio tridimensional, podemos obtener un vector (que es la defini-
cién de rotor a la que estamos habituados) tomando el tensor adjunto
de 7;5, es decir definiendo

RF = —pjed* = ;e

y resulta ser una densidad vectorial (pseudovector de peso 1). Un ejemplo
es el campo magnético, rotor de un potencial vectorial.

Divergencia: Definimos la divergencia de un vector contravariante u’ como

. 1 .
divi :=u', = —=(/gu") 4,
=W

que es un escalar. Para un vector covariante u;, primero subimos el indice
con la métrica (pasdndolo a un vector contravariante) y después derivamos:

1

7 (V997 u;) .,

divii = (g7 u ), =

g

que también es un escalar.

Laplaciano: Definimos el Laplaciano de un escalar ¢ como

1 y
Vi = div(Ve) = —=(v997¢,5) i

\/g \/_ J
que es otro escalar.

1.10.13. Componentes fisicas de un vector

Quizé el lector se descubra algo confuso al advertir que, una vez que pode-
mos subir y bajar indices con la métrica, un vector contravariante como ser la
velocidad, con componentes v?, puede ser convertido en un vector covariante
con componentes v; = g;;v’. Es evidente que, salvo en coordenadas Cartesianas
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ortonormales, donde g;; = &;;, los valores numéricos de v* y v; pueden ser muy
diferentes. Si ahora se le pide que mida la componente de la velocidad del mévil
en la direccién de €;, {qué contestaria?

La aparente ambigiiedad proviene del hecho que ni las componentes covari-
antes ni las contravariantes de un vector son lo que usualmente identificamos
como sus componentes geométricas o fisicas; estas iltimas son las proyecciones
(geométricas) del vector sobre las direcciones tangentes a las curvas coordenadas,
que son las direcciones de los vectores base €;. Podemos aprovechar esta idea
si notamos que la norma de un vector, que usualmente identificamos como su
“largo” (el médulo de la velocidad, por ejemplo), sitiene un valor independiente
de si es covariante o contravariante:

HUH =VU-7= V 'Ui'Ui = \/gij'Ui'Uj = \/gijvivﬂ'.

Una breve reflexion nos muestra que lo que llamariamos componentes fisicas de
un vector vienen dadas por

U' = /g, Vi = v/ glv; .

Estas cantidades no son componentes de vectores covariantes ni contravariantes.
En términos de las componentes fisicas, las expresiones de los operadores
diferenciales usuales son:

Gradiente:
V1V = gﬁVl
Rotor:
R VIR (V)
VI \VeE)
Divergencia:
1 .
divU = — ﬁUl
9 \ /Yii i
Laplaciano:

1 ;
V2U = div(VU) = — (/997U ;) i
(VU) \@(\/— i)

(igual que antes).
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Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias

2.1. EDO lineales de segundo orden

2.1.1. Coeficientes analiticos

Recordemos que una funcién f(x) se llama analitica en un dominio |z —x| <
p si existe un desarrollo en serie de potencias

f@) =" an(z —z)" (2.1)
n=0

que converge absolutamente en |z — x| < p.
Consideremos una EDO de la forma

y' +Pi(@)y + Po(x)y=0, ze€l:=(zo—pzotp CR,  (22)

con P; y P, analiticos en I, es decir, I no contiene ningtin punto singular de la
EDO. La analiticidad de los coeficientes implica la existencia de desarrollos en
serie

Pi(z) =) bu(x—m)",  Pax) = calz—z)" (2.3)
n=0 n=0

absolutamente convergentes en I, y cuyos coeficientes b, y ¢, daremos por
conocidos. Es natural entonces buscar una solucién de (2.2) que también sea
analitica en 1.

Propodremos entonces para y(z) una serie de potencias de (x — xg),

o0

y = Z an(x — x0)", (2.4)

n=0

87
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cuyos coeficientes a,, deberemos determinar. Asumiendo momentdneamente la
convergencia absoluta de esta serie en I, que en seguida demostraremos, pode-
mos derivarla término a término para obtener

y = Z ann(z —x0)" ! = Z(n + Dapt1(z — zo)", (2.5a)
n=0

= g ann(n —1)(z —zo)" 2 = g (n+1)(n+ 2)ans2(z —z0)". (2.5b)
n=0
(2.5¢)

Multiplicando ¢y’ por P; e y por P, tenemos

Pia)y =Y (Z (m + 1>am+1bnm> (x — 20)", (2.62)

n=0 \m=0
Py( ZO (Z A Cr— m) x — )", (2.6Db)

donde hemos reescrito las sumas dobles usando

Z apz? Z Byx? = Z Z apByaPtl = Z Z nfBrn—mx". (2.7)
p=0 q=0

p=0 ¢g=0 n=0m=0
Substituyendo (2.21) y (2.4) en (2.2) tendremos

o0

Z n—|— 2 TL—|— 1)an+2 + Z m + 1)am+1bn m T AmCp— m) (33 - xO)n =0.

m=0
(2.8)
Notando que esta serie se obtuvo por derivacion y producto de series absolu-
tamente convergentes en I, vemos que también debe ser absolutamente conver-
gente en I. Por lo tanto, para anularse idénticamente en I, el coeficiente de cada
potencia (x — xo)™ debe ser nulo, es decir

(n+2)(n+ Va2 + Y ((m+Damprbpm + amn—m) =0, n>0. (2.9)

m=0

Esta es una relacion de recurrencia para los coeficientes a,,, que permite calcu-
lar ay 42 si conocemos ag, a1, ...,0n+1 Y bm ¥ cm- Eligiendo arbitrariamente ag
y a1 y calculando ag,as, ... mediante (2.9), obtenemos una serie de la for-
ma (2.4) que satisface la EDO (2.2).

Vamos a mostrar ahora que (2.4) converge absolutamente en I. Sea z1 # xo,
x1 € I, y sea t := |x1 — x¢|. Dado que P; y P> convergen absolutamente en I,
sus términos deben ser acotados; sean entonces My, My € R tales que

|bm($ - xo)m| = |bm|tm < My, |Cm(x - xo)m| = |Cm|tm < Mo, (210)
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con My >0, My > 0, y sea M := méx(M;,tMs), de modo que

M M ,
|bm|§%, |Cm|SW- (2.10')

Substituyendo (2.10") en (2.9) y tomando valor absoluto vemos que

(n+2)(n+ Dlansal = | > ((m+ Dami1bn—m + mcn—m)

m=0

IN

Z ((m + Dlam+1|bn—m| + |am||0n7m|)

3
]
o

WE

M M
< (m+1)|am+1|tn m+|“m|m
m=0
M n
=5 ( (m A4 D)|ampr [t + Z |am|tm> . (2.11)
m=0 m=0
Ahora bién,
n n—1 n
D lamlt™ = 3 lamp [t = 3 amaa [t + faol = lana |
m=0 m=—1 m=0
n
< D lamalt™ ! + fagl. (2.12)
m=0
Luego

M n
(n+2)(n+ Dlansa| < o5 (Z (m + 2)|am41[t™ " + |ag |>
m=0

A

S

M

= o7 Y (Mt 2)ap |
m=—1
M n+1
= > (mA+Dlam|t™, n>0. (2.13)
m=0
Sean ahora Ay := |ag|, A1 :=|a1], y
n+1
(n+2)(n+ D Ansz = o7 > (mA 1) A", (2.13")
m=0

de modo que |a,| < A,, ¥Yn > 0; entonces

ian(x—xo)" < i|an||x—x0|" < iAnt". (2.14)
n=0 n=0 n=0
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Substituyendo n por (n — 1) en (2.13') y multiplicando por ¢! tendremos

M n
(n+ )t 1A, = ey S (m+ 1A, n>1, (2.13")

m=0

y restando (2.13") de (2.13")

(n+2)(n+1)Antz — (n+ nt ™ Apsr. = M(n+2) A (2.15)
Luego
M(n+2)+t'(n+1)n
Aniz = An 2.16
T G )+ 1) (2.16)
y
Apjolz —xo|"™?  Mnm+2)+t 1 (n+1)n »
Appa]x —wom (n+2)(n+1) | = ol P [z —zolt™". (2.17)

Aplicando el criterio del cociente por paso al limite, vemos entonces que fo:o Anlz—
zo|"™ converge si |z —xzo| <t = |z1—xo|, y por (2.14), >, an(z—x)"™ converge
si |z —xo| < |x1 — x0|. Como 21 era un punto arbitrario de I = (z¢ — p, o + p),
concluimos que
o0
Z an(z — o)™ converge absolutamente vV € I. (2.18)
n=0
Finalmente, notando de (2.4) que y(xo) = ag, y de (2.5a) que y'(z¢) = ay,
vemos que la base candnica del espacio de soluciones de la EDO (2.2) es la
formada por ¢; y ¢2 definidas por

x) = Zan(x —xo)", ap =1,a1 =0,
- az,as, ... segun (2.9).  (2.19)
x) = Zan(x —x0)", ap =0,a1 =1,

2.1.2. La Ecuacion de Legendre

En su forma mas usual, la Ecuacién de Legendre se escribe

(1—2®)' =22y +ala+1)y=0, acR, ze(-1,1). (2.20)
Si & # 41 podemos dividir por(1 — x?) y poner
Y + Pi(z)y + Py(z)y =0, (2.20")
con
Pi(z) = m =2 Z 2?2 (2.21a)
Poa) = 29D ) Z 22", (2.21b)
122
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analiticas en |z| < 1. Los puntos = %1 son puntos singulares de la ecuacidn.
Buscaremos una solucién en serie de potencias de la forma

y=Y anx", we(-1,1). (2.22)
n=0

En lugar de utilizar la relacién de recurrencia genérica (2.9), substituiremos (2.22)
en (2.20). Derivando (2.22) tenemos

y = Z apna™ 1,y = Z ann(n —1)xz" 2. (2.23)
n=1 n=2
Luego
2xy = Z 2na,a” = Z anx”, (2.24a)
n=1 n=0
(1 -2y = Z n(n — 1a,z" 2 - Z n(n — Dapz"™
n=2 n=2
= Z(n +D(n+2)apsox" — Z n(n — 1apz"
n=0 n=0
= Z((n+ D)(n+2)ant2 — n(n —1)ay,)z" (2.24b)
n=0

Substituyendo (2.22) y (2.28) en (2.20) resulta

Z [(n+1)(n+ 2)ant2 — n(n — 1)ay, — 2na, + a(a+ ay|z™ =0, (2.25)

n=0

e igualando a cero el coeficiente de z7,
(n+1)(n+2)ant2 + ((@ = n)(@+n+1))a, =0, (2.26)

obtenemos la relacién de recurrencia

u _ (e=n)(a+n+1)
T T T 1) (n+2)

(2.27)

Notemos que (2.27) sélo relaciona a,y2 con a,, sin involucrar a — n + 1.
De este modo, tenemos dos relaciones de recurrencia separadas, una para los
coeficientes de indice par y otra para los de indice impar. Dado ay obtendremos
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a-(a+1)
az = — 1.9 ao,
gala—=2) (a+1)(a+3)
as = (=1) 1-2.3.4 0
B nala=2).. (a=2n+2) - (a+1)(a+3)...(a+2n—1)
aonp = (—1) (27’),)' ao,
(2.282)
y dado a; tendremos
__fa-D-(a+2)
3= 2.3 15
B g (a—1)(a—3) (a+2)(a+4)
CL5—(—1) 2.3.4.5 ai,

nla=D(a=3)...(a=2n+1) - (a+2)(a+4)...(a+2n)
(2n+1)!

ao2n+1 = (—1) ai.

(2.28b)
La solucién general de (2.20) queda entonces
y(x) = aodf (x) + a195 (z), (2.29)
S =14 3 (e Dol Y ~(<;; Dia+3).. (at2n-1) o,
" (2.30a)
$(z) = x+2(_1)n (a—D(a—=3)...(a—=2n+1) - (a+2)(a+4). ..(a+2n)x2n+l

(2n+1)!
(2.30D)

que forman la base candnica del espacio de soluciones de (2.20), y convergen
absolutamente para |z| < 1. Notemos que ¢¢ es una funcién par de z, y ¢%
impar.

Puede verse facilmente que, cuando « es un entero > 0, una de las dos series
se reduce a un polinomio. Por ejemplo, supongamos que « = 2m, m =0,1,2, - -.
De la relacién de recurrencia (2.27) es inmediato que agmi2 = 0, y que todos
los coeficientes de indice par que le siguen, también se anulardn. Dado que en
este caso

ala—2)...(a=2n+2)=2m2m —2)...2m —2n+2)
2"m)!

- (2.31a)

(m —n)!

3

3
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y
(a+D(a+3)...(a+2n—-1)=2m+1)2m+3)...2m+2n—1)
(2m + 2n)! m!
= 2.31b
2m)!  27(m+n)! (2:31b)
resulta
w 1?2 (2m + 2n)!
am 1 _qyn 2n 2.32
o1 +;( ) 2m! (m —n)l(m + n)!(2n)! (2:32)
Supongamos en cambio que @ = 2m + 1, m = 0,1,2,---. De la relacién de

recurrencia (2.27) es inmediato que ag,+3 = 0, y que todos los coeficientes de
indice impar que le siguen, también se anulardn. Las expresiones para («—1)(a—
3)...(a—2n+1)y (a+2)(a+4)...(a+2n) dan ahora resultados totalmente
andlogos a (2.31), y resulta

(m!)? (2m +2n+ 1)! o4l
2m 4+ 1)! (m — n)l(m + n)!(2n + 1)!

Py =z + i(—l)" ( (2.33)

Debe notars que, en ambos casos, la otra solucién sigue siendo una serie infinita.
Por convencién, se define el polinomio de Legendre de orden n como propor-
cional a la solucién cuya serie se trunca para o = n, de acuerdo a

1 Coren—oy
Pale) =52 2 T!((nzi)!(n— 21)! z (2:34)

r=0

donde [n/2] es la parte entera de n/2 [n/2 si n es par, (n — 1)/2 si n es impar].
Generalmente, la otra solucién de la base, cuya serie no se trunca, se denota por
Qn(x), con un factor de normalizacién también convencional. Estas funciones
seran estudiadas en detalle méas adelante, en la Seccién dedicada a Funciones
Especiales. Aqui nos limitaremos a notar que P,(x), justamente por ser un
polinomio, es analitica en toda la recta real (y en realidad en todo el plano
complejo), incluso en los puntos singulares z = +£1 de (2.20).

2.1.3. Puntos singulares regulares
Diremos que una EDO de la forma
y' + Pi(x)y + Pa(x)y =0, xe€l:=(x0—p,xo+p) CR, (2.35)

tiene un punto singular regular en xo € I si Pi(z) y Po(z) no son analiticas
en zg, pero (x — x9)P1(x) y (z — 20)?P2(x) son analiticas en I. En ese caso,
frecuentemente reescribiremos (2.35) como?

(& —20)?y" + (x — 20) P(2)y + Pa(2)y =0, (2.35')

1La multiplicacién por (z — mo)z podria introducir soluciones espireas, que veremos en
seguida cémo evitar.
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donde
Py(z) = (z — 20)Pi(z) = Y _ bula —x0)", (2.36a)
n=0
Py(x) = (& — 20)* Pa(z) = > cala — x0)", (2.36b)
n=0

y ambas series son absolutamente convergentes en I por hipotesis.

Por analogia con el caso de una EDO con coeficientes analiticos, nos gustaria
proponer una solucién de (2.35") en serie de potencias de (z — xg), pero ello
implicaria asumir una solucién analitica en z(, lo que no estd garantizado ya
que es un punto singular. La salida méas simple es multiplicar esta serie por un
factor de la forma |x — xg|" con r (por ahora) indeterminado, que permita dar
cuenta de un posible comportamiento singular de la solucién en xy. Proponemos
entonces para y(x) la serie de potencias generalizada®

o0

y=lo—zo|"Y an(z —xz0)", rE€C, ag#0. (2.37)

n=0

Suponiendo convergencia de esta serie en I, podemos derivar término a térmi-
no y obtener?

y =z — x| sgn(x — x0) Y (r+n)an(z — z0)", (2.38a)
n=0
' =z — w02 (r+n)(r+n—1an(z—x)", (2.38D)

n=0

ya que |r — x| sgn(xr — xo) = (v — z0). Multiplicando 3" por (x — )2, 3/ por

2La eleccién de un prefactor de la forma |z — xo|” se debe a que r puede no ser entero
y, en principio, estamos buscando soluciones reales; si admitimos soluciones complejas (y
generalizamos el intervalo I C R a un disco en el plano complejo), podemos cambiarlo en
todo lo que sigue por (z — )", y tratar con las posibles singularidades esenciales en xg
y los correspondientes cortes ramales. Por otro lado, asumir ag # 0 no implica pérdida de
generalidad, ya que si ag = 0 simplemente estarfamos “desplazando” la serie, reemplazando r
porr+1y an por an41.

3El lector atento notara que |z — xo| no es dos veces diferenciable en ¢ en el sentido usual,
ya que Oz|lz — zo| = 20(x — z9) — 1 = sgn(z — zo) es discontinua alli. Sin embargo, como
veremos més adelante en el contexto de distribuciones, 82|z — x| = 26(x — o). En principio,
entonces, y'’ deberfa incluir una contribucién aditiva proporcional a la delta de Dirac 6(x—x0).
Pero como veremos, (z — x9)d(z — z¢p) = 0, de modo que esta contribucién “desaparece”
de (2.35"). Contribuciones de este tipo corresponden a soluciones espireas introducidas al
multiplicar (2.35) por (x — z0)2 para obtener (2.35’), que justamente no debemos incluir.
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(z — x0) Py () e y por Py(z) tenemos

(x —20)%y" = |z — 20|" Z(T +n)(r+n—1)ay(z —x0)", (2.39a)
n=0
(x —z0)Pr(a)y’ = |z — ol Y (Z (r+ m>ambnm> (x —w0)",  (2.39b)
n=0 \m=0

If’z(x)y = |z —zo|" Z (Z amcnm> (x — )", (2.39¢)
n=0 \m=0

donde hemos reescrito las sumas dobles usando (2.7).
Substituyendo (2.39) en (2.35") e igualando a cero el coeficiente de (z — xo)™
obtenemos

n
(T+n)(r—|—n—1)an—|—z ((r+m)bp—m + cn—m)am =0, n=0,1,2,..., (2.40)
m=0
y agrupando todos los términos que contienen a, para cada n,*

[(r+n)(r+n—1)+(r+n)by+colan+ i [(r4+m)bp—m+ cn—m]am = 0. (2.41)

m=0

Recordando que asumimos ag # 0, vemos de (2.41) para n = 0 que debemos
tener

qir)y:=r(r—1)+rbo+co=r(r—1)+ Tpl(fbo) + ]52(3:0) =0, (2.42)

donde ¢(r) es el llamado polinomio indicial de (2.35’). Luego, para que exista
una solucién de la forma (2.37), r debe ser una raiz de ¢(r).
Por otro lado, para n > 0 (2.41) puede escribirse

n—1
q(r +n)a, + Z [((r +m)bp—m + Cnemlam =0, n=1,2... (2.43)
m=0
La suma del segundo término es una combinacién lineal de ag,...,a,—1 con

coeficientes que son funciones de r (y de los coeficientes conocidos by, ¥ ¢,), de
modo que podemos escribir a, como una funcién de r,

Zz;lo[(r + m)bnfm + Cnfm]am
q(r+mn)

. n=1,2... (2.44)

an(r) = —

Esta expresién se conoce como la relacion de recurrencia para los coeficientes a,,
ya que permite determinar sucesivamente cada uno en funcién de los anteriores,
siempre que ¢(r + n) # 0.

4La suma del segundo término debe considerarse nula para n = 0.
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Supongamos ahora que r1 y 792 son las raices de ¢(r), y ordenémoslas de modo
que Rer; > Rerg; entonces Re(r; +n) > Rerg, n =1,2,..., y g(r1 +n) #0
VYn > 0, de modo que ax(r1) estd bien definido Vk > 0. Eligiendo ag(r1) # 0
[por ejemplo ag(r1) = 1], vemos que

$1(x) = |z — 2ol Y an(r1) (@ — x0)" (2.45)

n=0

es una solucién de (2.35’), siempre que converja, en I.

Sire = r1, ag(r2) = ax(r1) y no podemos usarlos para obtener una se-
gunda solucién. Por otro lado, si ro # 71 tendremos Rery < Rery, pero ello
implicard q(ro +n) 20, n = 1,2,...,siysblosi ro +n # r Vn =1,2,...;
es decir, ag(ra) estard bien definido Vk > 0 si y sblo si 9 — 1 no es un entero
positivo, y en este caso ay(rz) #Z ar(ri) por (2.44). En definitiva, si (y sélo si)
Tl—T2#0,1,2,...,

o0

do(a) = o — 20l > an(ro)(x — o) (2.45)

n=0

es otra solucién de (2.35%), siempre que converja, en 1.
La convergencia de (2.45) puede demostrarse en forma anédloga a como se hizo
en la Seccion precedente para las soluciones de la EDO lineal con coeficientes

analiticos. Asumiremos que r1 —ry # 0,1,2,.... Dado que q(r) = (r—r1)(r—rs2),
entonces Vk € N

giri+k)=k(k+ri—r2) y qlra+k)=k(k+rs—r1), (2.46)
luego

lg(ri+ k) Z k(k = [ri—72]) v la(ra+K)[ = k(k = |ra—7]).  (2.47)

Sea o un real cualquiera tal que 0 < o < p; la convergencia absoluta de (2.36)
implica que sus términos son acotados, es decir AM > 0 tal que

bjlo? < M, |ejlo? <M, j=0,1,2,... (2.48)
Substituyendo (2.47) y (2.48) en (2.43),

k(k —|r1 — ra|) lan(r1)] < M Z 1+ i )o? Elas(r)], k=1,2,... (2.49)
j=0
Sea N el entero que satisface N —1 < |r; — ro| < N,y sean «ag, a1, . .. definidos
por
ag = ap(r1) =1, (2.50a)
ap = lag(r)], k=1,2,...,N -1, (2.50b)
k—1
k(k —|r —ral)ox = MY (j+1+|ml)o’ Fa;, k=N,N+1,... (2.50c)

Jj=0
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Luego, comparando (2.50c) con (2.49) vemos que
ar(r)] < o, k=1,2, .. (251)

Ahora, reemplazando k por k + 1 en (2.50c) resulta

k

(k+1)(k+1—1r1 —7ra|) ags1 = MZ(] F1+|r))o?F Ly
=0
k
M N
T (G+1+|r|)o?Fay
=0
1
= ;[k(k— |r1 —ra]) + M(k+ 14 |r1])]ak
(2.52)
para k > N, luego
apy1(z — z0)F ! _ k(k—1r1—re|) + M(k+14|r]) P | — o]
(@ = o)* ok + D)k + 1~ ry = 7al) s T
(2.53)

Aplicando el criterio del cociente por paso al limite, vemos que Y pe  ag |z — |
converge para |z — zg| < 0. Como o < p era arbitrario, entonces

o0

o0 o0
Z ap(ry)(z—z0)k < Z|ak(rl)| |z —z0|® < Zak|x—$0|k < oo st jz—mo| < p,
k=0 k=0 k=0
(2.54)

es decir, la serie (2.45) para ¢ converge en I si r; —ry #0,1,2,.... Cambian-
do 71 por 72, un argumento completamente analogo nos lleva a concluir que la
serie (2.45") para ¢o también converge en I si r; —re #0,1,2,....

La independencia lineal de las dos soluciones ¢; y ¢2 puede deducirse in-
mediatamente de (2.45) y (2.45") notando que, si 1y —re #0,1,2,. ..,

P2(x)
¢1(x) a—wo

| — xo|™7™ #£ cte. (2.55)

y recordando que dos funciones cualesquiera son LD si y sélo si son propor-
cionales entre si.

Necesitamos ahora encontrar una segunda solucién de (2.35’) LI de ¢; para
el caso en que 71 — 13 = 0,1,2,.... Para ello definamos

®(z,7) = |o — w0 Zak(T) (z— xo)k, |z — 20| < p, (2.56)
k=0

donde los coeficientes ay(r) vienen dados por la relacién de recurrencia (2.44)
para algin ao(r) # 0 dado. La convergencia absoluta de esta serie en I puede



98 CAPITULO 2. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

demostrarse igual que acabamos de hacerlo para ¢;. Definamos también el op-
erador diferencial lineal

L:= (z —20)20% + (z — 20) PL(2)0, + Py(x). (2.57)

Cuando apliquemos este operador a @, la relacién (2.44) hard que los coeficientes
de todas las potencias de (x — z) se anulen, con excepcién del de (z — x¢)°, de
modo que tendremos

L(®) = ao(r)q(r)|z — xo|". (2.58)

Para el caso r; = ra, tenemos q(r1) = ¢/(r1) = 0. Derivando (2.58) respecto
de r tendremos

S 2@ =L (52 ) = [an(r)d () + (ah(r) + aalr) ke — )] o — ol
(2.59)

8—<D) ’T:m =0, asf que %—‘f(x, r1) es otra solucién

or
de (2.35") en I. Derivando (2.56) respecto de r y tomando ag(r) = 1, ponemos

entonces

y poniendo r = r; vemos que L (

o0

0o

da(x) = E(x, r1) = |z — xo|™ Z(a;(rl) + In|z — zolak(r1))(z — zo)"
k=0
= |z —20|™ > aj(r1)(z — 20)* + In|z — zo| ¢1(x), (2.60)
k=0

con ¢1 dada por (2.45) con ag(r1) = 1. Esta solucién converge donde lo hace ®,
es decir converge absolutamente en I, y al no ser proporcional a ¢, es LI de ella.
Notemos que si tomamos ag(r1) = 1, entonces ag(r1) = 0.

Para el caso r1 = r3 +m con m € N, ap,(r2) no estd definida segin (2.44)
porque el denominador se anula. Sin embargo, como ¢(r) = (r — r1)(r — r2),
entonces q(r+m) = (r—rz)(r+m—rsz). El factor que se anula en el denominador
de (2.44) cuando n = m es justamente (r —rz), de modo que definiendo ag(r) =
(r —r2) todos los ag(r) con k = 1,2,...,m — 1 contienen este factor en el
numerador, y a,,(r) ya no diverge en r = ro, ya que este factor cancela al
(r — rg) del denominador de (2.44). Para k > m este factor ya no aparece en
ax (1), asi que estos coeficientes estaran bién definidos. Podremos definir entonces

U(x,r) = |z — zo|" Z ag(r) (x — xo)k, ap(r) =r —rog, (2.61)
k=0

que converge absolutamente en I, y es solucién de (2.35") para r = ry. Pero
ap(r) = (r — rg) impone ag(re) = a1(re) = -+ = am—1(r2) = 0, asi que la serie
de U(x,ry) recién comienza con el término (x — x0)™, y tendremos

o0

U(z,r9) = sgn(x — x0)™|x — 20| Z ag+m (1) (T — xo)k x ¢1(x), (2.62)
k=0
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ya que o +m = r1. Para obtener una segunda solucién LI de ¢, notamos que ¥
también satisface (2.58); derivando respecto de r con ag(r) = r — r2 tendremos

S0 = L(G0) = )+ (= ra) () + nka —o] () lo — ol (269

y haciendo r = r9 vemos que L (%—\f)’ , =0, asi que %—\f(x, r1) es otra solucién

de (2.35') en I. Derivando (2.61) respecto de r tomando ag(r) = r —re, y
haciendo luego r = r9, ponemos entonces

o0

da(x) = %—‘f(x,rz) = |z — xo|™ Z(a;(rz)—|—1n|3:—330|ak(7"2))(3:—330)k, (2.64)
k=0

y recordando ag(re) = a1(r2) = -+ = am—1(r2) = 0, ax(r2) x am(r:) para
k > my r1 = ro + m, tendremos

o0 o0

da(x) = |z — x| Z ay, (ro)(x — x0)* + In|z — x| Z Aoy (72) (z — x0)* ™
k=0 k=0

= [ —x0|" Y a(ro)(x — w0)" + apn(ra) Infz — 0| 1 (2), (2.65)
k=0

con ¢, dada por (2.45) con ag(r1) = 1. Notemos que a,,(r2) puede ser nula.
Esta solucién converge donde lo hace W, es decir converge absolutamente en I,
y al no ser proporcional a ¢, es LI de ella.

Los resultados obtenidos en esta Secciéon pueden resumirse en el siguiente

Teorema 2.1.1 (Frobenius). Dada la EDO
(& = 20)*y" + (& — o) Pr(a)y + Pa(z)y =0, (2.66)

con Py y Py analiticas en I = (xo — p,xo + p), y dadas las raices 1 y ro de su
polinomio indicial

q(r) = r(r — 1) 4+ Pi(20) 7 + Pa(x0) (2.67)

con Rer; > Rerg, entonces una solucion de la EDO se escribe
$1(z) = o — 20| Y an(x —w0)", ag=1. (2.68a)
n=0
Siry —re € NU{0}, otra solucidn LI se escribe

$2(z) = |z — 20| Y bnl( —x0)", by = L. (2.68b)
n=0
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Si en cambio r1 —ro =m € NU {0}, otra solucidn LI se escribe

$2(r) = & — 20| > bu(x — x0)" + cInfa — zo| ¢1(2), (2.68c¢)

n=0

donde sim =0, bg =0, by =1 yc+# 0, mientras que sim # 0, bg = 1 y ¢ puede
ser nula. Todas las series convergen absolutamente en I, y son soluciones de la

EDO en I.

2.1.4. La ecuacién de Bessel
La Ecuacion de Bessel se escribe generalmente en la forma
22y +ay + (2 —aP)y =0, Re(a) >0, x€ (—o0,00). (2.69)

_ Es inmediato que (2.69) es de la forma (2.66), con xo = 0, Pi(z) =1,
Py(x) = 22 — a2, de modo que z = 0 es un punto singular regular. El polinomio
indicial de (2.69) es

qiry=r(r—1)+ 151(3:0)7" + 152(3:0) =r(r—1)+r— a? =r? —a?, (2.70)
de modo que sus raices son
T =, To = —Q. (271)

Busquemos una solucién de la forma
y=|z|* Z anx", ap#0. (2.72)
n=0

Notando que by = 1, b, =0, n > 1, yque cg = —a?,¢; =0,co = 1, ¢, = 0,
n > 3,y usando ¢(r1 +n) = (o + n)? — a2, la relacién de recurrencia (2.43)
implica
[(a+1)* —a®lay =0, (2.73a)
[(a +n)? — a2] p = —Qp_2, N=2,3,... (2.73b)

Como Re(a) > 0, (2.73a) impone a; = 0. Luego por (2.73b) tendremos azy4+1 =
0 Vn > 0. Reescribiendo (2.73b) en la forma

Ap—2
=2 2.74
“ n(n + 2a) (2.74)
vemos que
2T 201 1a)
(=1)%ao
a4 = ’
221(1+ a)(2+ «)
—1)3
ae (=1)ao , etc.

Tl + )2+ a3+ )
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Usando
P(n+1+a)

Nl+a) ’
tendremos una primera solucién de (2.69) en la forma (2.68a),

¢1(x) = aolz|” (1 + Z:l g_nlgrll:((; ::__ iﬁi};) : (2.75)

lI+a0)2+a)B+a)...(n+a)=

Tomando por convencién ag = 1/(2°T'(1 + «)) obtenemos la funcion de Bessel
de primera especie y orden «, definida Vx > 0 como

e =(3)" S ey (3) 279

n=0
Si 2a # 0,1,2,..., podemos obtener una segunda solucién de (2.69) LI

de J, en la forma (2.68b), simplemente cambiando o por —« en (2.73)—(2.76)
para obtener

T-al@) = (%)ﬂi % (3" (2.77)

n=0

Debemos notar que J_,, estd bien definida (para x > 0) atin si 2 =0, 1,2,. ..,
pero en ese caso no serd LI de J,. Notemos también que si « = m € N, como
I'(s) diverge Vs entero < 0, los coeficientes de la serie de J_, son cero para
n < m (y .. J_q estd bien definida en Vz). Por tdltimo, notemos que dado
Re(a) > 0, en general J, serd finita en x = 0, mientras que J_, no.

Si @ = 0, buscaremos una segunda solucién de (2.69) LI de J, en la for-
ma (2.68c). En este caso tendremos

=3 e () 2

ya que (2.76) es valida Va. La forma més sencilla de hallar ¢, es partir de (2.68¢),
escribiéndola en la forma

$2(z) = Y bpa™ +In(z)Jo(z) (2.78)
n=0

(donde hemos absorbido la constante ¢ en la definicién de los b,), y substituir
en (2.69), que para o = 0 toma la forma

L(y) := z*y" + xy + 2%y = 0. (2.69)

Derivando (2.78) tenemos

o0

Jo()

oh(z) = Z nbp™ ! 4 — t In(z)J)(z), (2.79a)
h(z) = 3 n(n —1)bpz™ "2 — Jox(;?) + %Jé(x) + In(z)J{ (x), (2.79b)

n=2
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de modo que substituyendo en (2.69’) y usando L(Jy) =0y by = 0 (ver Teore-
ma 2.1.1), resulta

L(¢2) = 2°¢% + x¢h + 2% ¢

= (Z n(n — )bya™ — Jo + 22} + 2° 1n(x)J6’>

n=2

Z nbpx™ + Jo + 1n(x)J6> + (Z bz t? + 22 1n(x)J0>

n=1 n=0

+
Mg/\

(n(n = 1)bp + nbyp + bp_2)z™ + bix + 2xJ + In(z) L(Jo)

||
N

n

0 X 1\ym 2m
= by + 220502 + 3 (020, + by2)a" +2 ) CDmame
m=1

=, 22m(m!)2
(2.80)
Luego
by =0, 2%bo—1=0, 3%3+b; =0, etc. (2.81)
De aqui es facil verificar que bg,+1 = 0, n = 1,2,..., y obtener para los coefi-
cientes de indice par la recurrencia
_1 m—+1
(2m)2ba + b 3 = Ao (2.82)

22m72(m!)2 ’

Explicitamente, los primeros coeficientes son

1 1 1 1 1 1

Asi, la segunda solucién de (2.69), LI de Jy, queda expresada

Ko(z) :== — °°1 % (1 + % +-+ %) (;)2771 +In(z)Jo(z), (2.77)

que se conoce como funcion de Bessel de sequnda especie y orden 0.
Para el caso @ = m € N, damos sin demostracién el resultado de substi-
tuir (2.68c) en (2.69),

m=

m—1

Ko(z) = (@) (z) — % (;)*m W (g)zn
n=0

donde hemos definido

0 n=20
hy, = { 1, B (2.84)
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Junto con J,,, obtenida de (2.76) para a = m, (2.77") es una segunda solucién
LI de (2.69) para oo = m.

Todas estas funciones serdn estudiadas con mayor detalle mas adelante, en
la Seccién dedicada a Funciones Especiales.



