Analisis Funcional I — 2013
Practico 4

(1) Definicién: Sea G un abierto en C, denotamos por L2(G) el conjunto de todas las funciones analiticas

en G tal que
// |f(x + iy)Pdady < oc.
G

L2(G) Se llama el espacio de Bergman para G.

Observar que L2(G) C L?(u) donde y es la medida de lebesgue restringida a G. Esto implica que L2(G)
tiene un producto interno (y norma) natural heredado de L?(1).

(a) Si f es analitica en un entorno de B(a,r) entonces
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(b) Si f € L3(G), a € Gy 0 <r <dist(a,0G), entonces
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(c) Probar que L2(G) es un espacio de Hilbert.

(2) Sea S subespacio vectorial del espacio de Hilbert H.
(a) S es denso si y sélo si St =o.
(b) S =S+t

(3) Sea P un pre-Hilbert. Si S C P entonces
(a) Sc (SHt =5t b)) st =8t =(9)*. (¢c)SnStc{o}. (A Pt={0}y {0}t =P
(e) Si S C Sy entonces Sy C Si-.

(4) Sea P pre-Hilbert, probar que P separable si y sélo si existe {¢;} base numerable.

(5) Si H es un espacio de Hilbert de dimensién infinita entonces toda base algebraica es no numerable.

(6) Sea P un espacio pre-Hilbertiano. Dar un ejemplo de F' € P’, tal que F no esta generado por ninguna
gen P.

(7) Un espacio pre-Hilbert P es completo si, y sélo si, para toda F' € P’ existe un y € P tal que F(z) = (x,y)
para todo = € P.

(8) Sea H un espacio de Hilbert y ¢ sesquilineal en H x H, entonces son equivalentes
(a) ¢ acotada. (b) ¢ continua en H X H. (¢c) ¢ continua en (0,0).

1
9) Consideremos el espacio C'[0, 1], con la norma ||||c. Sea S = e L>®: |2 f— 11 =1, . Probar
0
2

que S es convexo y cerrado y que no existe una f en S con distancia minima al cero.

(10) Consideremos C[0,1] con la || ||;. Sea S = {f eL': fol f= 1} . Probar que S es convexo y cerrado y

que existen infinitas f con distancia minima al cero.



(11) Sea H espacio de Hilbert y sean P; y P proyecciones ortogonales sobre Sy y So respectivamente. Probar
(a) PiPy = 0 <= PP = 0 <=< 51,52 >= 0 = 5] & Sy es subespacio cerrado y P; + P» es
proyeccién ortogonal sobre él. Observacién: en el caso en que Py P> = 0 se dice que son ortogonales.
(b) PPy = PP, = P, P, es proyeccién ortogonal sobre S; N Ss.
(c) Dar un ejemplo en que PP, # PP,

(12) Sea H espacio de Hilbert y sean P; y P, proyecciones ortogonales sobre S y So respectivamente. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) P1P2 = Pl.
) PP, = Py.
(&) [|Pral| < ||Pyal .
(d) Sl C SQ
)



