Analisis Funcional I — 2011

Practico 1

(1) (a) En todo espacio vectorial existe una norma.
(b) Toda norma || || en un espacio vectorial es mayor o igual a 0.
(c) Si M es un normado entonces,

[l =Nyl < [l =yl
|21 + @2 + - 4 @] < {lza]| +[[z2f] + - - + (]|

[¢]
(2) Sea S un subespacio vectorial de un espacio vectorial normado DN entonces S = (.

(3) Sea S subespacio vectorial de un normado N.
(a) S es subespacio vectorial.
(b) S es completo entonces S es cerrado.
(¢) S es cerrado y 91 es completo entonces S es completo.

(4) En la desigualdad de Schwartz vale la igualdad si y sélo si existe a € K tal que z = ay o x = ax.
(5) En todo pre-Hilbert se tiene

(z,y) = ;{llz +yl> — [lz -y} i K=R

(z,y) = ;{llz +yll> = [l =yl +illz +iyl]* —il|lz —iy[]} siK=C

Nota: EI producto escalar se rescata a partir de la norma y esta determinado por sus valores en
la diagonal osea por (x,z) = ||z||%.

(6) Sea d(z,y) = ||z — y|| ( donde || || es norma en un espacio vectorial). Probar que

B(zg,r) ={x:d(z,x0) <71} ={x:d(z,z9) <7}

(7) Si {hyn} es una sucesién en un espacio de Hilbert H tal que Y 7, ||hn|| < oo entonces Y 7 hy
converge.

2 Tiene dimensién infinita.

(8) (a) ¢
(b) ¢% es separable.
(c) {z € 2 :||z||]2 = 1}, es cerrado pero no compacto.
(d) {z € 2 : 2; =0, salvo un ntimero finito de i’s} es denso, pero no cerrado.

(9) Definimos
> 1
O ={o={z}2) : lally = (Y |ail”)? < 0o}
i=1
0 = Az = {2i}Z; : [|2]loc = sup |2i] < oo}

(a) Probar que ¢! y ¢*° son de Banach con las normas ||||1 ¥ || ||cc respectivamente, pero ¢! no
es de Banach con la norma || ||s. ( O sea ¢! no es subespacio cerrado de £°°).

(b) ¢! es subespacio vectorial denso ( propio) de 2. ( Por lo tanto no es completo con la || ||2).

(c) La clausura de ¢! y 2 en > es

Co = {z = {i}Z : lim [z = O}.

1



Por lo tanto Cj es de Banach con la || || ¥

., Es C cerrado en £ 7.

(d) Probar que ||z||o < ||7||2 para todo z € €2y ||z||2 < ||x||1 para todo z € ¢!. (Primero
suponer que || [|1 =1 o ||||]2 = 1 segun el caso).

(e) Las ||||1 ¥ || ||so no cumplen con la regla del paralelogramo y por lo tanto £' y £*° no son
de Hilbert. Pero ¢! es de pre-Hilbert con la |||]2 . ¢ Son ¢!, C, o Cy de pre-Hilbert con la

[]o0?-
(10) (a) Probar que (f,g) = [ f(2)g(z)dx es un producto escalar y notar que (f, f)2 = |f]]2-
(b) If +gll = £l + llgll; donde H || viene dada de un producto escalar, si y sélo si f = ag o
g = af para algin o > 0. Deducir que |[||1 ¥ || ||o 10 vienen dadas por ningin producto
escalar.

(c) Si consideramos Cfa, b], probar que para toda f € Cla,b] || f|lp < ||fllq, sip < q.
1 .
(d) [[fllx < (0 =a)a[[fll, < (b= a)llfllec ¥ I[fllco = limp oo [|f]lp

(e) La || ||, cumple la regla del paralelogramo si y sélo si p = 2. Luego || ||2 es la tinica que viene
de un producto escalar.

(11) (a) Probar que L*°(X, i) es de Banach y no separable (donde p es o finita).
(b) Probar que £*° no es separable.

(12) (a) Sea My, el espacio C[a,b] con la norma || |[,, 1 < p < co. Probar que N, es de Banach si y
sélo si p = .
(b) Los espacios

Co={f € C(R) : f es acotada}, Co={feCR): lim f(x)=0}

|z|—o00
y Cpo={f€CR): f(z)=f(x+27)Vzr € R}
son de Banach con la || f|| = sup,er | f(z)], pero no el espacio

={f € C(R): f =0 fuera de un compacto}.

(13) Sea H = {f [ ] — R : fes absolutamente continua , f(0) = 0,yf" € L?((0,1))}. Definimos
fo () (t)dt para f,g € H. Probar que H es un espacio de Hilbert.

(14) Definicién: Sea G un abierto en C, denotamos por L2(G) el conjunto de todas las funciones

analiticas en G tal que
// |f(x +iy)|?dedy < oco.
G

L%(G) Se llama el espacio de Bergman para G
Consideraremos también aparte de la definicién de integral dada por la medida de Lebesgue en

R? la integral
/ fdArea
G

Observar que L2(G) C L*(u) donde p = Area|G. Esto implica que L2(G) tiene un producto
interno (y norma) natural heredado de L?(y).
(a) Si f es analitica en un entorno de B(a,r) entonces

B 7TT2 /‘/;(a r)
(b) Si f € L3(G), a € Gy 0 < r < dist(a,G), entonces
1
< —
[f(a)] < rﬁHf!b

(c) Probar que L2(G) es un espacio de Hilbert.



