
Análisis Funcional I – 2011
Práctico 6

(1) Sean {X,P} y {Y,Q} dos espacios vectoriales topológicos localmente convexos (EVTLC), generados
por las familias de seminormas P y Q respectivamente. Sea A : X → Y lineal.
A es continua si y sólo si, para todo q ∈ Q existen p1, . . . , pn ∈ P y M > 0 tales que

q(A(x)) ≤ M [p1(x) + · · ·+ pn(x)]

para todo x ∈ X.

(2) Sea Ω un abierto no vaćıo del plano complejo, y sea H(Ω) el subespacio de C(Ω) (con la topoloǵıa
definida en el teórico) de funciones holomorfas (anaĺıticas) en Ω. Probar que H(Ω) es de Fréchet.

(3) Sean α = (α1, . . . , αn) n-uplas de enteros mayores o iguales a cero, y |α| = α1 + · · · + αn. Definimos
xα = xα1

1 . . . xαn
n , Dα =

(
∂

∂x1

)α1

. . .
(

∂
∂x1

)αn

y pα,βf = supx∈Rn |xβ||Dαf(x)|.
Sea

S(Rn) = {f ∈ C∞(Rn) : pα,βf < ∞ ∀, α, β}.
(a) Probar que S(Rn) es un espacio de Fréchet.
(b) Probar que f → xαf , f → Dαf y f → gf son continuas de S(Rn) → S(Rn) donde g ∈ S.

(4) Sean f, g ∈ L1(Rn). Sea

f ∗ g(x) =
∫

Rn

f(x− y)g(y)dy,

(a) Probar que f ∗ g ∈ L1 y que si f, g ∈ S(Rn) entonces f ∗ g ∈ S(Rn).
(b) Probar que f̂ ∗ g = f̂ ĝ.
(c) Probar que .̂ es continua de L1(Rn) → C0(Rn).

(5) Probar que las siguientes funcionales están en S ′(Rn):
(a) δaf = f(a).
(b) Sea g ∈ Lp(Rn), Lg(f) =

∫
fg.

(6) Probar que las siguientes funcionales están en (C∞)′(Rn):
(a) δaf = f(a).
(b) Sea g ∈ C∞

c (Rn), Lg(f) =
∫

fg.

(7) Sea C = C[0, 1] = {f [0, 1] → C, continuas}. Definimos

d(f, g) =
∫ 1

0

|f(x)− g(x)|
1 + |f(x)− g(x)| dx.

Sea (C, σ) el espacio C con la topoloǵıa inducida por esta métrica y (C, τ) el espacio C con la topoloǵıa
de las seminormas

px(f) = |f(x)|, 0 ≤ x ≤ 1.

(a) Probar que todo conjunto τ -acotado también es σ-acotado y por lo tanto la id : (C, τ) → (C, σ)
manda conjuntos acotados en conjuntos acotados.

(b) Probar que id : (C, τ) → (C, σ) no es continua, a pesar que es sucesionalmente continua, (por el
teorema de la convergencia dominada), y por lo tanto (C, τ) no es metrizable. Probar también que
(C, τ) no tiene base local numerable.

(c) Probar que toda funcional lineal en (C, τ) es de la forma f → ∑n
i=1 cif(xi), para alguna elección

de puntos x1, . . . , xn ∈ [0, 1] y algunos ci ∈ C.
(d) Probar que los únicos abiertos convexos de (C, σ) son ∅ y C.
(e) id : (C, σ) → (C, τ), no es continua.
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