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Prefacio

Las siguientes notas se han utilizado para el dictado del curso “Álgebra II / Ál-gebra” del primer año de las licenciaturas y profesorados de FAMAF. Han sido lasnotas principales en el dictado del año 2018 y 2020, y se limitan casi exclusivamenteal contenido dictado en el curso. Las partes señaladas con (*) y los apéndices sonoptativos.
Estas notas están basadas principalmente en Apuntes de Álgebra II - Año 2005 deSilvina Riveros y han sido revisadas, modificadas y ampliadas por Alejandro Tiraboschiy Agustín García Iglesias.
También hemos utilizado como bibliografía de apoyo los siguientes:

- Álgebra Lineal. Autores: Gabriela Jeronimo, Juan Sabia y Susana Tesauri. Año2008. Puede descargarse del Departamento de Matemática de la UBA, en ladirecciónhttp://mate.dm.uba.ar/~jeronimo/algebra_lineal/AlgebraLineal.pdf- Linear Algebra. Autores: Jim Hefferon. Se descarga enhttp://joshua.smcvt.edu/linearalgebra/
Otra bibliografía de interés:

- Álgebra Lineal. Autor: Serge Lang. Año: 1976. Editorial: Fondo Educativo Inter-americano. Ficha en biblioteca de FAMAF: http://bit.ly/2stBTzs- Álgebra Lineal. Autores: Kenneth Hoffman y Ray Kunze. Año: 1973. Editorial:Prentice Hall. Ficha en biblioteca de FAMAF: http://bit.ly/2tn3eRc
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PREFACIO 1
Contenidos mínimos

Resolución de ecuaciones lineales. Matrices. Operaciones elementales. Matriz inversa.Espacios vectoriales sobre R y C. Subespacios. Independencia lineal. Bases y dimen-sión Rectas y planos en Rn. Transformaciones lineales y matrices. Isomorfismos. Cambiode bases. Núcleo e imagen de transformaciones lineales. Rango fila y columna. Deter-minante de una matriz. Cálculo y propiedades básicas. Espacios con producto interno.Desigualdad de Cauchy-Schwartz. Desigualdad triangular. Teorema de Pitágoras. Or-tonormalización de Gram-Schmidt. Ecuaciones de rectas y planos en Rn. Distancias.Introducción a vectores y valores propios. Aplicaciones. Diagonalización de matricessimétricas.





1 Vectores

El concepto de vector es básico para el estudio de funciones de varias variablesy proporciona la motivación geométrica para todo el curso. Por lo tanto, las propie-dades de los vectores, tanto algebraicas como geométricas, serán discutidas en formaresumida en este capítulo.
SECCIÓN 1.1

Álgebra lineal en R2 y R3
Sabemos que se puede usar un número para representar un punto en una línea,una vez que se selecciona la longitud de una unidad.

x-3 -2 -1 0 1 2 3
Figura 1. La recta real y algunos números enteros.

Se puede usar un par de números (x, y) para representar un punto en el plano.Estos pueden ser representados como en la figura 2.
Ahora observamos que un triple de números (x, y, z) se puede usar para representarun punto en el espacio, es decir, espacio tridimensional, o 3-espacio. Simplemente,introducimos un eje más. La figura 3 ilustra esto.
En lugar de usar (x, y, z), también suele usarse la notación (x1, x2, x3). La líneapodría llamarse el 1-espacio, y el plano podría llamarse el 2-espacio. Por lo tanto,podemos decir que un solo número representa un punto en el 1-espacio. Un par repre-senta un punto en el 2-espacio. Un triple representa un punto en el 3-espacio.3
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Figura 2. Representación gráfica de los puntos (2, 1), (−1, 2,5) y(−2,5,−2,5) en R2.
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Figura 3. Representación gráfica del punto v = (3,5, 3, 2,5) en R3.

Aunque no podemos hacer un dibujo para generalizar lo anterior a 4-espacios, nohay nada que nos impida considerar un cuádruple de números y decretar que este esun punto en el 4-espacio. Un quíntuple sería un punto en el 5-espacio, luego vendríaun séxtuple, séptuple, óctuple, etc.
Podemos generalizar y definir un punto en el n-espacio, para n un entero positivo,como una n-tupla de números. Vamos a denotar tal n-tupla con letras v , w , u, ... yusaremos otras letras minúsculas para los números. Si v = (x1, x2, . . . , xn), llamamos alos números x1, x2, . . . , xn las coordenadas del punto v . Más precisamente, xi será la

coordenada i-ésima de v . Por ejemplo, en el 3-espacio, 2 es la primera coordenada del



1. ÁLGEBRA LINEAL EN R2 Y R3 5punto (2, 3,−4), y −4 es la tercera coordenada. Denotamos a los n-espacios por Rn.Para formalizar:
Definición 1.1.1. Sea R el cuerpo de los números reales, entonces

Rn := {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ n}.Tode v en Rn será llamado punto. Alternativamente, también podemos decir que v esun vector en el origen o simplemente un vector.
La mayoría de nuestros ejemplos tendrán lugar cuando n = 2 o n = 3. Por lo tanto,el lector puede visualizar cualquiera de estos dos casos a lo largo del apunte. Paraello usaremos el sistema de coordenadas cartesianas para representar los elementosde R2 y R3, tal como se ha hecho en las figuras 2 y 3.
Ejemplo 1.1.1. Un ejemplo clásico de 3-espacio es, por supuesto, el espacio en elque vivimos. Después de seleccionar un origen y un sistema de coordenadas, podemosdescribir la posición de un punto (cuerpo, partícula, etc.) mediante 3 coordenadas.Además, como se sabía hace mucho tiempo, es conveniente extender este espacio a unespacio de 4 dimensiones, donde la cuarta coordenada es el tiempo, seleccionándose elorigen del tiempo, por ejemplo, como el nacimiento de Cristo, aunque esto es puramentearbitrario. Entonces, un punto con coordenada de tiempo negativo es un punto antesde Cristo, y un punto con coordenada de tiempo positiva es un punto después de Cristo.
Sin embargo, no es que obligatoriamente “el tiempo es la cuarta dimensión”. Elespacio 4-dimensional anterior es solo un ejemplo posible. Hagamos un ejemplo re-lacionado a la economía: tomamos como coordenadas la cantidad de dinero gastadopor una industria a lo largo de un año. Por ejemplo, podríamos tener un espacio de 6dimensiones con coordenadas correspondientes a las siguientes industrias: 1. acero, 2.automotriz, 3. productos agrícolas, 4. productos químicos, 5. indumentaria y 6. trans-porte. Las coordenadas de las 6-tuplas representarían el gasto anual de las industriascorrespondientes. Por ejemplo,(1000, 800, 550, 300, 700, 200)significaría que la industria del acero gastó 1000 en un año determinado, la automotriz800, etc.
También podemos visualizar los 3-espacios como “productos de espacios de dimen-siones inferiores”. Por ejemplo, podemos ver las coordenadas de los 3-espacios comodos coordenadas en un 2-espacio acompañada por una coordenada en el 1-espacio.Esto es, (x, y, z) indica el mismo punto que ((x, y), z). Esto se escribe como

R3 = R2 × R1.Utilizamos el signo del producto, que no debe confundirse con otros “productos”, comoel producto de los números. Del mismo modo, podemos escribir
R4 = R3 × R1.



6 1. VECTORESHay otras formas de expresar R4 como un producto, a saber:
R4 = R2 × R2.Esto significa que al punto (x1, x2, x3, x4) ∈ R4 lo podemos describir por el par ordenado((xl, x2), (x3, x4)) ∈ R2 × R2.

En general, dado n > 1, y n1, n2 tal que n1 + n2 = n, tenemos
Rn = Rn1 × Rn2.De forma más general aún, dado n > 1, y n1, . . . , nk tal que n1 + · · ·+nk = n, tenemos

Rn = Rn1 × · · · × Rnk .Ahora vamos a definir cómo sumar los puntos de Rn. Si v , w son dos puntos, digamosen el 2-espacio, definimos v+w como el punto cuyas coordenadas son la suma de cadacoordenada. Es decir, si, por ejemplo, v = (1, 2) y w = (−3, 5), entonces v+w = (−2, 7).En 3-espacios la definición es análoga. Por ejemplo, si v = (−1, y, 3) y w = (x, 7,−2),entonces v +w = (x − 1, y+ 7, 1), con x, y ∈ R.
En dos y tres dimensiones podemos definir Dados (x1, x2), (y1, y2) ∈ R2 o(x1, x2, x3), (y1, y2, y3) ∈ R3, definimos
◦ (x1, x2) + (y1, y2) := (x1 + y1, x2 + y2),
◦ (x1, x2, x3) + (y1, y2, y3) := (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3).

Generalizando,
Definición 1.1.2. Si (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Rn, definimos la suma de los dosvectores como: (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn),
Observemos que se satisfacen las siguientes propiedades: sean v, w, u en Rn, en-tonces
S1. v +w = w + v (conmutatividad de la suma),
S2. (v +w) + u = v + (w + u) (asociatividad de la suma),
S3. si definimos 0 = (0, . . . , 0),el punto cuyas coordenadas son todas 0, el vector cero, entonces

v + 0 = 0 + v = v,(existencia de elemento neutro de la suma).
S4. si v = (x1, . . . , xn), definimos −v = (−x1, . . . ,−xn). Entonces

v + (−v ) = (−v ) + v = 0(existencia de opuesto o inverso aditivo).



1. ÁLGEBRA LINEAL EN R2 Y R3 7Estas propiedades se deducen casi trivialmente de la definición de suma, coorde-nada a coordenada, y de la validez de las propiedades en el caso de la recta real.Como es usual en otros contextos ya conocidos, si v, w ∈ Rn, entonces denotamos
v −w := v + (−w).Ejemplo 1.1.2. Vimos al final del ejemplo 1.1.1 que una n-tupla puede representarcuestiones relacionadas con las finanzas. En nuestro ejemplo una 6-tupla representabael gasto anual de determinadas actividades económicas, por ejemplo los gastos en losaños 2000 y 2001 son

2000 → (1000, 800, 550, 300, 700, 200)2001 → (1200, 700, 600, 300, 900, 250)
Luego los costos totales en los dos años son(1000, 800,550, 300, 700, 200) + (1200, 700, 600, 300, 900, 250) == (1000 + 1200, 800 + 700, 550 + 600, 300 + 300, 700 + 900, 200 + 250)= (2200, 1500, 1350, 600, 1600, 450).

En el ejemplo anterior es claro que la suma de puntos se corresponde con lo quenosotros esperamos que ocurra. Ahora interpretaremos la suma geométricamente enel plano.
En álgebra lineal a veces resultará conveniente pensar a cada punto como un vectorque comienza en el origen. Los vectores en R2 y R3 se pueden graficar como “flechas”que parten del origen y llegan a las coordenadas del punto. Veamos en los siguientesejemplos que está interpretación es útil.Ejemplo 1.1.3. Sea v = (2, 3) y w = (−1, 1). Entonces v + w = (1, 4). En el dibujode los puntos involucrados aparece un paralelogramo (fig. 4)

x

y

(−1, 1)
(2, 3)

(1, 4)

Figura 4.
Ejemplo 1.1.4. Sea v = (3, 1) y w = (1, 2). Entonces

v +w = (4, 3).
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v

w

v +w

Figura 5.
Esta suma la representamos en la fig. 5.

Vemos de nuevo que en la representación geométrica aparece un paralelogramo. Larazón por la cual la figura que aparece es un paralelogramo se puede dar en términosde la geometría plana de la siguiente manera. Obtenemos v = (1, 2) comenzando desdeel origen 0 = (0, 0), y moviéndonos 1 unidad hacia la derecha y 2 hacia arriba. Paraobtener v +w , comenzamos desde v , y de nuevo nos movemos 1 unidad a la derecha y2 hacia arriba. Así, el segmento entre 0 y w , y entre v y v +w son las hipotenusas delos triángulos rectángulos cuyos catetos correspondientes son de la misma longitud yparalelos. Los segmentos anteriores son por lo tanto paralelos y de la misma longitud,como se ilustra en la fig. 6.

x

y

w

v +w

v

0
Figura 6.

Ejemplo 1.1.5. Sea el punto v = (3, 1) , entonces −v = (−3,−1). Si dibujamos v y
−v vemos que −v es un vector del mismo “tamaño” que v pero con la dirección opuesta.Podemos ver a −v como la reflexión de v a través del origen (fig. 7).

La resta de dos vectores también se puede representar geométricamente: restemosal vector v el vector w . Como primera opción podemos encontrar el vector −w y su-marlo a v aplicando la regla del paralelogramo. Esto es equivalente a lo siguiente: losvectores v y w determinan el triángulo determinado por los puntos 0, v y w . Entonces,el lado determinado por w y v , en ese sentido, trasladado al origen es el vector v −w(fig. 8).
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Figura 7.

x
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v −w

Figura 8. Al vector v le restamos w .
Ahora consideraremos la multiplicación de un vector v por un número.
Definición 1.1.3. Sea v = (x1, . . . , xn) ∈ Rn y λ ∈ R, entonces

λ.v = (λx1, . . . , λxn).También denotamos a esta multiplicación por λv .
Ejemplo 1.1.6. Si v = (2,−1, 5) y λ = 7, entonces λv = (14,−7,35).
Es fácil verificar las siguientes reglas: dados v, w ∈ Rn,
P1. 1.v = v .
P2. λ1(λ2v ) = (λ1λ2)v , para todo λ1, λ2 ∈ R.
D1. λ(v +w) = λv + λw , para todo λ ∈ R (propiedad distributiva).
D2. (λ1 + λ2)v = λ1v + λ2v para todo λ1, λ2 ∈ R (propiedad distributiva).
También tengamos en cuenta que(−1)v = −v.
¿Cuál es la representación geométrica de la multiplicación de un vector por unnúmero?
Ejemplo 1.1.7. Sea v = (1, 2) y λ = 3. Luego λv = (3, 6) como en la siguiente figura:
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x

y

v = (1, 2)

3v = (3, 6)

12v = (0,5, 1)

(a)

x

y

v

3v

−3v (b)
La multiplicación por 3 equivale a “estirar” v por 3. Del mismo modo, 12v equivalea estirar v en 12 , es decir, reducir v a la mitad de su tamaño. En general, si t es unnúmero con t > 0, interpretamos tv como un punto en la misma dirección que v contamaño t-veces el tamaño de v . De hecho, decimos que v y w tienen la misma direcciónsi existe un número λ > 0 tal que v = λw . La multiplicación por un número negativoinvierte la dirección. Así, −3v se representa como en la figura anterior, en la parte(b). Decimos que v y w (ninguno de los cuales es cero) tienen direcciones opuestas siexiste un número λ < 0 tal que v = λw . Por lo tanto, −v tiene dirección opuesta a v .
Más allá de las interpretaciones geométricas, hemos definido en forma algebraicala suma de vectores en Rn y la multiplicación de un vector por un escalar, y estasoperaciones tienen ciertas propiedades de interés.
Concluyendo, las definiciones y resultados más importantes de esta sección son:
Sean (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) ∈ Rn y λ ∈ R, definimos
◦ (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn),
◦ λ.v := (λx1, . . . , λxn).

Dados v, w, u en Rn, se verifican
S1. v +w = w + v (conmutatividad de la suma),
S2. (v +w) + u = v + (w + u) (asociatividad de la suma),
S3. sea 0 := (0, . . . , 0), el vector cero, entonces 0 + v = v + 0 = v (existencia de

elemento neutro de la suma).
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S4. Si v = (x1, . . . , xn), entonces −v := (−x1, . . . ,−xn) y se satisface v + (−v ) =(−v ) + v = 0 (existencia de opuesto o inverso aditivo).
P1. 1.v = v .
P2. λ1(λ2v ) = (λ1λ2)v , para todo λ1, λ2 ∈ R.
D1. λ(v +w) = λv + λw , para todo λ ∈ R (propiedad distributiva).
D2. (λ1 + λ2)v = λ1v + λ2v para todo λ1, λ2 ∈ R (propiedad distributiva).
Verán más adelante que las propiedades anteriores son muy parecidas a los “axio-mas” que se utilizan en el capítulo 3 para definir espacios vectoriales abstractos (verdefinición 3.1.1).Definición 1.1.4. Dado, n ∈ N, para cada i ∈ {1, ..., n}, se denota ei ∈ Rn al vectorcuyas coordenadas son todas 0 excepto la coordenada i que es un 1.

ei := (0, ..., 1, ..., 0)El conjunto {e1, ..., en} se llama base canónica de Rn.Ejemplo 1.1.8. En R3 los vectores son e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)
Estos vectores jugarán un rol central en la materia, principalmente, por la siguientepropiedad.Proposición 1.1.1. Todo vector de Rn se escribe como combinación lineal de la base

canónica. Explícitamente, si (x1, ..., xn) ∈ Rn entonces(x1, ..., xn) = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen.
La demostración es trivial pero por ahora no la haremos.Ejemplo 1.1.9. (1, 2, 3) = (1, 0, 0) + (0, 2, 0) + (0, 0, 3)= 1(1, 0, 0) + 2(0, 1, 0) + 3(0, 0, 1)= 1e1 + 2e2 + 3e3

SECCIÓN 1.2
El producto escalar

En 2-espacios, dados dos vectores v = (x1, x2) y w = (yl, y2), definimos su producto
escalar como

〈v, w〉 := x1y1 + x2y2.Para el caso de 3-espacios, sean v = (x1, x2, x3) y w = (yl, y2, y3), entonces el producto
escalar de v y w es

〈v, w〉 := x1y1 + x2y2 + x3y3.



12 1. VECTORESFinalmente, en los n-espacios, generalizamos la definición de la manera obvia:
Definición 1.2.1. Sean v = (x1, . . . , xn) y w = (yl, . . . , yn) vectores de Rn, el producto

escalar de v y w se define como
〈v, w〉 := x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

Es importante notar que este producto es un número real. Por ejemplo, si
v = (1, 3,−2) y w = (−1, 4,−3),entonces

〈v, w〉 = −1 + 12 + 6 = 17.
Por el momento, no le damos una interpretación geométrica a este producto escalary veremos esto en la sección 1.3. Ahora derivaremos algunas propiedades importantes.Los básicas son las siguientes: sean v , w , u tres vectores, entonces
P1. 〈v, w〉 = 〈w, v〉.
P2.

〈v, w + u〉 = 〈v, w〉+ 〈v, u〉 = 〈w + u, v〉.
P3. Si λ es un número, entonces

〈λv,w〉 = λ〈v, w〉 y 〈v, λw〉 = λ〈v, w〉.
P4. Si v = 0 es el vector cero, entonces 〈v, v〉 = 0, de lo contrario

〈v, v〉 > 0
Ahora vamos a probar estas propiedades. En cuanto a la primera, tenemos que

x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn = y1x1 + y2x2 + · · ·+ ynxnporque para cualquiera de los dos números x, y, tenemos que xy = yx . Esto pruebala propiedad P1.
Para P2, sea u = (z1, . . . , zn). Entonces

w + u = (y1 + z1, . . . , yn + zn)y
〈v, w + u〉 = 〈(x1, . . . , xn), (y1 + z1, . . . , yn + zn)〉= x1(y1 + z1) + · · · xn(yn + zn)= x1y1 + x1z1 + · · · xnyn + xnznReordenando los términos obtenemos
〈v, w + u〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn + x1z1 + · · ·+ xnzn,que no es otra cosa que 〈v, w〉+ 〈v, u〉.

Dejamos la propiedad P3 como ejercicio.



1. EL PRODUCTO ESCALAR 13Finalmente probemos P4. Observemos que
〈v, v〉 = x21 + x22 + · · ·+ x2

n. (1)Como x2
i ≥ 0 para todo i, entonces 〈v, v〉 ≥ 0. Además, es claro que si v tiene todas lascoordenadas iguales a 0, entonces 〈v, v〉 = 0. En el caso que v 6= 0, entonces, existealgún i tal que xi 6= 0, por lo tanto x2

i > 0 y por la ecuación (1), tenemos que 〈v, v〉 > 0.
Por la propiedad P1 diremos que el producto escalar es simétrico, por las propie-dades P2 y P3 diremos que es una forma bilineal y, finalmente, por la propiedad P4diremos que es definido positivo.

El producto escalar 〈v, w〉 puede ser igual a 0 para determinados vectores, inclusoambos distintos de 0. Por ejemplo, si v = (1, 2, 3) y w = (2, 1,−43 ), entonces
〈v, w〉 = 2 + 2− 4 = 0.Definición 1.2.2. Decimos que dos vectores v y w en Rn son perpendiculares u

ortogonales si 〈v, w〉 = 0. Cuando v y w son ortogonales denotamos v ⊥ w .
Por el momento, no es claro que en el plano la definición anterior coincida connuestra noción geométrica e intuitiva de perpendicularidad. Esto lo veremos en lasiguiente sección. Aquí nos limitaremos a observar un ejemplo.Ejemplo 1.2.1. En R3 consideremos los vectores

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1),representados en la fig. 9

y

z

x

e2

e3

e1

v

Figura 9.
Luego, vemos que 〈ei, ej〉 = 0, si i 6= j y por lo tanto ei es perpendicular a ej si

i 6= j , lo cual concuerda con nuestra intuición.
Observemos que si v = (x1, x2, x3), entonces 〈v, ei〉 = xi. Por lo tanto, si la coorde-nada i-ésima de v es cero, v es ortogonal a ei. Esto nos dice, por ejemplo, que si v esun vector contenido en el plano que incluye e2 y e3, es decir si la primera coordenadaes cero, entonces v es ortogonal a e1.



14 1. VECTORESEjemplo 1.2.2. Sea (a, b) un vector en R2, entonces (−b, a) es un vector ortogonala (a, b) debido a que
〈(a, b), (−b, a)〉 = a · b+ (−b) · a = 0.Si graficamos con un ejemplo, a = 1, b = 3; vemos que esto se corresponde con nuestraintuición de perpendicularidad.

x

y (a, b)
(−b, a)

SECCIÓN 1.3
La norma de un vector

Si v es vector, entonces 〈v, v〉 ≥ 0 y definimos como la norma de v o longitud de val número
||v || =√〈v, v〉.

Cuando v pertenece al plano y v = (x, y), entonces ||v || =√x2 + y2 y si graficamosel vector en la fig. 10, vemos que la noción de norma o longitud en R2 se deduce delteorema de Pitágoras.
(x, y)
y

x

r

Figura 10. r =√x2 + y2.
Si n = 3, el dibujo es como en la fig. 11, para v = (x, y, z). Es decir, por la aplicaciónreiterada del teorema de Pitágoras obtenemos que la longitud de v es √x2 + y2 + z2.
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y

z

x

v

r

w (x, y)
Figura 11. w =√x2 + y2, r = √w2 + z2 =√x2 + y2 + z2.

En general, si v = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, entonces
||v || =√x21 + x22 + · · ·+ x2

ny la aplicación reiterada del teorema de Pitágoras nos dice que esta es la definicióncorrecta de longitud o norma de un vector.
Proposición 1.3.1. Sea v ∈ Rn y λ ∈ R, entonces

||λv || = |λ|||v ||.
Demostración. ||λv ||2 = 〈λv, λv〉, por la propiedad P3 del producto escalar,

〈λv, λv〉 = λ〈v, λv〉 = λ2〈v, v〉.Es decir ||λv ||2 = λ2||v ||2, por lo tanto (sacando raíz cuadrada), ||λv || = |λ|||v ||. �

El producto escalar no sólo es útil para definir la longitud de un vector, sino quetambién nos dice cual es el ángulo entre dos vectores: sean v1 = (x1, y1) y v2 = (x2, y2)en R2; veremos a continuación que
〈v1, v2〉 = ||v1|| ||v2|| cos(θ), (2)donde θ es el ángulo comprendido entre v1 y v2.

Sea α1 el ángulo comprendido entre v1 y el eje horizontal y α2 el ángulo compren-dido entre v2 y el eje horizontal. Entonces,
v1 = ||v1||(cos(α1), sen(α1)), v2 = ||v2||(cos(α2), sen(α2)),por lo tanto
〈v1, v2〉 = ||v1|| ||v2||(cos(α1) cos(α2) + sen(α1) senα2)).Por otro lado, por la propiedad de la suma de los cosenos tenemos quecos(α1) cos(α2) + sen(α1) sen(α2) = cos(α1 − α2). (3)



16 1. VECTORESEs decir,
〈v1, v2〉 = ||v1|| ||v2|| cos(α1 − α2),y precisamente, θ = α1 − α2 es el ángulo comprendido entre v1 y v2.

Esto se puede generalizar a R3 y ahí en vez de la fórmula (3) se debe usar la leyesférica de los cosenos. Los resultados se puede generalizar a Rn y en general valeque si v1, v2 ∈ Rn, entonces el ángulo comprendido entre v1 y v2 es
θ = arcos( 〈v1, v2〉||v1|| ||v2||

)
. (4)

Terminaremos esta sección dando la noción de distancia entre dos vectores o dospuntos.
Definición 1.3.1. Sea v, w ∈ Rn, entonce las distancia entre v y w es ||v −w||.
Vemos en la fig. 12 que la norma del vector v −w es la longitud del segmento queune w con v .

x

y

w

v

v −w

Figura 12. Distancia de v a w .
Una de las desigualdades más notables referentes a la norma de un vector es la

desigualdad triangular :
Proposición 1.3.2. Sean v, w ∈ Rn, entonces

||v +w|| ≤ ||v ||+ ||v ||
Demostración. Ejercicio. �

La desigualdad triangular expresa en forma algebraica el resultado, más conocido,“en todo triángulo, un lado es menor que la suma de los otros dos”, que graficamos acontinuación.
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x

y

v

w

v +w
||w|| ||v +w||

||v ||

SECCIÓN 1.4
Vectores afines

En esta sección veremos el concepto de vector afín, que nos servirá para entendermás geométricamente los conceptos de rectas y planos en R2 y R3, respectivamente(secciones 1.5 y 1.6). Definimos un vector afín como un par ordenado de puntos v y w ,
w

v

Figura 13. Un vector afín.
que escribimos −→vw y lo visualizamos como una flecha entre v y w . Llamamos a v el
punto inicial y w el punto final del vector afín (fig. 13).

Sean −→vw y −→pq dos vectores afines. Diremos que son equivalentes si w − v = q−p.

w

v

q

p
w − v = q− p

Figura 14. Dos vectores equivalentes.
Cada vector afín −→vw es equivalente a uno cuyo punto de inicial es el origen, pues

−→vw es equivalente a −−−−−→0(w − v ) (ver fig. 14).



18 1. VECTORESClaramente este es el único vector cuyo punto inicial es el origen y que es equiva-lente a −→vw . Si visualizamos la ley del paralelogramo en el plano, entonces está claroque la equivalencia de dos vectores afines se puede interpretar geométricamente di-ciendo que las longitudes de los segmentos de línea determinadas por el par de puntosson iguales, y que las “direcciones” de los dos vectores son las mismos.
A una n-upla la podemos interpretar como un vector cuyo punto inicial es el origen.En vista de esto, llamaremos, como lo venimos haciendo, a una n-upla punto o vector,dependiendo de la interpretación que tenemos en mente.
Se dice que dos vectores afines −→vw y −→pq son paralelos si hay un número λ 6= 0 talque w − v = λ(q− p). Se dice que tienen la misma dirección si hay un número λ > 0tal que w − v = λ(q − p), y que tienen direcciones opuestas si hay un número λ < 0tal que w − v = λ(q− p).
En los siguientes dibujos, ilustramos vectores afines paralelos. En el primer dibujocon la misma dirección, en el segundo, con direcciones opuestas.

w
v

q

p

w

v
q

p

SECCIÓN 1.5
Rectas en R2

Conocemos de la secundaria y de cursos anteriores el concepto de recta, por ejemploen el sitio on-line EcuRed dice:
“Una recta puede ser expresada mediante una ecuación del tipo y = mx+b, donde

x , y son variables en un plano. En dicha expresión m es denominada pendiente de la
recta y está relacionada con la inclinación que toma la recta respecto a un par de
ejes que definen el Plano. Mientras que b es el término independiente y es el valor
del punto en el cual la recta corta al eje vertical en el plano.”

Dicho en otros términos una recta, según esta definición, es el conjunto de puntos(x, y) ∈ R2 que satisfacen la ecuación y = mx +b y puede verse como el gráfico de lafunción f (x) = mx + b. Si, por ejemplo, m = 12 y b = 1, podemos dibujar la recta en elplano cerca del origen, como en fig.15.
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x

y

-2 -1 1 2 3-1
1
2

Figura 15. La recta y = 12x + 1.
Sin embargo, con la definición anterior no es posible considerar las rectas vertica-les. Las rectas verticales están dadas por una ecuación del tipo x = b, es decir sontodos los puntos (x, y) tal que x = b e y puede tomar cualquier valor. Por ejemplo, larecta x = 2,5 se grafica como en la fig. 16.

x

y

-2 -1 1 2 3-1
1
2

Figura 16. La recta x = 2,5.
No es difícil dar una definición que englobe todas las rectas posibles del plano:Definición 1.5.1 (Definición general de la recta). Sean a, b, c ∈ R y tal que a, b noson simultáneamente 0. La recta con ecuación implícita

ax + by = c, (5)es el conjunto de puntos (x, y) en R2 que satisfacen la ecuación (5). Es decir, si deno-tamos L a la recta,
L = {(x, y) ∈ R2 : ax + by = c}.

Observar que si b 6= 0, entonces la recta es y = −abx + c
b y que si b = 0,entonces a 6= 0 y la recta es x = c

a .



20 1. VECTORESObservación 1.5.1. Si consideramos el vector (a, b) en R2, c ∈ R y L la recta definidapor los puntos (x, y) tal que ax+by = c, entonces L es la recta formada por el conjuntode puntos (x, y) en R2 que satisfacen
〈(x, y), (a, b)〉 = c.Ahora bien, consideremos (x0, y0) un punto de la recta, entonces, obviamente tenemosque 〈(x0, y0), (a, b)〉 = c, por lo tanto la recta se puede describir como los puntos (x, y)que satisfacen la ecuación

〈(x, y), (a, b)〉 = 〈(x0, y0), (a, b)〉.Por la propiedad P2 del producto escalar, llegamos a la conclusión que
L = {(x, y) ∈ R2 : 〈(x, y)− (x0, y0) , (a, b)〉 = 0}.Sea v0 = (x0, y0) y v = (x, y), representemos gráficamente la situación:

v0
v

v − v0

(a, b)

Figura 17. Una recta en el plano.
La recta L es, entonces, la recta perpendicular a (a, b) y que pasa por v0.
El razonamiento también es posible hacerlo en el otro sentido:Resultado 1.5.1. La ecuación implícita de la recta L perpendicular a (a, b) y quepasa por (x0, y0) es

ax + by = 〈(x0, y0), (a, b)〉.
Ejemplo 1.5.1. Encontrar la ecuación implícita de la recta que pasa por (2,−1) y esperpendicular a (−2, 3).
Solución. Por lo visto anteriormente la recta esta formada por los puntos (x, y)tales que

−2x + 3y = cy debemos determinar el valor de c. Como (2,−1) pertenece a la recta
c = −2 · 2 + 3 · (−1) = −7.Luego, la ecuación implícita de la recta es

−2x + 3y = −7.
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�

Una definición equivalente de recta es la siguiente:Definición 1.5.2. Sean v, w ∈ R2 tal que w 6= 0. Sea
L = {v + tw : t ∈ R}.Diremos entonces que L es la recta que pasa por v paralela a w .

Observemos que la recta L está dada por todos los puntos que se obtienen de lafunción
X (t) = v + tw, para t ∈ R. (6)En el espacio R2, diremos que (6) es la ecuación paramétrica o la representación

paramétrica de la recta L que pasa por el punto v y es paralela a w 6= 0.
Podemos representar una recta dada en forma paramétrica como en la figura 18.Cuando damos tal representación paramétrica, podemos pensar en un móvil que co-

v

w
tw

v + tw

Figura 18. Una recta en el plano.
mienza en el punto v en el tiempo t = 0, y moviéndose en la dirección de w . En elmomento t, el móvil está en la posición v + tw . Por lo tanto, podemos interpretar físi-camente la representación paramétrica como una descripción del movimiento, en que
w se interpreta como la velocidad del móvil. En un momento dado t, el móvil está enel punto X (t) = v + tw que es llamada la posición del móvil en el tiempo t.

Esta representación paramétrica también es útil para describir el conjunto de lospuntos que se encuentran en el segmento de línea entre dos puntos dados. Sean v , udos puntos, entonces el segmento entre v y u consiste en todos los puntos
S(t) = v + t(u− v ) con 0 ≤ t ≤ 1. (7)Observar que en tiempo 0, S(0) = v y en tiempo 1, S(1) = v + (u− v ) = u. Como t “va”de 0 a 1, el móvil va de v a u, en linea recta.

Extendiendo a ambos lados el segmento, podemos describir la recta que pasa por
v y u por la ecuación paramétrica (fig. 19)

S(t) = v + t(u− v ) con t ∈ R.
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u

v

Figura 19. La recta que pasa por v y u.
Ejemplo 1.5.2. Encontrar una representación paramétrica para la recta que contienelos puntos (1,−3, 1) y (−2, 4, 5).
Solución. Llamemos v = (1,−3, 1) y u = (−2, 4, 5). Entonces u − v = (−2, 4, 5) −(1,−3, 1) = (−3, 7, 4) y la representación paramétrica de la recta que pasa por u y ves

X (t) = v + t(u− v ) = (1,−3, 1) + t(−3, 7, 4), t ∈ R.
�

Ahora discutiremos la relación entre una representación paramétrica y la ecuaciónimplícita de una recta en el plano.
Supongamos que trabajamos en el plano y tenemos v, w ∈ R2 con w 6= 0 y la rectadescrita en forma paramétrica:

X (t) = v + tw.Sea v = (x1, y1), w = (x2, y2), entonces, todo punto de la recta es de la forma(x, y) = (x1, y1) + t(x2, y2) = (x1 + tx2, y1 + ty2),es decir, los puntos de la recta X son los (x, y) tal que
x = x1 + tx2, y = y1 + ty2,para t ∈ R. Dado que (x2, y2) 6= 0, podemos despejar t de alguna de las ecuacionesy usando la otra ecuación eliminamos t y obtenemos una ecuación implícita. Veremosesto en un ejemplo.Ejemplo 1.5.3. Sean v = (2, 1) y w = (−1, 5) y sea X la recta que pasa por v en ladirección w . Encontrar la ecuación implícita de L.

Solución. La representación paramétrica de la recta que pasa por v en la direcciónde w es
X (t) = (2, 1) + t(−1, 5) = (2− t, 1 + 5t).Es decir, si miramos cada coordenada,
x = 2− t, y = 1 + 5t. (*)Despejando t de la primera ecuación obtenemos t = 2 − x . Reemplazando este valorde t en la segunda ecuación obtenemos y = 1 + 5t = 1 + 5(2 − x)t = y = 11 − 5x ,



1. RECTAS EN R2 23luego 5x + y = 11, (**)que es la ecuación implícita de la recta.
�

Esta eliminación de t muestra que cada par (x, y) que satisface la representaciónparamétrica (*) para algún valor de t también satisface la ecuación (**).
Recíprocamente, de la ecuación implícita podemos obtener la representación para-métrica.Ejemplo 1.5.4. Encontrar la representación paramétrica de la recta definida por5x + y = 11.
Solución. Supongamos que tenemos un par de números (x, y) que satisfacen laecuación implícita, 5x + y = 11, luego y = (−5)x + 11, remplazando x por t (sólo pornotación) obtenemos que

Y (t) = (t,−5t + 11)es la representación paramétrica de la recta. �

De los ejemplos anteriores se deduce que la recta
X (t) = (2− t, 1 + 5t)es la misma que la recta
Y (t) = (t,−5t + 11).Observar que, pese a que hablamos de “la representación paramétrica de la recta”,una recta tiene muchas formas de ser representada paramétricamente.

Los procedimientos de los ejemplos anteriores se pueden generalizar a cualquierrecta y de esa forma se puede demostrar que la definición paramétrica y la definiciónimplícita de la recta son equivalentes.
Finalmente, podemos obtener la representación paramétrica de la recta a partir deun vector ortogonal a ella y otro vector perteneciente a ella.Proposición 1.5.1. Sean (a, b), (x0, y0) ∈ R2 con (a, b) 6= 0. La recta perpendicular

a (a, b) que pasa por (x0, y0) es
L = {(x0, y0) + t(b,−a) | t ∈ R}

Demostración. El vector (b,−a) es perpendicular a a (a, b) y por lo tanto tiene ladirección de la recta. Luego la ecuación paramétrica de la recta es v0 + t(b,−a) paraalgún v0 en la recta. Como (x0, y0) pertenece a la recta, obtenemos el resultado quequeríamos probar. �



24 1. VECTORESEjemplo 1.5.5. Encontrar una representación paramétrica para la recta que contienelos puntos (2, 2) y y es perpendicular a (2, 1).
Solución. El vector ortogonal a (2, 1) es (1,−2). Luego:

L = {(2, 2) + t(1,−2) | t ∈ R}= {(2 + t, 2− 2t) | t ∈ R}

�

Debemos observar que en R3 no alcanza una sola ecuación lineal del tipo ax+by+
cz = d para definir una recta. Veremos en la sección siguiente que una ecuación linealdefine un plano en R3. Genéricamente hablando, con las soluciones de una ecuaciónen Rn se obtiene un objeto “con una dimensión menos”. Todo esto quedará claro alfinal de la materia cuando estudiemos subespacios vectoriales de un espacio vectorial.

SECCIÓN 1.6
Planos en R3

En la sección anterior vimos (aunque no lo demostramos) que existe una equivalen-cia entre la definición implícita y la definición paramétrica de la recta. En esta seccióndefiniremos un plano en R3 utilizando la forma implícita, que es la forma más usualy además es geométricamente intuitiva. Luego veremos la definición del plano en suversión paramétrica .
Comenzaremos, debido a que es más simple, con planos que pasan por el origen,como el de la fig. 20.

.
u

y

z

x
P

Figura 20. El plano P y u, un vector perpendicular al plano.



1. PLANOS EN R3 25En este caso, es claro que el plano está determinado por un vector perpendicularal mismo, es decir si P es un plano que pasa por el origen y u es un punto de R3, nonulo, tal que u ⊥ P , entonces
P = {v ∈ R3 : 〈v, u〉 = 0}.Sea ahora un plano P que no pasa por el origen. Tomo v0 ∈ P y entonces observamosque
P0 = {v − v0 : v ∈ P} (8)es un plano que pasa por el origen (pues v0− v0 ∈ P0). Luego, si u perpendicular a P0tenemos que
P0 = {w : 〈w,u〉 = 0}. (9)De las ecuaciones (8) y (9) deducimos que

v ∈ P ⇔ v − v0 ∈ P0 ⇔ 〈v − v0, u〉 = 0,es decir
P = {v ∈ R3 : 〈v − v0, u〉 = 0}.Observemos que 〈v − v0, u〉 = 0 sii 〈v, u〉 − 〈v0, u〉 = 0 sii 〈v, u〉 = 〈v0, u〉. Es decir, si

d = 〈v0, u〉, tenemos
P = {v ∈ R3 : 〈v, u〉 = d}.

Esta interpretación geométrica del plano se puede formalizar en la siguiente defi-nición.
Definición 1.6.1. Sean a, b, c, d ∈ R tal que (a, b, c) 6= (0, 0, 0) y sea

P = {(x, y, z) : ax + by+ cz = d}.Entonces diremos que P es un plano con ecuación implícita ax + by + cz = d y que(a, b, c) es un vector normal al plano P . A esta forma de describir el plano tambiénsuele llamársela la ecuación normal del plano.

Observar que la ecuación ax + by + cz = d no es más que la ecuación
〈(x, y, z), (a, b, c)〉 = d.

Ejemplo 1.6.1. El plano determinado por la ecuación2x − y+ 3z = 5es perpendicular al vector (2,−1, 3). Si queremos encontrar un punto en ese plano,por supuesto que tenemos muchas opciones. Podemos dar un valor arbitrario a x e
y, y luego despejamos z. Para obtener un punto concreto, sea x = 1, y = 1. Luegoresolvemos para z, a saber 3z = 5− 2 + 1 = 4,luego z = 43 y entonces

(1, 1, 43)es un punto en el plano.



26 1. VECTORESSe dice que dos planos son paralelos (en el 3-espacio) si sus vectores normales sonparalelos, es decir son proporcionales. Se dice que son perpendiculares si sus vectoresnormales son perpendiculares. El ángulo entre dos planos se define como el ánguloentre sus vectores normales.
Como (a, b, c) 6= (0, 0, 0), entonces una de las tres componentes del vector normalal plano no es cero. Supongamos que a 6= 0, luego es fácil despejar x en función delas constantes a, b, c y d; y las variables y y z, por lo tanto cada coordenada delplano depende paramétricamente de y y z y así obtenemos una ecuación paramétricade P (que depende de 2 parámetros). Se puede hacer de forma análoga cuando b 6= 0o c 6= 0.
Ejemplo 1.6.2. Dado el plano P = {(x, y, z) : x − 2y + z = 1}, hallaremos unaecuación paramétrica de P . Como x − 2y+ z = 1 sii x = 2y− z + 1, tenemos que

P = {(2y− z + 1, y, z) : y, z ∈ R},o, escrito de una forma más estándar,
P = {(2s− t + 1, s, t) : s, t ∈ R}.Observemos que (2s−t+1, s, t) = (1, 0, 0)+(2s−t, s, t) = (1, 0, 0)+(2s, s, 0)+(−t, 0, t) =(1, 0, 0) + s(2, 1, 0) + t(−1, 0, 1), por lo tanto, podemos también escribir

P = {(1, 0, 0) + s(2, 1, 0) + t(−1, 0, 1) : s, t ∈ R}.Cualquiera de las formas paramétricas de describir P es correcta, pero la última es laque se utiliza para definir formalmente el plano en forma paramétrica.
Definición 1.6.2. Sean v, w1, w2 ∈ R3 tal que w1,w2 no nulos y tal que w2 no seaun múltiplo de w1. Sea

P = {v + sw1 + tw2 : s, t ∈ R}.Diremos entonces que P es el plano a través de v paralelo a los vectores w1 y w2.

Claramente, en la definición de arriba, el vector v pertenece al plano y el plano
P0 = {sw1 + tw2 : s, t ∈ R}es el plano que pasa por el origen y paralelo a P .

Ya hemos visto que de la ecuación implícita del plano podemos pasar a al ecuaciónparamétrica fácilmente. Es un poco menos directo pasar de la ecuación paramétricaa la ecuación implícita, pero podemos describir un procedimiento general: sea P =
{v + sw1 + tw2 : s, t ∈ R}, entonces v ∈ P y P0 = {sw1 + tw2 : s, t ∈ R} es el planoparalelo a P que pasa por el origen. Si encontramos u 6= 0 tal que 〈u,w1〉 = 0 y
〈u,w2〉 = 0, entonces 〈sw1 + tw2, u〉 = 0 para s, t arbitrarios y

P0 = {(x, y, z) : 〈(x, y, z), u〉 = 0}.Sea d = 〈v, u〉, entonces 〈v + sw1 + tw2, u〉 = 〈v, u〉 = d, para s, t arbitrarios. Es decir
P = {(x, y, z) : 〈(x, y, z), u〉 = d}.



1. PLANOS EN R3 27Ejemplo 1.6.3. Sea P el plano definido en forma paramétrica por
P = {(1, 1, 0) + s(−1, 0,−1) + t(0, 1,−2) : s, t ∈ R}.Encontremos la ecuación implícita de P .

Sea u = (a, b, c), entonces
〈u, (−1, 0,−1)〉 = 0 ⇔ −a− c = 0,
〈u, (0, 1,−2)〉 = 0 ⇔ b− 2c = 0.Estas dos ecuaciones se cumplen sii a = −c y b = 2c, es decir si u = (−c, 2c, c). Si,por ejemplo, c = 1, tenemos u = (−1, 2, 1), luego el plano paralelo a P que pasa porel origen es
P0 = {(x, y, z) : −x + 2y+ z = 0}.Como 〈(1, 1, 0), (−1, 2, 1)〉 = 1, obtenemos

P = {(x, y, z) : 〈(x, y, z), (−1, 2, 1)〉 = 1}= {(x, y, z) : −x + 2y+ z = 1}.





2 Sistemas lineales

En este capítulo estudiaremos en forma sistemática los sistemas de ecuacioneslineales, es decir las soluciones de un conjunto finito de ecuaciones donde la relaciónentre las incógnitas se expresa en forma lineal.
SECCIÓN 2.1

Sistemas de ecuaciones lineales

El problema a resolver será el siguiente: buscamos números x1, . . . , xn en el cuerpo
K (= R o C) que satisfagan las siguientes condiciones

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = y1... ... ...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = ym

(10)
donde y1, . . . , ym y ai,j (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) son números en K.

Llamaremos a (10) un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas. A una
n-upla (x1, . . . , xn) de elementos de Kn que satisface cada una de las ecuaciones de(10) la llamaremos una solución del sistema. Si y1 = · · · = ym = 0, el sistema sellamará homogéneo. En caso contrario el sistema se denominará no-homogéneo.Ejemplo 2.1.1. Los siguientes son sistemas de 2 ecuaciones lineales con 2 incógni-tas: (1) 2x1 + 8x2 = 02x1 + x2 = 1 (2) 2x1 + x2 = 02x1 − x2 = 1 (3) 2x1 + x2 = 14x1 + 2x2 = 2Ejemplo 2.1.2. Resolvamos ahora un sistema de ecuaciones homogéneo sencillo:1 2x1 − x2 + x3 = 02 x1 + 3x2 + 4x3 = 0.29



30 2. SISTEMAS LINEALESSolución. Observar que (0, 0, 0) es solución. Busquemos otras soluciones manipu-lado las ecuaciones.Si hacemos −2 2 + 1 obtenemos: 1′ −7x2 − 7x3 = 0 ⇒ x2 = −x3Si hacemos 3 1 + 2 obtenemos: 2′ 7x1 + 7x3 = 0 ⇒ x1 = −x3,y esto nos dice que las soluciones son de la forma {(−x3,−x3, x3) : x3 ∈ R}, por ejemplo(−1,−1, 1) es solución y (1, 2, 3) no es solución. �

En el ejemplo anterior hemos encontrado soluciones por eliminación de incógnitas,es decir multiplicando por constantes adecuadas ciertas ecuaciones y sumándolashemos eliminado en 1 a x1 y en 2 a x2, con lo cual la solución del sistema se deduceinmediatamente por pasaje de término.
Ejemplo 2.1.3. Encontrar las soluciones (x, y, z) del sistema de ecuaciones:1 x +2z = 12 x −3y +3z = 23 2x −y +5z = 3 (S1)

Es decir, queremos encontrar los números reales x , y y z que satisfagan las ecuacionesanteriores.
Solución. Veremos que la única solución es (x, y, z) = (−1, 0, 1). El método que usa-remos, similar al del ejemplo anterior, será el de eliminación de variables o incógnitas:vemos en el sistema que queremos resolver 8 variables, algunas repetidas. Trataremosde eliminar en cada ecuación la mayor cantidad de variables posibles de tal formade llegar a una formulación equivalente del sistema que nos de inmediatamente lasolución.
Supongamos que (x, y, z) es una solución de nuestro sistema. Entonces tambiénvale que: 2 x −3y +3z = 2(−1)· 1 (−1)· (x +2z) = (−1) · 12’ −3y +z = 1
Por lo tanto (x, y, z) también es solución del sistema1 x +2z = 12’ −3y +z = 13 2x −y +5z = 3 (S2)
Dado que (x, y, z) es solución del sistema (S2), entonces también vale que:3 2x −y +5z = 3(−2)· 1 (−2)· (x +2z) = (−2) · 13’ −y +z = 1



2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 31Por lo tanto (x, y, z) también es solución del sistema1 x +2z = 12’ −3y +z = 13’ −y +z = 1 (S3)
Dado que (x, y, z) es solución del sistema (S3), entonces también vale que:2’ −3y +z = 1(−3)· 3’ (−3)· (−y +z) = (−3) · 12” −2z = −2
Por lo tanto (x, y, z) también es solución del sistema

x +2z = 1
−2z = −2

−y +z = 1 equivalentemente x +2z = 1
z = 1

−y +z = 1
Dado (x, y, z) es solución del sistema1 x +2z = 12” z = 13’ −y +z = 1 (S4)

o equivalentemente 1 x +2z = 13’ −y +z = 12” z = 1 (S5)
Entonces también vale que:

1 x + 2z = 1(−2)· 2” (−2)·( z ) = (−2) · 11’ x = −1 y 3’ −y+ z = 1(−1)· 2” (−1)·( z ) = (−1) · 13” −y = 0
Por lo tanto (x, y, z) también es solución del sistema

x = −1
−y = 0

z = 1 (S6)
o equivalentemente

x = −1
y = 0
z = 1 (S7)

En resumen, supusimos que (x, y, z) es una solución del sistema
x +2z = 1
x −3y +3z = 22x −y +3z = 1



32 2. SISTEMAS LINEALESy probamos que
x = −1 y = 0, z = 1.

�

Tanto en el ejemplo 2.1.2 como en el ejemplo 2.1.3 eliminamos variables usandoalguna de las siguientes operaciones entre ecuaciones:
E1. multiplicar una ecuación por una constante no nula,E2. sumar a una ecuación una constante por otra, yE3. permutar ecuaciones.

Veremos en las secciones siguientes que estas operaciones son “reversibles” y que conellas podemos reducir todo sistema de ecuaciones a uno cuyas soluciones son obvias.
Ejemplo 2.1.4. Así como haciendo operaciones del tipo E1, E2 y E3 en la ecuacionesdel ejemplo 2.1.3 llegamos de

x +2z = 1
x −3y +3z = 22x −y +5z = 3 a x = −1

y = 0
z = 1,haciendo las “operaciones inversas” (que son del mismo tipo) podemos llegar de

x = −1
y = 0
z = 1. a x +2z = 1

x −3y +3z = 22x −y +5z = 3.Luego, ambos sistemas son tienen las mismas soluciones.
SECCIÓN 2.2

Equivalencia de sistemas de
ecuaciones lineales

Dado el sistema
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = y1... ... ...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = ym

(11)
donde y1, . . . , ym y ai,j (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) son números en K, si multiplicamoscada ecuación por ci (1 ≤ i ≤ m) y sumamos miembro a miembro obtenemos

m∑
i=1 ci(ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn) =∑

i
ciyi.



2. EQUIVALENCIA DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 33Expandiendo la ecuación y tomando como factor común los xj (1 ≤ j ≤ n) obtenemosla ecuación(c1a11 + c2a21 + · · ·+ cmam1)x1 + · · ·+ (c1a1n + c2a2n + · · ·+ cmamn)xn == c1y1 + c2y2 + · · ·+ cmym,o, escrito de otra forma,( m∑
i=1 ciai1

)
x1 + · · ·+( m∑

i=1 ciain
)
xn = m∑

i=1 ciyi, (12)
la cual es una combinación lineal de las ecuaciones dadas en (16). Observar que laecuación (12), es una ecuación lineal con n incógnitas, es decir es del mismo tipo quecada una de las ecuaciones que componen el sistema de ecuaciones original.Proposición 2.2.1. Sean c1, . . . , cm en K. Si (x1, . . . , xn) ∈ Kn es solución del sistema
de ecuaciones

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = y1
... ... ...

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = ym.
entonces (x1, . . . , xn) también es solución de la ecuación( m∑

i=1 ciai1
)
x1 + · · ·+( m∑

i=1 ciain
)
xn = m∑

i=1 ciyi,

Demostración. Por hipótesis
ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn = yi, para 1 ≤ i ≤ m.Luego,

m∑
i=1 ci(ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn) =∑

i
ciyi

y esta, como vimos, es otra escritura de la ecuación (12). �

La idea de hacer combinaciones lineales de ecuaciones es fundamental en el pro-ceso de eliminación de incógnitas. En principio, no es cierto que si obtenemos unsistema de ecuaciones por combinaciones lineales de otro sistema, ambos tengan lasmismas soluciones (por ejemplo, hacer combinaciones lineales triviales con todos loscoeficientes iguales a 0).Definición 2.2.1. Decimos que dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentessi cada ecuación de un sistema es combinación lineal del otro.Teorema 2.2.2. Dos sistemas de ecuaciones lineales equivalentes tienen las mismas
soluciones.

Demostración. Sea
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = y1... ... ...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = ym

(*)



34 2. SISTEMAS LINEALESequivalente a
b11x1 + b12x2 + · · · + b1nxn = z1... ... ...
bk1x1 + bk2x2 + · · · + bknxn = zk ,

. (**)
En particular, las ecuaciones de (**) se obtienen a partir de combinaciones lineales delas ecuaciones del sistema (*). Luego, por proposición 2.2.1, si (x1, . . . , xn) es soluciónde (*), también será solución de cada una de las ecuaciones de (**) y por lo tantosolución del sistema.

Recíprocamente, como también las ecuaciones de (*) se obtienen a partir de com-binaciones lineales de las ecuaciones del sistema (**), toda solución de (**) es soluciónde (*). �

Observación 2.2.1. La equivalencia de sistemas lineales es una relación de equi-valencia, en particular vale la propiedad transitiva: si el sistema (A) es equivalente alsistema (B) y el sistema (B) es equivalente al sistema (C), entonces (A) es equivalentea (C). Esto nos permite, ir paso a paso para eliminar las incógnitas.
Ejemplo 2.2.1. Encontrar las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones1 2x1 + 4x2 − 6x3 = 02 3x1 − x2 + 5x3 = 0. (S0)
Solución. Si reemplazamos la ecuación 1 por 1 /2, obtenemos el sistema

1′ x1 + 2x2 − 3x3 = 02′ 3x1 − x2 + 5x3 = 0. (S1)
Reemplazando 2′ por 2′ − 3 1′ , obtenemos

1′′ x1 + 2x2 − 3x3 = 02′′ − 7x2 + 14x3 = 0. (S2)
Reemplazando 2′′ por 2′′ /(−7), obtenemos

1′′′ x1 + 2x2 − 3x3 = 02′′′ x2 − 2x3 = 0. (S3)
Reemplazando 1′′′ por 1′′′ − 2 2′′′ , obtenemos

1′′′′ x1 + x3 = 0
2′′′′ x2 − 2x3 = 0. (S4)

Luego x1 = −x3 y x2 = 2x3, y esto nos dice que las soluciones son de la forma
{(−x3, 2x3, x3) : x3 ∈ R}.

Por otro lado, observar que
◦ a partir de (S4) podemos obtener (S3) reemplazando 1′′′′ por 1′′′′ + 2 2′′′′ ;
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◦ a partir de (S3) podemos obtener (S2) reemplazando 2′′′ por −7 2′′′ ;
◦ a partir de (S2) podemos obtener (S1) reemplazando 2′′ por 2′′ + 3 1′′ ;
◦ a partir de (S1) podemos obtener (S0) reemplazando 1′ por 2 1′ .

Es decir los sistemas (S0) y (S4) son equivalentes y por lo tanto tienen las mismassoluciones. Como el conjunto de soluciones de (S4) es {(−x3, 2x3, x3) : x3 ∈ R}, éstetambién es el conjunto de soluciones del sistema original. �

Ejemplo 2.2.2. Encontrar las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones1 2x1 − x2 + x3 = 12 x1 + 3x2 + 3x3 = 23 x1 + + 2x3 = 1.(observar que en 3 el coeficiente de x2 es cero.)
Solución. Sireemplazamos 1 por 1 − 2 2 + obtenemos: 1′ −7x2 − 5x3 = −3,reemplazamos 2 por 2 + 3 1 obtenemos: 2′ 7x1 + 6x3 = 5,no cambiamos 3 y obtenemos: 3′ x1 + 2x3 = 1.Ahora reemplazando 2′ por 2′ − 7 1′ , obtenemos −8x3 = −2, que es equivalente aque x3 = 14 . Por lo tanto, obtenemos el sistema

1′′ −7x2 − 5x3 = −32′′ x3 = 143′′ x1 + 2x3 = 1,Luego, reemplazando x3 por 14 y despejando en 1′′ y 2′′ :
1′′′ −7x2 = −3 + 5142′′′ x3 = 143′′′ x1 = 1− 214 .Por lo tanto, x1 = 12 , x2 = 14 , x3 = 14 . �

SECCIÓN 2.3
Matrices

En esta sección introduciremos el concepto de matriz y veremos un sistema deecuaciones se puede describir en el lenguaje de las matrices. También veremos que



36 2. SISTEMAS LINEALESsistemas de ecuaciones lineales equivalentes se corresponden con matrices equiva-lentes por filas. Esto nos permitirá, en la próxima sección, explicitar en forma clara yconcisa el método de Gauss.
Debemos tener claro que el lenguaje de las matrices en el contexto de esta sección,no es más que una notación más cómoda para el problema de resolver sistemas deecuaciones lineales.
Estudiaremos la solución de un sistema de ecuaciones lineales

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = y1... ... ...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = ym.

(13)
Observemos que podemos escribir los coeficientes de las fórmulas de la izquierda enun arreglo rectangular de m filas y n columnas:

A = a11 a12 · · · a1n... ... ...
am1 am2 · · · amn

 (14)
También podemos escribir los x1, . . . , xn e y1, . . . , yn como matrices columna

X = x1...
xn

 , Y = y1...
ym

 (15)
Definición 2.3.1. Sea K cuerpo. Una matriz m× n o de orden m× n es un arreglorectangular de elementos de K con m filas y n columnas. A cada elemento de la matrizla llamamos entrada o coeficiente. Si A es una matriz m×n, denotamos [A]ij la entradaque se ubica en la fila i y la columna j . Al conjunto de matrices de orden m × n conentradas en K lo denotamos Mm×n(K), o simplemente Mm×n si K está sobreentendido.Observación 2.3.1. Más formalmente, podemos ver una matriz como un elemento delproducto cartesiano (Kn)m, es decir como m-uplas donde en cada coordenada hay una

n-upla. Esta es la forma usual de describir una matriz en los lenguajes de programaciónmodernos.Ejemplo 2.3.1. El siguiente es un ejemplo de una matriz 2× 3:
A = [ 2 −1 4

−3 0 1].
Usualmente escribiremos a una matriz m× n con entradas [A]ij = aij como en (14).A esta matriz también la podemos denotar como A = [aij ]. Dos matrices A = [aij ] y

B = [bij ], de orden m×n, son iguales si aij = bij para todo i = 1, . . . , m y j = 1, . . . , n.Es decir, dos matrices son iguales si los elementos que ocupan la misma posición enambas matrices coinciden.
Como hicimos al comienzo de la sección, a un sistema de m ecuaciones con nincógnitas le asignaremos una matriz m × n lo cual nos permitirá trabajar en forma



2. MATRICES 37más cómoda y, como veremos en la próxima sección, podremos resolver los sistemasde ecuaciones lineales en forma algorítmica, realizando operaciones elementales porfila en las matrices correspondientes.
Sean

A = a11 a12 · · · a1n... ... ...
am1 am2 · · · amn

 , X = x1...
xn

 e Y = y1...
ym

 .
Entonces, podemos escribir el sistema de ecuaciones (13) como

A = a11 a12 · · · a1n... ... ...
am1 am2 · · · amn

x1...
xn

 = y1...
ym

 . (16)
En forma resumida:

AX = Y . (17)Más adelante, veremos que esta notación tiene un sentido algebraico (el término dela izquierda es un “producto de matrices”).

2.3.1. Operaciones elementales por fila Sea A = [aij ] una matriz m×n, entoncesla fila i es [ai1 ai2 · · · ain] ,y la denotamos Fi(A) o simplemente Fi si A está sobreentendido. Si c ∈ K, entonces
cFi = [cai1 cai2 · · · cain]y

Fr + Fs = [ar1 + as1 ai2 + as2 · · · ain + asn] .Diremos que la fila i es nula si
Fi = [0 0 · · · 0] ,

Definición 2.3.2. Sea A = [aij ] una matriz m × n, diremos que e es una operación
elemental por fila si aplicada a la matriz A se obtiene e(A) de la siguiente manera:

E1. multiplicando la fila r por una constante c 6= 0, oE2. cambiando la fila Fr por Fr + tFs con r 6= s, para algún t ∈ K, oE3. permutando la fila r por la fila s.
E1, E2 y E3 son tres tipos de operaciones elementales, más precisamente sea

A = F1...
Fm

 ,
entonces



38 2. SISTEMAS LINEALESE1. si multiplicamos la fila r por c 6= 0,
e(A) =


F1...
cFr...
Fm


con c 6= 0, oE2. si r 6= s, multiplicamos la fila s por t ∈ K y la sumamos a la fila r,

e(A) =


F1...
Fr + tFs...
Fm

 .
E3. La última operación elemental es permutar la fila r por la fila s:

A =


F1...
Fr...
Fs...
Fm


⇒ e(A) =



F1...
Fs...
Fr...
Fm


.

Podemos describir en forma más compacta una operación elemental por fila de lamatriz A = [aij ].
E1. Multiplicar la fila r por c 6= 0

e(A)ij = { aij si i 6= r
caij si i = rE2. Si r 6= s, multiplicar la fila s por t ∈ K y sumarla a la fila r

e(A)ij = { aij si i 6= r
arj + tasj si i = rcon t ∈ K.E3. Permutar la fila r por la fila s

e(A)ij = {aij si i 6= r, s
asj si i = r
arj si i = s

Ejemplo 2.3.2. Sea
A = [ 2 1

−1 04 −5
]
.

Ejemplificaremos las operaciones elementales



2. MATRICES 39E1. Multipliquemos la fila 2 por -2, obtenemos
e(A) = [2 12 04 −5

]
.

E2. Sumemos a la fila 3 dos veces la fila 1,
e(A) = [ 2 1

−1 08 −3
]
.

E3. Permutemos la fila 2 con la fila 3.
e(A) = [ 2 14 −5

−1 0
]
.

Una característica importante de las operaciones elementales es que cada unatiene como “inversa” otra operación elemental.
Teorema 2.3.1. A cada operación elemental por fila e le corresponde otra operación

elemental e′ (del mismo tipo que e) tal que e′(e(A)) = A y e(e′(A)) = A. En otras
palabras, la operación inversa de una operación elemental es otra operación elemental
del mismo tipo.

Demostración.
E1. La operación inversa de multiplicar la fila r por c 6= 0 es multiplicar la mismafila por 1/r.E2. La operación inversa de multiplicar la fila s por t ∈ K y sumarla a la fila r esmultiplicar la fila s por −t ∈ K y sumarla a la fila r.E3. La operación inversa de permutar la fila r por la fila s es la misma operación.

�

Definición 2.3.3. Sean A y B dos matrices m×n. Diremos que B es equivalente por
filas a A, si B se puede obtener de A por un número finito de operaciones elementalespor fila.

Observación 2.3.1. Denotamos A ∼ B, si B es equivalente a A por filas. Enton-ces esta relación es una relación de equivalencia, es decir es reflexiva, simétrica ytransitiva. En nuestro caso, sean A, B y C matrices m× n, entonces “∼” cumple:
1. A ∼ A (reflexiva),2. A ∼ B, entonces B ∼ A (simétrica), y3. si A ∼ B y B ∼ C , entonces A ∼ C .

Claramente “∼” es reflexiva (admitamos que no hacer nada es una equivalencia porfilas).



40 2. SISTEMAS LINEALESSi podemos obtener B de A por operaciones elementales por fila, entonces,
B = ek (ek−1(· · · (e1(A))) · · · ),con e1, . . . , ek operaciones elementales por fila. Por el teorema 2.3.1, tenemos

e′1, . . . , e′k−1, e′k operaciones elementales inversas de e1, . . . , ek−1, ek , respectivamente.Luego,
A = e′1(e′2(· · · (e′k (B))) · · · ).Es decir, podemos obtener A de B por operaciones elementales por fila, luego “∼” essimétrica. Observar que para obtener A a partir de B tenemos que hacer las operacionesinversas en orden inverso.

Finalmente, si podemos obtener B de A por operaciones elementales por fila ypodemos obtener C de B por operaciones elementales por fila, entonces podemos ob-tener C de A por operaciones elementales por fila (haciendo las primeras operacionesy luego las otras).
Ejemplo 2.3.3. Veamos que la matriz

A = [3 9 64 8 40 2 2
]

es equivalente por fila a la matriz
B = [1 0 −10 0 00 −1 −1

]
.

Solución. Hasta ahora, no hemos aprendido ningún algoritmo o método que noslleve una matriz a otra por operaciones elementales por fila, pero no es difícil, en estecaso, encontrar una forma de llevar la matriz A a la matriz B:[3 9 64 8 40 2 2
]

F1/3−→
[1 3 24 8 40 2 2

]
F2−4F1−→

[1 3 20 −4 −40 2 2
]

F2/4−→
F2/4−→

[1 3 20 −1 −10 2 2
]
F1+3F2−→

[1 0 −10 −1 −10 2 2
]
F3+2F2−→

[1 0 −10 −1 −10 0 0
]
F3↔F2−→

[1 0 −10 0 00 −1 −1
]
.

Comprobamos fácilmente la propiedad reflexiva, pues podemos llegar de la matriz
B a la matriz A haciendo, sucesivamente, la operaciones inversas en orden inverso:[1 0 −10 0 00 −1 −1

]
F3↔F2−→

[1 0 −10 −1 −10 0 0
]
F3−2F2−→

[1 0 −10 −1 −10 2 2
]
F1−3F2−→

F1−3F2−→
[1 3 20 −1 −10 2 2

] 4F2−→
[1 3 20 −4 −40 2 2

]
F2+4F1−→

[1 3 24 8 40 2 2
] 3F1−→

[3 9 64 8 40 2 2
]
.

�



2. MATRICES 41Definición 2.3.4. Consideremos un sistema como en (13) y sea A la matriz corres-pondiente al sistema. La matriz ampliada del sistema es
A′ =


a11 · · · a1n y1
a21 · · · a2n y2... ... ...
am1 · · · amn ym

 (18)
que también podemos denotar

A′ = [A|Y ].
Teorema 2.3.2. Sea [A|Y ] la matriz ampliada de un sistema no homogéneo y sea[B|Z ] una matriz que se obtiene a partir de [A|Y ] por medio de operaciones elementales.

Entonces, los sistemas correspondientes a [A|Y ] y [B|Z ] tienen las mismas soluciones.

Demostración. Supongamos que [B|Z ] se obtiene por una operación elemental porfila a partir de [A|Y ], entonces las ecuaciones de [B|Z ] son combinaciones lineales delas ecuaciones de [A|Y ]. Como toda operación elemental por fila tiene inversa, podemosobtener [A|Y ] a partir de [B|Z ] y por lo tanto las ecuaciones de [A|Y ] son combinacioneslineales de las ecuaciones de [B|Z ]. Es decir [A|Y ] y [B|Z ] determinan sistemas deecuaciones lineales equivalentes y por lo tanto tiene las mismas soluciones (teorema2.2.2).
En el caso que [B|Z ] se obtenga a partir [A|Y ] haciendo varias operaciones elemen-tales, se aplica el razonamiento de arriba las veces que sea necesario. �

Ejemplo 2.3.4. Resolvamos el siguiente sistema:2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 2
x1 − 4x2 − x4 = 12x1 + 6x2 − x3 + 3x4 = 0, (19)

para xi ∈ R (1 ≤ i ≤ 4).
La matriz ampliada correspondiente a este sistema de ecuaciones es[ 2 −1 1 2 21 −4 0 −1 12 6 −1 3 0

]
.

Encontraremos una matriz que nos dará un sistema de ecuaciones equivalente, perocon soluciones mucho más evidentes:[ 2 −1 1 2 21 −4 0 −1 12 6 −1 3 0
]
F1↔F2−→

[ 1 −4 0 −1 12 −1 1 2 22 6 −1 3 0
]
F2−2F1−→

[ 1 −4 0 −1 10 7 1 4 02 6 −1 3 0
]

F3−2F1−→
[ 1 −4 0 −1 10 7 1 4 00 14 −1 5 −2

]
F3−2F2−→

[ 1 −4 0 −1 10 7 1 4 00 0 −3 −3 −2
]
F3/(−3)−→

[ 1 −4 0 −1 10 7 1 4 00 0 1 1 23
]

F2−F3−→

 1 −4 0 −1 10 7 0 3 −230 0 1 1 23

 F2/7−→
 1 −4 0 −1 10 1 0 37 − 2210 0 1 1 23

 F1+4F2−→

 1 0 0 57 13210 1 0 37 − 2210 0 1 1 23

 .



42 2. SISTEMAS LINEALESVolvamos a las ecuaciones: el nuevo sistema de ecuaciones, equivalente al original, es
x1 + 57x4 = 1321
x2 + 37x4 = − 221
x3 + x4 = 23 ,luego
x1 = −57x4 + 1321
x2 = −37x4 − 221
x3 = −x4 + 23 .Por lo tanto, el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones (19) es{(−57t + 1321 , −37t − 221 , −t + 23 , t) : t ∈ R

}
.

Luego, el sistema tiene infinitas soluciones parametrizadas por una variable t ∈ R.Ejemplo 2.3.5. Consideremos ahora el siguiente sistema sobre los números comple-jos: 2x1 + ix2 = 0
−ix1 + 3x2 = 0
x1 + 2x2 = 0. (20)

Al ser un sistema homogéneo x1 = x2 = 0 es solución. Veamos si hay otras soluciones:[ 2 i
−i 31 2

]
F1↔F3−→

[ 1 2
−i 32 i

]
F2+iF1−→

[1 20 3 + 2i2 i

]
F3−2F1−→

[1 20 3 + 2i0 −4 + i
]

F2/(3+2i)−→
[1 20 10 −4 + i

]
F3−(−4+i)F2−→

[1 20 10 0
]
F1−2F2−→

[1 00 10 0
]
.

Luego el sistema (20) es equivalente al sistema x1 = x2 = 0, que resulta ser la únicasolución.
SECCIÓN 2.4

Método de Gauss

Ahora avanzaremos en una forma sistemática para hallar todas las soluciones deun sistema de ecuaciones.
2.4.1. Matrices reducidas por filasDefinición 2.4.1. Una matriz A de m× n se llama reducida por filas o MRF si



2. MÉTODO DE GAUSS 43(a) la primera entrada no nula de una fila de A es 1. Este 1 es llamado 1 principal.(b) Cada columna de A que contiene un 1 principal tiene todos los otros elementosiguales a 0.
Una matriz A de m× n es escalón reducida por fila o MERF si, es MRF y

c) todas las filas cuyas entradas son todas iguales a cero están al final de lamatriz, y
d) en dos filas consecutivas no nulas el 1 principal de la fila inferior está más ala derecha que el 1 principal de la fila superior.

Ejemplo 2.4.1. Las siguientes matrices son MRF, pero no MERF:[1 0 −10 0 00 1 3
] no cumple (c), [0 1 31 0 −10 0 0

] no cumple (d).
Las siguientes matrices, no son MRF:[1 0 10 2 30 0 0

] no cumple (a), [1 0 −10 1 30 0 1
] no cumple (b).

Las siguientes son MERF:[1 0 0 20 1 0 50 0 1 4
]
,

[1 0 00 1 00 0 0
]
,

[0 00 0] ,
0 1 2 0 10 0 0 1 00 0 0 0 00 0 0 0 0

 .
En general una matriz MERF tiene la forma

0 · · · 1 ∗ 0 ∗ ∗ 0 ∗ ∗0 · · · 0 · · · 1 ∗ ∗ 0 ∗ ∗... ... ... ... ...0 · · · 0 · · · 0 · · · · · · 1 ∗ ∗0 · · · 0 · · · 0 · · · · · · 0 · · · 0... ... ... ... ...0 · · · 0 · · · 0 · · · · · · 0 · · · 0


(21)

Definición 2.4.2. Sea Idn la matriz n× n definida
[Idn]ij = {1 si i = j ,0 si i 6= j , o bien Idn =


1 0 · · · 00 1 · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · 1


(la matriz cuadrada con 1’s en la diagonal y 0’s en las otras entradas). Llamaremos aIdn la matriz identidad n× n.

Observar que Idn es una matriz escalón reducida por fila.
Teorema 2.4.1. Toda matriz m × n sobre K es equivalente por fila a una matriz

escalón reducida por fila.



44 2. SISTEMAS LINEALESDemostración (*). Sea A = [aij ] una matriz m × n. Trabajaremos fila por fila, dela primera a la última, de tal forma de ir encontrando matrices equivalentes por filaen cada paso, con ciertas características que ya detallaremos. Cuando terminemosllegaremos a una MRF.
Si la primera fila es nula pasamos a la segunda fila. Si la primera fila no es nulasea a1k la primera entrada no nula, es decir

A =


0 · · · 0 a1k · · · a1n
a21 · · · a2,k−1 a2k · · · a2n... ...
am1 · · · am,k−1 amk · · · amn

 .
Esta matriz es equivalente por fila a A1 donde A1 se obtiene dividiendo la fila 1 por
a1k . Luego

A1 =


0 · · · 0 1 · · · a1n
a21 · · · a2,k−1 a2k · · · a2n... ...
am1 · · · am,k−1 amk · · · amn


(donde los nuevos a1j son los originales divididos por a1k ).

Haciendo m − 1 equivalencias por fila (reemplazamos Fi por Fi − aikF1) podemoshacer nulas todas las entradas debajo del 1 principal y obtener la matriz equivalentepor fila
A2 =


0 · · · 0 1 · · · a1n
a21 · · · a2,k−1 0 · · · a2n... ...
am1 · · · am,k−1 0 · · · amn


(obviamente los nuevos aij están transformados por las equivalencias).

El mismo procedimiento que hicimos arriba lo podemos hacer en la fila 2, de talforma que la fila 2 es cero u obtenemos otro 1 principal y todas las demás entradasde la columna donde se encuentra el 1 principal son nulas.
Repitiendo este procedimiento en todas las filas hasta la última, obtenemos quecada fila es, o bien 0, o bien la primera entrada no nula es 1 y todas las entradas enla misma columna de este 1 principal son nulas. Esto, claramente, nos dice que hemosobtenido una matriz reducida por fila.
Finalmente, intercambiando filas podemos entonces obtener una matriz escalónreducida por fila.

�

El procedimiento que usamos en la demostración del teorema anterior nos da unalgoritmo para obtener una MERF a partir de una matriz arbitraria.Observación 2.4.1 (Método para reducir a MERF).



2. MÉTODO DE GAUSS 451. Nos ubicamos en la primera fila.2. Si la fila es 0 y no es la última, pasar a la fila siguiente.3. Si la fila no es 0,
a) si el primera entrada no nula está en la columna k y su valor es c, dividirla fila por c (ahora la primera entrada no nula vale 1),
b) con operaciones elementales del tipo Fr + tFs hacer 0 todas las entradasen la columna k (menos la de la columna actual).4. Si la fila es la última, pasar al (5). Si la fila no es la última, pasar a la filasiguiente e ir al paso (2).5. Permutar las filas hasta obtener una MERF.

Ejemplo 2.4.2. Ejemplifiquemos con la matriz que aparece en el ejemplo 2.3.4, esdecir con la matriz [2 −1 1 21 −4 0 −12 6 −1 3
]
.

Siguiendo estrictamente el algoritmo:[2 −1 1 21 −4 0 −12 6 −1 3
]

F1/2−→
[1 −12 12 11 −4 0 −12 6 −1 3

]
F2−F1−→
F3−2F1

1 −12 12 10 −72 −12 −20 7 −2 1


F2/(− 72 )
−→

1 −12 12 10 1 17 470 7 −2 1
 F1+ 12F2−→

F3−7F2

1 0 47 970 1 17 470 0 −3 −3


F3/(−3)−→

1 0 47 970 1 17 470 0 1 1
 F1− 47F3−→
F2− 17F3

1 0 0 570 1 0 370 0 1 1
 .

Observemos que llegamos a la misma matriz que en el ejemplo 2.3.4, pese a que hicimosotras operaciones elementales.
Llevar una matriz a una matriz escalón reducida por fila equivalente nos provee unmétodo para encontrar todas las soluciones de sistemas de ecuaciones homogéneos.
Ejemplo 2.4.3. Supongamos que queremos encontrar las soluciones del sistema

AX = 0 donde A es una matriz 4× 5 y que A es equivalente por filas a la matriz1 0 0 2 −30 1 0 0 −50 0 1 −1 20 0 0 0 0
 .

Entonces el sistema de ecuaciones original, de 4 ecuaciones y 5 incógnitas, es equi-valente al sistema
x1 + 2x4 − 3x5 = 0

x2 − 5x5 = 0
x3 − x4 + 2x5 = 0 ⇒

x1 = −2x4 + 3x5
x2 = 5x5
x3 = x4 − 2x5 .

Por lo tanto el conjunto de soluciones del sistema es
{(−2s+ 3t, 5t, s− 2t, s, t) : s, t ∈ R}



46 2. SISTEMAS LINEALES
2.4.2. Método de Gauss Consideremos el siguiente sistema no homogéneo de mecuaciones lineales con n incógnitas:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = y1... ... ...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = yncon aij ∈ K. Sea [A|Y ] la matriz asociada a este sistema. Mediante operaciones ele-mentales de fila obtenemos una matriz [B|Z ], donde B es matriz escalón reducida porfila (teorema 2.4.1). Por el teorema 2.3.2 los sistemas de ecuaciones AX = Y y BX = Ztiene las mismas soluciones.

Veamos ahora formalmente cuales son las soluciones del sistema BX = Z . Sea r elnúmero de filas no nulas de B y k1, . . . , kr las columnas donde aparecen los primeros1’s en las primeras r filas. Entonces, k1 < k2 < · · · < kr y el sistema de ecuacionesasociado a B es:
xk1 + ∑

j 6=k1,...,kr b1j xj = z1
xk2 + ∑

j 6=k1,...,kr b2j xj = z2... ...
xkr + ∑

j 6=k1,...,kr brj xj = zr0 = zr+1...0 = zm.

(22)

y, por lo tanto, el sistema tiene solución si y solo si zr+1 = · · · = zm = 0 y en ese casolas soluciones son:
xk1 = z1 −∑j 6=k1,...,kr b1j xj
xk2 = z2 −∑j 6=k1,...,kr b2j xj... ...
xkr = zr −

∑
j 6=k1,...,kr brj xj

. (23)
Llamaremos a xk1, xk2, . . . , xkr las variables principales del sistema y las n− r variablesrestantes son las variables libres. Es claro entonces que variando de forma arbitrariatodas las variables libres obtenemos todas las soluciones del sistema.

Las soluciones del sistema son, entonces, los (x1, . . . , xn) ∈ Kn tal que xk1, . . . , xkrsatisfacen las ecuaciones (23) y xi ∈ K para xi libre.
El método anterior es denominado método de Gauss.

En particular, hemos probado:
Teorema 2.4.2. Sea A matriz n × n con coeficientes en K. Si A es equivalente por

filas a B una MERF y B tiene filas nulas, entonces si el sistema AX = Y tiene solución,
tiene infinitas soluciones.

Demostración. Sea r el número de filas no nulas de B, como B tiene filas nulas,entonces r < n. Como el sistema tiene solución y r < n hay al menos una variablelibre. Esto implica que hay infinitas soluciones.



2. MÉTODO DE GAUSS 47Por ser A y B equivalentes por fila, AX = Y y BX = Z tienen las mismas solucionesy, por consiguiente, AX = Y tiene infinitas soluciones. �

Teorema 2.4.3. Sea A una matriz m× n con m < n e Y matriz m× 1 . Entonces, si
el sistema de ecuaciones lineales AX = Y tiene solución, tiene infinitas soluciones.

Demostración. La matriz A es equivalente por fila a una matriz B escalón reducidapor fila y B tiene r filas no nulas con r ≤ m < n. Como el sistema tiene solucióny r < n hay al menos una variable libre. Por lo tanto, BX = Z (y AX = Y ) tieneninfinitas soluciones. �

Lema 2.4.4. Sea R una matriz n× n escalón reducida por fila tal que no tiene filas
nulas. Entonces R = Idn.

Demostración. Como R es reducida por fila y no tiene filas nulas, cada fila tieneun 1 en alguna entrada y en la columna donde está el 1 todos las otras entradas sonnulas, por lo tanto hay n 1’s principales distribuidos en n columnas. Concluyendo: hayun 1 por columna y en esa columna todas las demás entradas son nulas.
Ahora bien como R es una MERF, la primera fila contiene el 1 que está más a laizquierda, que no puede estar en otra ubicación que no sea la primera (pues si no laprimera columna sería nula). Con el mismo razonamiento vemos que en la segunda filahay un 1 en la columna 2 y en general en la fila k-ésima hay un 1 en la columna k .Luego R = Idn. �

Teorema 2.4.5. Sea A una matriz n × n. Entonces, A es equivalente por filas a la
matriz Idn si y sólo si el sistema AX = Y tiene un única solución.

Demostración. (⇒) Como A es equivalente por filas a la matriz Idn, las solucionesde AX = Y son las mismas que las de Idn X = Z , para algún Z . Ahora bien, en la fila
i de la matriz Idn tenemos [Idn]ii = 1 y las otras entradas son cero, luego la ecuacióncorrespondiente a esa fila es xi = 0, y esto ocurre en todas las filas, luego el sistemade ecuaciones es

x1 = z1
x2 = z2...
xn = zncuya única solución es la solución trivial.

(⇐) Sea R la matriz escalón reducida por filas asociada a A. Por hipótesis, AX = Ytiene una sola solución y por lo tanto RX = Z , para algún Z , tiene una sola solución.Luego, no hay variables libres, es decir hay n filas no nulas en R , como R tiene nfilas, lo anterior implica que R no tiene filas nulas. Entonces, por el lema anterior,
R = Idn. �



48 2. SISTEMAS LINEALESEjemplo 2.4.4. Resolvamos el sistema
x1 − 2x2 + x3 = 12x1 + x2 + x3 = 25x2 − x3 = 0.La matriz aumentada correspondiente a este sistema es[ 1 −2 1 12 1 1 20 5 −1 0

]
apliquemos el método de Gauss:[ 1 −2 1 12 1 1 20 5 −1 0

]
F2−2F1−→

[ 1 −2 1 10 5 −1 00 5 −1 0
]
F3−F1−→

[ 1 −2 1 10 5 −1 00 0 0 0
]

F2/5−→
[ 1 −2 1 10 1 −1/5 00 0 0 0

]
F1+2F2−→

[ 1 0 3/5 10 1 −1/5 00 0 0 0
]
.

Luego, el sistema se reduce a
x1 + 3/5x3 = 1
x2 − 1/5x3 = 0.Es decir,
x1 = −3/5x3 + 1
x2 = 1/5x3.En consecuencia, las soluciones de esta ecuación son{(−35s+ 1, 15s, s) : s ∈ K

}
.

SECCIÓN 2.5
Álgebra de matrices

Ahora estudiaremos propiedades algebraicas de las matrices, en particular veremosque dado n ∈ N, entonces podemos definir una suma y un producto en el conjunto dematrices n × n con la propiedad de que estas operaciones satisfacen muchos de losaxiomas que definen a Z.
2.5.1. Algunos tipos de matrices

Matriz cuadrada. Es aquella que tiene igual número de filas que de columnas, esdecir si es una matriz n × n para algún n ∈ N. En ese caso, se dice que la matriz es



2. ÁLGEBRA DE MATRICES 49de orden n. Por ejemplo, la matriz
A = [ 1 3 0

−1 4 7
−2 0 1

]
es cuadrada de orden 3.

Denotaremos el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n con entradasen K porMn(K) o simplemente Mn si K está sobreentendido. Así, en el ejemplo anterior
A ∈ M3.

Los elementos de la diagonal principal de una matriz cuadrada son aquellos queestán situados en la diagonal que va desde la esquina superior izquierda hasta lainferior derecha. En otras palabras, la diagonal principal de una matriz A = [aij ] estáformada por los elementos a11, a22, . . . , ann. En el ejemplo anterior la diagonal principalestá compuesta por los elementos: a11 = 1, a22 = 4 , a33 = 1.
Matriz diagonal y matriz escalar. Una matriz cuadrada, A = [aij ] de orden n, es

diagonal si aij = 0 , para i 6= j . Es decir, si todos los elementos situados fuera de ladiagonal principal son cero. Por ejemplo, la siguiente matriz es diagonal:2 0 0 00 −1 0 00 0 5 00 0 0 3
 . (24)

Un matriz n×n es escalar si es diagonal y todos los elementos de la diagonal soniguales, por ejemplo, en el caso 4× 4 las matrices escalares son
c 0 0 00 c 0 00 0 c 00 0 0 c

 , (25)
con c ∈ K.

Matriz unidad o identidad. Esta matriz ya la hemos definido anteriormente. Re-cordemos que es una matriz diagonal cuya diagonal principal está compuesta de 1’s.
Más adelante veremos que la matriz identidad, respecto a la multiplicación dematrices, juega un papel similar al número 1 respecto a la multiplicación de númerosreales o enteros (elemento neutro del producto).
Matriz nula. La matriz nula de orden m× n, denotada 0m×n o simplemente 0 si my n están sobreentendidos, es la matriz m× n cuyas entradas son todas nulas (= 0).



50 2. SISTEMAS LINEALESPor ejemplo, la matriz nula 2× 3 es[0 0 00 0 0] .Veremos luego que la matriz nula juega un papel similar al número 0 en el álgebra dematrices (elemento neutro de la suma).
Matriz triangular. Una matriz cuadrada es triangular superior o escalón si todoslos elementos situados por debajo de la diagonal principal son cero. Por ejemplo, lasiguiente matriz es triangular superior:2 −1 3 10 −1 0 20 0 5 10 0 0 3

 . (26)
Análogamente, una matriz cuadrada es triangular inferior si todos los elementos si-tuados por encima de la diagonal principal son cero. Un matriz triangular (superior oinferior) se dice estricta si la diagonal principal es 0.

En forma más precisa, sea A = [aij ] ∈ Mn(K), entonces
◦ A es triangular superior (triangular superior estricta) si aij = 0 para i < j (resp.
i ≤ j),
◦ A es triangular inferior (triangular inferior estricta) si aij = 0 para i > j (resp.
i ≥ j).

Por ejemplo, cualquier matriz diagonal es triangular superior y también triangularinferior.
No es difícil comprobar que si R es una matriz cuadrada n× n que es una MERF,entonces R es triangular superior.
2.5.2. Suma de matrices Sean A = [aij ], B = [bij ] matrices m × n. La matriz

C = [aij +bij ] de orden m×n, es decir la matriz cuyo valor en la posición ij es aij +bij ,es llamada la suma de las matrices A y B y se denota A + B. En otras palabras, lasuma de dos matrices es la matriz que resulta de sumar “coordenada a coordenada”ambas matrices.
Veamos un ejemplo, consideremos las siguientes matrices:

A = [−1 3 52 0 −1] , B = [5 2 −30 −1 1 ] , M = [2 1 −33 0 −10 8 5
]
.

Las matrices A y B son de orden 2× 3, mientras la matriz M es cuadrada de orden 3.Por tanto, no podemos calcular la suma de A y M y tampoco la suma de B y M , encambio, sí podemos sumar A y B ya que tienen el mismo orden. Esto es,
A+ B = [−1 3 52 0 −1]+ [5 2 −30 −1 1 ] = [−1 + 5 3 + 2 5− 32 + 0 0− 1 −1 + 1] = [4 5 22 −1 0]



2. ÁLGEBRA DE MATRICES 51Dadas A, B y C matrices m×n, podemos deducir fácilmente las siguientes propie-dades de la suma de matrices de matrices:
◦ Conmutativa: A+ B = B + A,
◦ Asociativa: A+ (B + C ) = (A+ B) + C ,
◦ Elemento neutro (la matriz nula): A+ 0 = 0 + A = A,
◦ Elemento opuesto: existe una matriz −A de orden m × n tal que A + (−A) =(−A) + A = 0.

Debemos explicitar la matriz opuesta: si A = [aij ], entonces −A = [−aij ]. Usualmentedenotaremos A+ (−B) como A− B y (−A) + B como −A+ B.
La demostración de las propiedades anteriores se deduce de que las mismas pro-piedades valen coordenada a coordenada y se dejan a cargo del lector.
2.5.3. Multiplicación de matrices Sean A = [aij ] matriz m × n y B = [bij ] matriz

n× p, entonces C = [cij ] matriz m× p es el producto de A y B, si
cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj = n∑

k=1 aikbkj . (27)
Es decir, los elementos que ocupan la posición ij en la matriz producto, se obtienensumando los productos que resultan de multiplicar los elementos de la fila i en laprimera matriz por los elementos de la columna j de la segunda matriz. Al productode A por B lo denotamos AB.

Es muy importante recalcar que por la definición, se puede multiplicar una matriz
m × n por una matriz r × p, sólo si n = r y en ese caso, la multiplicación resulta seruna matriz m× p.

Podemos visualizar la multiplicación así:
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n... ... ...
ai1 ai2 · · · ain... ... ...
am1 am2 · · · amn

 ·

· · · b1j · · ·
· · · b2j · · ·...
· · · bnj · · ·

 =
 ...
· · ·

∑n
k=1 aik · bkj · · ·...



Observación 2.5.1. Sean A = [aij ] matriz m×n y B = [bij ] matriz n× p, entonces simultiplicamos la matriz que se forma con la fila i de A por la matriz que determina lacolumna j de B, obtenemos el coeficiente ij de AB. Esquemáticamente
[ai1 ai2 · · · ain]


b1j
b2j...
bnj

 = n∑
k=1 aikbkj = cij .



52 2. SISTEMAS LINEALESPor lo tanto diremos a veces, que el coeficiente ij de la matriz AB es la fila i de A porla columna j de B.
El lector recordará el producto escalar definido en el capítulo 1 y notará que elcoeficiente ij de AB es el producto escalar de la fila i de A por la columna j de B,ambos pensados como vectores.Ejemplo 2.5.1. Si

A = [ 1 0
−3 1] , B = [ 5 −1 215 4 8] ,como A es 2 × 2 y B es 2 × 3, la matriz AB será 2 × 3 y aplicando la regla (27),obtenemos:

AB = [ 1× 5 + 0× 15 1× (−1) + 0× 4 1× 2 + 0× 8
−3× 5 + 1× 15 −3× (−1) + 1× 4 −3× 2 + 1× 8] = [5 −1 20 7 2] .Observemos que, debido a nuestra definición, no es posible multiplicar B por A, puesno está definido multiplicar una matriz 2× 3 por una 2× 2.

Hay casos, como veremos en el siguiente ejemplo, en los que se pueden calcular am-bos productos aunque se obtienen resultados diferentes. Consideremos las siguientesmatrices:
A = [ 2 1

−3 1] , B = [ 1 3
−1 1]Entonces, por un lado,

AB = [ 2 1
−3 1] [ 1 3

−1 1] = [ 1 7
−4 −8] ,y por otro lado,

BA = [ 1 3
−1 1] [ 2 1

−3 1] = [−7 4
−5 0] .

Según se pudo comprobar a través del ejemplo anterior, la multiplicación de matri-ces no cumple la propiedad conmutativa. Veamos algunas propiedades que sí cumpleesta operación:
◦ Asociativa:

A(BC ) = (AB)C, ∀A ∈ Mm×n, B ∈ Mn×p, C ∈ Mp×q,
◦ Elemento neutro: si A es matriz m× n, entonces

A Idn = A = Idm A,
◦ Distributiva:

A(B + C ) = AB + AC, ∀A ∈ Mm×n, B, C ∈ Mn×p,y (A+ B)C = AC + BC, ∀A,B ∈ Mm×n, C ∈ Mn×p.

Como en el caso de la suma, la demostración las propiedades anteriores se deja acargo del lector.



2. ÁLGEBRA DE MATRICES 53En virtud de estas propiedades y de las anteriores de la suma de matrices, resultaque el conjunto (Mn,+, .) de las matrices cuadradas de orden n, respecto a las dos leyesde composición interna, “+” y “·”, tiene estructura de anillo unitario no conmutativo(ver https://es.wikipedia.org/wiki/Anillo_(matemática)) .
Cuando las matrices son cuadradas podemos multiplicarlas por si mismas y defi-nimos, de forma análoga a lo que ocurre en los productos de números, la potencia deuna matriz: sea A matriz n× n, y sea m ∈ N entonces

A0 = Idn, Am = Am−1A,es decir Am es multiplicar A consigo mismo m-veces.
Observación 2.5.1. Un caso especial de multiplicación es la multiplicación por ma-trices diagonales. Sea n ∈ N y

diag(d1, d2, . . . , dn) :=

d1 0 · · · 00 d2 · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · dn


matriz n×n diagonal con valor di en la posición ii, entonces si A es matriz n× p, conla multiplicación a izquierda de la matriz diagonal por A se obtiene la matriz que enla fila i tiene a la fila i de A multiplicada por di. Es decir,

d1 0 · · · 00 d2 · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · dn



a11 a12 · · · a1p
a21 a22 · · · a2p... ... . . . ...
an1 an2 · · · anp

 =

d1a11 d1a12 · · · d1a1p
d2a21 d2a22 · · · d2a2p... ... . . . ...
dnan1 dnan2 · · · dnanp

 .
Esto es claro, pues si denotamos D = diag(d1, d2, . . . , dn), el coeficiente ij de DA esla fila i de D por la columna j de A, es decir[DA]ij = 0.a1j + · · ·+ 0.ai−1,j + di.aij + 0.ai+1,j + · · ·+ 0.anj = diaij .Observar que en el caso de que D sea una matriz escalar (es decir d1 = d2 = · · · = dn),
DA es multiplicar por el mismo número todos los coeficientes de A. En particular, eneste caso, si A es n× n, DA = AD.

Si B es m× n, el lector podrá comprobar que
B diag(d1, d2, . . . , dn) = [d1C1 d2C2 · · · dnCn] ,donde C1, C2, . . . , Cn son las columnas de B.

Finalmente, de lo visto más arriba respecto a la multiplicación por una matrizdiagonal obtenemos: 
d1 0 · · · 00 d2 · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · dn


k

=

dk1 0 · · · 00 dk2 · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · dkn

 ,
para k ∈ N.

 https://es.wikipedia.org/wiki/Anillo_(matem�tica)


54 2. SISTEMAS LINEALESOtras observaciones importantes:
◦ multiplicar cualquier matriz por la matriz nula resulta la matriz nula,
◦ existen divisores de cero: en general, AB = 0 no implica que A = 0 o B = 0o, lo que es lo mismo, el producto de matrices no nulas puede resultar en unamatriz nula. Por ejemplo,[1 02 0] [0 08 1] = [0 00 0] .
◦ En general no se cumple la propiedad cancelativa: si A 6= 0 y AB = AC nonecesariamente se cumple que B = C . Por ejemplo,[2 04 0] = [1 02 0] [2 08 1] = [1 02 0] [2 05 3]
◦ No se cumple la fórmula del binomio: sean A,B matrices n× n, entonces(A+ B)2 = (A+ B)(A+ B)= A(A+ B) + B(A+ B)= AA+ AB + BA+ BB= A2 + AB + BA+ B2,y esta última expresión puede no ser igual a A2 + 2AB+B2 ya que el productode matrices no es conmutativo (en general).

2.5.4. Multiplicación de una matriz por un escalar Otra operación importante esla multiplicación de una matriz por un elemento de K: sea A = [aij ] matriz m × n y
c ∈ K, entonces el producto de c por A es la matriz

cA = [caij ].Por ejemplo,
2[−1 0 3 45 1 −2 13 2 1 −3

] = [−2 0 6 810 2 −4 26 4 2 −6
]
.

Observar que multiplicar por c una matriz m × n, es lo mismo que multiplicar porla matriz escalar m×m con los coeficientes de la diagonal iguales a c, es decir
cA =


c 0 · · · 00 c · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · c



a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n... ... ...
am1 am2 · · · amn

 =

ca11 ca12 · · · ca1n
ca21 ca22 · · · ca2n... ... ...
cam1 cam2 · · · camn

 (28)



2. MATRICES ELEMENTALES 55Debido a esta observación y a las propiedades del producto de matrices, se cumplelo siguiente:
c(AB) = (cA)B, ∀ c ∈ K, A ∈ Mm×n, B ∈ Mn×p,(cd)A = c(dA), ∀ c, d ∈ K, A ∈ Mm×n, ,1.A = A, ∀ c ∈ K, A ∈ Mm×n

c(A+ B) = cA+ cB, ∀ c ∈ K, A, B ∈ Mm×n,(c + d)A = cA+ dA, ∀ c, d ∈ K, A ∈ Mm×n.

Si A es n× n, entonces DA = AD cuando D es una matriz escalar. Por lo tanto
c(AB) = (cA)B = A(cB), ∀ c ∈ K, A ∈ Mn×n, B ∈ Mn×n.

SECCIÓN 2.6
Matrices elementales

Veremos ahora la relación entre el álgebra de matrices y la solución de sistemasde ecuaciones lineales.
Primero recordemos que dado un sistema dem ecuaciones lineales con n incógnitas

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = y1... ... ...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = ym

(29)
donde y1, . . . , ym y ai,j (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n) son números en K. Si denotamos

A = a11 a12 · · · a1n... ... ...
am1 am2 · · · amn

 , X = x1...
xn

 , Y = y1...
yn

 ,
entonces
AX = a11 a12 · · · a1n... ... ...

am1 am2 · · · amn

x1...
xn

 =  a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

 = y1...
yn

 = Y

(producto de matrices). Es decir, la notación antes utilizada es consistente con el, ahoradefinido, producto de matrices.
Definición 2.6.1. Una matriz m×m se dice elemental si fue obtenida por medio deuna única operación elemental a partir de la matriz identidad Idm.
Ejemplo 2.6.1. Veamos cuales son las matrices elementales 2× 2:
1. Si c 6= 0, multiplicar por c la primera fila y multiplicar c por la segunda filason, respectivamente, [

c 00 1] y [1 00 c

]
,



56 2. SISTEMAS LINEALES2. si c ∈ K, sumar a la fila 2 la fila 1 multiplicada por c o sumar a la fila 1 la fila2 multiplicada por c son, respectivamente,[1 0
c 1] y [1 c0 1] .3. Finalmente, intercambiando la fila 1 por la fila 2 obtenemos la matriz[0 11 0] .

En el caso de matrices m×m tampoco es difícil encontrar las matrices elementales:
1. Si c 6= 0, multiplicar por c la fila k de la matriz identidad, resulta en la matrizelemental que tiene todos 1’s en la diagonal, excepto en la posición k, k dondevale c, es decir si e(Idm) = [aij ], entonces

aij = {1 si i = j e i 6= k ,
c si i = j = k ,0 si i 6= j . (30)

Gráficamente,
k
↓

k→


1 0 · · · 0... . . . ...0 · · · c · · · 0... . . . ...0 · · · · · · 1


2. si c ∈ K, sumar a la fila r la fila s multiplicada por c, resulta en la matrizelemental que tiene todos 1’s en la diagonal, y todos los demás coeficientesson 0, excepto en la fila r y columna s donde vale c, es decir si e(Idm) = [aij ],entonces

aij = {1 si i = j
c si i = r, j = s,0 otro caso. (31)

Gráficamente,
r
↓

s
↓

r→



1 0 · · · 0... . . . ...0 · · · 1 · · · c · · · 0... . . . ...... . . . ...0 · · · · · · 1


3. Finalmente, intercambiar la fila r por la fila s resulta ser

aij = {1 si (i = j , i 6= r, i 6= s) o (i = r, j = s) o (i = s, j = r)0 otro caso. (32)



2. MATRICES ELEMENTALES 57Gráficamente,
r
↓

s
↓

r→

s→



1 · · · · · · · · · 0... . . . ...0 · · · 0 · · · 1 · · · 0... . . . ...0 · · · 1 · · · 0 · · · 0... . . . ...0 · · · · · · · · · 1


Veamos ahora que, dada una matriz A, hacer una operación elemental en A es iguala multiplicar A a izquierda por una matriz elemental. Más precisamente:
Teorema 2.6.1. Sea e una operación elemental por fila y sea E la matriz elemental

E = e(Id). Entonces e(A) = EA.

Demostración. Hagamos la prueba para matrices 2 × 2. La prueba en general essimilar, pero requiere de un complicado manejo de índices.
E1. Sea c ∈ K, y sea e la operación elemental de a la fila 2 le sumarle la fila 1multiplicada por c. Entonces. E := e(Id2) resulta en la matriz elemental:

E = [c 00 1] .Ahora bien,
EA = [c 00 1] [a11 a12

a21 a22
]

= [c . a11 + 0 . a21 c . a12 + 0 . a220 . a11 + 1 . a21 0 . a12 + 1 . a22
] = [c . a11 c . a12

a21 a22
] = e(A).

De forma análoga se demuestra en el caso que la operación elemental seamultiplicar la segunda fila por c.E2. Sea c ∈ K, y sea e la operación elemental de a la fila 2 le sumarle la fila 1multiplicada por c. Entonces. E := e(Id2) resulta en la matriz elemental:
E = [1 0

c 1] .Luego
EA = [1 0

c 1] [a11 a12
a21 a22

] = [ a11 a12
c . a11 + a21 c . a12 + a22

] = e(A).
La demostración es análoga si la operación elemental es sumar a la fila 1 lafila 2 multiplicada por c.E3. Finalmente, sea e la operación elemental que intercambia la fila 1 por la fila2. Entonces, E := e(Id2) es la matriz

E = [0 11 0] .



58 2. SISTEMAS LINEALESLuego
EA = [0 11 0] [a11 a12

a21 a22
] = [a21 a22

a11 a12
] = e(A).

�Corolario 2.6.2. Sean A y B matrices m× n. Entonces B equivalente por filas a A
si y sólo si B = PA donde P es producto de matrices elementales. Más aún, si B =
ek (ek−1(· · · (e1(A)) · · · )) con e1, e2, . . . , ek operaciones elementales de fila y Ei = ei(Id)
para i = 1, . . . , k , entonces B = EkEk−1 · · ·E1A.

Demostración.
(⇒) Si B equivalente por filas a A existen operaciones elementales e1, . . . , ek talque B = ek (ek−1(· · · (e1(A)) · · · )), más formalmentesi A1 = e1(A) y Ai = ei(Ai−1) para i = 2, . . . , k , entonces ek (Ak−1) = B.Sea Ei = ei(Idm), entonces, por el teorema anterior A1 = E1A y Ai = EiAi−1 (i =2, . . . , k). Por lo tanto B = EkAk−1, en otras palabras B = EkEk−1 · · ·E1A, luego P =

EkEk−1 · · ·E1.
(⇐) Si B = PA, con P = EkEk−1 · · ·E1 donde Ei = ei(Idm) es una matriz elemental,entonces

B = PA = EkEk−1 · · ·E1A Teor. 2.6.1== ek (ek−1(· · · (e1(A)) · · · )).Por lo tanto, B es equivalente por filas a A. �

SECCIÓN 2.7
Matrices invertibles

Definición 2.7.1. Sea A una matriz n × n con coeficientes en K. Una matriz B ∈
Mn×n(K) es inversa de A si BA = AB = Idn. En ese caso, diremos que A es invertible.

Ejemplo 2.7.1. La matriz [2 −10 1 ] tiene inversa [12 120 1] pues es fácil comprobar que[2 −10 1 ] [12 120 1] = [1 00 1] y [12 120 1] [2 −10 1 ] = [1 00 1] .
Proposición 2.7.1. Sea A ∈ Mn×n(K),
1. sean B,C ∈ Mn×n(K) tales que BA = Idn y AC = Idn, entonces B = C ;
2. si A invertible la inversa es única.

Demostración. (1)
B = B Idn = B(AC ) = (BA)C = Idn C = C.



2. MATRICES INVERTIBLES 59(2) Sean B y C inversas de A, es decir BA = AB = Idn y CA = AC = Idn. Enparticular, BA = Idn y AC = Idn, luego, por (1), B = C . �Definición 2.7.2. Sea A ∈ Mn×n(K) invertible. A la única matriz inversa de A lallamamos la matriz inversa de A y la denotamos A−1.
Veremos más adelante que si una matriz n× n admite una inversa a izquierda, esdecir si existe B tal que BA = Idn, entonces la matriz es invertible. Lo mismo vale si Aadmite inversa a derecha.Ejemplo 2.7.2. Sea A la matriz [ 2 1 −21 1 −2

−1 0 1
]
.

Entonces, A es invertible y su inversa es
A−1 = [1 −1 01 0 21 −1 1

]
.

Esto se resuelve comprobando que AA−1 = Id3 (por lo dicho más arriba es innecesariocomprobar que A−1A = Id3).Observación 2.7.1. No toda matriz tiene inversa, por ejemplo la matriz nula (cuyoscoeficientes son todos iguales a 0) no tiene inversa pues 0 . A = 0 6= Id. También existenmatrices no nulas no invertibles, por ejemplo la matriz
A = [2 10 0]no tiene inversa. Si multiplicamos a A por una cualquier matriz B = [bij ] obtenemos

AB = [2 10 0] [b11 b12
b21 b22

] = [2b11 + b21 2b12 + b220 0 ]
.

Luego AB, al tener una fila identicamente nula, no puede ser nunca la identidad.Teorema 2.7.2. Sean A y B matrices n× n con coeficientes en K. Entonces

1. si A invertible, entonces A−1 es invertible y su inversa es A, es decir (A−1)−1 = A;
2. si A y B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)−1 = B−1A−1.

Demostración. (1) La inversa a izquierda de A−1 es A, pues AA−1 = Idn. Análoga-mente, la inversa a derecha de A−1 es A, pues A−1A = Idn. Concluyendo: A es la inversade A−1.
(2) Simplemente debemos comprobar que B−1A−1 es inversa a izquierda y derechade AB: (B−1A−1)AB = B−1(A−1A)B = B−1 Idn B = B−1B = Idn,y, análogamente,

AB(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = A Idn A−1 = AA−1 = Idn .
�



60 2. SISTEMAS LINEALESObservación 2.7.2. Si A1, . . . , Ak son invertibles, entonces A1 . . . Ak es invertible ysu inversa es (A1 . . . Ak )−1 = A−1
k . . . A−11 .El resultado es una generalización del punto (2) del teorema anterior y su demostraciónse hace por inducción en k (usando (2) del teorema anterior). Se deja como ejercicioal lector.

Observación 2.7.3. La suma de matrices invertibles no necesariamente es invertible,por ejemplo A+ (−A) = 0 que no es invertible.
Teorema 2.7.3. Una matriz elemental es invertible.

Demostración. Sea E la matriz elemental que se obtiene a partir de Idn por laoperación elemental e. Se e1 la operación elemental inversa (teorema 2.3.1) y E1 =
e1(Idn). Entonces

EE1 = e(e1(Idn)) = Idn
E1E = e1(e(Idn)) = Idn .Luego E1 = E−1. �

Ejemplo 2.7.3. Es fácil encontrar explícitamente la matriz inversa de una matrízelemental, por ejemplo, en el caso 2× 2 tenemos:
1. Si c 6= 0, [

c 00 1]−1 = [1/c 00 1] y [1 00 c

]−1 = [1 00 1/c] ,2. si c ∈ K, , [1 0
c 1]−1 = [ 1 0

−c 1] y [1 c0 1]−1 = [1 −c0 1 ] .3. Finalmente, [0 11 0]−1 = [0 11 0] .
En el caso general tenemos:

(1)
k
↓

La inversa de k→


1 0 · · · 0... . . . ...0 · · · c · · · 0... . . . ...0 · · · · · · 1

 es


1 0 · · · 0... . . . ...0 · · · 1/c · · · 0... . . . ...0 · · · · · · 1





2. MATRICES INVERTIBLES 61(2)
r
↓

s
↓

La inversa de r→



1 0 · · · 0... . . . ...0 · · · 1 · · · c · · · 0... . . . ...... . . . ...0 · · · · · · 1

 es


1 0 · · · 0... . . . ...0 · · · 1 · · · −c · · · 0... . . . ...... . . . ...0 · · · · · · 1


(3)

r
↓

s
↓

La inversa de r→

s→



1 · · · · · · · · · 0... . . . ...0 · · · 0 · · · 1 · · · 0... . . . ...0 · · · 1 · · · 0 · · · 0... . . . ...0 · · · · · · · · · 1


es la misma matriz.

Teorema 2.7.4. Sea A matriz n×n con coeficientes en K. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes

i) A es invertible,
ii) A es equivalente por filas a Idn,

iii) A es producto de matrices elementales.

Demostración.
i)⇒ ii) Sea R la matriz escalón reducida por fila equivalente por filas a A. Entonces,existen E1, . . . , Ek matrices elementales tal que E1, . . . , EkA = R . Como las matriceselementales son invertibles, el producto de matrices elementales es invertible, luego

E1, . . . , Ek es invertible y por lo tanto R = E1, . . . , EkA es invertible.
Recordemos que las matrices escalón reducidas por fila si tienen filas nulas, ellasse encuentran al final. Ahora bien, si la última fila de R es nula entonces, RB tiene laúltima fila nula también y por lo tanto no puede ser igual a la identidad, es decir, enese caso R no es invertible, lo cual produce un absurdo. Concluyendo: la última fila (lafila n) de R no es nula y como es MERF, R no tiene filas nulas. Por lo tanto R = Idn(lema 2.4.4) y, entonces, A es equivalente por filas a Idn.
ii) ⇒ iii) Como A es equivalente por filas a Idn, al ser la equivalencia por filasuna relación de equivalencia, tenemos que Idn es equivalente por filas a A, es decir



62 2. SISTEMAS LINEALESexisten E1, . . . , Ek matrices elementales, tales que E1E2, . . . , Ek Idn = A. Por lo tanto,
A = E1E2, . . . , Ek producto de matrices elementales.

iii) ⇒ i) Sea A = E1E2, . . . , Ek donde Ei es una matriz elemental (i = 1, . . . , k).Como cada Ei es invertible, el producto de ellos es invertible, por lo tanto A es inver-tible. �

Corolario 2.7.5. Sean A y B matrices m × n. Entonces, B es equivalente por filas
a A si y sólo si existe matriz invertible P de orden m×m tal que B = PA .

Demostración.
(⇒) B es equivalente por filas a A, luego existe P matriz producto de matriceselementales tal que B = PA. Como cada matriz elemental es invertible (teorema 2.7.3)y el producto de matrices invertibles es invertible (teorema 2.7.2(2)), se deduce que Pes invertible.
(⇐) Sea P matriz invertible tal que B = PA. Como P es invertible, por el teoremaanterior, P es producto de matrices elementales, luego B = PA es equivalente por filasa A. �

Corolario 2.7.6. Sea A matriz n × n. Sean e1, . . . , ek las operaciones elementa-
les por filas que reducen a A a una MERF y esta MERF es la identidad, es decir
e1(e2(· · · (ek (A)) · · · )) = Idn. Entonces, A invertible y las mismas operaciones elementa-
les aplicadas a Idn nos llevan a A−1, es decir e1(e2(· · · (ek (Idn)) · · · )) = A−1.

Demostración. Por el teorema anterior, al ser A equivalente por filas a la identidad,
A es invertible. Sean las matrices elementales Ei = ei(Idn) para i = 1, . . . , k , entonces(ver corolario 2.6.2) E1E2 . . . EkA = Idn, por lo tanto, multiplicando por A−1 a derechaen ambos miembros,

E1E2 . . . EkAA−1 = Idn A−1 ⇔
E1E2 . . . Ek Idn = A−1 ⇔

e1(e2(· · · (ek (Idn)) · · · )) = A−1.
�

Este último corolario nos provee un método sencillo para calcular la inversa deuna matriz A (invertible). Primero, encontramos R = Idn la MERF equivalente por filasa A, luego, aplicando la mismas operaciones elementales a Idn, obtenemos la inversade A. Para facilitar el cálculo es conveniente comenzar con A e Idn e ir aplicandoparalelamente las operaciones elementales por fila. Veamos un ejemplo.
Ejemplo 2.7.4. Calculemos la inversa (si tiene) de

A = [2 −11 3 ] .



2. MATRICES INVERTIBLES 63Solución. Por lo que ya hemos demostrado 1) si A tiene inversa es reducible porfilas a la identidad, 2) las operaciones que llevan a A a la identidad, llevan tambiénla identidad a A−1. Luego trataremos de reducir por filas a A y todas las operacioneselementales las haremos en paralelo partiendo de la matriz identidad:
[A| Id] = [ 2 −1 1 01 3 0 1 ] F1↔F2−→

[ 1 3 0 12 −1 1 0 ] F2−2F1−→
[ 1 3 0 10 −7 1 −2 ] F2/(−7)−→

−→
[ 1 3 0 10 1 −17 27

]
F1−3F2−→

[ 1 0 37 170 1 −17 27
]
.

Luego, como A se reduce por filas a la identidad, A es invertible y su inversa es
A−1 = [ 37 17

−17 27
]
.

El lector desconfiado podrá comprobar, haciendo el producto de matrices, que AA−1 =
A−1A = Id2. �

Teorema 2.7.7. Sea A matriz n× n con coeficientes en K. Entonces, las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

i) A es invertible.
ii) El sistema AX = Y tiene una única solución para toda matriz Y de orden n×1.

iii) El sistema homogéneo AX = 0 tiene una única solución trivial.

Demostración.
i) ⇒ ii) Sea X0 solución del sistema AX = Y , luego

AX0 = Y ⇒ A−1AX0 = A−1Y ⇒ X0 = A−1Y .Es decir, X0 es único (siempre igual a A−1Y ).
ii) ⇒ iii) Es trivial, tomando Y = 0.
iii)⇒ i) Sea R la matriz escalón reducida por filas equivalente a A, es decir R = PAcon P invertible y R es MERF. Si R tiene una fila nula, entonces por teorema 2.4.2, elsistema AX = 0 tiene más de una solución, lo cual es absurdo. Por lo tanto, R no tienefilas nulas. Como es una matriz cuadrada y es MERF, tenemos que R = Idn. Luego Aes equivalente por filas a Idn y por teorema 2.7.4 se deduce que A es invertible.

�

Corolario 2.7.8. Sea A una matriz n×n con coeficientes en K. Si A tiene inversa a
izquierda, es decir si existe B matriz n× n tal que BA = Idn, entonces A es invertible.
Lo mismo vale si A tiene inversa a derecha.

Demostración. Supongamos que A tiene inversa a izquierda y que B sea la inversaa izquierda, es decir BA = Idn. El sistema AX = 0 tiene una única solución, pues
AX0 = 0⇒ BAX0 = B0⇒ X0 = 0. Luego, A es invertible (y su inversa es B).



64 2. SISTEMAS LINEALESSupongamos que A tiene inversa a derecha y que C sea la inversa a derecha, esdecir AC = Id. Por lo demostrado más arriba, C es invertible y su inversa es A, esdecir AC = Id y CA = Id, luego A es invertible. �

Terminaremos la sección calculando algunas matrices inversas usando el corolario2.7.6.
Ejemplo 2.7.5. Calcular la inversa (si tiene) de la matriz A = [1 −1 23 2 40 1 −2

].
Solución.[ 1 −1 2 1 0 03 2 4 0 1 00 1 −2 0 0 1

]
F2−3F1−→

[ 1 −1 2 1 0 00 5 −2 −3 1 00 1 −2 0 0 1
]
F2↔F3−→

−→
[ 1 −1 2 1 0 00 1 −2 0 0 10 5 −2 −3 1 0

]
F1+F2−→

[ 1 0 0 1 0 10 1 −2 0 0 10 5 −2 −3 1 0
]
F3−5F2−→

−→
[ 1 0 0 1 0 10 1 −2 0 0 10 0 8 −3 1 −5

]
F3/8−→

[ 1 0 0 1 0 10 1 −2 0 0 10 0 1 −38 18 −58
]
F2+2F3−→

−→

 1 0 0 1 0 10 1 0 −34 14 −140 0 1 −38 18 −58

 .
Por lo tanto

A−1 =  1 0 1
−34 14 −14
−38 18 −58


�

Ejemplo 2.7.6. Dados a, b, c, d ∈ R, determinar cuando la matriz A = [
a b
c d

] esinvertible y en ese caso, cual es su inversa.
Solución. Para poder aplicar el método de Gauss, debemos ir haciendo casos.
1) Supongamos que a 6= 0, entonces[

a b
c d

]
F1/a−→

[1 b
a

c d

]
F2−cF1−→

1 b
a0 d− cba

 =
1 b

a0 ad− bc
a


Si ad − bc = 0, entonces la matriz se encuentra reducida por filas y la última fila es0, luego en ese caso no es invertible. Si ad− bc 6= 0, entonces1 b

a0 ad− bc
a

 a/(ad−bc)F2−→
[1 b

a0 1
]
F1−b/aF2−→

[1 00 1] .



2. MATRICES INVERTIBLES 65Luego, en el caso a 6= 0, ad − bc 6= 0 hemos reducido por filas la matriz A a laidentidad y por lo tanto A es invertible. Además, podemos encontrar A−1 aplicando aId las mismas operaciones elementales que reducían A a la identidad:[1 00 1] F1/a−→
1
a 00 1

 F2−cF1−→

 1
a 0
−ca 1

 a/(ad−bc)F2−→

 1
a 0

− c
ad− bc

a
ad− bc

 F1−b/aF2−→

−→

1
a + bc

a(ad− bc) − b
ad− bc

− c
ad− bc

a
ad− bc

 =
 d
ad− bc − b

ad− bc
− c
ad− bc

a
ad− bc

 .
Concluyendo, en el caso a 6= 0, ad− bc 6= 0, A es invertible y

A−1 = 1
ad− bc

[
d −b
−c a

]
. (33)

2) Estudiemos el caso a = 0. Primero observemos que si c = 0 o b = 0 , entoncesla matriz no es invertible, pues en ambos casos nos quedan matrices que no puedenser reducidas por fila a la identidad. Luego la matriz puede ser invertible si bc 6= 0 yen este caso la reducción por filas es:[0 b
c d

]
F1↔F2−→

[
c d0 b

]
F1/c−→

[1 d
c0 b

]
F2/b−→

[1 d
c0 1
]
F1−d/cF2−→

[1 00 1] .Luego A es invertible y aplicando estas mismas operaciones elementales a la identidadobtenemos la inversa:[1 00 1] F1↔F2−→
[0 11 0] F1/c−→

[0 1
c1 0
]
F2/b−→

0 1
c1

b 0
 F1−d/cF2−→

− dbc 1
c1

b 0
 .

Luego, en el caso que a = 0, entonces A invertible si bc 6= 0 y su inversa es
A−1 =

− dbc 1
c1

b 0
 = 1

−bc

[
d −b
−c 0 ] .

Es decir, la expresión de la inversa es igual a (33) (considerando que a = 0).
Reuniendo los dos casos: A es invertible si a 6= 0 y ad − bc 6= 0 o si a = 0 y

bc 6= 0, pero esto es lógicamente equivalente a pedir solamente ad− bc 6= 0, es decir(a 6= 0 ∧ ad− bc 6= 0) ∨ (a = 0 ∧ bc 6= 0) ⇔ ad− bc 6= 0(ejercicio).
Resumiendo, [a b

c d

] es invertible ⇔ ad − bc 6= 0 y en ese caso, su inversa vienedada por [
a b
c d

]−1 = 1
ad− bc

[
d −b
−c a

] (34)



66 2. SISTEMAS LINEALESVeremos en la próxima sección que el uso de determinantes permitirá establecerla generalización de este resultado para matrices n× n con n ≥ 1.
�

SECCIÓN 2.8
Determinante

El determinante puede ser pensado como una función que a cada matriz cuadrada
n×n con coeficientes en K, le asocia un elemento de K. En esta sección veremos comose define esta función y algunas propiedades de la misma. Algunas demostracionesse omitirán, pues se pondrá énfasis en los usos del determinante y no tanto en suspropiedades teóricas. Las demostraciones faltantes se pueden ver en el Apéndice C.

El determinante, permite, entre otras cosas,
◦ determinar si una matriz cuadrada es invertible,
◦ dar una fórmula cerrada para la inversa de una matriz invertible.

Como consecuencia de lo anterior, el determinante permite determinar si un sistemade n ecuaciones lineales con n incógnitas admite una única solución o no, y en el casode que exista una única solución, dar una fórmula cerrada de esa solución.
Una forma de definir determinante es con una fórmula cerrada que usa el grupo

de permutaciones. Esta forma de definir determinante está fuera del alcance de estecurso. La forma que usaremos nosotros para definir determinante es mediante unadefinición recursiva: para calcular el determinante de una matriz n × n, usaremos elcálculo del determinante para matrices n− 1× n− 1, que a su vez se calcula usandoel determinante de matrices n − 2 × n − 2 y así sucesivamente hasta llegar al casobase, que es el caso de matrices 1× 1.
Definición 2.8.1. Sea A ∈ Mn(K). Sean i, j tal que 1 ≤ i, j ≤ n. Entonces A(i|j) esla matriz n− 1× n− 1 que se obtiene eliminando la fila i y la columna j de A.
Ejemplo 2.8.1. Sea A = [1 −1 34 2 −50 7 3

], entonces
A(1|1) = [2 −57 3 ] , A(2|3) = [1 −10 7 ] , A(3|1) = [−1 32 −5] .

Definición 2.8.2. Sea n ∈ N y A = [aij ] ∈ Mn(K) , entonces el determinante de A,denotado det(A) se define como:



2. DETERMINANTE 67(1) si n = 1, det([a]) = a;(n) si n > 1,det(A) = a11 detA(1|1)− a21 detA(2|1) + · · ·+ (−1)1+nan1 detA(n|1)
= n∑

i=1 (−1)1+iai1 detA(i|1).
Si 1 ≤ i, j ≤ n, al número detA(i|j) se lo llama el menor i, j de A y a CAij :=(−1)i+j detA(i|j) se lo denomina el cofactor i, j de A. Si la matriz A está sobreentendidase denota, a veces, Cij := CAij .

Observemos, que con las definiciones introducidas tenemos
det(A) = n∑

i=1 ai1C
A
i1. (35)

A este cálculo se lo denomina calculo del determinante por desarrollo por la primera
columna, debido a que usamos los coeficientes de la primera columna, multiplicadospor los cofactores correspondientes. A veces, para simplificar, denotaremos

|A| := detA.Observación 2.8.1. Determinantes 2× 2. Calculemos el determinante de las matri-ces 2× 2. Sea
A = [a b

c d

]
,entonces detA = a det[d]− c det[b] = ad− bc.

Hemos visto en el ejemplo 2.7.6 que A es invertible si y solo si ad − bc 6= 0, esdecir
A es invertible si y solo si detA 6= 0. (36)Este resultado se generaliza para matrices n × n. Más aún, la fórmula (33), que aquíreescribimos como

A−1 = 1det(A)
[
C11 C12
C21 C22

]
,se generaliza también para matrices cuadradas de cualquier dimensión (ver el corolarioC.2.3).Observación 2.8.1. Determinantes 3× 3. Calculemos el determinante de las matri-ces 3× 3. Sea

A = [a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

]
,

entoncesdetA = a11
∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a21
∣∣∣∣a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣+ a31
∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣= a11(a22a33 − a23a32)− a21(a12a33 − a13a32) + a31(a12a23 − a13a22)= a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a13a22a31.



68 2. SISTEMAS LINEALESObservar que el determinante de una matriz 3× 3 es una sumatoria de seis térmi-nos cada uno de los cuales es de la forma ±a1 i1a2 i2a3 i3 e i1i2i3 puede ser cualquierpermutación de 123. La fórmuladetA = a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33 + a13a21a32 + a12a23a31 − a13a22a31, (37)no es fácil de recordar, pero existe un procedimiento sencillo que nos permite obtenerlay es el siguiente:
1. a la matriz original le agregamos las dos primeras filas al final,2. “sumamos” cada producto de las diagonales descendentes y “restamos” cadaproducto de las diagonales ascendentes.

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a11 a12 a13
a21 a22 a13

+
+
+
−

−

−

(38)

Es decir,
(a) se suman a11a22a33, a21a32a13, a31a12a23, y(b) se restan a31a22a13, a11a32a23, a21a12a33.
Ejemplo 2.8.2. Calcular el determinante de

A = [1 −2 23 −1 12 5 4
]
.

La forma más sencilla es ampliando la matriz y calculando:
1 −2 2
3 −1 1
2 5 4
1 −2 2
3 −1 1

+
+
+
−

−

−

.



2. DETERMINANTE 69Luego detA = 1× (−1)× 4 + 3× 5× 2 + 2× (−2)× 1
−2× (−1)× 2 − 1× 5× 1 − 3× (−2)× 4= −4 + 30− 4 + 4− 5 + 24= 35.Observación 2.8.2. La regla para calcular el determinante de matrices 3× 3 no seaplica a matrices n× n con n 6= 3.

Proposición 2.8.1. Sea A ∈ Mn(K) matriz triangular superior cuyos elementos en
la diagonal son d1, . . . , dn. Entonces detA = d1.d2. . . . dn.

Demostración. Podemos demostrar el resultado por inducción sobre n: es claroque si n = 1, es decir si A = [d1], el determinante vale d1. Por otro lado, si n > 1,observemos que A(1|1) es también triangular superior con valores d2, . . . , dn en ladiagonal principal. Entonces, usamos la definición de la fórmula (35) y observamos queel desarrollo por la primera columna solo tiene un término, pues esta columna solotiene un coeficiente no nulo, el d1 en la primera posición. Por lo tanto,det(A) = d1 det(A(1|1)) (HI)= d1.(d2. . . . .dn).
�

Corolario 2.8.2. det Idn = 1.

Demostración. Se deduce del hecho que Idn es triangular superior y todo coefi-ciente de la diagonal principal vale 1. �

Corolario 2.8.3. Si R es una MERF, entoncesdetR = {1 si R no tiene filas nulas,0 si R tiene filas nulas.

Demostración. Si R no tiene filas nulas es igual a Idn (lema 2.4.4), luego detR = 1.En general, R es una matriz triangular superior y si tiene alguna fila nula r, entoncesel coeficiente en la diagonal de la fila r es igual a 0 y por lo tanto detR = 0. �

Ejemplo 2.8.3. Veamos, en el caso de una matriz A = [aij ] de orden 2×2 que ocurrecon el determinante cuando hacemos una operación elemental.
1. Si c 6= 0, multiplicar por c la primera fila y multiplicar c por la segunda filaobtenemos, respectivamente,

e(A) = [ca11 ca12
a21 a22

] y e(A) = [ a11 a12
ca21 ca22

]
,

luego
det [ca11 ca12

a21 a22
] = ca11a22 − ca12a21 y det [ca11 ca12

a21 a22
] = ca11a22 − ca12a21.Por lo tanto, en ambos casos, dete(A) = c detA.



70 2. SISTEMAS LINEALES2. Sea c ∈ K, si sumamos a la fila 2 la fila 1 multiplicada por c o sumamos a lafila 1 la fila 2 multiplicada por c obtenemos, respectivamente,
e(A) = [ a11 a12

a21 + ca11 a22 + ca12
] y e(A) = [a11 + ca21 a12 + ca22

a21 a22
]
.

Por lo tanto,det [ a11 a12
a21 + ca11 a22 + ca12

] = a11(a22 + ca12)− a12(a21 + ca11)= a11a22 + ca11a12 − a12a21 − ca12a11= a11a22 − a12a21= detA.En el otro caso también se comprueba que dete(A) = detA.3. Finalmente, intercambiando la fila 1 por la fila 2 obtenemos la matriz
e(A) = [a21 a22

a11 a12
]
,

por lo tanto
dete(A) = det [a21 a22

a11 a12
] = a21a12 − a22a11 = − detA.

Todos los resultado del ejemplo anterior se pueden generalizar.Teorema 2.8.4. Sea A ∈ Mn(K) y sean 1 ≤ r, s ≤ n.

1. Sea c ∈ K y B la matriz que se obtiene de A multiplicando la fila r por c, es
decir A cFr−→ B, entonces detB = c detA.

2. Sea c ∈ K, r 6= s y B la matriz que se obtiene de A sumando a la fila r la fila
s multiplicada por c, es decir A Fr+cFs−→ B, entonces detB = detA.

3. Sea r 6= s y sea B la matriz que se obtiene de A permutando la fila r con la
fila s, es decir A Fr↔Fs−→ B, entonces detB = − detA.

Demostración. Ver los teoremas C.1.1, C.1.4, C.1.3 y sus demostraciones. �

Este resultado nos permite calcular el determinante de matrices elementales.Corolario 2.8.5. Sea n ∈ N y c ∈ K. Sean 1 ≤ r, s ≤ n, con r 6= s.

1. Si c 6= 0, la matriz elemental que se obtiene de multiplicar por c la fila r deIdn, tiene determinante igual a c.
2. Sea r 6= s. La matriz elemental que se obtiene de sumar a la fila r de Idn la

fila s multiplicada por c, tiene determinante 1.
3. Finalmente, si r 6= s, la matriz elemental que se obtiene de intercambiar la fila
r por la fila s de Idn tiene determinante −1.

Demostración. Se deduce fácilmente del teorema anterior y del hecho de que
det Idn = 1. �



2. DETERMINANTE 71Corolario 2.8.6. Sea A ∈ Mn(K).
1. Si A tiene dos filas iguales, entonces detA = 0.
2. Si A tiene una fila nula, entonces detA = 0.

Demostración. (1) Sea A matriz donde Fr = Fs con r 6= s. Luego, intercambiando lafila r por la fila s obtenemos la misma matriz. Es decir A Fr↔Fs−→ A. Por el teorema 2.8.4(3), tenemos entonces que detA = − detA, por lo tanto detA = 0.
(2) Sea Fr una fila nula de A, por lo tanto multiplicar por 2 esa fila no cambia lamatriz. Es decir A 2Fr−→ A. Por el teorema 2.8.4 (1), tenemos entonces que detA = 2detA,por lo tanto detA = 0. �Teorema 2.8.7. Sean A,B ∈ Mn(K), entonces

1. det(AB) = det(A) det(B).
2. A invertible si y solo si det(A) 6= 0.

Demostración. Ver el teorema C.1.8. �

Corolario 2.8.8. det(AB) = det(BA).
Demostración. det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA). �Definición 2.8.3. Sea A una matriz m×n con coeficientes en K. La transpuesta de

A, denotada At, es la matriz n×m que en la fila i y columna j tiene el coeficiente [A]ji.Es decir [At]ij = [A]ji.Si A es una matriz n× n, diremos que es simétrica si At = A.Ejemplo 2.8.4. Si
A = [a11 a12 a13

a21 a22 a23
a31 a32 a33

]
,

entonces
At = [a11 a21 a31

a12 a22 a32
a13 a23 a33

]
.

Ejemplo 2.8.5. Si
A = [1 23 45 6

]
,

entonces
At = [1 3 52 4 6] .

En general At es la matriz cuyas filas son las columnas de A.



72 2. SISTEMAS LINEALESEjemplo 2.8.6. Si
A = [1 2 32 −1 43 4 7

]
,

entonces At = A, es decir A es simétrica.Proposición 2.8.9. Sea A matriz m× n.

1. (At)t = A.
2. Si B matriz n× k , entonces (AB)t = BtAt.
3. Sea A matriz n× n, entonces, A invertible si y sólo si At es invertible y en ese

caso (At)−1 = (A−1)t.
Demostración. (1) [(At)t]ij = [At]ji = [A]ij .
(2) Por definición de transpuesta (AB)t es una matriz k × m. Ahora observemosque Bt es una matriz k × n y At es n × m, luego tiene sentido multiplicar Bt por Aty se obtiene también una matriz k × m. La demostración de la proposición se hacecomprobando que el coeficiente ij de (AB)t es igual al coeficiente ij de BtAt y se dejacomo ejercicio para el lector.
(3)

A invertible ⇔ existe B matriz n× n tal que AB = Idn = BA
⇔ (AB)t = Idt

n = (BA)t
⇔ BtAt = Idn = AtBt
⇔ Bt es la inversa de At.Es decir, A invertible si y sólo si At es invertible y si B = A−1, entonces (At)−1 = Bt. �

Observar que por inducción no es complicado probar que si A1, . . . , Ak son matrices,entonces (A1 . . . Ak )t = At
k . . . At1.Ejemplo 2.8.7. Veamos las transpuesta de las matrices elementales 2× 2.

1. Si c 6= 0, multiplicar por c la primera fila y multiplicar c por la segunda filason, respectivamente,
E = [c 00 1] y E = [1 00 c

]
,

por lo tanto E t es la misma matriz en ambos casos.2. si c ∈ K, sumar a la fila 2 la fila 1 multiplicada por c o sumar a la fila 1 la fila2 multiplicada por c son, respectivamente,
E1 = [1 0

c 1] y E2 = [1 c0 1] ,



2. DETERMINANTE 73por lo tanto
E t1 = [1 c0 1] = E2 y E t2 = [1 0

c 1] = E1,3. Finalmente, intercambiando la fila 1 por la fila 2 obtenemos la matriz
E = [0 11 0] ,por lo tanto E t = EObservación 2.8.3. En el caso de matrices 2×2 podemos comprobar fácilmente quedetAt = detA: detAt = det [a11 a21

a12 a22
] = a11a22 − a21a12 = detA.

También vale este resultado para matrices n× n.Teorema 2.8.10. Sea A ∈ Mn(K), entonces det(A) = det(At)
Demostración. Ver el teorema C.1.10. �

El resultado anterior permite obtener resultados nuevos del cálculo de determi-nante a partir de resultados vistos anteriormente.Proposición 2.8.11. Sea A ∈ Mn(K) matriz triangular inferior cuyos elementos en
la diagonal son d1, . . . , dn. Entonces detA = d1.d2. . . . dn.

Demostración. Si A es triangular inferior con elementos en la diagonal d1, . . . , dn,entonces At es triangular superior con elementos en la diagonal d1, . . . , dn. Por laproposición 2.8.1, detAt = d1 . . . dn. Por el teorema 2.8.10 obtenemos el resultado. �Teorema 2.8.12. Sea A ∈ Mn(K) y sean 1 ≤ r, s ≤ n.

1. Sea c ∈ K y B la matriz que se obtiene de A multiplicando la columna r por c,
entonces detB = c detA.

2. Sea c ∈ K y B la matriz que se obtiene de A sumando a la columna r la
columna s multiplicada por c, entonces detB = detA.

3. Sea B la matriz que se obtiene de A permutando la columna r con la fila s,
entonces detB = − detA.

Demostración. Las operaciones por columna del enunciado se traducen a opera-ciones por fila de la matriz At. Luego, aplicando los resultados del teorema 2.8.4 yusando el hecho de que det(A) = det(At) y det(B) = det(Bt) en cada caso, se deduceel corolario. �Corolario 2.8.13. Sea A ∈ Mn(K).
1. Si A tiene dos columnas iguales, entonces detA = 0.
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2. Si A tiene una columna nula, entonces detA = 0.

Demostración. (1) Si A tiene dos columnas iguales, entonces At tiene dos filasiguales, luego, por corolario 2.8.6 (1), detAt = 0 y por lo tanto detA = 0.
(2) Si A tiene una columna nula, entonces At tiene una fila nula, luego, 2.8.6 (2),detAt = 0 y por lo tanto detA = 0. �

El siguiente teorema nos dice que es posible calcular el determinante desarrollán-dolo por cualquier fila o cualquier columna.
Teorema 2.8.14. El determinante de una matriz A de orden n × n puede ser cal-

culado por la expansión de los cofactores en cualquier columna o cualquier fila. Más
específicamente,

1. si usamos la expansión por la j-ésima columna, 1 ≤ j ≤ n, tenemos

detA = n∑
i=1 aijCij= a1jC1j + a2jC2j + · · ·+ anjCnj .

2. si usamos la expansión por la i-ésima fila, 1 ≤ i ≤ n, tenemos

detA = n∑
j=1 aijCij= ai1Ci1 + ai2Ci2 + · · ·+ ainCin;

Demostración. Ver la demostración de el teorema C.1.11. �

SECCIÓN 2.9
Autovalores y autovectores

La multiplicación de una matriz por un vector es una transformación lineal, lascuales veremos en el capítulo 4, y estas juegan un rol muy importante en toda lamatemática, pasando por el álgebra, el análisis, la geometría, etc. Como ya vimos, essencillo multiplicar a izquierda por matrices diagonales:
d1 0 · · · 00 d2 · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · dn



x1
x2...
xn

 =

d1x1
d2x2...
dnxn





2. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES 75(ver observación 2.5.1). En particular, si ei es el vector columna que tiene un 1 en lafila i y todas las demás filas iguales a 0, entonces
d1 0 · · · 00 d2 · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · dn

ei = diei

y esta propiedad caracteríza las matrices diagonales, es decir una matriz D es diagonalsi y solo si Dei = diei para 1 ≤ i ≤ n. Dicho de otra forma una matriz es diagonal siy solo si al aplicarla sobre algún ei obtenemos un mútiplo de ei.
Aunque no siempre es posible caracterizar una matriz A por los vectores v que alaplicarle A obtenemos un múltiplo de v , el estudio de estos v resulta importante paraobtener información fundamental de la matriz y proiedades de la misma.
Definición 2.9.1. Sea A ∈ Kn×n. Se dice que λ ∈ K es un autovalor de A y si existe

v ∈ Kn no nulo tal que
Av = λv.En ese caso decimos que v es un autovector asociado a λ

Observación 2.9.1. Nada impide, por definición, que un autovalor pueda valer 0,pero un autovector nunca puede ser 0.
Ejemplo 2.9.1. 1 es un autovalor de Idn y todo v ∈ Kn es un autovector asociado a1 pues Idn v = v

Ejemplo 2.9.2. 0 es un autovalor de [ 0 10 0 ] y [ 10 ] es un autovector asociado a0 pues [ 0 10 0 ] [ 10 ] = [ 00 ] = 0 [ 10 ]
Observación 2.9.2. La existencia de autovalores dependen del cuerpo donde esta-mos trabajando. Por ejemplo sea A ∈ Rn×n, definida por

A = [0 −11 0 ] .Entonces, A no tiene autovalores reales. Veamos por qué.[0 −11 0 ] [x1
x2
] = [−x2

x1
] (39)

Si λ fuera un autovalor y [x1
x2
] fuera autovector, tendríamos[0 −11 0 ] [x1

x2
] = [λx1

λx2
]
. (40)



76 2. SISTEMAS LINEALESLuego, por (39) y (40), −x2 = λx1 y x1 = λx2, entonces −x2 = λx1 = λ2x2. Si λ 6= 0,entonces λ2 > 0, y eso implica que x2 = 0 y en consecuencia x1 = 0. Si λ = 0, también
x1 = x2 = 0. Es decir, en ambos casos [x1

x2
] = [00] y no es autovector.

Veremos más adelante que si permitimos autovalores complejos entonces esta ma-triz tiene autovalores.
Definición 2.9.2. Dado i ∈ {1, ..., n}, como ya vimos se denota ei al vector columnade Kn cuyas coordenadas son todas ceros excepto la coordenada i que es un 1

ei =


0...1...0


El conjunto {e1, ..., en} se llama base canónica de Kn.

Ejemplo 2.9.3. En K3 la base canónica es e1 = [ 100
], e2 = [ 010

], e3 = [ 001
]

Ejemplo 2.9.4. Sea D ∈ Kn×n una matriz diagonal con entradas λ1, λ2, ..., λn. En-tonces ei es un autovector con autovalor λi ∀ i ∈ {1, ..., n}
El conjunto de todos los autovectores con un mismo autovalor es invariante por la

suma y la multiplicación por escalares. En particular los múltiplos de un autovectorson autovectores con el mismo autovalor.
Definición 2.9.3. Sea A ∈ Kn×n y λ ∈ K un autovalor de A. El autoespacio asociadoa λ es

Vλ = {v ∈ Kn | Av = λv}.Es decir, Vλ es el conjunto formado por todos los autovectores asociados a λ y el vectornulo.
Teorema 2.9.1. Sea A matriz n×n y λ ∈ K. Si v, w pertenecen a Vλ, el autoespacio

de A asociado a λ, entonces v + tw ∈ Vλ para cualquier t ∈ K.

Demostración.
A(v + tw) = Av + tAw = λv + tλw = λ(v + tw).

�

Proposición 2.9.2. Sea A matriz n × n y v, w ∈ Kn autovectores con autovalores
λ, µ ∈ K, respectivamente. Entonces. λ 6= µ implica que v 6= w . Es decir, autovectores
con autovalores distintos son distintos.



2. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES 77Demostración. Supongamos que v = w , entonces Av = λv y Av = µv . Luego,
λv = µv y por lo tanto

(λ− µ)v =  (λ− µ)v1...(λ− µ)vn
 =  0...0


Como v 6= 0 por ser autovector, alguna de sus coordenadas es no nula. Entonces

λ− µ tiene que ser 0 o dicho de otro modo λ = µ, lo cual es un absurdo. �

Problema 2.9.1. Hallar los autovalores de A ∈ Kn×n y para cada autovalor, describirexplícitamente el autoespacio asociado.
◦ En otras palabras nos preguntamos que λ ∈ K y que v ∈ Kn satisfacen

Av = λv ⇐⇒ Av − λv = 0⇐⇒ (A− λ Id)v = 0.
◦ La última igualdad es un sistema de ecuaciones lineales. Queremos ver entoncessi existe un v ∈ Kn no nulo que sea solución del sistema homogéneo(A− λ Id)X = 0. (*)
◦ Un sistema BX = 0 tiene solución no trivial sii det(B) = 0. Por lo tanto (*) tienesolución no trivial si y sólo sidet(A− λ Id) = 0.

Estos sencillos pasos demuestran lo siguiente.
Proposición 2.9.3. λ ∈ K es un autovalor de A y v ∈ Kn es un autovector asociado

a λ si y sólo si

◦ det(A− λ Id) = 0
◦ v es solución del sistema homogéneo (A− λ Id)X = 0

Esta es casi la respuesta a nuestro problema. Para dar una respuesta más operativaintroducimos el siguiente polinomio.
Definición 2.9.4. Sea A ∈ Kn×n. El polinomio característico de A es

χA(x) = det(A− x Id)
Ejemplo 2.9.5. El polinomio característico de Idn es

χIdn(x) = (1− x)n
Demostración. Id−x Id = (1− x) Id es una matriz diagonal con (1− x) en todas lasentradas de la diagonal. Entonces el determinante es el producto de la diagonal. �



78 2. SISTEMAS LINEALESEn general, si A = [aij ] matriz n× n, tenemos que
χA(x) = det(A− x Id) = det


a11 − x a12 · · · a1n
a21 a22 − x · · · a2n... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann − x


y el polinomio característico de A es un polinomio de grado n, más precisamente

χA(x) = (−1)nxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0.Esto se puede demostrar por inducción.
Ejemplo 2.9.6. El polinomio característico de A = [ 0 10 0 ] es χA(x) = x2

Demostración. A− x Id = [ −x 10 −x

] es triangular superior. Entonces el determi-nante es el producto de la diagonal. �

Ejemplo 2.9.7. Si A = [ a b
c d

], entonces χA(x) = (a− x)(d− x)− bc.
Demostración. A − x Id = [

a− x b
c d− x

] y usamos la fórmula del determinantede una 2× 2. �

Proposición 2.9.4. Sea A ∈ Kn×n. Entonces λ ∈ K es autovalor si y sólo si λ es
raíz del polinomio característico de A.

Demostración.
λ es autovalor ⇔ existe v 6= 0 tal que Av = λv

⇔ 0 = Av − λv = Av − λ Id v = (A− λ Id)v
⇔ (A− λ Id)X = 0 tiene solución no trivial
⇔ χA(λ) = det(A− λ Id) = 0
⇔ λ es raíz del polinomio característico.

�Observación 2.9.3. Sea A ∈ Kn×n, entonces podemos aplicar el siguiente métodopara encontrar autovalores y autovectores de A.
1. Calcular χA(x) = det(A− x Id ),2. Encontrar las raíces λ1, . . . , λk de χA(x).No siempre es posible hacerlo, pues no hay una fórmula o método general paraencontrar las raíces de polinomios de grado 5 o superior.



2. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES 793. Para cada i con 1 ≤ i ≤ k resolver el sistema de ecuaciones lineales:(A− λi Id)X = 0.Las soluciones no triviales de este sistema son los autovectores con autovalor
λi.Ejemplo 2.9.8. Encontrar autovalores y autovectores de la matriz

A = [3 −21 0 ] .
Solución.
1. χA(x) = det [3− x −21 −x

] = x2 − 3x + 2 = (x − 1)(x − 2).
2. Los autovalores de A son las raíces de χA(x): 1 y 2.3. Debemos resolver los sistemas de ecuaciones:(A− Id)X = 0, (A− 2 Id)X = 0.

Es decir, debemos resolver los sistemas[3− 1 −21 −1] [x1
x2
] = [00] o, equivalentemente, [2 −21 −1] [x1

x2
] = [00] (S1)

[3− 2 −21 −2] [x1
x2
] = [00] o, equivalentemente, [1 −21 −2] [x1

x2
] = [00] (S2)

(S1) [2 −21 −1] F1−2F2−→
[0 01 −1] ⇒ x1 − x2 = 0 ⇒ (t, t) es solución.

(S2) [1 −21 −2] F2−F1−→
[1 −20 0 ] ⇒ x1 − 2x2 = 0 ⇒ (2t, t) es solución.

De lo anterior concluimos:
◦ Los autovalores de A son 1 y 2.
◦ El auto espacio correspondiente al autovalor 1 es

V1 = {t(1, 1) : t ∈ R}.
◦ El auto espacio correspondiente al autovalor 2 es

V2 = {t(2, 1) : t ∈ R}.

�

Ejemplo 2.9.9. Sea A = [0 −11 0 ] ∈ R2. Encontrar los autovalores reales de A.
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Solución. A− x Id = [−x −11 −x

], luego
χA(x) = x2 + 1.

El polinomio no tiene raíces reales, por lo tanto no existen autovalores reales(obviamente no hay autovectores). �

Sin embargo si nos dicen
Encontrar autovalores y autovectores complejos de la matriz A = [0 −11 0 ],
la respuesta va a ser diferente.
Lo que ocurre es que

χA(x) = x2 + 1 = (x + i)(x − i),y este polinomio sí tiene raíces complejas: i y −i, por lo tanto i y −i son los autovaloresde A.
Averigüemos los autovalores planteando los sistemas de ecuaciones correspondien-tes, es decir A− λ Id x = 0 para λ = i,−i:

[
−i −11 −i

] [
x1
x2
] = [00] , (S1)

[
i −11 i

] [
x1
x2
] = [00] . (S2)

Resolvamos los sistemas:
(S1) [

−i −11 −i

]
F1+iF2−→

[0 01 −i

]
⇒ x1 − ix2 = 0 ⇒ (iω, ω) es solución (ω ∈ C).

(S2) [
i −11 i

]
F1−iF2−→

[0 01 i

]
⇒ x1 + ix2 = 0 ⇒ (−iω, ω) es solución (ω ∈ C).

Luego A tiene dos autovalores, i y −i, y
Vi = {ω(i, 1) : ω ∈ C} , V−i = {ω(−i, 1) : ω ∈ C} .

Nunca está de más comprobar los resultados:
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[0 −11 0 ] [ i1] = [−1

i

] = i
[
i1] .

[0 −11 0 ] [−i1 ] = [−1
−i

] = (−i) [−i1 ] .





3 Espacios vectoriales

En este capítulo estudiaremos en forma general las combinaciones lineales sobreconjuntos abstractos. En el primer capítulo desarrollamos el método de Gauss parala resolución de sistemas de ecuaciones lineales. En el método de Gauss se usansistemáticamente las combinaciones lineales de las filas de una matriz. Podemos verestas filas como elementos de Kn y nuestro primer impulso para el estudio de lascombinaciones lineales sería trabajar en este contexto, es decir en Kn. Eso es lo queharemos, en forma introductoria, en la primera sección, donde trabajaremos restringidosa R2 y R3. Sin embargo, muchos de los resultados sobre combinaciones lineales en Knson aplicables también a conjuntos más generales y de gran utilidad en la matemática.Por lo tanto, apartir de la segunda sección, nuestros “espacios vectoriales” (espaciosdonde pueden hacerse combinaciones lineales de vectores) serán espacios abstractos.
SECCIÓN 3.1

Definición y ejemplos de espacios
vectoriales

Definición 3.1.1. Sea K cuerpo. Un espacio vectorial sobre K o un K-espacio vec-
torial , consiste de un conjunto V no vacío, cuyos elementos son llamados vectores,junto a ’+’ y ’.’ tal que

(a) ’+: V ×V → V ’ es una operación, llamada adición o suma de vectores, tal quea dos vectores v, w ∈ V les asigna otro vector v +w ∈ V ,(b) ’. : K × V → V ’ es una operación tal que a λ ∈ K y v ∈ V le asigna el vector
λ.v (o simplemente λv ). ’.’ es llamada el producto por escalares.

Además, estas operaciones deben satisfacer83
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S1. v +w = w + v , para v, w ∈ V (conmutatividad de la suma),
S2. (v +w) + u = v + (w + u), para v, w, u ∈ V (asociatividad de la suma),
S3. existe un único vector 0, llamado vector cero, tal que 0 + v = v + 0 = v , paratodo v ∈ V (existencia de elemento neutro de la suma).
S4. Para cada v ∈ V , existe un único vector −v tal que v + (−v ) = (−v ) + v = 0(existencia de opuesto o inverso aditivo).
P1. 1.v = v para todo v ∈ V .
P2. λ1(λ2v ) = (λ1λ2)v , para todo λ1, λ2 ∈ K y todo v ∈ V .
D1. λ(v +w) = λv + λw , para todo λ ∈ K y todo v, w ∈ V (propiedad distributiva).
D2. (λ1+λ2)v = λ1v+λ2v para todo λ1, λ2 ∈ K y todo v ∈ V (propiedad distributiva).
Debido a la ley de asociatividad para la suma (v +w) + u es igual a v + (w + u) ypor lo tanto podemos eliminar los paréntesis sin ambigüedad. Es decir, ∀ v, w, u ∈ Vdenotamos

v +w + u := (v +w) + u = v + (w + u).
De forma análoga, ∀ λ1, λ2 ∈ V , ∀ v ∈ V usaremos la notación

λ1λ2v = (λ1λ2)v = λ1(λ2v ).
Otra notación importante, e intuitiva, es la siguiente ∀ v, w ∈ V

v −w := v + (−w),y a menudo diremos que v −w es la resta de v menos w .Ejemplo 3.1.1. Kn. Sea K cuerpo, y sea
V = {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ K, 1 ≤ i ≤ n} = Kn.Entonces V es espacio vectorial con las siguientes operaciones: si (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn,(y1, y2, . . . , yn) ∈ K n, λ ∈ K

(a) (x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),(b) λ(x1, x2, . . . , xn) = (λx1, λx2, . . . , λxn).
Observar que las sumas y productos son coordenada a coordenada y, por lo tanto, encada coordenada son sumas y productos en K.

Comprobemos las propiedades necesarias para que V sea un espacio vectorial.Como la suma de vectores y el producto por escalares es coordenada a coordenada,las propiedades se deducirán fácilmente de los axiomas para la suma y el producto enlos cuerpos. Sean x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), z = (z1, . . . , zn) en V y λ, λ1, λ2 ∈ K:
S1. x + y = y+ x , pues xi + yi = yi + xi, 1 ≤ i ≤ n.S2. (x + y) + z = x + (y+ z), pues (xi + yi) + zi = xi + (yi + zi), 1 ≤ i ≤ n.S3. Sea 0 = (0, . . . , 0), entonces 0 + x = (0 + x1, . . . , 0 + xn) = (x1, . . . , xn) = x .S4. Sea −x = (−x1, . . . ,−xn), entonces x + (−x) = (x1− x1, . . . , xn− xn) = (0, . . . , 0).P1. 1.x = (1.x1, . . . , 1.xn) = (x1, . . . , xn) = x .



3. DEFINICIÓN Y EJEMPLOS DE ESPACIOS VECTORIALES 85P2. λ1(λ2x) = (λ1λ2)x pues λ1(λ2xi) = (λ1λ2)xi, 1 ≤ i ≤ n.D1. λ(x + y) = λx + λy, pues λ(xi + yi) = λxi + λyi, 1 ≤ i ≤ n.D2. (λ1 + λ2)x = λ1x + λ2x , pues (λ1 + λ2)xi = λ1xi + λ2xi, 1 ≤ i ≤ n.
Ejemplo 3.1.2. Matrices m × n. Sea K cuerpo, definimos en Mm×n(K) la suma y elproducto por escalares de la siguiente forma. Sean A = [aij ], B = [bij ] matrices m× ny λ ∈ K, entonces A+ B, λA son matrices en Mm×n(K) con coeficientes:[A+ B]ij = [aij + bij ],[λA]ij = [λaij ].Es decir, la suma es coordenada a coordenada y el producto es multiplicar el escalaren cada coordenada. Este caso no es más que Kmn presentado de otra manera.
Ejemplifiquemos, con casos sencillos, la suma de matrices y el producto por esca-lares [

−2 10 4]+ [5 12 −5] = [3 22 −1] , 3 [−2 10 4] = [−6 30 12] .
Ejemplo 3.1.3. Polinomios. Sea

K[x ] = {anxn + · · ·+ a1x + a0 : n ∈ N0, ai ∈ K, para 0 ≤ i ≤ n}el conjunto de polinomios sobre K. Entonces si P(x), Q(x) ∈ K[x ], definimos la sumade polinomios de la siguiente manera: sea P(x) = anxn + · · · + a1x + a0 y Q(x) =
bnxn + · · · + b1x + a0 (completamos coeficientes con 0 hasta que ambos tengan elmismo n), entonces(P +Q)(x) = (an + bn)xn + · · ·+ (a1 + b1)x + (a0 + b0).Si λ ∈ K, (λP)(x) = λanxn + · · ·+ λa1x + λa0.Por ejemplo,(3x2 + 1) + (x4 + 2x3 + 5x2 − x) = x4 + 2x3 + 8x2 − x + 1, y3(x4 + 2x3 + 5x2 − x) = 3x4 + 6x3 + 15x2 − 3x.

Ejemplo 3.1.4. Espacios de funciones. SeanF(R) = {f : R→ R : tal que f es una función},C(R) = {f : R→ R : tal que f es una función continua}.Recordemos que si f , g son funciones, entonces la función suma de f y g está definidapor (f + g)(x) = f (x) + g(x).Por otro lado, si λ ∈ R, la función multiplicar f por λ está definida por(λf )(x) = λf (x).



86 3. ESPACIOS VECTORIALESEs sencillo ver que con estas dos operaciones, F(R) es un R-espacio vectorial.
Con respecto a C(R), hemos visto en el primer curso de análisis matemático que lasuma de funciones continuas es una función continua y, por lo tanto, f +g es continuasi f y g lo son.
El producto de un escalar c por una función continua f , puede ser visto como elproducto de una función que es constante y vale λ (y es continua) y la función f . Porlo tanto, λf es producto de funciones continuas y, en consecuencia, es una funcióncontinua. Resumiendo,

f , g ∈ C(R)⇒ f + g ∈ C(R), λ ∈ R, f ∈ C(R)⇒ λf ∈ C(R).No es difícil ver que con estas definiciones C(R) es un R-espacio vectorial.

Ejemplo 3.1.5. Consideremos el conjunto de los números reales positivos:
R>0 = {x ∈ R : x > 0}.Entonces V = R>0 es un R-espacio vectorial con la suma ⊕ : V × V → V y y elproducto � : R× V → V dados por

x ⊕ y = x · y, c � x = xc,para cada c ∈ R, x, y ∈ R>0. Es fácil ver que los axiomas S1. y S2. sobre la conmuta-tividad y asociatividad, respectivamente, de la suma ⊕ se siguen de las propiedadesde conmutatividad y asociatividad del producto · en R.
La existencia del vector 0 del axioma S3., neutro para la suma ⊕, requiere de ciertocuidado. Notar que este vector debe ser un elemento 0 en V (un real positivo) quecumpla x⊕0 = x para todo x . Ahora, x⊕0 = x ·0 por definición, de donde se desprendeque debemos tomar bf0 = 1. Es decir, el vector cero es el número 1. De manera similar,se sigue que el opuesto indicado en el axioma S4. debe estar dado por −x = x−1.
Finalmente, las propiedades de los axiomas P1., P2., D1. y D2. se siguen de laspropiedades conocidas de la exponenciación en R y quedan a cargo del lector, comoun interesante desafío para terminar de comprender este ejemplo.
Proposición 3.1.1. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Entonces,

1. λ,0 = 0, para todo λ ∈ K;
2. 0.v = 0, para todo v ∈ V ;
3. si λ ∈ K, v ∈ V , v 6= 0 y λ.v = 0, entonces λ = 0;
4. (−1).v = −v , para todo v ∈ V .

Demostración. Tanto la prueba de (1), como la de (2) son similares a la demostraciónde que 0.a = 0 en Z (o en R).



3. DEFINICIÓN Y EJEMPLOS DE ESPACIOS VECTORIALES 87(1) Como 0 es el elemento neutro de la suma en V , entonces 0 = 0 + 0, luego
λ,0 = λ.(0 + 0) (propiedad distributiva ⇒)
λ,0 = λ,0 + λ,0 (sumando a la izquierda −λ,0 ⇒)

λ,0− λ,0 = λ,0 + λ,0− λ,0 (opuesto ⇒)0 = λ,0 + 0 (elemento neutro ⇒)0 = λ,0.
(2) Análoga a (1).
(3) Supongamos que λ.v = 0 y λ 6= 0, entonces, por (1), λ−1(λ.v ) = 0, pero λ−1(λ.v ) =(λ−1λ).v = 1.v = v . Luego 0 = v , que contradice la hipótesis. El absurdo vino de suponerque λ 6= 0.
(4) (−1).v+v = (−1).v+1.v = (−1+1).v , esto último es por la propiedad distributiva.Ahora bien (−1 + 1).v = 0.v (2)= 0. Es decir (−1).v + v = 0 y por lo tanto (−1).v es elopuesto de v (que es −v ).

�

Definición 3.1.2. Sea V espacio vectorial sobre K y v1, . . . , vn vectores en V . Dado
v ∈ V , diremos que v es combinación lineal de los v1, . . . , vn si existen escalares
λ1, . . . , λn en K, tal que

v = λ1v1 + · · ·+ λnvn.
Ejemplo 3.1.6. 1. Sean v1 = (1, 0), v2 = (0, 1) en C2 ¿es v = (i, 2) combinaciónlineal de v1, v2? La respuesta es sí, pues

v = iv1 + 2v2.Observar además que es la única combinación lineal posible, pues si
v = λ1v1 + λ2v2,entonces (i, 2) = (λ1, 0) + (0, λ2) = (λ1, λ2),luego λ1 = i y λ2 = 2.Puede ocurrir que un vector sea combinación lineal de otros vectores devarias formas diferentes. Por ejemplo, si v = (i, 2) y v1 = (1, 0), v2 = (0, 1),

v3 = (1, 1), tenemos que
v = iv1 + 2v2 + 0v3, y también
v = (i− 1)v1 + v2 + v3.2. Sean (0, 1, 0), (0, 1, 1) en C3 ¿es (1, 1, 0) combinación lineal de (0, 1, 0), (0, 1, 1)?La respuesta es no, pues si(1, 1, 0) = λ1(0, 1, 0) + λ2(0, 1, 1) = (0, λ1, 0) + (0, λ2, λ2) = (0, λ1 + λ2, λ2),luego, la primera coordenada nos dice que 1 = 0, lo cual es absurdo. Por lotanto, no existe un par λ1, λ2 ∈ K tal que (1, 1, 0) = λ1(0, 1, 0) + (0, 1, 1).



88 3. ESPACIOS VECTORIALESObservación 3.1.1. La pregunta de si un vector v = (b1, . . . , bm) ∈ Km es combi-nación lineal de vectores v1, . . . , vn ∈ Km se resuelve con un sistema de ecuacioneslineales: si
vi = (a1i, . . . , ami), para 1 ≤ i ≤ n,entonces v = λ1v1 + · · ·+ λnvn se traduce, en coordenadas, a(b1, . . . , bm) = λ1(a11, . . . , am1) + · · ·+ λn(a1n, . . . , amn)= (λ1a11 + · · ·+ λna1n, . . . , λ1am1 + · · ·+ λnamn).Luego, v es combinación lineal de los vectores v1, . . . , vn ∈ Kn si y sólo si el tienesolución el siguiente sistema de ecuaciones con incógnitas λ1, . . . , λn:

a11λ1 + a12λ2 + · · · + a1nλn = b1... ... ...
am1λ1 + am2λ2 + · · · + amnλn = bm

.

Ejemplo 3.1.7. Demostrar que (5, 12, 5) es combinación lineal de los vectores(1,−5, 2), (0, 1,−1), (1, 2,−1). Planteamos la ecuación:(5, 12, 5) = λ1(1,−5, 2) + λ2(0, 1,−1) + λ3(1, 2,−1)= (λ1 + λ3,−5λ1 + λ2 + 2λ3, 2λ1 − λ2 − λ3).Por consiguiente, esta ecuación se resuelve con el siguiente sistema de ecuaciones
λ1 + λ3 = 5

−5λ1 + λ2 + 2λ3 = 122λ1 − λ2 − λ3 = 5.Ahora bien, usando el método de Gauss[ 1 0 1 5
−5 1 2 122 −1 −1 5

]
F2+5F1−→
F3−2F1

[ 1 0 1 50 1 7 370 −1 −3 −5
]
F3+F1−→

[ 1 0 1 50 1 7 370 0 4 32
]

F3/4−→
[ 1 0 1 50 1 7 370 0 1 8

]
F1−F3−→
F2−7F3

[ 1 0 0 −30 1 0 −190 0 1 8
]
.

Luego λ1 = −3, λ2 = −19 y λ3 = 8, es decir(5, 12, 5) = −3(1,−5, 2)− 19(0, 1,−1) + 8(1, 2,−1).
SECCIÓN 3.2

Subespacios vectoriales

Definición 3.2.1. Sea V un espacio vectorial sobre K. diremos que W ⊂ V es
subespacio de V si W 6= ∅ y

(a) si para cualesquiera w1, w2 ∈ W , se cumple que w1 +w2 ∈ W y(b) si λ ∈ K y w ∈ W , entonces λw ∈ W .



3. SUBESPACIOS VECTORIALES 89Observación 3.2.1. Si W subespacio de V , entonces 0 ∈ W : como W 6= ∅, tomocualquier w ∈ W y por (a) tenemos que 0.w ∈ W . Ya vimos, proposición 3.1.1(2), que0.w = 0 y por lo tanto 0 ∈ W .
Observación 3.2.2. Si W subespacio de V y w1, . . . , wk ∈ W , entonces cualquiercombinación lineal de los w1, . . . , wk pertenece a W . Es decir, para cualesquiera

λ1, . . . , λk ∈ K, se cumple que λ1w1 + · · · λkwk ∈ W . Esto se debe a que λiwi ∈ W para1 ≤ i ≤ k . Por un argumento inductivo, no es difícil probar que la suma de k términosen W es un elemento de W , por lo tanto λ1w1 + · · · λkwk ∈ W .
Teorema 3.2.1. Sea V un espacio vectorial sobre K y W subespacio de V . Entonces

W con las operaciones suma y producto por escalares de V es un espacio vectorial.

Demostración. Debemos verificar las propiedades de la definición de espacio vec-torial.
S1. w,w ′ ∈ W , entonces w +w ′ = w ′ +w , pues conmutan en V ;S2. si w1, w2, w3 ∈ W , entonces w1 + (w2 + w3) = (w1 + w2) + w3, pues la suma esasociativa en V ;S3. ya vimos que 0 ∈ W , y como 0 es el elemento neutro de la suma para V ,también lo es para W .S4. Sea w ∈ W , entonces (−1)w ∈ W (por SE2). Pero, por proposición 3.1.1(4),(−1)w = −w , es decir (−1)w es el opuesto aditivo de w en V , luego es elopuesto aditivo de w en W .P1. 1.v = v para todo v ∈ V , luego 1.w = w para todo w ∈ W .P2. λ1(λ2v ) = (λ1λ2)v , para todo λ1, λ2 ∈ K y todo v ∈ V , luego λ1(λ2w) = (λ1λ2)w ,para todo λ1, λ2 ∈ K y todo w ∈ W .D1. λ(v1 + v2) = λv1 + λv2, para todo λ ∈ K y cualesquiera v1, v2 ∈ V , luego λ(w1 +

w2) = cw1 + cw2, para todo λ ∈ K y cualesquiera w1, w2 ∈ W .D2. (λ1 + λ2)v = λ1v + λ2v para todo λ1, λ2 ∈ K y todo v ∈ V , luego (λ1 + λ2)w =
λ1w + λ2w para todo λ1, λ2 ∈ K y todo w ∈ W .

�

Ejemplo 3.2.1. Veremos ahora una serie de ejemplos de subespacios vectoriales.
1. Sea V un K-espacio vectorial, entonces 0 y V son subespacios vectoriales de
V . Suelen ser llamados los subespacios triviales de V .2. Sea V un K-espacio vectorial y sea v ∈ V , entonces

W = {λv : λ ∈ K}es un subespacio vectorial. En efecto
a) si λ1v, λ2v ∈ W , con λ1, λ2 ∈ K, entonces λ1v + λ2v = (λ1 + λ2)v ∈ W ;
b) λ1v ∈ W , con λ1 ∈ K y λ ∈ K, entonces λ(λ1v ) = (λλ1)v ∈ W .El subespacio W suele ser denotado Kv .



90 3. ESPACIOS VECTORIALES3. Sean V = Kn y 1 ≤ j ≤ n. Definimos
W = {(x1, x2, . . . , xn) : xi ∈ K (1 ≤ i ≤ n), xj = 0} .Es decir W es el subconjunto de V de todas las n-uplas con la coordenada jigual a 0. Por ejemplo si j = 1

W = {(0, x2, . . . , xn) : xi ∈ K (2 ≤ i ≤ n)} .Veamos que este último es un subespacio:
a) si (0, x2, . . . , xn), (0, y2, . . . , yn) ∈ W , entonces (0, x2, . . . , xn)+(0, y2, . . . , yn) =(0, x2 + y2, . . . , xn + yn), el cual pertenece a W .
b) Por otro lado, si λ ∈ K, λ(0, x2, . . . , xn) = (0, λx2, . . . , λxn) ∈ W .La demostración para j > 1 es completamente análoga.4. El conjunto R[x ] = {P(x) : P(x) es polinomio en R }, es subespacio de F(R),pues R[x ] ⊂ F(R) y las operaciones de suma y producto por un escalar soncerradas en R[x ].5. De forma análoga, el conjunto R[x ] es subespacio de C(R), el espacio de fun-ciones continuas de R.6. Sea W = {

A ∈ Mn(K) : At = A
}. Es claro que A ∈ W si y sólo si [A]ij = [A]ji.Veamos que W es subespacio de Mn(K):

a) sean A = [aij ], B = [bij ] tales que A = At y B = Bt, entonces debemosverificar que A+ B ∈ W , es decir que la transpuesta de A+ B es la mismamatriz: ahora bien, [A+ B]ij = aij + bij , luego[(A+ B)t]ij = aji + bji = [A]ji + [B]ji = [A]ij + [B]ij = [A+ B]ij ,por lo tanto A+ B ∈ W .
b) Si λ ∈ K, [λA]ij = λaij , luego,[λAt]ij = λaji = λaij = [λA]ij ,por lo tanto λA ∈ W .7. Sea A ∈ Mm×n(K). Si x = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, entonces Ax denotará la multipli-cación de A por la matriz columna formada por x1, . . . , xn, es decir

Ax = A

x1...
xn

 .
Sea

W = {x ∈ Kn : Ax = 0} .Es decir, W es el subconjunto de Kn de las soluciones del sistema Ax = 0.Entonces, W es un subespacio de Kn:
a) si x, y ∈ W , es decir si Ax = 0 y Ay = 0, entonces A(x + y) = Ax + Ay =0 + 0 = 0, luego , x + y ∈ W ;
b) si λ ∈ K y x ∈ W , entonces A(λx) = λAx = λ,0 = 0, luego λx ∈ W .

Teorema 3.2.2. Sea V un espacio vectorial sobre K y sean v1, . . . , vk ∈ V . Entonces
W = {λ1v1 + · · ·+ λkvk : λ1, . . . , λk ∈ K}
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es un subespacio vectorial. Es decir, el conjunto de las combinaciones lineales de
v1, . . . , vk es un subespacio vectorial.

Demostración. (a) Sean λ1v1 + · · ·+ λkvk y µ1v1 + · · ·+ µkvk dos combinacioneslineales de v1, . . . , vk , entonces(λ1v1 + · · ·+ λkvk ) + (µ1v1 + · · ·+ µkvk ) = λ1v1 + µ1v1 + · · ·+ λkvk + µkvk= (λ1 + µ1)v1 + · · ·+ (λk + µk )vk ,que es una combinación lineal de v1, . . . , vk y por lo tanto pertenece a W .(b) Si λ ∈ K y λ1v1 + · · ·+ λkvk es una combinación lineal de v1, . . . , vk , entonces
λ(λ1v1 + · · ·+ λkvk ) = λ(λ1v1) + · · ·+ λ(λkvk )= (λλ1)v1 + · · ·+ (λλk )vk ,que es una combinación lineal de v1, . . . , vk y por lo tanto pertenece a W .

�Definición 3.2.2. Sea V un espacio vectorial sobre K y sean v1, . . . , vk ∈ V . Alsubespacio vectorial W = {λ1v1 + · · · + λkvk : λ1, . . . , λk ∈ K} de las combinacioneslineales de v1, . . . , vk se lo denomina subespacio generado por v1, . . . , vk y se lo denota
W = 〈v1, . . . , vk〉, o
W = gen {v1, . . . , vk} o
W = span {v1, . . . , vk} .Además, en este caso, diremos que el conjunto S = {v1, . . . , vk} genera al subespacio

W .
Teorema 3.2.3. Sea V un espacio vectorial sobre K. Entonces la intersección de

subespacios vectoriales es un subespacio vectorial.

Demostración. Sea {Wi}i∈I una familia de subespacios vectoriales y sea
W =⋂

i∈I

Wi,

entonces
(a) si w1, w2 ∈ W , tenemos que w1, w2 ∈ Wi para todo i ∈ I , luego, como Wi essubespacio vectorial, w1 +w2 ∈ Wi para todo i ∈ I , por lo tanto w1 +w2 ∈ W ;(b) si λ ∈ K y w ∈ W , w ∈ Wi para todo i ∈ I y, por lo tanto, cw ∈ Wi para todo

i ∈ I . En consecuencia w ∈ W .
�Observación 3.2.1. Si V es un K-espacio vectorial, S y T subespacios de V , enton-ces S∪T no es necesariamente un subespacio de V . En efecto, consideremos en R2 lossubespacios S = R(1, 0) y T = R(0, 1). Observamos que (1, 0) ∈ S y (0, 1) ∈ T ; luego,ambos pertenecen a S ∪ T . Pero (1, 0) + (0, 1) = (1, 1) 6∈ S ∪ T , puesto que (1, 1) 6∈ S y(1, 1) 6∈ T .



92 3. ESPACIOS VECTORIALESTeorema 3.2.4. Sea V un espacio vectorial sobre K y sean v1, . . . , vk ∈ V . Entonces,
la intersección de todos los subespacios vectoriales que contienen a v1, . . . , vk es igual
a 〈v1, . . . , vk〉.

Demostración. Denotemos W1 = 〈v1, . . . , vk〉 y W2 la intersección de todos lossubespacios vectoriales que contienen a v1, . . . , vk . Probaremos que W1 = W2 conla doble inclusión, es decir probando que W1 ⊆ W2 y W2 ⊆ W1.
(W1 ⊆ W2). Sea W subespacio vectorial que contiene v1, . . . , vk . Como W es subes-pacio, entonces W contiene a cualquier combinación lineal de los v1, . . . , vk , por lotanto W contiene a W1. Es decir, cualquier subespacio que contiene a v1, . . . , vk , tam-bién contiene a W1, por lo tanto la intersección de todos los subespacios que contienena v1, . . . , vk , contiene a W1. Luego W2 ⊇ W1.
(W2 ⊆ W1). W1 es un subespacio que contiene a v1, . . . , vk , por lo tanto la inter-sección de todos los subespacios que contienen a v1, . . . , vk está contenida en W1. Esdecir, W2 ⊆ W1. �

Definición 3.2.3. Sea V un espacio vectorial sobre K y sean S1, . . . , Sk subconjuntosde V . definimos
S1 + · · ·+ Sk := {s1 + · · ·+ sk : si ∈ Si, 1 ≤ i ≤ k} ,el conjunto suma de los S1, . . . , Sk .Teorema 3.2.5. Sea V un espacio vectorial sobre K y sean W1, . . . ,Wk subespacios

de V . Entonces W = W1 + · · ·+Wk es un subespacio de V .

Demostración. Sean v = v1 + · · ·+ vk y w = w1 + · · ·+wk en W y λ ∈ K. Entonces
(a) v +w = (v1 +w1)+ · · ·+(vk +wk ) ∈ W1 + · · ·+Wk , pues como Wi es subespaciode V , tenemos que vi +wi ∈ Wi.(b) λv = λ(v1 + · · · + vk ) = λv1 + · · · + λvk ∈ W1 + · · · + Wk , pues como Wi essubespacio de V , tenemos que λvi ∈ Wi.

�

Proposición 3.2.6. Sea V un espacio vectorial sobre K y sean v1, . . . , vr elementos
de de V . Entonces

〈v1, . . . , vr〉 = 〈v1〉+ · · ·+ 〈vr〉.
Demostración. Probemos el resultado viendo que los dos conjuntos se incluyenmutuamente.
(⊆) Sea w ∈ 〈v1, . . . , vr〉, luego w = λ1v1 + · · · + λrvr . Como λivi ∈ 〈vi〉, 1 ≤ i ≤ r ,tenemos que w ∈ 〈v1〉+ · · ·+ 〈vr〉. En consecuencia, 〈v1, . . . , vr〉 ⊆ 〈v1〉+ · · ·+ 〈vr〉.



3. SUBESPACIOS VECTORIALES 93(⊇) Si w ∈ 〈v1〉 + · · · + 〈vr〉, entonces w = w1 + · · · + wr con wi ∈ 〈vi〉 para todo
i. Por lo tanto, wi = λivi para algún λi ∈ K y w = λ1v1 + · · · + λrvr ∈ 〈v1, . . . , vr〉. Enconsecuencia, 〈v1〉+ · · ·+ 〈vr〉 ⊆ 〈v1, . . . , vr〉. �

Ejemplo 3.2.2. Veremos una serie de ejemplos de subespacios, suma e intersecciónde subespacios.
1. Sea K = C y V = C5. Consideremos los vectores

v1 = (1, 2, 0, 3, 0), v2 = (0, 0, 1, 4, 0), v3 = (0, 0, 0, 0, 1),y sea W = 〈v1, v2, v3〉.Ahora bien, w ∈ W , si y sólo si w = λ1v1 + λ2v2 + λ3v3, con λ1, λ2, λ3 ∈ C.Es decir
w = λ1(1, 2, 0, 3, 0) + λ2(0, 0, 1, 4, 0) + λ3(0, 0, 0, 0, 1)= (λ1, 2λ1, 0, 3λ1, 0) + (0, 0, λ2, 4λ2, 0) + (0, 0, 0, 0, λ3)= (λ1, 2λ1, λ2, 3λ1 + 4λ2, λ3)Luego, también podríamos escribir
W = {(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ C5 : x2 = 2x1, x4 = 3x1 + 4x3} .2. Sea V = M2(C) y sean

W1 = {[x y
z 0] : x, y, z ∈ C

}
, W2 = {[x 00 y

] : x, y ∈ C
}
.

Es claro que cada uno de estos conjuntos es un subespacio, pues,
W1 = C

[1 00 0]+ C
[0 10 0]+ C

[1 00 0] , W2 = C
[1 00 0]+ C

[0 00 1] .
Entonces, W1 +W2 = V . En efecto, sea [a b

c d

]
∈ V , entonces[

a b
c d

] = [x1 y1
z1 0 ]+ [x2 00 y2

] = [x1 + x2 y1
z1 y2

]
,

y esto se cumple tomando x1 = a, x2 = 0, y1 = b, z1 = c, y2 = d.Por otro lado
W1 ∩W2 = {[a b

c d

] : [a b
c d

]
∈ W1,

[
a b
c d

]
∈ W2

}
= {[a b

c d

] : (a = x1, b = y1, c = z1, d = 0)∧(a = x2, b = c = 0, d = y2)
}

= {[a 00 0] : a ∈ C
}
.

Definición 3.2.4. Sea A = [aij ] ∈ Mm×n(K). El vector fila i es el vector (ai1, . . . , ain) ∈
Kn. El espacio fila de A es el subespacio de Kn generado por los m vectores fila de
A. De forma análoga, se define el vector columna i al vector (a11, . . . , ami) ∈ Km y el
espacio columna de A es el subespacio de Km generado por los n vectores columnade A.



94 3. ESPACIOS VECTORIALESEjemplo 3.2.3. Sea
A = [1 2 0 3 00 0 1 4 00 0 0 0 1

]
,

entonces, como vimos en el ejemplo 3.2.2(1), el espacio fila es
W = {(x1, x2, x3, x4, x5) ∈ C5 : x2 = 2x1, x4 = 3x1 + 4x3} .

SECCIÓN 3.3
Bases y dimensión

Definición 3.3.1. Sea V un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto S de V se dice
linealmente dependiente (o simplemente, dependiente) si existen vectores distintos
v1, . . . , vn ∈ S y escalares λ1, . . . , λn de K, no todos nulos, tales que

λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0.Un conjunto que no es linealmente dependiente se dice linealmente independiente (osimplemente, independiente).
Si el conjunto S tiene solo un número finito de vectores v1, . . . , vn, se dice, a ve-ces, que los v1, . . . , vn son dependientes (o independientes), en vez de decir que S esdependiente (o independiente).
Cuando un conjunto S es dependiente (independiente), diremos, para simplificar,que S es LD (resp. LI).
Observación 3.3.1. Por definición, un conjunto S = {v1, . . . , vn} es independiente sise cumple cualquiera de las dos afirmaciones siguientes:
(a) dados λ1, . . . , λn en K tal que λi 6= 0 para algún i, entonces λ1v1 + · · ·+λnvn 6= 0,o ,(b) dados λ1, . . . , λn en K tal que λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0, entonces 0 = λ1 = · · · = λn

El enunciado (a) se deduce intuitivamente negando la definición de linealmente de-pendiente y el resultado (b) es el contrarrecíproco de (a).
Para los interesados, esto es un ejercicio de lógica: ser linealmente dependientese puede enunciar(∃λ1, . . . , λn : (∃i : λi 6= 0) ∧ (λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0)),luego, su negación (es decir ser LI), es(∀λ1, . . . , λn : (∃i : λi 6= 0)⇒ λ1v1 + · · ·+ λnvn 6= 0),(observar que ¬(P ∧Q) ≡ ¬P ∨ ¬Q ≡ P ⇒ ¬Q).



3. BASES Y DIMENSIÓN 95Como (P ⇒ Q) ≡ (¬Q ⇒ ¬P), la propiedad anterior es equivalente a(∀λ1, . . . , λn : (λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0)⇒ (∀i : λi = 0)),
Las siguientes afirmaciones son consecuencias fáciles de la definición.
1. Todo conjunto que contiene un conjunto linealmente dependiente es linealmentedependiente.2. Todo subconjunto de un conjunto linealmente independiente es linealmente in-dependiente.3. Todo conjunto que contiene el vector 0 es linealmente dependiente; en efecto,1,0 = 0.

Ejemplo 3.3.1. En R3 los vectores (1,−1, 1) y (−1, 1, 1) son LI, pues si λ1(1,−1, 1) +
λ2(−1, 1, 1) = 0, entonces 0 = (λ1,−λ1, λ1) + (−λ2, λ2, λ2) = (λ1 − λ2,−λ1 + λ2, λ1 + λ2),y esto es cierto si

λ1 − λ2 = 0
−λ1 + λ2 = 0
λ1 + λ2 = 0 .Luego λ1 = λ2 y λ1 = −λ2, por lo tanto λ1 = λ2 = 0. Es decir, hemos visto que

λ1(1,−1, 1) + λ2(−1, 1, 1) = 0 ⇒ λ1 = λ2 = 0,y, por lo tanto, (1,−1, 1) y (−1, 1, 1) son LI.
Ejemplo 3.3.2. Sea K cuerpo. En K3 los vectores

v1 = ( 3, 0,−3)
v2 = (−1, 1, 2)
v3 = ( 4, 2,−2)
v4 = ( 2, 1, 1)

son linealmente dependientes, pues2v1 + 2v2 − v3 + 0.v4 = 0.Por otro lado, los vectores
e1 = (1, 0, 0)
e2 = (0, 1, 0)
e3 = (0, 0, 1)son linealmente independientes.

Observación 3.3.2. En general, en Km, si queremos determinar si v1, . . . , vn es LI,planteamos la ecuación
λ1v1 + · · ·+ λnvn = (0, . . . , 0),que, viéndola coordenada a coordenada, es equivalente a un sistema de m ecuacioneslineales con n incógnitas (que son λ1, . . . , λn). Si la única solución es la trivial entonces

v1, . . . , vn es LI. Si hay alguna solución no trivial, entonces v1, . . . , vn es LD.



96 3. ESPACIOS VECTORIALESDefinición 3.3.2. Sea V un espacio vectorial. Una base de V es un conjunto B ⊆ Vtal que
1. B genera a V , y2. B es LI.

El espacio V es de dimensión finita si tiene una base finita, es decir con un númerofinito de elementos.
Ejemplo 3.3.3 (Base canónica de Kn). Sea el espacio vectorial Kn y sean

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0)
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0)

. . . . . .
en = (0, 0, 0, . . . , 1)(ei es el vector con todas sus coordenadas iguales a cero, excepto la coordenada i quevale 1). Entonces veamos que e1, . . . , en es una base de Kn.

1. Si (x1, . . . , xn) ∈ Kn, entonces(x1, . . . , xn) = x1e1 + · · ·+ xnen.Por lo tanto, e1, . . . , en genera a Kn.2. Si
x1e1 + · · ·+ xnen = 0,entonces(0, . . . , 0) = x1(1, 0, . . . , 0) + x2(0, 1, . . . , 0) + · · ·+ xn(0, 0, . . . , 1)= (x1, 0, . . . , 0) + (0, x2, . . . , 0) + · · ·+ (0, 0, . . . , xn)= (x1, x2, . . . , xn).Luego, x1 = x2 = · · · = xn = 0 y por lo tanto e1, . . . , en es LI.Para 1 ≤ i ≤ n, al vector ei se lo denomina el i-ésimo vector canónico y ala base Bn = {e1, . . . , en} se la denomina la base canónica de Kn.

Ejemplo 3.3.4. Sea P una matriz n × n invertible con elementos en el cuerpo K.Entonces si C1, . . . , Cn son los vectores columna de P (ver definición 3.2.4), estos formanuna base de Kn. Eso se verá como sigue. Si X = (x1, . . . , xn) ∈ Kn, lo podemos ver comocolumna y
PX = x1C1 + · · ·+ xnCn.Como PX = 0 tiene solo la solución trivial X = 0, se sigue que {C1, . . . , Cn} es unconjunto linealmente independiente. ¿Por qué generan Kn? Sea Y ∈ Kn, si X = P−1Y ,entonces Y = PX , esto es
Y = x1C1 + · · ·+ xnCn.Así, {C1, . . . , Cn} es una base de Kn.

Ejemplo 3.3.5. Sea Kn[x ] el conjunto de polinomios de grado menor que n concoeficientes en K:
Kn[x ] = {a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ an−1xn−1 : a0, . . . , an−1 ∈ K

}
.



3. BASES Y DIMENSIÓN 97Entonces 1, x, x2, . . . , xn es una base de Kn[x ]. Es claro que los 1, x, x2, . . . , xn generan
Kn[x ]. Por otro lado, si λ0 + λ1x + λ2x2 + · · · + λn−1xn−1 = 0, tenemos que λ0 = λ1 =
λ2 = · · · = λn−1 = 0.

Ejemplo 3.3.6 (Base canónica de Mm×n(K)). Sean 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ m y Eij ∈
Mm×n(K) definida por [Eij ]kl = { 1 si i = k y j = l,0 otro caso.Es decir Eij es la matriz cuyas entradas son todas iguales a 0, excepto la entrada ijque vale 1. En el caso 2× 2 tenemos la matrices

E11 = [1 00 0] , E12 = [0 10 0] , E21 = [0 01 0] , E22 = [0 00 1] .Volviendo al caso general, es claro que si A = [aij ] ∈ Mm×n(K), entonces
A = m∑

i=1
n∑
j=1 aijEij , (41)

luego {Eij}1≤i≤m,1≤j≤n genera Mm×n(K). También, por la ecuación (41), es claro que si∑m
i=1∑n

j=1 aijEij = 0, entonces aij = 0 para todo i y j . Luego, {Eij}1≤i≤m,1≤j≤n es LI.
Concluyendo, {Eij}1≤i≤m,1≤j≤n es una base de Mm×n(K) y se la denomina la base

canónica de Mm×n(K).
Si S es un conjunto finito denotemos |S| al cardinal de S es decir, la cantidad deelementos de S.
Teorema 3.3.1. Sea V un espacio vectorial generado por un conjunto finito de vec-

tores w1, . . . , wm. Entonces todo conjunto independiente de vectores de V es finito y
contiene a lo más m elementos.

Demostración. Sea V = 〈w1, . . . , wm〉 y S ⊂ V . El enunciado del teorema es equi-valente a decir: si S es LI ⇒ |S| ≤ m.Para demostrar este teorema es suficiente probar el contrarrecíproco del enunciado,es decir: si |S| > m⇒ S es LD,o, dicho de otra forma, todo subconjunto S de V que contiene más de m vectores eslinealmente dependiente. Sea S un tal conjunto, entonces S = {v1, . . . , vn} con n > m.Como w1, . . . , wm generan V , existen escalares aij en K tales que
vj = m∑

i=1 aijwi, (1 ≤ j ≤ n).



98 3. ESPACIOS VECTORIALESProbaremos ahora que existen x1, . . . , xn ∈ K no todos nulos, tal que x1v1 + · · ·+xnvn =0. Ahora bien, para cualesquiera x1, . . . , xn ∈ K tenemos
x1v1 + · · ·+ xnvn = n∑

j=1 xjvj
= n∑

j=1 xj
m∑
i=1 aijwi

= n∑
j=1

m∑
i=1 (xjaij )wi

= m∑
i=1 ( n∑

j=1 xjaij )wi. (∗)
El sistema de ecuaciones

n∑
j=1 xjaij = 0, (1 ≤ i ≤ m)

tiene m ecuaciones y n > m incógnitas, luego, por el teorema 2.4.3, existen escalares
x1, . . . , xn ∈ K no todos nulos, tal que ∑n

j=1 xjaij = 0, (1 ≤ i ≤ m) y, por (∗), tenemosque x1v1 + · · ·+ xnvn = 0. Esto quiere decir que los v1, . . . , vn son LD. �Corolario 3.3.2. Si V es un espacio vectorial de dimensión finita, entonces dos
bases cualesquiera de V tienen el mismo número de elementos.

Demostración. Como V es de dimensión finita, tiene una base finita B dem vectores,es decir, B es base de V y |B | = m. Sea B ′ otra base de V , como B genera V y B ′ es unconjunto LI, entonces, por el teorema anterior, |B ′| ≤ m. Sea n = |B ′|, entonces n ≤ m.Por otro lado B ′ es base y, por lo tanto, genera V y B es LI, luego, por el teoremaanterior nuevamente, m ≤ n, y en consecuencia m = n. �Definición 3.3.3. Sea V espacio vectorial de dimensión finita. Diremos que n es la
dimensión de V y denotaremos dimV = n, si existe una base de V de n vectores. Si
V = {0}, entonces definimos dimV = 0.

Como ya demostramos, si V es un espacio vectorial de dimensión finita y B , B ′ dosbases de V , entonces |B | = |B ′|.Ejemplo 3.3.7. Sean m,n ∈ N.
1. dimKn = n, pues la base canónica tiene n elementos.2. dimMm×n(K) = mn, pues la base canónica de Mm×n(K) tiene mn elementos.3. dimKn[x ] = n, pues 1, x, x2, . . . , xn−1 es una base.Corolario 3.3.3. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y sea n = dimV .

Entonces

1. cualquier subconjunto de V con más de n vectores es linealmente dependiente;
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2. ningún subconjunto de V con menos de n vectores puede generar V .

Demostración. 1. Sea {v1, . . . , vn} una base de V , entonces v1, . . . , vn generan
V , luego, por el teorema 3.3.1, cualquier subconjunto de V que contenga másde n vectores es LD.2. Sea S subconjunto de V con m < n vectores. Si S genera V , entonces todosubconjunto de más de m vectores es LD (teorema 3.3.1), por lo tanto, un sub-conjunto de n vectores es LD. En consecuencia, no puede haber una base de nelementos, lo cual contradice la hipótesis.

�

Lema 3.3.4. Sea S un subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial
V . Supóngase que w es un vector de V que no pertenece al subespacio generado por S.
Entonces el conjunto que se obtiene agregando w a S, es linealmente independiente.

Demostración. Supóngase que v1, . . . , vn son vectores distintos de S y sean λi, λ ∈
K tales que

λ1v1 + · · ·+ λnvn + λw = 0. (42)Debemos probar que λi = 0, 1 ≤ i ≤ n, y λ = 0. Supongamos que λ 6= 0, entoncespodemos dividir la ecuación por λ y haciendo pasaje de término obtenemos
w = (−λ1

λ

)
v1 + · · ·(−λnλ

)
vn.Luego w estaría en el subespacio generado por S, lo cual contradice la hipótesis.

Por lo tanto λ = 0 y, en consecuencia
λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0.Como S es un conjunto linealmente independiente, todo λi = 0. �

Teorema 3.3.5. Sea V espacio vectorial de dimensión finita n y S0 un subconjunto LI
de V . Entonces S0 es finito y existen w1, . . . , wm vectores en V tal que S0∪{w1, . . . , wm}
es una base de V .

Demostración. Se extiende S0 a una base de V , como sigue. Si S0 genera V , en-tonces S0 es una base de V y está demostrado. Si S0 no genera V , por el lema anteriorse halla un vector w1 en V tal que el conjunto S1 = S0 ∪ {v1} es independiente. Si S1genera V , está demostrado. Si no, se aplica el lema para obtener un vector w2 en Vtal que el conjunto S2 = S1 ∪ {w2} = S0 ∪ {w1, w2} es independiente. Si se continúade este modo, entonces (y en no más de dimV de etapas) se llega a un conjunto
Sm = S0 ∪ {w1, . . . , wm}que es independiente y que genera V (si no, continuamos), por lo tanto Sm es base de

V . �



100 3. ESPACIOS VECTORIALESEs decir, todo subconjunto LI de un espacio vectorial de dimensión finita se puedecompletar a una base.Corolario 3.3.6. Sea W es un subespacio de un espacio vectorial con de dimensión
finita n y S0 un subconjunto LI de W . Entonces, S0 se puede completar a una base de
W .

Demostración. Como S0 es un conjunto linealmente independiente de W , entonces
S0 es también un subconjunto linealmente independiente de V ; como V es de dimensiónfinita, S0 no tiene más de n elementos y por lo tanto es finito.

Como W es un espacio vectorial, aplicando el teorema anterior completamos a unabase de W . �Corolario 3.3.7. Sea V espacio vectorial de dimensión finita y V 6= {0}, entoncesdimV > 0.

Demostración. Como V 6= {0}, existe v ∈ V con v 6= 0. Entonces, S0 = {v} es LI,pues λv = 0 ⇒ λ = 0. Por el teorema anterior, S0 se extiende a una base B . Como
|B | ≥ |S0| = 1, tenemos que dimV > 0. �Corolario 3.3.8. SiW es un subespacio propio de un espacio vectorial de dimensión
finita V , entonces W es de dimensión finita y dimW < dimV .

Demostración. Si W = {0}, entonces dimW = 0, como W ( V , tenemos que V esno nulo y por lo tanto dimW = 0 < dimV .
Si W 6= {0}, sea w ∈ W , w 6= 0. Por el teorema anterior existe una base B de Wque contiene a w . Como B es un conjunto LI en W , lo es también en V y por teorema3.3.1, dimW = |B | ≤ dimV .
Como W es un subespacio propio de V existe un vector v en V que no está en

W . Agregando v a cualquier base de W se obtiene un subconjunto linealmente aindependiente de V (lema 3.3.4). Así, dimW < dimV . �

Hemos visto que si V es un espacio de dimensión finita, entonces todo conjunto LI sepuede extender a una base. Veremos ahora que dado un conjunto finito de generadores,existe un subconjunto que es una base.Teorema 3.3.9. Sea V 6= 0 espacio vectorial y S un conjunto finito de generadores
de V , entonces existe un subconjunto B de S que es una base.

Demostración. Sea
C = {|R | : R ⊆ S ∧ R es LI}.Como V no es nulo y S genera V , C 6= ∅. C es un subconjunto no vacío de N, acotadosuperiormente por |S| y por lo tanto tiene máximo. Sea n el máximo de C y sea B ⊆ S



3. BASES Y DIMENSIÓN 101tal que |B | = n y B es LI. Veremos que B es una base. Para ello, como B es LI, sólofalta ver que B genera a V .
Supongamos que existe v ∈ S tal que v 6∈ 〈B〉. Por el lema 3.3.4, entonces B∪{v} esLI y este subconjunto LI de S tiene n+1 elementos, lo cual contradice la maximalidadde n. Es claro entonces, que v ∈ S ⇒ v ∈ B , es decir S ⊂ 〈B〉. Como S ⊂ 〈B〉, entonces

V = 〈S〉 ⊂ 〈B〉, es decir V = 〈B〉. �

Teorema 3.3.10. Si W1, y W2 son subespacios de dimensión finita de un espacio
vectorial, entonces W1 +W2 es de dimensión finita ydimW1 + dimW2 = dim(W1 ∩W2) + dim(W1 +W2).

Demostración. El conjunto W1 ∩W2 es un subespacio de W1 y W2 y por lo tantoun espacio vectorial de dimensión finita. Sea u1, . . . , uk una base de W1 ∩W2, por elteorema 3.3.5, existen v1, . . . , vn vectores en W1 y w1, . . . , wm vectores en W2 tal que
{u1, . . . , uk , v1, . . . , vn} es una base de W1,y
{u1, . . . , uk , w1, . . . , wm} es una base de W2.Es claro que, el subespacio W1 +W2 es generado por los vectores

u1, . . . , uk , v1, . . . , vn, w1, . . . , wm.Veamos que estos vectores forman un conjunto independiente. En efecto, supóngaseque ∑
λiui +∑ γivi +∑ µiwi = 0, (43)luego ∑
µiwi = −∑ λiui −

∑
γivi.Por lo tanto, ∑ µiwi ∈ (W1 ∩W2) +W1 = W1. Es decir, ∑ µiwi ∈ W2 y ∑ µiwi ∈ W1,por lo tanto ∑ µiwi ∈ (W1 ∩W2), y entonces∑

µiwi =∑αiui ⇒ 0 =∑αiui −
∑

µiwi.Como {u1, . . . , uk , w1, . . . , wm} es una base y por lo tanto LI, tenemos que 0 = αi = µj ,para todo i, j . Por lo tanto, por (43),∑
λiui +∑ γivi = 0. (44)Como {u1, . . . , uk , v1, . . . , vn} es una base de W1, tenemos que también 0 = λi = γjpara todo i, j . Luego 0 = λi = γj = µr , para cualesquiera i, j, r y por lo tanto

u1, . . . , uk , v1, . . . , vn, w1, . . . , wm es LI y como generaban a W1 +W2 resultan ser unabase de W1 +W2, por lo tanto dim(W1 +W2) = k + n+m.
Finalmente, dimW1 + dimW2 = (k + n) + (k +m)= k + (k + n+m)= dim(W1 ∩W2) + dim(W1 +W2).

�



102 3. ESPACIOS VECTORIALESSECCIÓN 3.4
Dimensiones de subespacios

Dada A ∈ Mm×n(K), ya hemos visto que las soluciones del sistema AX = 0 formanun subespacio vectorial. Sea R la MERF equivalente por filas a A y r la cantidad defilas no nulas de R . Ahora bien, cada fila no nula está asociada a una variable principaly las n− r variables restantes son variables libres que generan todas las soluciones.El hecho de que tenemos n− r variables libres no dice que hay n− r vectores LI quegeneran W , y por lo tanto, dimW = n− r. Esto lo veremos en ejemplos.
Ejemplo 3.4.1. Encontrar una base del subespacio

W = {(x, y, z, w) ∈ R : x − y− 3z + w = 0
y+ 5z + 3w = 0 } .

Solución. W está definido implícitamente y usando el método de Gauss podemosdescribirlo paramétricamente, pues:[1 −1 −3 10 1 5 3] F1+F2−→
[1 0 2 40 1 5 3] .Por lo tanto, el sistema de ecuaciones que define W es equivalente a

x + 2z + 4w = 0
y+ 5z + 3w = 0,es decir
x = −2z − 4w
y = −5z − 3w,y por lo tanto

W = {(−2z − 4w,−5z − 3w, z,w) : z,w ∈ R}= {(−2,−5, 1, 0)z + (−4,−3, 0, 1)w : z,w ∈ R}= 〈(−2,−5, 1, 0), (−4,−3, 0, 1)〉.Concluimos entonces que (−2,−5, 1, 0), (−4,−3, 0, 1) es una base de W y, por lo tanto,su dimensión es 2. �

Teorema 3.4.1. Sean A matriz m×n con coeficientes en K, P matriz m×m invertible
y B = PA. Entonces el el espacio fila de A es igual al espacio fila de B.



3. DIMENSIONES DE SUBESPACIOS 103Demostración. Sea A = [aij ], P = [pij ] y B = [bij ]. Como B = PA, tenemos que lafila i de B es (bi1, . . . , bin) = (Fi(P).C1(A), . . . , Fi(P).Cn(A))
= ( m∑

j=1 pijaj1, . . . ,
m∑
j=1 pijajn)

= m∑
j=1 pij (aj1, . . . , ajn).Luego, cada vector fila de B se puede obtener como combinación lineal de los vectoresfila de A, y por lo tanto el espacio fila de B está incluido en el espacio fila de A.

Ahora bien, como P invertible, podemos multiplicar por P−1 a izquierda la fórmula
B = PA, y obtenemos P−1B = P−1PA = A. Haciendo el mismo razonamiento que arribaconcluimos que también el espacio fila de A está incluido en el espacio fila de B y porlo tanto son iguales. �

Corolario 3.4.2. Sean A matriz m × n y R la MERF equivalente por filas a A.
Entonces, el espacio fila de A es igual al espacio fila de R y las filas no nulas de R
forman una base del espacio fila de A.

Demostración. R = PA, donde P es una matriz m × m invertible, luego, por elteorema anterior, el espacio fila de A es igual al espacio fila de R . Calculemos ahoracual es la dimensión del espacio fila de R . Veamos que filas no nulas de R son LI.
Recordemos que por definición de MERF cada fila no nula comienza con un 1 y enesa coordenada todas las demás filas tienen un 0, por lo tanto una combinación linealno trivial resulta en un vector no nulo: si v es una fila no nula de R , con el 1 principalen la coordinada i y λ 6= 0, entonces λv vale λ en la posición i y esta coordenada nopuede ser anulada por la combinación de otras filas. �

Corolario 3.4.3. Sean A matriz n×n. Entonces, A es invertible si y sólo si las filas
de A son una base de Kn.

Demostración. Si A es invertible entonces la MERF de A es la identidad, por lotanto el espacio fila de A genera Kn.
Por otro lado, si el espacio fila de A genera Kn, el espacio fila de la MERF es Kny por lo tanto la MERF de A es la identidad y en consecuencia A es invertible.
Hemos probado que A es invertible si y sólo si las n filas de A generan Kn. ComodimKn = n, todo conjunto de n generadores es una base. �

El corolario 3.4.2 nos provee un método para encontrar una base de un subespaciode Kn generado por m vectores: si v1, . . . , vm ∈ Kn y W = 〈v1, . . . , vm〉, consideramos
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A =


v1
v2...
vm


donde las filas son los vectores v1, . . . , vm. Luego calculamos R , la MERF equivalentepor filas a A, y si R tiene r filas no nulas, las r filas no nulas son una base de W y,por consiguiente, dimW = r.

Ejemplo 3.4.2. Encontrar una base de W = 〈(1, 0, 1), (1,−1, 0), (5,−3, 2)〉.
Solución. Formemos la matriz cuyas filas son los vectores que generan W , es decir

A = [1 0 11 −1 05 −3 2
]
.

Entonces[1 0 11 −1 05 −3 2
]

F2−F1−→
F3−5F1

[1 0 10 −1 −10 −3 −3
]
−F2−→

[1 0 10 1 10 −3 −3
]
F3−3F2−→

[1 0 10 1 10 0 0
]
.

Por lo tanto, dimW = 2 y (1, 0, 1), (0, 1, 1) es una base de W . �

El método que nos provee el corolario 3.4.2 nos permite encontrar una base de unsubespacio vectorial de Kn a partir de un conjunto de generadores del subespacio.Como vimos en el teorema 3.3.9, en todo conjunto finito de generadores existe unsubconjunto que es una base. El siguiente teorema nos permite encontrar uno de talessubconjuntos.
Teorema 3.4.4. Sea v1, . . . , vr vectores en Kn y W = 〈v1, . . . , vr〉. Sea A la matriz

formada por las filas v1, . . . , vr y R una MRF equivalente por filas a A que se obtiene
sin el uso de permutaciones de filas (ver observación 2.4.1). Si i1, i2, . . . , is son las filas
no nulas de R , entonces vi1, vi2, . . . , vis es una base de W .

Demostración. Se hará por inducción sobre r.
Si r = 1 es trivial ver que vale la afirmación.
Supongamos que tenemos el resultado probado para 1 ≤ k < r (hipótesis inductiva).Sea W ′ = 〈v1, . . . , vr−1〉 y sea A′ la matriz formada por las r−1 filas v1, . . . , vr−1. Sea R ′la MRF equivalente por filas a A′ que se obtiene sin usar permutaciones de filas. Porhipótesis inductiva, si i1, i2, . . . , is son las filas no nulas de R ′, entonces vi1, vi2, . . . , vises una base de W ′.
Sea

R0 = [R ′vr
]

donde R ′ es la MRF de A′.



3. DIMENSIONES DE SUBESPACIOS 105Si vr ∈ W ′, entonces vi1, vi2, . . . , vis es una base de W y
R = [R ′0 ]es la MRF de A.

Si vr 6∈ W ′, entonces vi1, vi2, . . . , vis, vr es una base de W (lema 3.3.4) y la MRF de
A tiene la última fila no nula. �

Ejemplo 3.4.3. Sea S = {(1, 0, 1), (1,−1, 0), (5,−3, 2)} y W = 〈S〉. Encontrar unabase de W que sea un subconjunto de S.
Solución. Hemos visto en el ejemplo 3.4.2 que una MRF de A es[1 0 10 1 10 0 0

]
,

y que la misma se obtiene sin usar permutaciones. Esta matriz tiene las dos primerasfilas no nulas, por lo tanto, {(1, 0, 1), (1,−1, 0)} es una base de W . �

Finalmente, terminaremos esta sección con un teorema que resume algunas equi-valencias respecto a matrices invertibles.
Teorema 3.4.5. Sea A matriz n×n con coeficientes en K. Entonces son equivalentes

1. A es invertible.
2. A es equivalente por filas a Idn.
3. A es producto de matrices elementales.
4. El sistema AX = Y tiene una única solución para toda matriz Y de orden n×1.
5. El sistema homogéneo AX = 0 tiene una única solución trivial.
6. detA 6= 0.
7. Las filas de A son LI.
8. Las columnas de A son LI.

Demostración. Por teoremas 2.7.4 y 2.7.7, tenemos que (1) ⇔ (2) ⇔ (3) ⇔ (4) ⇔(5).
(1) ⇔ (6). Por teorema 2.8.7.
(1) ⇔ (7). Por corolario 3.4.3.
(1) ⇔ (8). A invertible ⇔ At invertible ⇔ las filas de At son LI ⇔ las columnas de

A son LI. �
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Coordenadas

Una de las características útiles de una base B en un espacio vectorial V dedimensión n es que permite introducir coordenadas en V en forma análoga a las“coordenadas naturales”, xi, de un vector v = (xl, . . . , xn) en el espacio Kn. En esteesquema, las coordenadas de un vector v en V , respecto de la base B , serán losescalares que sirven para expresar v como combinación lineal de los vectores de labase. En el caso de la base canónica e1, . . . , en de Kn tenemos
v = (x1, . . . , xn) = n∑

i=1 xiei.por lo tanto xi es la coordenada i-ésima de v respecto a la base canónica.
En forma análoga veremos que si v1, . . . , vn es una base de V , entonces existe unaúnica forma de escribir

v = n∑
i=1 xivi,y los valores xi serán las coordenadas de v en la base dada.

Definición 3.5.1. Si V es un espacio vectorial de dimensión finita, una base orde-
nada de V es una sucesión finita de vectores linealmente independiente y que genera
V .

La diferencia entre la definición de “base” y la de “base ordenada”, es que en laúltima es importante el orden de los vectores de la base. Si la sucesión v1, . . . , vn esuna base ordenada de V , entonces el conjunto {v1, . . . , vn} es una base de V . La baseordenada es el conjunto, juntamente con el orden dado. Se incurrirá en un pequeñoabuso de notación y se escribirá
B = {v1, . . . , vn}diciendo que B es una base ordenada de V .

Proposición 3.5.1. Sea V espacio vectorial de dimensión finita y sea B =
{v1, . . . , vn} una base ordenada de V . Entonces, para cada v ∈ V , existen únicos
x1, . . . , xn ∈ K tales que

v = x1v1 + · · ·+ xnvn.
Demostración. Como v1, . . . , vn generan V , es claro que existen x1, . . . , xn ∈ K talesque v = x1v1 + · · ·+ xnvn. Sean y1, . . . , yn ∈ K tales que v = y1v1 + · · ·+ynvn. Veremosque xi = yi para 1 ≤ i ≤ n.



3. COORDENADAS 107Como v =∑n
i=1 xivi y v =∑n

i=1 yivi, restando miembro a miembro obtenemos
0 = n∑

i=1 (xi − yi)vi.
Ahora bien, v1, . . . , vn son LI, por lo tanto todos los coeficientes de la ecuación anteriorson nulos, es decir xi − yi = 0 para 1 ≤ i ≤ n y entonces xi = yi para 1 ≤ i ≤ n. �

La proposición anterior permite asociar a cada vector una n-upla: sea V espaciovectorial de dimensión finita y sea B = {v1, . . . , vn} una base ordenada de V , si v ∈ Vy
v = x1v1 + · · ·+ xnvn,entonces xi es la coordenada i-ésima de v y denotamos
v = (x1, . . . , xn)B .También nos será útil describir a v como una matriz n × 1: la matriz de v en la base

B es
[v ]B = x1...

xn

 .
Ejemplo 3.5.1. Sea B = {(1,−1), (2, 3)} base ordenada de R2. Encontrar las coor-denadas de (1, 0) y (0, 1) en la base B .
Solución. Debemos encontrar x1, x2 ∈ R tal que(1, 0) = x1(1,−1) + x2(2, 3).Es decir

x1 + 2x2 = 1
−x1 + 3x2 = 0.Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos x1 = 35 y x2 = 15 , es decir

(1, 0) = 35(1,−1) + 15(2, 3) o equivalentemente (1, 0) = ( 35 , 15)B .De forma análoga podemos ver que(0, 1) = −25(1,−1) + 15(2, 3) o equivalentemente (0, 1) = (−25 , 15)B .
�

Proposición 3.5.2. Sea B = {v1, . . . , vn} una base ordenada de V un K-espacio
vectorial. Entonces

1. [v +w ]B = [v ]B + [w ]B , para v, w ∈ V ,
2. [λv ]B = λ[v ]B , para λ ∈ K y v ∈ V .

Demostración. (1) Si v = x1v1 + · · ·+ xnvn y w = y1v1 + · · ·+ ynvn, entonces
v +w = (x1 + y1)v1 + · · ·+ (xn + yn)vn,
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[v +w ]B = x1 + y1...

xn + yn
 = x1...

xn

+ y1...
yn

 = [v ]B + [w ]B .
(2) Si v = x1v1 + · · ·+ xnvn y ∈ K, entonces

λv = (λx1)v1 + · · ·+ (λxn)vn,luego
[λv ]B = λx1...

λxn

 = λ

x1...
xn

 = λ[v ]B .
�

Teorema 3.5.3. Sea V espacio vectorial de dimensión n sobre el cuerpo K, y sean
B = {v1, . . . , vn} y B ′ = {v ′1, . . . , v ′n} bases ordenadas de V . Entonces existe una única
matriz P de orden n× n, invertible, tal que para todo v ∈ V

1. [v ]B = P [v ]B ′ y
2. [v ]B ′ = P−1[v ]B .

Las columnas de P están dadas por
Cj = [v ′j ]B , 1 ≤ j ≤ n,

es decir, los coeficientes de la columna j de P son las coordenadas de v ′j en la base B .

Demostración. (1) Tenemos
v = x1v1 + · · ·+ xnvn,
v = x ′1v ′1 + · · ·+ x ′nv ′n.También podemos escribir cada v ′j en coordenadas respecto a B :

v ′j = p1jv1 + · · ·+ pnjvn, 1 ≤ j ≤ n.Luego,
n∑
i=1 xivi =

n∑
j=1 x

′
jv ′j

= n∑
j=1 x

′
j ( n∑
i=1 pijvi)

= n∑
i=1

n∑
j=1 x

′
jpijvi

= n∑
i=1 ( n∑

j=1 pijx
′
j )vi.



3. COORDENADAS 109Es decir, xi =∑n
j=1 pijx ′j . Por lo tanto, si P = [pij ] tenemos que

x1
x2...
xn

 =

p11 p12 . . . p1n
p21 p22 . . . p2n... ... ...
pn1 pn2 . . . pnn



x ′1
x ′2...
x ′n

 .
Veamos que P es invertible: sea (x1, . . . , xn) solución del sistema de ecuaciones

PX = 0. Eso implica que si v = ∑
xiv ′i , entonces P [v ]B ′ = 0. Eso quiere decir que elvector escrito en la base B tiene coordenadas 0, es decir v = ∑ 0.vi = 0 y entonces

v = ∑ 0.v ′i por la unicidad de escritura. Por lo tanto, la única solución del sistema
PX = 0 es 0 y en consecuencia P es invertible.

(2) Como P es invertible, multiplicamos por P−1 a izquierda la ecuación [v ]B = P [v ]B ′y obtenemos el resultado. �

Observemos que, por simetría, los coeficientes de la columna j de P−1 son lascoordenadas de vj en la base B ′.
Definición 3.5.2. Sea V espacio vectorial de dimensión n sobre el cuerpo K, y sean

B = {v1, . . . , vn} y B ′ = {v ′1, . . . , v ′n} bases ordenadas de V . Entonces la matriz
P = [C1 C2 · · · Cn]con
Cj = [v ′j ]B , 1 ≤ j ≤ n,es la matriz de cambio de coordenadas de la base B ′ a la base B .

Ejemplo 3.5.2. B = {v1, v2, v3} = {(1, 0,−1), (1, 1, 1), (1, 0, 0)} en R3.
1. Probar que B es una base de R3, y2. encontrar las coordenadas del vector (2, 3, 5) respecto a la base B .

Solución. (1) Sea A la matriz cuyas filas son los vectores de B :
A = [1 0 −11 1 11 0 0

]
.

Entonces, calculando el determinante por desarrollo de la última fila, obtenemos
detA = 1.(−1)3+1.

∣∣∣∣0 −11 1 ∣∣∣∣ = 1,1,1 = 1.
Por lo tanto A es invertible y en consecuencia el espacio fila de A es R3. Como B esun conjunto de 3 generadores de R3, B es base.

(2) Si x1, x2, x3 son las coordenadas de (2, 3, 5) respecto a la base B , entonces(2, 3, 5) = x1(1, 0,−1) + x2(1, 1, 1) + x3(1, 0, 0)y esto es un sistema de tres ecuaciones y tres incógnitas. Resolviendo este sistemaencontramos la solución buscada.



110 3. ESPACIOS VECTORIALESSin embargo, nos interesa conocer una solución que sirva para cualquier vector, nosolo para (2, 3, 5), es decir buscamos la matriz P = [pij ] de cambio de coordenadas dela base canónica a la base B . En particular, esta matriz cumple[x1
x2
x3
] = [p11 p12 p13

p21 p22 p23
p31 p32 p33

][235
]
.

con (x1, x2, x3)B = (2, 3, 5).
Ahora bien, sabemos que P−1 es la matriz cuya columna j es la matriz de vj en labase canónica (fácil de calcular) y luego calculamos su inversa que es P .
Por lo dicho en el párrafo anterior, P−1 es la matriz cuya columna 1 es (1, 0,−1),la columna 2 es (1, 1, 1) y la columna 3 es (1, 0, 0), luego

P−1 = [ 1 1 10 1 0
−1 1 0

]
.

Encontremos su inversa,[ 1 1 1 1 0 00 1 0 0 1 0
−1 1 0 0 0 1

]
F3+F1−→

[ 1 1 1 1 0 00 1 0 0 1 00 2 1 1 0 1
]

F1−F2−→
F3−2F2

−→
[ 1 0 1 1 −1 00 1 0 0 1 00 0 1 1 −2 1

]
F1−F3−→

[ 1 0 0 0 1 −10 1 0 0 1 00 0 1 1 −2 1
]
.

Entonces
P = [ 0 1 −10 1 01 −2 1

]
y [ 0 1 −10 1 01 −2 1

][ 235
] = [ −231

]
.

Por lo tanto las coordenadas de (2, 3, 5) respecto a la base B son (−2, 3, 1)B o, equiva-lentemente, (2, 3, 5) = −2(1, 0,−1) + 3(1, 1, 1) + (1, 0, 0).
�



4 Transformaciones lineales

Las transformaciones lineales son las funciones con las que trabajaremos en álgebralineal. Se trata de funciones entre espacios vectoriales que son compatibles con laestructura, es decir con la suma y el producto por escalares.
SECCIÓN 4.1

Transformaciones lineales

Definición 4.1.1. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Una
transformación lineal de V en W es una función T : V → W tal que

1. T (v + v ′) = T (v ) + T (v ′), para v, v ′ ∈ V ,2. T (λv ) = λT (v ), para v ∈ V , λ ∈ K.Observación 4.1.1. T : V → W es transformación lineal si y sólo si
(a) T (λv + v ′) = λT (v ) + T (v ′), para v, v ′ ∈ V , λ ∈ K.

Algunas veces usaremos esto último para comprobar si una aplicación de V en W esuna transformación lineal.Ejemplo 4.1.1. Si V es cualquier espacio vectorial, la transformación identidad Id,definida por Id v = v (v ∈ V ), es una transformación lineal de V en V . La transformacióncero 0, definida por 0v = 0, es una transformación lineal de V en V .Ejemplo 4.1.2. Sea T : K3 → K2 definida por
T (x1, x2, x3) = (2x1 − x3,−x1 + 3x2 + x3).Entonces, T es una transformación lineal. La demostración la veremos en la observaciónque sigue a este ejemplo. 111



112 4. TRANSFORMACIONES LINEALESObservar que si
A = [ 2 0 −1

−1 3 1 ] ,entonces [ 2 0 −1
−1 3 1 ]

[x1
x2
x3
] = [ 2x1 − x3

−x1 + 3x2 + x3
]
.

Es decir, si Cn es la báse canónica de Kn y [x ]C3 es la matriz de x en la base canónica,entonces
A.[x ]C3 = [T (x)]C2.Observación 4.1.2. Sea T : Kn → Km. En general si T (x1, . . . , xn) en cada coorde-nada tiene una combinación lineal de los x1, . . . , xn, entonces T es una transformaciónlineal. Mas precisamente, si T está definida por

T (x1, . . . , xn) = (a11x1 + · · ·+ a1nxn, . . . , am1x1 + · · ·+ amnxn)
= ( n∑

j=1 a1jxj , . . . ,
n∑
j=1 amjxj ),con aij ∈ K, entonces T es lineal.

Demostración. Sean (x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn) ∈ Kn y λ ∈ K, entonces
T (λ(x1, · · · , xn) + (y1, · · · , yn)) = T (λx1 + y1, . . . , λxn + yn)

= ( n∑
j=1 a1j (λxj + yj ), . . . , n∑

j=1 amj (λxj + yj ))
= (λ n∑

j=1 a1jxj + n∑
j=1 a1jyj , . . . , λ

n∑
j=1 amjxj +

n∑
j=1 amjyj )

= λ( n∑
j=1 a1jxj , . . . ,

n∑
j=1 amjxj ) + ( n∑

j=1 a1jyj , . . . ,
n∑
j=1 amjyj )= λT (x1, · · · , xn) + T (y1, · · · , yn).

�Ejemplo 4.1.3 (Transformaciones de R2 en R2). Las rotaciones y reflexiones en R2son transformaciones lineales. Sea θ ∈ R tal que 0 ≤ θ ≤ 2π, definimos
Rθ : R2 → R2(x, y) 7→ (x cosθ − y senθ, y cosθ + x senθ)Observemos que si escribimos el vector (x, y) en coordenadas polares, es decir si(x, y) = r(cosα, senα), r > 0, 0 ≤ α < 2π,entonces

Rθ(x, y) = Rθ(r cosα, r senα)= (r cosα cosθ − r senα senθ, r senα cosθ + r cosα senθ)= (r cos(α + θ), r sen(α + θ))= r(cos(α + θ), sen(α + θ)).



4. TRANSFORMACIONES LINEALES 113Por lo tanto Rθ(x, y) es el vector (x, y) rotado θ grados en sentido antihorario y enconsecuencia Rθ es denominada la rotación antihoraria en θ radianes. No es difícilverificar que Rθ es una transformación lineal.

x

y

Rθ(v )

v
θ

α

r

Figura 1. Rotación θ grados.
Otras transformaciones lineales importantes de R2 en R2 son

Sh(x, y) = (x,−y) y Sv (x, y) = (−x, y).La primera es la reflexión en el eje x y la segunda la reflexión en el eje y. Las siguientesafirmaciones se comprueban algebraicamente en forma sencilla, pero nos podemosconvencer de ellas por su interpretación geométrica:
Rθ ◦ Rφ = Rθ+φ, (rotar φ y θ = rotar θ + φ)
Rπ/2 ◦ Sh ◦ R−π/2 = SvEjemplo 4.1.4. Sea V = R[x ] el espacio vectorial de los polinomios con coeficientesreales. Definimos D : V → V , por

D(P)(x) = P ′(x), x ∈ R.Observemos primero que la derivada de un polinomio es un polinomio, pues(anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0)′ = nanxn−1 + (n− 1)an−1xn−2 + · · ·+ a1.Además D es lineal, pues (f + g)′ = f ′ + g′ y (λf )′ = λf ′, paraf , g funciones derivablesy λ ∈ R.Observación 4.1.3. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K y T :
V → W un transformación lineal. Entonces T (0) = 0

Demostración. T (0) = T (0 + 0) = T (0) + T (0), por lo tanto
−T (0) + T (0) = −T (0) + T (0) + T (0) ⇒ 0 = 0 + T (0) ⇒ 0 = T (0).

�Observación 4.1.4. Las transformaciones lineales preservan combinaciones lineales,es decir si T : V → W es una transformación lineal, v1, . . . , vk ∈ V y λ1, . . .+ λk ∈ K,



114 4. TRANSFORMACIONES LINEALESentonces
T (λ1v1 + · · ·+ λkvk ) = λ1T (v1) + · · ·+ λkT (vk ).Observar que el caso k = 2 se demuestra de la siguiente manera

T (λ1v1 + λ2v2) = T (λ1v1) + T (λ2v2) = λ1T (v1) + λ2T (v2).El caso general se demuestra por inducción.Teorema 4.1.1. Sean V un espacio vectorial de dimensión finita sobre el cuerpo K
y {v1, . . . , vn} una base ordenada de V . Sean W un espacio vectorial sobre el mis-
mo cuerpo y {w1, . . . , wn}, vectores cualesquiera de W . Entonces existe una única
transformación lineal T de V en W tal que

T (vj ) = wj , j = 1, . . . , n.
Demostración. Recordemos que si v ∈ V , existen únicos a1, . . . , an ∈ K (las coor-denadas de v ) tal que

v = a1v1 + · · ·+ anvn.Luego para este vector v definimos
T (v ) = a1w1 + · · ·+ anwn.Entonces, T es una correspondencia bien definida que asocia a cada vector v de V unvector T (v ) de W . De la definición queda claro que T (vj ) = wj para cada j . Para verque T es lineal, sea
w = b1v1 + · · ·+ bnvn,y sea λ ∈ K. Ahora

λv +w = λ(a1v1 + · · ·+ anvn) + b1v1 + · · ·+ bnvn= (λa1 + b1)v1 + · · ·+ (λan + bn)vncon lo que, por definición
T (λv +w) = (λa1 + b1)w1 + · · ·+ (λan + bn)wn.Por otra parte

λT (v ) + T (w) = λ(a1w1 + · · ·+ anwn) + b1w1 + · · ·+ bnwn= (λa1 + b1)w1 + · · ·+ (λan + bn)wn,y así
T (λv +w) = λT (v ) + T (w).

Finalmente, debemos probar la unicidad de T . Sea S : V → W transformaciónlineal tal que S(vj ) = wj para 1 ≤ j ≤ n. Entonces, si v ∈ V un vector arbitrario,
v =∑i aivi y

S(v ) = S(∑
i
aivi)∑

i
aiS(vi) =∑

i
aiwi =∑

i
aiT (vi) = T (∑

i
aivi) = T (v )

�

El teorema 4.1.1 es muy elemental, pero por su importancia ha sido presentadodetalladamente.



4. TRANSFORMACIONES LINEALES 115Ejemplo 4.1.5. Usando el teorema 4.1.1, podemos demostrar la observación 4.1.2 dela siguiente manera: sea Cn = {e1, . . . , en} es la base canónica de Kn y sea T : Kn →
Km la única transformación lineal tal que

T (ej ) = (a1j , . . . , amj ), j = 1, . . . , nEntonces,
T (x1, . . . , xn) = (a11x1 + · · ·+ a1nxn, . . . , am1x1 + · · ·+ amnxn).es la transformación lineal resultante.

Ejemplo 4.1.6. Los vectores
v1 = (1, 2)
v2 = (3, 4)son linealmente independientes y, por tanto, forman una base de R2. De acuerdo conel teorema 4.1.1, existe una única transformación lineal de R2 en R2 tal que

T (v1) = (3, 2, 1)
T (v2) = (6, 5, 4).Para poder describir T respecto a las coordenadas canónicas debemos calcular T (e1)y T (e2), ahora bien, (1, 0) = c1(1, 2) + c2(3, 4)(0, 1) = c3(1, 2) + c4(3, 4)y resolviendo este sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas obtenemos(1, 0) = −2(1, 2) + (3, 4)(0, 1) = 32(1, 2) − 12(3, 4)Luego,

T (1, 0) = −2T (1, 2) + T (3, 4) = −2(3, 2, 1) + (6, 5, 4) = (0, 1, 2)
T (0, 1) = 32T (1, 2)− 12T (3, 4) = 32(3, 2, 1)− 12(6, 5, 4) = (32 , 12 ,−12)Entonces
T (x1, x2) = x1(0, 1, 2) + x2(32 , 12 ,−12) = (32x2, x1 + 12x2, 2x1 − 12x2)



116 4. TRANSFORMACIONES LINEALESSECCIÓN 4.2
Núcleo e imagen de una

transformación lineal

Definición 4.2.1. Sean V , W espacios vectoriales sobre un cuerpo K y sea T : V →
W una transformación lineal. DefinimosIm(T ) := {w ∈ W : existe v ∈ V , tal que T (v ) = w} = {T (v ) : v ∈ V },Nu(T ) := {v ∈ V : T (v ) = 0}.A Im(T ) lo llamamos la imagen de T y a Nu(T ) el núcleo de T .Teorema 4.2.1. Sean V , W espacios vectoriales sobre un cuerpo K y sea T : V →
W una transformación lineal; entonces Im(T ) ⊂ W y Nu(T ) ⊂ V son subespacios
vectoriales.

Demostración. Im(T ) 6= ∅, pues 0 = T (0) ∈ Im(T ).
Si T (v1), T (v2) ∈ Im(T ) y λ ∈ K, entonces T (v1) + T (v2) = T (v1 + v2) ∈ Im(T ) y

λT (v1) = T (λv1) ∈ Im(T ).
Nu(T ) 6= ∅ pues T (0) = 0 y por lo tanto 0 ∈ Nu(T ).
Si v, w ∈ V tales que T (v ) = 0 y T (w) = 0, entonces, T (v +w) = T (v ) + T (w) = 0.por lo tanto v + w ∈ Nu(T ). Si λ ∈ K, entonces T (λv ) = λT (v ) = λ,0 = 0, luego

λv ∈ Nu(T ). �Definición 4.2.2. Sean V , W espacios vectoriales sobre un cuerpo K y sea T : V →
W una transformación lineal. Supongamos que V es de dimensión finita.

1. El rango de T es la dimensión de la imagen de T .2. La nulidad de T es la dimensión del núcleo de T .Ejemplo 4.2.1. Sea T : R3 → R, definida
T (x, y, z) = x + 2y+ 3z.Encontrar una base del núcleo y de la imagen.

Solución. Es claro que como T no es 0, la imagen es todo R (y por lo tanto cualquier
r ∈ R, r 6= 0 es base de la imagen).

Con respecto al núcleo, debemos encontrar una base del subespacioNu(T ) = {(x, y, z) : x + 2y+ 3z = 0}.Como x + 2y+ 3z = 0⇔ x = −2y− 3z, luego,Nu(T ) = {(−2s− 3t, s, t) : s, t ∈ R}. (45)



4. NÚCLEO E IMAGEN DE UNA TRANSFORMACIÓN LINEAL 117Ahora bien, (−2s− 3t, s, t) = s(−2, 1, 0) + t(−3, 0, 1), por lo tantoNu(T ) =< (−2, 1, 0), (−3, 0, 1) >,y como (−2, 1, 0), (−3, 0, 1) son LI, tenemos que forman una base del núcleo. �

La expresión (45), que depende de dos parámetros (s y t) que son independientesentre ellos, es llamada la descripción paramétrica del núcleo
Ejemplo 4.2.2. Sea T : R3 → R4, definida

T (x, y, z) = (x + y, x + 2y+ z, 3y+ 3z, 2x + 4y+ 2z).
1. Describir Nu(T ) en forma paramétrica y dar una base.2. Describir Im(T ) en forma paramétrica y dar una base.

Solución. Observemos queNu(T ) = {(x, y, z) ∈ R3 : (x + y, x + 2y+ z, 3y+ 3z, 2x + 4y+ 2z) = (0, 0, 0, 0)}.Por lo tanto, describir el núcleo de T se reduce a encontrar las soluciones de unasistema de ecuaciones lineales homogéneo, y la matriz asociada a este sistema es.
A =

1 1 01 2 10 3 32 4 2


Por otro lado,Im(T ) = {(y1, y2, y3, y4) ∈ R4 : (x + y, x + 2y+ z, 3y+ 3z, 2x + 4y+ 2z) = (y1, y2, y3, y4)}
= {(y1, y2, y3, y4) ∈ R4 : A [xy

z

] =
y1
y2
y3
y4

}.
Por lo tanto, y haciendo abuso de notación,Nu(T ) = {v = (x, y, z) : A.v = 0}Im(T ) = {y = (y1, y2, y3, y4) : tal que ∃v ∈ R3, A.v = y}En ambos casos, la solución depende de resolver el sistema de ecuaciones cuya matrizasociada es A: 1 1 0 y11 2 1 y20 3 3 y32 4 2 y4

 F2−F1−→
F4−2F1

 1 1 0 y10 1 1 −y1 + y20 3 3 y30 2 2 −2y1 + y4

 F1−F2−→
F3−3F2
F4−2F2

 1 0 −1 2y1 − y20 1 1 −y1 + y20 0 0 3y1 − 3y2 + y30 0 0 −2y2 + y4

 ,
es decir

T (x, y, z) = (y1, y2, y3, y4) ⇔
x − z = 2y1 − y2
y+ z = −y1 + y20 = 3y1 − 3y2 + y30 = −2y2 + y4

(46)



118 4. TRANSFORMACIONES LINEALESSi hacemos y1 = y2 = y3 = y4 = 0, entonces las soluciones del sistema describen elnúcleo de T , es decirNu(T ) = {(x, y, z) : x − z = 0, y+ z = 0} = {(s,−s, s) : s ∈ R},que es la forma paramétrica. Una base del núcleo de T es (1,−1, 1).
Con respecto a la imagen de T tenemos(y1, y2, y3, y4) ∈ Im(T ) ⇔ ∃ x, y, z ∈ R tal que 2y1 − y2 = x − z y −y1 + y2 = y+ z; y0 = 3y1 − 3y2 + y3 y 0 = −2y2 + y4.Como variando los valores de x, y, z es posible obtener, para cualesquiera valores de

y1, y2, y3, y4, 2y1 − y2 = x − z y −y1 + y2 = y+ z, tenemos(y1, y2, y3, y4) ∈ Im(T ) ⇔ 0 = 3y1 − 3y2 + y3 y 0 = −2y2 + y4. (47)Luego, Im(T ) = {(y1, y2, y3, y4) : tal que 0 = 3y1 − 3y2 + y3 y 0 = −2y2 + y4}.Ahora bien, 0 = −2y2 + y4 ⇔ 2y2 = y4 ⇔ y2 = 12y4.Por otro lado0 = 3y1 − 3y2 + y3 ⇔ 3y1 = 3y2 − y3 ⇔ y1 = y2 − 13y3 ⇔ y1 = 12y4 − 13y3
Es decir, cambiando y− 3 por s e y4 por t:Im(T ) = {(−13s+ 12t, 12t, s, t) : s, t ∈ R}.Como (−13s+ 12t, 12t, s, t) = s(−13 , 0, 1, 0)+t(12 , 12 , 0, 1) el conjunto {(−13 , 0, 1, 0), (12 , 12 , 0, 1)}es una base de Im(T ).

�

He aquí uno de los resultados más importantes del álgebra lineal.Teorema 4.2.2. Sean V ,W espacios vectoriales sobre un cuerpo K y sea T : V → W
una transformación lineal. Supóngase que V es de dimensión finita. Entonces

rango(T ) + nulidad(T ) = dimV .
Demostración. Sean

n = dimV
k = dim(NuT ) = nulidad(T ).Entonces debemos probar que
n− k = dim(ImT ) = rango(T ).Sea {v1, . . . , vk} una base de NuT . Existen vectores {vk+1, . . . , vn}, en V talesque {v1, . . . , vn} es una base de V . Para probar el teorema, demostraremos que

{Tvk+1, . . . , T vn} es una base para la imagen de T .
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(1) {Tvk+1, . . . , T vn} genera la imagen de T .

Si w ∈ Im(T ), entonces existe v ∈ V tal que T (v ) = w , como {v1, . . . , vn} es basede V , existen λ1, . . . , λn ∈ K, tal que v = λ1v1 + · · ·+ λnvn, por lo tanto
w = T (v )= λ1T (v1) + · · ·+ λkT (vk ) + λk+1T (vk+1) + · · ·+ λnT (vn)= 0 + · · ·+ 0 + λk+1T (vk+1) + · · ·+ λnT (vn)= λk+1T (vk+1) + · · ·+ λnT (vn).Por lo tanto, {Tvk+1, . . . , T vn} genera la imagen de T .

(2) {Tvk+1, . . . , T vn} es un conjunto linealmente independiente.

Para ver que {Tvk+1, . . . , T vn} es linealmente independiente, supóngase que setienen escalares µi tales que
n∑

i=k+1 µiTvi = 0,
luego 0 = n∑

i=k+1 µiTvi = T ( n∑
i=k+1 µivi).Por lo tanto v = ∑n

i=k+1 µivi ∈ Nu(T ). Como {v1, . . . , vk} es una base de NuT , existenescalares λi tales que
v = k∑

i=1 λivi,es decir
n∑

j=k+1 µjvj = k∑
i=1 λivi.Luego

0 = k∑
i=1 λivi − ( n∑

j=k+1 µjvj )= λ1v1 + · · ·+ λkvk − µk+1vk+1 − · · · − µnvn.Como {v1, . . . , vn} es una base, y por lo tanto un conjunto LI, tenemos que 0 = λ1 =
· · · = λk = µk+1 = · · · = µn, y en particular 0 = µk+1 = · · · = µn. Por lo tanto
{Tvk+1, . . . , T vn} es un conjunto linealmente independiente. �

Sea A una matriz m× n con coeficientes en K. El rango fila de A es la dimensióndel subespacio de Kn generado por las filas de A, es decir la dimensión del espaciofila de A. El rango columna de A es es la dimensión del subespacio de Km generadopor las columna de A. Un consecuencia importante del teorema 4.2.2 es le siguienteresultado.Teorema 4.2.3. Si A es una matriz m× n con coeficientes en K, entonces
rango fila (A) = rango columna (A).



120 4. TRANSFORMACIONES LINEALESDemostración. Sea T la transformación lineal
T : Kn×1 → Km×1

X 7→ AX.Observar que Nu(T ) = {X ∈ Kn×1 : AX = 0}.Es decir Nu(T ) es el subespacio de soluciones del sistema homogéneo AX = 0. Ahorabien, si k = rango fila (A), ya hemos dicho (capítulo 3, sección 3.4) que la dimensióndel subespacio de soluciones del sistema homogéneo AX = 0 es n− k . Luego
rango fila (A) = dimV − nulidad(T ). (48)

Por otro lado Im(T ) = {AX : X ∈ Kn×1}.Ahora bien,
AX =  a11x1 + · · ·a1nxn...

am1x1 + · · ·amnxn
 = x1

a11...
am1

+ · · ·+ xn
a1n...
amn


Es decir, que la imagen de T es el espacio generado por las columnas de A. Por tanto,

rango(T ) = rango columna (A).Por el teorema 4.2.2
rango(T ) = dimV − nulidad(T ),y por lo tanto

rango columna (A) = dimV − nulidad(T ). (49)
Obviamente, las igualdades (48) y (49) implican

rango fila (A) = rango columna (A).
�

Definición 4.2.3. Si A es una matriz m×n con coeficientes en K, entonces el rangode A es el rango fila de A (que es igual al rango columna).

SECCIÓN 4.3
Isomorfismos de espacios vectoriales

Definición 4.3.1. Sean V , W espacios vectoriales sobre un cuerpo K y sea T : V →
W una transformación lineal.

1. T es epimorfismo si T es suryectiva, es decir si Im(T ) = W .2. T es monomorfismo si T es inyectiva (o 1-1), es decir si dados v1, v2 ∈ V talesque T (v1) = T (v2), entonces v1 = v2.



4. ISOMORFISMOS DE ESPACIOS VECTORIALES 121Observación 4.3.1. T es epimorfismo si y sólo si
T es lineal y ∀w ∈ W, ∃v ∈ V tal que T (v ) = w.Esto se deduce inmediatamente de la definiciones de función suryectiva y de Im(T )

T es monomorfismo si y sólo si
T es lineal y ∀ v1, v2 ∈ V : v1 6= v2 ⇒ T (v1) 6= T (v2).Esto se obtiene aplicando el contrarrecíproco a la definición de función inyectiva.

Proposición 4.3.1. Sea T : V → W una transformación lineal. Entonces T es
monomorfismo si y sólo si Nu(T ) = 0.

Demostración.
(⇒) Debemos ver que Nu(T ) = 0, es decir que si T (v ) = 0, entonces v = 0. Ahorabien, si T (v ) = 0, como T (0) = 0, tenemos que T (v ) = T (0), y como T es inyectiva,implica que v = 0.
(⇐) Sean v1, v2 ∈ V tal que T (v1) = T (v2). Entonces0 = T (v1)− T (v2) = T (v1 − v2).Por lo tanto, v1−v2 ∈ Nu(T ). Por hipótesis, tenemos que v1−v2 = 0, es decir v1 = v2. �

Observación 4.3.2. Sea T : V → W transformación lineal,
1. T es epimorfismo si y sólo si Im(T ) = W si y solo si rango(T ) = dimW .2. T es monomorfismo si y sólo si Nu(T ) = 0 si y sólo si nulidad(T ) = 0.

Proposición 4.3.2. Sea T : V → W transformación lineal. Entonces,

1. T es monomorfismo si y sólo si T de un conjunto LI es LI.
2. T es epimorfismo si y sólo si T de un conjunto de generadores de V es un

conjunto de generadores de W .

Demostración.
(1) (⇒) Sea {v1, . . . , vn} un conjunto LI en V y sean λ1, . . . , λn ∈ K tales que

λ1T (v1) + · · ·+ λnT (vn) = 0,entonces 0 = T (λ1v1 + · · ·+ λnvn).Como T es inyectiva, por proposición 4.3.1,
λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0,lo cual implica que λ1, . . . , λn son todos nulos. Por lo tanto, T (v1), . . . , T (vn) son LI.



122 4. TRANSFORMACIONES LINEALES(1) (⇐) Sea v ∈ V tal que T (v ) = 0. Veremos que eso implica que v = 0. Ahorabien, sea {v1, . . . , vn} una base de V , entonces existen λ1, . . . , λn ∈ K tales que
v = λ1v1 + · · ·+ λnvn,por lo tanto 0 = T (v ) = T (λ1v1 + · · ·+ λnvn) = λ1T (v1) + · · ·+ λnT (vn).Como {v1, . . . , vn} es LI, por hipótesis, {T (v1), . . . , T (vn)} es LI y, por lo tanto, λ1, . . . , λnson todos nulos. Luego v = 0. Es decir probamos que el núcleo de T es 0, luego porproposición 4.3.1, T es monomorfismo.

(1) (⇐/alternativa) Sea v ∈ V tal que T (v ) = 0. Si v 6= 0, entonces {v} es unconjunto LI en V . Luego, {T (v )} es un conjunto LI en W y por lo tanto T (v ) 6= 0. Así, si
T (v ) = 0 entonces v = 0 y por lo tanto T es un monomorfismo.

(2) (⇒) Sea {v1, . . . , vn} un conjunto de generadores de V y sea w ∈ W . Como Tes epimorfismo, existe v ∈ V tal que T (v ) = w . Ahora bien,
v = λ1v1 + · · ·+ λnvn, para algún λ1, . . . , λn ∈ K,por lo tanto,

w = T (v ) = T (λ1v1 + · · ·+ λnvn) = λ1T (v1) + · · ·+ λnT (vn).Es decir, cualquier w ∈ W se puede escribir como combinación lineal de los
T (v1), . . . , T (vn) y, por lo tanto, generan W .

(2) (⇐) Sea {v1, . . . , vn} una base de V , por hipótesis T (v1), . . . , T (vn) generan W ,es decir dado cualquier w ∈ W , existen λ1, . . . , λn ∈ K tales que
w = λ1T (v1) + · · ·+ λnT (vn),y por lo tanto w = T (v ), con

v = λ1v1 + · · ·+ λnvn.
�Definición 4.3.2. Si V y W son espacios vectoriales sobre el cuerpo K, toda trans-formación lineal T : V → W suryectiva e inyectiva, se dice isomorfismo de V sobre W .Si existe un isomorfismo de V sobre W , se dice que V es isomorfo a W y se denota

V ∼= W .
Obsérvese que V es trivialmente isomorfo a V , ya que el operador identidad es unisomorfismo de V sobre V .
Recordemos que si una función f : X → Y es suryectiva e inyectiva, es decirbiyectiva, existe su inversa, la cual también es biyectiva. La inversa se denota f−1 :

Y → X y viene definida por
f−1(y) = x ⇔ f (x) = y.Teorema 4.3.3. Sea T : V → W un isomorfismo. Entonces T−1 : W → V es lineal y,

por lo tanto, también es un isomorfismo.



4. ISOMORFISMOS DE ESPACIOS VECTORIALES 123Demostración.
(1) Sean w1, w2 ∈ W y sean v1 = T−1(w1), v2 = T−1(w2). Por lo tanto T (v1) = w1 y

T (v2) = w2. Ahora bien,
T−1(w1 +w2) = T−1(T (v1) + T (v2)) = T−1(T (v1 + v2)) == (T−1 ◦ T )(v1 + v2) = v1 + v2 = T−1(w1) + T−1(w2).

(2) Sean w ∈ W y λ ∈ K. Sea v = T−1(w), entonces
T−1(λw) = T−1(λT (v )) = T−1(T (λv )) = = (T−1 ◦ T )(λv ) = λv = λT−1(w).

�

Ejercicio 4.3.1. Sean V , W y Z espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sean
T : V → W , S : W → Z isomorfismos. Entonces,

1. S ◦ T : V → Z también es un isomorfismo y2. (S ◦ T )−1 = T−1 ◦ S−1.
Como ya se ha dicho, V es isomorfo a V vía la identidad. Por el teorema anterior,si V es isomorfo a W , entonces W es isomorfo a V . Por el ejercicio anterior, si Ves isomorfo a W y W es isomorfo a Z , entonces V es isomorfo a Z . En resumen, elisomorfismo es una relación de equivalencia sobre la clase de espacios vectoriales. Siexiste un isomorfismo de V sobre W , se dirá a veces que V y W son isomorfos, en vezde que V es isomorfo a W . Ello no será motivo de confusión porque V es isomorfo a

W , si, y solo si, W es isomorfo a V .
Teorema 4.3.4. Sean V ,W espacios vectoriales de dimensión finita sobre K tal quedimV = dimW . Sea T : V → W transformación lineal. Entonces, son equivalentes:

(a) T es un isomorfismo.
(b) T es monomorfismo.
(c) T es epimorfismo.
(d) Si {v1, . . . , vn} es una base de V , entonces {T (v1), . . . , T (vn)} es una base de

W .

Demostración (*). Sea n = dimV = dimW .
(a) ⇒ (b). Como T es isomorfismo, es biyectiva y por lo tanto inyectiva.
(b) ⇒ (c). T monomorfismo, entonces nulidad(T ) = 0 (proposición 4.3.1). Luego,como rango(T )+nulidad(T ) = dimV , tenemos que rango(T ) = dimV . Como dimV =dimW , tenemos que dim Im(T ) = dimW y por lo tanto Im(T ) = dimW . En consecuencia,

T es suryectiva.



124 4. TRANSFORMACIONES LINEALES(c) ⇒ (a). T es suryectiva, entonces rango(T ) = n, luego nulidad(T ) = 0, por lotanto Nu(T ) = 0 y en consecuencia T es inyectiva. Como T es suryectiva e inyectivaes un isomorfismo.
Hasta aquí probamos que (a), (b) y (c) son equivalentes, luego si probamos que (a),(b) o (c) ⇒ (d) y que (d) ⇒ (a), (b) o (c), estaría probado el teorema.
(a) ⇒ (d). Sea {v1, . . . , vn} una base de V , entonces {v1, . . . , vn} es LI y genera V .Por proposición 4.3.2, tenemos que {T (v1), . . . , T (vn)} es LI y genera W , por lo tanto

{T (v1), . . . , T (vn)} es una base de W .
(d) ⇒ (a). Como T de una base es una base, entonces T de un conjunto LI es unconjunto LI y T de un conjunto de generadores de V es un conjunto de generadoresde W . Por lo tanto, por proposición 4.3.2, T es monomorfismo y epimorfismo, luego Tes un isomorfismo. �

Corolario 4.3.5. Sean V ,W espacios vectoriales de dimensión finita sobre K tal
que dimV = dimW . Entonces V y W son isomorfos.

Demostración. Sea {v1, . . . , vn} es una base de V y {w1, . . . , wn} es una base de
W . Poe teorema 4.1.1 existe una única transformación lineal T : V → W tal que

T (vi) = wi, i = 1, . . . , n.Por el teorema anterior, T es un isomorfismo. �

Ejemplo 4.3.1. Kn[x ] = {a0+a1x+· · ·+an−1xn−1 : a0, a1, . . . , an−1 ∈ K} es isomorfo a
Kn, esto es consecuencia inmediata del corolario anterior, pues ambos tienen dimensión
n. Explícitamente, 1, x, . . . , xn−1 es base de Kn[x ] y sea e1, . . . , en la base canónica de
Kn, entonces un isomorfismo de Kn[x ] a Kn viene dado por la única transformaciónlineal T : Kn[x ]→ Kn tal que

T (x i) = ei+1, i = 0, . . . , n− 1.
Ejemplo 4.3.2. Mm×n(K) es isomorfo a Kmn. El isomorfismo viene dado por T :

Mm×n(K)→ Kmn tal que
T (Eij ) = e(i−1)n+j , i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.Por ejemplo, en el caso 2× 2,[1 00 0] 7→ (1, 0, 0, 0) [0 10 0] 7→ (0, 1, 0, 0)
[0 01 0] 7→ (0, 0, 1, 0) [0 00 0] 7→ (0, 0, 0, 1).
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Álgebra de las transformaciones

lineales

En el estudio de las transformaciones lineales de V en W es de fundamental im-portancia que el conjunto de estas transformaciones hereda una estructura natural deespacio vectorial. El conjunto de las transformaciones lineales de un espacio V en símismo tiene incluso una estructura algebraica mayor, pues la composición ordinariade funciones da una “multiplicación” de tales transformaciones.
Observemos primero que si X conjunto y W espacio vectorial sobre el cuerpo K,entonces

F (X,W ) := {f : X → W },es decir el conjunto de funciones de X en W es un espacio vectorial sobre K con lasuma y el producto por escalares definido:(f + g)(x) = f (x) + g(x), f , g ∈ F (X,W ), x ∈ X(λf )(x) = λf (x), f ∈ F (X,W ), x ∈ X, λ ∈ K.La demostración de esto es sencilla y se basa en el hecho que W es un espaciovectorial.Teorema 4.4.1. Sean V yW espacios vectoriales sobre el cuerpo K Sean T , S : V →
W transformaciones y µ ∈ K. Entonces, T + S y µT son transformaciones lineales de
V en W .

Demostración. Sean v, v ′ ∈ V y λ ∈ K, entonces(T + S)(λv + v ′) = T (λv + v ′) + S(λv + v ′) (definición de T + S)= λT (v ) + T (v ′) + λS(v ) + S(v ′) (T y S lineales)= λ(T (v ) + S(v )) + T (v ′) + S(v ′)= λ((T + S)(v )) + (T + S)(v ′) (definición de T + S)= λ(T + S)(v ) + (T + S)(v ′) (definición de λ(T + S)).que dice que T + U es una transformación lineal. En forma análoga, si µ ∈ K,(µT )(λv + v ′) = µT (λv + v ′) (definición de µT )= µλT (v ) + µT (v ′) (T lineal)= λµT (v ) + µT (v ′)= λ(µT )(v ) + (µT )(v ′) (definición de µT ).que dice que µT es una transformación lineal. �Corolario 4.4.2. Sean V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Entonces,
el conjunto de transformaciones lineales de V en W es un subespacio vectorial de
F (V ,W ).

Se denotará L(V ,W ) al espacio vectorial de las transformaciones lineales de V en
W .



126 4. TRANSFORMACIONES LINEALESTeorema 4.4.3. Sean V , W y Z espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Sean T :
V → W y U : W → Z transformaciones lineales. Entonces la función compuesta U ◦ T
definida por (U ◦ T )(v ) = U(T (v )) es una transformación lineal de V en Z .

Demostración. Sean v, v ′ ∈ V y λ ∈ K, entonces(U ◦ T )(λv + v ′) = U(T (λv + v ′)) (definición de composición)= U(λT (v ) + T (v ′)) (T lineal)= λU(T (v )) + U(T (v ′)) (U lineal)= λ(U ◦ T )(v ) + (U ◦ T )(v ′) (definición de composición).
�

Para simplificar, a veces denotaremos la composición por yuxtaposición, es decir
U ◦ T = UT .

En lo que sigue debemos interesarnos principalmente en transformaciones linealesde un espacio vectorial en sí mismo. Como se tendrá a menudo que escribir “T es unatransformación lineal de V en V ”, se dirá más bien: “T es un operador lineal sobre V ”.
Definición 4.4.1. Si V es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, un operador linealsobre V es una transformación lineal de V en V .
Cuando en el teorema 4.4.3, consideramos V = W = Z , tenemos que U y T sonopera- dores lineales en el espacio V , y por lo tanto la composición UT es también unoperador lineal sobre V . Así, el espacio L(V , V ) tiene una “multiplicación” definida porcomposición. En este caso el operador TU también está definido, y debe observarseque en general UT 6= TU , es decir, UT−TU 6= 0. Se ha de advertir de manera especialque si T es un operador lineal sobre V , entonces se puede componer T con T . Se usarápara ello la notación T 2 = TT , y en general T n = T · · ·T (n veces) para n = 1, 2, 3, . . .Si T 6= 0, se define T 0 = IdV , el operador identidad.
Lema 4.4.4. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K; sean U , T y S operadores

lineales sobre V y sea λ un elemento de K. Denotemos IdV el operador identidad.
Entonces

1. U = IdV U = U IdV ,
2. U(T + S) = UT + US, (T + S)U = TU + SU ,
3. λ(UT ) = (λU)T = U(λT ).

¡

Demostración. (1) es trivial.



4. MATRIZ DE UNA TRANSFORMACIÓN LINEAL 127Demostraremos U(T + S) = UT + US de (2) y todo lo demás se dejará comoejercicio. Sea v ∈ V , entonces
U(T + S)(v ) = U((T + S)(v )) (definición de composición)= U(T (v ) + S(v )) (definicion de T + S)= U(T (v )) + U(S(v )) (U lineal)= UT (v ) + US(v ) (definición de composición).

�

El contenido de este lema, y algunos otros resultados sobre composiciónde funciones de un conjunto en si mismo (como ser la asociatividad), dicenque el espacio vectorial L(V , V ), junto con la operación de composición, eslo que se conoce tomo una álgebra asociativa sobre K, con identidad (verhttps://es.wikipedia.org/wiki/Álgebra_asociativa).
SECCIÓN 4.5
Matriz de una transformación lineal

Sea V un espacio vectorial de dimensión n sobre el cuerpo K, y sea W un espaciovectorial de dimensión m sobre K. Sea B = {v1, . . . , vn} una base ordenada de V , y
B ′ = {w1, . . . , wn} una base ordenada de W . Si T es cualquier transformación linealde V en W , entonces T está determinada por su efecto sobre los vectores vj , puestoque todo vector de V es combinación lineal de ellos. Cada uno de los n vectores Tvjse expresa de manera única como combinación lineal

Tvj = m∑
i=1 aijwi (50)

de los wi. Los escalares a1j , . . . , amj son las coordenadas de Tvj en la base or denada
B ′. Por consiguiente, la transformación T está determinada por los mn escalares aijmediante la expresión (50).

Definición 4.5.1. La matriz m× n, A, definida por [A]ij = aij , donde aij es como en(50), se llama matriz de T respecto a las bases ordenadas B y B ′; y se denota[T ]BB ′ = A..
Ejemplo 4.5.1. Sea T : R3 → R4 definida

T (x, y, z) = (2x + y, 3y, x + 4z, z).Sean B = {e1, e2, e3} la base canónica de R3 y B′ = {e1, e2, e3, e4} la base canónicade R4. Entonces
T (e1) = (2, 0, 1, 0) = 2e1 + 0.e2 + e3 + 0.e4
T (e2) = (1, 3, 0, 0) = e1 + 3e2 + 0.e3 + 0.e4
T (e3) = (0, 0, 4, 1) = 0.e1 + 0.e2 + 4e3 + e4

https://es.wikipedia.org/wiki/�lgebra_asociativa


128 4. TRANSFORMACIONES LINEALESPor lo tanto
[T ]BB ′ =

2 1 00 3 01 0 40 0 1
 .

Observar que si escribimos los vectores en coordenadas con respecto a las basescanónicas, tenemos que 2 1 00 3 01 0 40 0 1
[xy
z

] =
2x + y3y
x + 4z
z


o más formalmente [T ]BB ′ [v ]B = [T (v )]B ′.

Definición 4.5.2. Sa A matriz m×n, el operador lineal asociado a A es A : Rn → Rmdefinido A(X ) = AX . Es decir
A(x1, . . . , xn) := a11 · · · a1n... . . . ...

am1 · · · amn

x1...
xn

 . (51)
Ejemplo 4.5.2. Sa A matriz m × n, entonces el operador lineal asociado a A enlas bases canónicas es A. Es decir si B y B ′ son las bases canónicas de Rn y Rm,respectivamente, entonces [A]BB ′ = A.

Proposición 4.5.1. Sea V y W un espacios vectoriales de dimensión n y m respec-
tivamente y sea T : V → W una transformación lineal. Sea B = {v1, . . . , vn} una base
ordenada de V , y B ′ = {w1, . . . , wn} una base ordenada de W . Entonces[T ]BB ′ [v ]B = [T (v )]B ′, ∀ v ∈ V . (52)

Demostración. Si
Tvj = m∑

i=1 aijwientonces [T ]ij = aij . Sea v ∈, entonces v = x1v1 + · · ·+ xnvn con xi ∈ K, por lo tanto
[v ]B = x1...

xn

 .
Ahora bien,
T (v ) = T ( n∑

j=1 xjvj ) = n∑
j=1 xjT (vj ) = n∑

j=1
m∑
i=1 aijwi =

m∑
i=1 ( n∑

j=1 aij )wi =
= ( n∑

j=1 a1j )w1 + ( n∑
j=1 a2j )w2 + · · ·+ ( n∑

j=1 amj )wm
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[T (v )]B ′ =


∑n

j=1 a1j∑n
j=1 a2j...∑n
j=1 amj

 . (53)
Por otro lado,

[T ]BB ′ [v ]B =

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n... ... ...
am1 am2 · · · amn



x1
x2...
xn

 =

∑n

j=1 a1j∑n
j=1 a2j...∑n
j=1 amj

 . (54)
De las ecuaciones (53) y (54) se deduce la formula (52). �

Teorema 4.5.2. Sea V y W un espacios vectoriales de dimensión n y m respec-
tivamente y B = {v1, . . . , vn} y B ′ = {w1, . . . , wm} dos bases ordenadas de V y W
respectivamente. Entonces

κ : L(V ,W )→ Mm×n(K)
definida

T 7→ [T ]BB ′,
es un isomorfismos de espacios vectoriales.

Demostracion (∗). Primero probaremos que κ es lineal y luego que tiene inversa.
Sean T , T ′ ∈ L(V ,W ) y λ ∈ K, veamos que κ(λT + T ′) = λκ(T ) + κ(T ′), es decir[λT + T ′]BB ′ = λ[T ]BB ′ + [T ′]BB ′. (55)Para 1 ≤ j ≤ n, sean

T (vj ) = m∑
i=1 aijwi y T ′(vj ) = m∑

i=1 a
′
ijwi,

es decir [T ]BB ′ = [aij ] y [T ′]BB ′ = [a′ij ],entonces (λT + T ′)(vj ) = λT (vj ) + T ′(vj )
= λ

m∑
i=1 aijwi +

m∑
i=1 a

′
ijwi

= m∑
i=1 (λaij + a′ij )wi,

por lo tanto [λT + T ′]BB ′ = [λaij + a′ij ] = λ[T ]BB ′ + [T ′]BB ′y hemos probado (55) y, en consecuencia, κ es lineal.



130 4. TRANSFORMACIONES LINEALESDefinamos ahora la inversa de κ: sea A = [aij ] matriz m × n y sea T : V → W laúnica transformación lineal que satisface, para 1 ≤ j ≤ n, que
T (vj ) = m∑

i=1 aijwi.Es claro que esta aplicación tiene dominio en Mm×n(K) y su imagen está contenida en
L(V ,W ). Más aún, es muy sencillo comprobar que es la aplicación inversa a κ.

�

Teorema 4.5.3. Sean V , W y Z espacios vectoriales de dimensión finita sobre el
cuerpo K; sean T : V → W y U : W → Z transformaciones lineales. Si B , B ′ y B ′′ son
bases ordenadas de los espacios V , W y Z , respectivamente, entonces[UT ]BB ′′ = [U ]B ′B ′′ [T ]BB ′. (56)

Demostración. Sean
B = {v1, . . . , vn}, B ′ = {w1, . . . , wm}, B ′′ = {z1, . . . , zl}y

T (vj ) = m∑
i=1 aijwi, 1 ≤ j ≤ n; U(wi) = l∑

k=1 bkizk , 1 ≤ i ≤ m.
Es decir [T ]BB ′ = [aij ] y [U ]B ′B ′′ = [bij ].Entonces

(UT )(vj ) = U( m∑
i=1 aijwi)

= m∑
i=1 aijU(wi)

= m∑
i=1 aij

l∑
k=1 bkizk

= l∑
k=1(

m∑
i=1 bkiaij )zk .Luego el coeficiente kj de la matriz [UT ]BB ′′ es ∑m

i=1 bkiaij que es igual a la fila k de[U ]B ′B ′′ por la columna j de [T ]BB ′ , en símbolos, si A = [T ]BB ′ , B = [U ]B ′B ′′ y C = [UT ]BB ′′ ,entonces [C ]kj = m∑
i=1 bkiaij = Fk (B)Cj (A) = [BA]kj .

�

Corolario 4.5.4. Sean V espacio vectorial de dimensión finita, B = {v1, . . . , vn} base
ordenada de V y T ,U : V → V operadores lineales. Entonces

1. [UT ]B = [U ]B [T ]B .
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2. Si Id : V → V es el operador identidad, entonces [Id]B = Id, donde Id es la

matriz identidad n× n.
3. Si T es invertible, entonces [T ]B es una matriz invertible y[T−1]B = [T ]−1

B .

Demostración. (1). Es inmediato del teorema anterior tomado B ′ = B ′′ = B .
(2). Id(vi) = vi y por lo tanto

[Id]B =


1 0 · · · 00 1 · · · 0... ...0 0 · · · 1
 = Id .

(3). Id = TT−1, luego Id = [Id]B = [TT−1]B = [T ]B [T−1]B .Análogamente, Id = T−1T , luegoId = [Id]B = [T−1T ]B = [T−1]B [T ]B .Por lo tanto [T ]−1
B = [T−1]B . �

Teorema 4.5.5 (Matriz de cambio de base). Sea V un espacio vectorial de dimensión
finita sobre el cuerpo K y sean

B = {v1, . . . , vn}, B ′ = {v ′1, . . . , v ′n}
bases ordenadas de V . Sea T es un operador lineal sobre V. Entonces existe P una
matriz invertible n× n tal que [T ]B ′ = P−1[T ]BP.
Más aún, P = [Id]B ′B , donde Id al operador identidad de V .

Demostración. Tenemos que T = IdT y T = T Id, luego[T ]B ′B ′ = [IdT ]B ′B ′= [Id]BB ′ [T ]B ′B (teorema 4.5.3)= [Id]BB ′ [T Id]B ′B= [Id]BB ′ [T ]BB [Id]B ′B (teorema 4.5.3).Es decir [T ]B ′ = [Id]BB ′ [T ]B [Id]B ′B . (57)Falta probar que [Id]BB ′ es el inverso de [Id]B ′B . Ahora bien,[Id]BB ′ [Id]B ′B = [Id]BB = Id,[Id]B ′B [Id]BB ′ = [Id]B ′B ′ = Id .
�



132 4. TRANSFORMACIONES LINEALESLa matriz P del teorema anterior es llamada la matriz de cambio de base. La fórmula(57) es importante por si misma y debemos recordarla.
El teorema anterior nos permite definir el determinante de un operador lineal. Sea

V un espacio vectorial de dimensión finita sobre el cuerpo K y T un operador linealsobre V . Sean B , B ′ bases ordenadas de V , entonces [T ]B ′ = P−1[T ]BP , para P unamatriz invertible. Por lo tanto,det([T ]B ′) = det(P−1[T ]BP) = det([T ]BPP−1) = det([T ]B ).Es decir, el determinante de la matriz de T en cualquier base siempre es igual.
Definición 4.5.3. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre el cuerpo Ky T un operador lineal sobre V . El determinante de T es el determinante de la matrizde T en alguna base de V .

SECCIÓN 4.6
Autovalores y autovectores

Sea V espacio vectorial de dimensión finita. Un operador lineal en V es diago-
nalizable si existe una base ordenada B = {v1, . . . , vn} de V y λ1, . . . , λn ∈ K talque

T (vi) = λivi, 1 ≤ i ≤ n. (58)En general, los operadores diagonalizables permiten hacer cálculos sobre ellos enforma sencilla, por ejemplo el núcleo del operador definido por (58) es Nu(T ) = 〈vi :
λi = 0〉 y su imagen es Im(T ) = 〈vi : λi 6= 0〉 (vermos la demostración de estos resultadomás adelante). Otra propiedad importante de los operadores diagonalizables es quela matriz de la transformación lineal en una base adecuada es diagonal (de allí vieneel nombre de diagonalizable). En el caso del operador definido por (58) tenemos que

[T ]B =

λ1 0 0 · · · 00 λ2 0 · · · 00 0 λ3 · · · 0... ... ... ...0 0 0 · · · λn

 .
No todo operador lineal es diagonalizable y no es inmediato, ni sencillo, de ladefinición de un operador lineal decidir si es diagonalizable o no. En esta secciónveremos herramientas para estudiar un operador lineal T y su posible diagonalización.La ecuación (58) sugiere se estudien los vectores que son transformados por T enmúltiplos de sí mismos.
Definición 4.6.1. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea T un operadorlineal sobre V . Un valor propio o autovalor de T es un escalar λ de K tal que existeun vector no nulo v ∈ V con T (v ) = λv . Si λ es un autovalor de T , entonces



4. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES 1331. cualquier v ∈ V tal que T (v ) = λv se llama un vector propio o autovector de
T asociado al valor propio λ;2. la colección de todos los v ∈ V tal que T (v ) = λv se llama espacio propio o
autoespacio asociado a λ.

Los valores propios se llaman también a menudo raíces características, eigenvalo-res. valores característicos o valores espectrales. Nosotros usaremos, preferentemente,“autovalores”.
Sea ahora λ ∈ K, definimos

Vλ := {v ∈ V : Tv = λv}.Observar que Vλ 6= 0 si y sólo si λ es autovalor.
Teorema 4.6.1. Sea V un espacio vectorial y sea T : V → V una aplicación lineal.

Sea λ ∈ K entonces, Vλ es subespacio de V .

Demostración. Sean v1, v2 ∈ V tales que Tv1 = λv1 y Tv2 = λv2. Entonces
T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2) = λv1 + λv2 = λ(v1 + v2),es decir si v1, v2 ∈ Vλ, probamos que v1 + v2 ∈ Vλ.

Sea ahora c ∈ F , entonces T (cvi) = cT (v1) = cλv1 = λ(cv1). Por lo tanto, si v1 ∈ Vλy c ∈ F , probamos que cv1 ∈ Vλ.
Esto termina de probar el teorema. �

Teorema 4.6.2. Sea V espacio vectorial y sea T : V → V una aplicación lineal. Sean
v1, . . . , vm autovectores de T , con autovalores λ1, . . . , λm respectivamente. Suponga que
estos autovalores son distintos entre si, esto es, λi 6= λj si i 6= j . Entonces v1, . . . , vm
son linealmente independientes.

Demostración. Hagamos la demostración por inducción sobre m.
Caso base. Si m = 1, no hay nada que demostrar puesto que un vector no nulo elLI.
Paso inductivo. Supongamos que el enunciado es verdadero para el caso m−1 con

m > 1, (hipótesis inductiva o HI), y probemos entonces que esto implica que es ciertopara m. Debemos ver que si
c1v1 + c2v2 + · · · cmvm = 0 (∗)entonces c1 = · · · cm = 0. Multipliquemos (∗) por λ1, obtenemos:

c1λ1v1 + c2λ1v2 + · · · cmλ1vm = 0. (∗∗)También apliquemos T a (∗) y obtenemos
c1λ1v1 + c2λ2v2 + · · · cmλmvm = 0. (∗ ∗ ∗)



134 4. TRANSFORMACIONES LINEALESAhora a (∗∗) le restamos (∗ ∗ ∗) y obtenemos:
c2(λ1 − λ2)v2 + · · · cm(λ1 − λm)vm = 0. (59)Como, por hipótesis inductiva, v2, . . . , vm son LI, tenemos que ci(λ1− λi) = 0 para i ≥ 2.Como λ1 − λi 6= 0 para i ≥ 2, obtenemos que ci = 0 para i ≥ 2. Por (∗) eso implica que

c1 = 0 y por lo tanto ci = 0 para todo i. �

Corolario 4.6.3. Sea V espacio vectorial de dimensión n y sea T : V → V una
aplicación lineal que tiene n autovectores v1, . . . , vn cuyos autovalores λ1, . . . , λn son
distintos entre si. Entonces {v1, . . . , vn} es una base de V .

Recordemos que si T es una transformación lineal, el determinante de T se definecomo el determinante de la matriz de la transformación lineal en una base dada y queeste determinante no depende de la base.
Definición 4.6.2. Sea A ∈ Mn(K) el polinomio característico de A es

χA(x) = det(A− x Id),donde x es una indeterminada.
Sea V espacio vectorial de dimensión finita y sea T : V → V lineal, el polinomio

característico de T es χT (x) = det(T − x Id).
En general, si A = [aij ] matriz n× n, tenemos que

χA(x) = det(A− x Id) = det

a11 − x a12 · · · a1n
a21 a22 − x · · · a2n... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann − x

 (60)
y el polinomio característico de A es un polinomio de grado n, más precisamente

χA(x) = (−1)nxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0.Esto se puede demostrar fácilmente por inducción.
Ejemplo 4.6.1. Sea T : R2 → R2 y su matriz en la base canónica es

A = [a b
c d

]
,

entoncesdet [a− x b
c d− x

] = (a− x)(d− x)− bc = x2 − (a+ d)x + (ad− bc).
Es decir,

χT (x) = x2 − (a+ d)x + (ad− bc).
Ejemplo 4.6.2. Sea

A = [10 −10 68 −8 6
−5 5 −3

]
,



4. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES 135entonces el polinomio característico de A es
det[10− x −10 68 −8− x 6

−5 5 −3− x
] = −x3 − x2 + 6x.

Es posible factorizar esta expresión y obtenemos
χA(x) = −x(x − 2)(x + 3).

Proposición 4.6.4. Sea V espacio vectorial de dimensión n y sea T : V → V lineal.
Entonces λ ∈ K es autovalor si y sólo si λ es raíz del polinomio característico.

Demostración.
(⇒) Si λ es autovalor, entonces existe v ∈ V , no nulo, tal que Tv = λv , luego0 = λTv − v = Tv − λ Id v = (T − λ Id)v.Por lo tanto, T − λ Id no es invertible, lo cual implica que 0 = det(T − λ Id) = χT (λ). Esdecir, λ es raíz del polinomio característico.
(⇐) Si λ es raíz del polinomio característico, es decir si 0 = χT (λ) = det(T − λ Id),entonces T − λ Id no es una matriz invertible, por lo tanto su núcleo es no trivial. Esdecir existe v ∈ V tal que (T − λ Id)v = 0, luego Tv = λv , por lo tanto v es autovectorcon autovalor λ. �

Repetimos ahora algunos conceptos ya expresados al comienzo de la sección.
Definición 4.6.3. Sea V espacio vectorial de dimensión finita y sea T : V → Vlineal. Diremos que T es diagonalizable si existe una base de V de autovectores de

T .
En el caso que T sea una transformación lineal diagonalizable y B = {v1, . . . , vn}sea una base de autovectores con autovalores λ1, . . . , λn, entonces

T (vi) = λivi, 1 ≤ i ≤ n,y, por lo tanto, la matriz de T en la base B es diagonal, más precisamente
[T ]B =


λ1 0 · · · 00 λ2 · · · 0... . . . ...0 0 . . . λn


Ejemplo 4.6.3. Consideremos la transformación lineal de R3 en R3 definida por lamatriz A del ejemplo 4.6.2, es decir (con abuso de notación incluido)[10 −10 68 −8 6

−5 5 −3
][x
y
z

] = [10x − 10y+ 6z8x − 8y+ 6z
−5x + 5y− 3z

]
.

Ya vimos que el polinomio característico de esta aplicación es
χA(t) = t(t − 2)(t + 3).



136 4. TRANSFORMACIONES LINEALESLuego, por proposición 4.6.4, los autovalores de A son 0, 2 y −3. Debido al corolario4.6.3 existe una base de autovectores de A. Veamos cuales son. Si λ autovalor de A, paraencontrar los autovectores con autovalor λ debemos resolver la ecuación Av − λv = 0,en este caso sería [10− λ −10 68 −8− λ 6
−5 5 −3− λ

][x
y
z

] = [000
]
,

para λ = 0, 2,−3. Resolviendo estos tres sistemas, obtenemos que
V0 = {(y, y, 0) : y ∈ R}, V2 = {(−2z,−z, z) : z ∈ R}, V−3 = {(−2z,−2z, z) : z ∈ R}.Por lo tanto, {(1, 1, 0), (−2,−1, 1), (−2,−2, 1)} es una base de autovectores de la trans-formación lineal.

Proposición 4.6.5. Sea V espacio vectorial de dimensión n y sea T : V → V lineal
tal que tiene una base de autovectores B = {v1, . . . , vn} con autovalores λ1, . . . , λn.
Entonces Nu(T ) = 〈vi : λi = 0〉 e Im(T ) = 〈vi : λi 6= 0〉.

Demostración. Reordenemos la base de tal forma que λi = 0 para 1 ≤ i ≤ k y
λi 6= 0 para k < i ≤ n. Todo v ∈ V se escribe en términos de la base como

v = x1v1 + · · ·+ xkvk + xk+1vk+1 + · · ·+ xnvn, (xi ∈ K),y entonces
T (v ) = λk+1xk+1vk+1 + · · ·+ λnxnvn. (61)Luego, T (v ) = 0 si y sólo si xk+1 = · · · = xn = 0, y esto se cumple si y solo si

v = x1v1 + · · · + xkvk , es decir v ∈ 〈vi : λi = 0〉. También es claro por la ecuación (61)que Im(T ) = {λk+1xk+1vk+1 + · · ·+ λnxnvn : xi ∈ K}= {µk+1vk+1 + · · ·+ µnvn : µi ∈ K}= 〈vi : λi 6= 0〉.
�

Ejemplo 4.6.4. Sea T : R2 −→ R2 el operador definido por T (x, y) = (y, x). Probarque T es diagonalizable y encontrar una base de autovectores.
Demostración. Por la proposición 4.6.4, los autovalores de T son las raíces delpolinomio característico, es decir las raíces de

χT (λ) = det [−λ 11 −λ

] = λ2 − 1 = (λ− 1)(λ+ 1).
Luego los autovalores son 1 y −1. Para hallar un autovector con autovalor 1 debemosresolver la ecuación T (x, y) = (x, y). Ahora bien,(x, y) = T (x, y) = (y, x),luego x = y y claramente (1, 1) es autovector con autovalor 1.

Por otro lado T (x, y) = −(x, y), implica que (y, x) = −(x, y), es decir y = −x yclaramente podemos elegir (1,−1) como autovector con autovalor −1.



4. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES 137Luego B = {(1, 1), (1,−1)} es una base de R2 de autovectores de T . �

No todas la matrices son diagonalizables, como veremos en el ejemplo a continua-ción.
Ejemplo 4.6.5. Sea T : R2 −→ R2 el operador definido por T (x, y) = (2x−y, x+4y).Probar que T tiene un único autovalor λ cuyo autoespacio Vλ = {v ∈ R2 : Tv = λv}es de dimensión 1.
Demostración. La matriz de T en la base canónica es

A = [2 −11 4 ] .Por la proposición 4.6.4, los autovalores de T son las raíces del polinomio característico,es decir las raíces dedet [2− x −11 4− x] = (2− x)(4− x) + 1 = x2 − 6x + 9 = (x − 3)2.
Es decir el único autovalor posible es 3.

Debemos ver para que valores (x, y) ∈ R2 se satisface la ecuación
T (x, y) = 3(x, y).tiene solución. Esta ecuación es equivalente a(2x − y, x + 4y) = (3x, 3y) ⇒2x − y = 3x , x + 4y = 3y ⇒

−y = x , x = −y ⇒
y = −xLuego V3 = {(x,−x) : x ∈ R} que es de dimensión 1.

�

Proposición 4.6.6. Sea T un operador lineal diagonalizable sobre un espacio vec-
torial V de dimensión finita. Sean λ1, . . . , λk los autovalores distintos de T . Entonces,
el polinomio característico de T es

χT (x) = (λ1 − x)d1 . . . (λk − x)dk
con

di = dimVλi,
para i = 1, . . . , k .

Demostración (∗). T es un operador lineal diagonalizable y λ1, . . . , λk los valorespropios distintos de T . Entonces existe una base ordenada B con respecto a la cual
T está representado por una matriz diagonal; es decir, los elementos de la diagonalson los escalares λj cada uno de los cuales se repite un cierto número de veces. Másespecíficamente, si vj1, . . . , vjdj son los vectores en B con autovalor λj (1 ≤ j ≤ k),reordenamos la base de tal forma que primero estén los autovectores con autovalor λ1,



138 4. TRANSFORMACIONES LINEALESa continuación los de autovalor λ2, etc.:
B = {v11, . . . , v1d1, . . . , vk1, . . . , vkdk}.Ahora bien, si v ∈ V , entonces

v = x1v11 + · · ·+ xd1v1d1 + · · ·+ xnvn1 + · · ·+ xdnvndn= v1 + v2 + · · ·+ vkcon vi = xivi1 + · · ·+ xdividi ∈ Vλi . Luego
T (v ) = λ1v1 + λ2v2 · · ·+ λkvk (62)

Veamos que Vλi =< vi1, . . . , vidi > para 1 ≤ i ≤ k . Es claro que < vi1, . . . , vidi >⊂ Vλi .Probemos ahora que, Vλi ⊂< vi1, . . . , vidi >: si v ∈ Vλi , entonces T (v ) es como en (62)y, por lo tanto, si vj 6= 0 para j 6= i entonces T (v ) 6= λjv , lo que contradice la hipótesis.Es decir v = vi ∈< vi1, . . . , vidi >. Hemos probado que Vλi =< vi1, . . . , vidi > y como
vi1, . . . , vidi son LI, entonces dimVλi = di.

Por otro lado, la matriz de T en la base B tiene la forma
λ1 Id1 0 · · · 00 λ2 Id2 · · · 0... ... ...0 0 · · · λn Idn


donde Idj es la matriz identidad dj × dj . Luego, el polinomio característico de T es elproducto (λ1 − x)d1 . . . (λk − x)dk .

�

Ejemplo 4.6.6. Sea T un operador lineal sobre R3 representado en la base ordenadacanónica por la matriz
A = [ 5 −6 −6

−1 4 23 −6 −4
]
.

El polinomio característico de A es
χA(x) = det[5− x −6 −6

−1 4− x 23 −6 −4− x
] = −x3 + 5x2 − 8x + 4 = −(x − 2)2(x − 1).

¿Cuáles son las dimensiones de los espacios de los vectores propios asociados con losdos valores propios? Se deben resolver las ecuaciones asociadas a las matrices
A− 2 Id = [ 3 −6 −6

−1 2 23 −6 −6
]

y
A− Id = [ 4 −6 −6

−1 3 23 −6 −5
]
.



4. AUTOVALORES Y AUTOVECTORES 139Las soluciones de estos sistemas son los autoespacios de autovalor 2 y 1 respectiva-mente. En el primer caso,[ 3 −6 −6
−1 2 23 −6 −6

]
F1+3F2−→
F3+3F2

[ 0 0 0
−1 2 20 0 0

]
.

Luego, la solución del sistema asociado a A− 2 Id es
V2 = {(2y+ 2z, y, z) : y, z ∈ R} =< (2, 1, 0), (2, 0, 1) >cuya dimensión es 2.

Por otro lado,[ 4 −6 −6
−1 3 23 −6 −5

]
F1+4F2−→
F3+3F2

[ 0 6 2
−1 3 20 3 1

]
F1−2F3−→
F2−F3

[ 0 0 0
−1 0 10 3 1

]
.

Luego, la solución del sistema asociado a A− Id es
V1 = {(z,−13z, z) : z ∈ R} =< (1,−13 , 1) > .

Entonces, una base de autovectores de T podría ser
B = {(2, 1, 0), (2, 0, 1), (1,−13 , 1)}y en esa base la matriz de la transformación lineal es

[T ]B = [2 0 00 2 00 0 1
]
.





5 Espacio con producto interno

Las propiedades algebraicas de Rn no son suficientes para hacer frente a ciertasnociones geométricas como ángulos, perpendicularidad y longitud. Hemos visto en elcapítulo 1 que con la introducción del producto escalar pudimos definir y trabajar losconceptos previamente mencionados. En este capítulo daremos algunas propiedadesadicionales del producto escalar, veremos que las matrices simétricas pueden ser in-terpretadas a partir del producto escalar y, finalmente, probaremos que las matricessimétricas son diagonalizables.
SECCIÓN 5.1

Producto interno

Recordemos que en el capítulo 1 hemos visto que el producto escalar entre dosvectores x, y ∈ Rn se define como
〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn = n∑

i=1 xiyi.También recordemos que si x ∈ Rn, entonces la norma de x es ||x|| = √
〈x, x〉 =√∑n

i=1 x2
i .

Como hemos visto en el capítulo 1 el producto escalar cumple cuatro propiedadesbásicas, que hemos llamado P1 (simetría), P2 y P3 (bilinealidad o linealidad en cadavariable), y P4 (positividad). Estas son las únicas propiedades que usaremos, y no ladefinición explícita de producto escalar, para deducir los resultados de esta sección.Definición 5.1.1. Sea V un espacio vectorial y una función
〈 , 〉 : V × V → R.Diremos que 〈 , 〉 es un producto interno si para todo v, w, u ∈ Rn, se satisface:141
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P1.

〈v, w〉 = 〈w, v〉.
P2.

〈v, w + u〉 = 〈v, w〉+ 〈v, u〉 = 〈w + u, v〉.
P3. Si λ ∈ R, entonces

〈λv,w〉 = λ〈v, w〉 y 〈v, λw〉 = λ〈v, w〉.
P4. Si v = 0 es el vector cero, entonces 〈v, v〉 = 0, de lo contrario

〈v, v〉 > 0
Es decir 〈 , 〉 es una forma bilineal (P2 y P3), simétrica (P1) y positiva (P4)

Obviamente el producto escalar en Rn es un producto interno, que llamaremos el
producto interno canónico de Rn. Los resultados de esta sección valen en generalpara un producto interno en un espacio vectorial de dimensión finita, pero tendremossiempre en mente el producto escalar en Rn.

Ejemplo 5.1.1. El producto escalar es uno entre muchos de los productos internosque podemos tener en Rn, por ejemplo, en R3, la función definida:
〈(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)〉 = 2x1y1 − x1y2 − x2y1 + 2x2y2 − x2y3 − x3y2 + 2x3y3Es un producto interno (ejercicio).

Ejemplo 5.1.2. También se puede definir un producto interno en un espacio dedimensión infinita, como veremos a continuación.
Sea E = C 0([a, b]) el espacio vectorial cuyos elementos son las funciones continuas

f : [a, b]→ R. Se puede definir un producto interno en E de la siguiente manera: sean
f , g ∈ C 0([a, b]), entonces

〈f , g〉 = ∫ b

a
f (x)g(x)dx.Usando las propiedades de la integral es sencillo ver que 〈, 〉 es una 2-forma, bilinealy simétrica. Por propiedades de las funciones continuas se demuestra que además la2-forma es positiva.

Este producto interno se utiliza en el estudio de series de Fourier.
Proposición 5.1.1. Sean x, y ∈ Rn. Entonces,

1. Si c ∈ R, tenemos ||cx|| = |c|||x||.
2. ||x + y||2 = ||x||2 + ||y||2 + 2〈x, y〉.

Demostración.
Demostración de 1. Es exactamente, proposición 1.3.1 (que se demuestra usandoP3).
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Demostración de 2.

||u+ v ||2 = 〈u+ v, u+ v〉= 〈u, u+ v〉+ 〈v, u+ v〉(P2)= 〈u, u〉+ 〈u, v〉+ 〈v, u〉+ 〈v, v〉(P2)= 〈u, u〉+ 2〈u, v〉+ 〈v, v〉(??)= ||u||2 + ||v ||2 + 2〈u, v〉.
�

Recordemos que dos vectores x, y de Rn son perpendiculares u ortogonales si
〈x, y〉 = 0, lo cual era denotado x ⊥ y.

Definición 5.1.2. Sea X ⊂ Rn, diremos que X es un conjunto ortogonal si v ⊥ wpara v, w ∈ X , v 6= w . Diremos que X es un conjunto ortonormal si X es ortogonal ytodos los vectores de X son unitarios (es decir ||v || = 1 para v ∈ X ).
Proposición 5.1.2. Sea

X = {v1, . . . , vr} ⊂ Rn

un conjunto ortogonal. Sea

X ′ = { v1
||v1|| , . . . ,

vr
||vr||

}
.

Entonces X ′ es un conjunto ortonormal.

Demostración. Para demostrar esto debemos ver que dos vectores distintos de X ′son ortogonales y que cada vector de X ′ es de norma 1.
Sea i 6= j , entonces

〈 vi||vi||
| vj||vj ||

〉 = 1
||vi||||vj ||

〈vi|vj〉 = 0.
Por otro lado,

〈 vi||vi||
| vi||vi||

〉 = 1
||vi||2 〈vi|vi〉 = 1

||vi||2 ||vi||2 = 1.
�

Teorema 5.1.3. Sea X ⊂ Rn un conjunto ortogonal. Entonces X es LI.

Demostración. Sea X = {v1, . . . , vr} y sea a1, . . . , ar en F tales que ∑r
i=1 aivi = 0.Entonces, dado j con 1 ≤ j ≤ r, tenemos

0 = 〈 r∑
i=1 aivi, vj〉 =

r∑
i=1 ai〈vi, vj〉 = aj〈vj , vj〉 = aj ||vj ||2.



144 5. ESPACIO CON PRODUCTO INTERNOComo X es un conjunto ortogonal, ||vj || > 0, luego aj = 0 para cualquier j . Es decirhemos probado que todos los coeficientes de la suma son cero y por lo tanto X esLI. �Proposición 5.1.4.
1. Teorema de Pitágoras: si u ⊥ v , entonces ||u+ v ||2 = ||u||2 + ||v ||2.
2. Ley del Paralelogramo: ||u+ v ||2 + ||u− v ||2 = 2||u||2 + 2||v ||2.

Demostración. Ambas demostraciones se hacen desarrollando las fórmulas y usan-do las propiedades del producto escalar.
Demostración de 1.

||u+ v ||2 = 〈u+ v, u+ v〉 = 〈u, u+ v〉+ 〈v, u+ v〉 = 〈u, u〉+ 〈u, v〉+ 〈v, u〉+ 〈v, v〉.Las igualdades de arriba se deben a la bilinealidad del producto interno. Ahora bien,como u ⊥ v , tenemos que 0 = 〈u, v〉 = 〈v, u〉, luego
||u+ v ||2 = 〈u, u〉+ 〈v, v〉 = ||u||2 + ||v ||2.

Demostración de 2.
||u+ v ||2 + ||u− v ||2 = 〈u+ v, u+ v〉+ 〈u− v, u− v〉= 〈u, u〉+ 2〈u, v〉+ 〈v, v〉+ 〈u, u〉 − 2〈u, v〉+ 〈v, v〉= 2||u||2 + 2||v ||2.

�Definición 5.1.3. Si X ⊂ Rn es ortogonal (ortonormal) y es base, diremos que X esuna base ortogonal (resp. base ortonormal) o diremos que X es BO (resp. BON).Ejemplo 5.1.3.
1. La base canónica de Rn es ortonormal.2. Si u = (1, 1), v = (1,−1), entonces u, v es una base ortogonal.Proposición 5.1.5. Sea X = {v1, . . . , vn} una base ortogonal, entonces

X ′ = { v1
||v1|| , . . . ,

vn
||vn||

}
es una base ortonormal.

Demostración. Hemos probado en la proposición 5.1.2 que X ′ es un conjunto or-tonormal. Por teorema 5.1.3. X ′ es un conjunto LI. Veamos ahora que es X ′ genera a
V .

Sea v ∈ V , como X es base de V , en particular genera a V , luego existen ai ∈ R ,tal que v =∑i aivi. Luego
v =∑

i
aivi =∑

i
ai
||vi||
||vi||

vi =∑
i

(ai||vi||) vi||vi|| .



5. PRODUCTO INTERNO 145Luego X ′ es un conjunto de generadores de V . �

Ejemplo 5.1.4. 1. Si u = (1, 1), v = (1,−1), entonces ||u|| = ||v || = √2 y( 1√2 , 1√2 ), ( 1√2 , −1√2 ) es una base ortonormal.
Observación 5.1.1. No es difícil ver en un dibujo que

pru(v ) := 〈u|v〉〈u|u〉ues la proyección de v en u y que (v − pr(v )) ⊥ u. Es decir, los vectores
u, v − 〈u|v〉〈u|u〉u,son ortogonales.

falta
Figura 1. Proyección de v en u cuando ||v || = 1.

Esto, además de la interpretación geométrica, lo podemos demostrar algebraica-mente:
〈v − 〈u, v〉〈u, u〉u, u〉 = 〈v, u〉 − 〈u, v〉〈u, u〉〈u, u〉 = 〈v, u〉 − 〈u, v〉 = 0.

Proposición 5.1.6 (Desigualdad de Schwarz). Sean u, v ∈ Rn. Entonces
|〈u, v〉| ≤ ||u||||v ||.

Demostración. Primero daremos una demostración basada en los resultados geo-métricos vistos en el capítulo 1, luego, el lector interesado, podrá leer una demostraciónalgebraica del resultado.
Demostración 1. Esta demostración es válida para el producto escalar en Rn. Lafórmula (2) nos dice que

〈u, v〉 = ||u||||v || cos(θ)donde θ es el ángulo comprendido entre u y v . Como | cos(θ)| ≤ 1, tenemos
|〈u, v〉| = ||u|| ||v || | cos(θ)| ≤ ||u|| ||v ||.

Demostración 2 (∗). Sea c = 〈u, v〉
〈u, u〉 = 〈u, v〉||u||2 , entonces, por la observación 5.1.1,tenemos que v − cu es ortogonal a u. Ahora bien,
v = (v − cu) + cuy (v − cu) ⊥ cu. Por Pitágoras

||v ||2 = ||v − cu||2 + ||cu||2= ||v − cu||2 + |c|2||u||2.



146 5. ESPACIO CON PRODUCTO INTERNOComo ||v − cu||2 ≥ 0, tenemos que |c|2||u||2 ≤ ||v ||2 y sacando raíces cuadradas obte-nemos
|c|||u|| ≤ ||v || ⇒ |〈u, v〉|||u||2 ||u|| ≤ ||v || ⇒

|〈u, v〉|
||u|| ≤ ||v || ⇒ |〈u, v〉| ≤ ||v ||||u||.

�

Teorema 5.1.7 (Desigualdad triangular). Sean u, v ∈ Rn, entonces
||u+ v || ≤ ||u||+ ||v ||

Demostración. Probar
||u+ v ||2 ≤ (||u||+ ||v ||)2desarrollando el lado izquierdo de la desigualdad como 〈u+v, u+v〉 y el lado derechopor el cálculo del binomio al cuadrado. Luego usar la desigualdad de Schwarz. �

Ahora vamos a demostrar el proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt, queconsta de un algoritmo que permite pasar de una base cualquiera {v1, . . . , vn} de Rna una base ortonormal {u1, . . . , un}, con la importante propiedad de que, para m con1 ≤ m ≤ n, el subespacio generado por los vectores {u1, . . . , um} es el mismo que elsubespacio generado por los vectores {v1, . . . , vm}.
La idea del proceso es sencillo para dos vectores: sean v1, v2 ∈ Rn no nulos y noproporcionales, vimos en la observación 5.1.1 que los vectores

w1 = v1, w2 = v2 − prv1(v2) = v2 − 〈v1, v2〉〈v1, v1〉v1son ortogonales. Ahora bien, v1 = w1 y v2 = 〈v1,v2〉
〈v1,v1〉w1 + w2, luego w1, w2 generan elmismo subespacio que v1, v2. Concluyendo, dados v1, v2 dos vectores LI, w1, w2 son dosvectores ortogonales que generan el mismo subespacio. Para n > 2 la idea es similar.

Proposición 5.1.8 (Proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt). Sea {v1, . . . , vn}
una base de Rn. Entonces existe una base ortogonal {w1, . . . , wn} tal que el subespacio
generado por los vectores {w1, . . . , wm} es el mismo que el subespacio generado por
{v1, . . . , vm} (1 ≤ m ≤ n). Explícitamente, la base es

w1 = v1, (1)
w2 = v2 − 〈v2, w1〉

〈w1, w1〉w1, (2)
w3 = v3 − 〈v3, w1〉

〈w1, w1〉w1 − 〈v3, w2〉
〈w2, w2〉w2, (3)

... ...

wn = vn −
〈vn, w1〉
〈w1, w1〉w1 − 〈vn, w2〉

〈w2, w2〉w2 − · · · − 〈vn, wn−1〉
〈wn−1, wn−1〉wn−1. (n)
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En forma más breve, para 1 ≤ i ≤ n,

wi = vi −
i−1∑
j=1
〈vi, wj〉
〈wj , wj〉

wj (i)
Demostración (∗). Haremos la demostración por inducción sobre n.
Para n = 1 el resultado es trivial.
Supongamos que el resultado valga para k − 1 > 0, es decir {w1, . . . , wk−1} esortogonal y span(w1, . . . , wk−1) = span(v1, . . . , vk−1). Probemos el resultado para k . Si

i < k ,
〈wk , wi〉 = 〈vk − k−1∑

j=1
〈vk , wj〉
〈wj , wj〉

wj , wi〉 = 〈vk , wi〉 − k−1∑
j=1
〈vk , wj〉
〈wj , wj〉

〈wj , wi〉

= 〈vk , wi〉 − 〈vk , wi〉 = 0.Es decir 〈wk , wi〉 = 0 para todo i < k . Por consiguiente, {w1, . . . , wk} es ortogonal.
Demostremos ahora que span{w1, . . . , wm} = span{v1, . . . , vm} para 1 ≤ m ≤ n.
span{w1, . . . , wm} ⊂ span{v1, . . . , vm}: por la fórmula (i) es claro que wm es com-binación lineal de vm y w1, . . . , wm−1. Por hipótesis inductiva, los w1, . . . , wm−1 soncombinación lineal de los v1, . . . , vm−1, luego los w1, . . . , wm son combinación lineal delos v1, . . . , vm.
span{v1, . . . , vm} ⊂ span{w1, . . . , wm}: Como

vk = wk + k−1∑
j=1
〈vk , wj〉
〈wj , wj〉

wj ,

tenemos que span{v1, . . . , vm} ⊂ span{w1, . . . , wm}. �

Observación 5.1.1. Sea W subespacio de Rn, entonces existe una base ortogonal de
W . Esto se deduce del proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt: sea v1, . . . , vk unabase de W y completamos a v1, . . . , vn una base de Rn. Por Gram-Schmidt obtenemosuna BO w1, . . . , wn tal que el subespacio generado por w1, . . . , wi es igual al subespaciogenerado por v1, . . . , vi para 1 ≤ i ≤ n. En particular W = 〈v1, . . . , vk〉 = 〈w1, . . . , wk〉 ypor lo tanto w1, . . . , wk es una BON de W .

En la práctica, dada una base v1, . . . , vk de W , con los primeros k pasos del procesode ortogonalización de Gram-Schmidt obtenemos w1, . . . , wk una base ortogonal de W .
Ejemplo 5.1.5. Encontrar una base ortogonal del subespacio de R3 generado porlos vectores (1, 2,−1) y (−2,−1, 0)



148 5. ESPACIO CON PRODUCTO INTERNOSolución. Por Gram-Schmidt:
w1 = (1, 2,−1),
w2 = (−2,−1, 0)− 〈(−2,−1, 0), w1〉

〈w1, w1〉 w1,es una base ortogonal de W . Calculemos
w2 = (−2,−1, 0)− 〈(−2,−1, 0), (1, 2,−1)〉

〈(1, 2,−1), (1, 2,−1)〉 (1, 2,−1)
= (−2,−1, 0)− −46 (1, 2,−1)
= (−2,−1, 0)− (−23 , −43 , 23)
= (−43 , 13 , −23 ).Para simplificar, multiplicamos a w2 por 3 y obtenemos que(1, 2,−1), (−4, 1,−2)es una BO de W .

�

Definición 5.1.4. Sean U,W subespacios de Rn. Diremos que U es ortogonal a Wy denotaremos U ⊥ W si para todo u ∈ U y para todo w ∈ W tenemos que 〈u,w〉 = 0.
Si X es subconjunto de Rn, definimos

X⊥ := {u ∈ Rn : 〈u, x〉 = 0,∀ x ∈ X} = {u ∈ Rn : 〈u, X〉 = 0}.
Proposición 5.1.9. Sea X ⊂ Rn, entonces X⊥ es un subespacio de Rn.

Demostración. Debemos probar que si u, v ∈ X⊥ y c ∈ R, entonces cu + v ∈ X⊥,es decir que para todo x ∈ X , se cumple que 〈cu+ v, x〉 = 0. Ahora bien,
〈cu+ v, x〉 = c〈u, x〉+ 〈v, x〉 = 0.

�

Definición 5.1.5. Sea Rn espacio vectorial con producto interno 〈 , 〉 y sea Xsubconjunto de Rn. Diremos que X⊥ es el subespacio ortogonal a X en Rn.
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Diagonalización de matrices

simétricas

Observar que en Rn el producto escalar es
〈(x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)〉 =∑

i
xiyi = [x1 · · · xn]

y1...
yn

 .
Es decir si usamos la convención que un vector en Rn se escribe como una matrizcolumna (de n filas y una columna), tenemos que dados x, y ∈ Rn,

〈x, y〉 = x ty.
Recordemos que una matriz es simétrica si At = A.
Proposición 5.2.1. Si A es una matriz n× n simétrica, entonces

a)
〈Ax, y〉 = 〈x, Ay〉.b) Si W un subespacio de Rn invariante por A, entonces W ⊥ es invariante por A.

Demostración. Notar que
〈Ax, y〉 = (Ax)ty = x tAty = x tAy = 〈x, Ay〉

�

Proposición 5.2.2. Sea A matriz simétrica n×n yW un subespacio de Rn invariante
por A, entonces W ⊥ es invariante por A.

Demostración. Sea u ∈ W ⊥, debemos ver que Au ∈ W ⊥, es decir que 〈Au,w〉 = 0para todo w ∈ W . Ahora bien,
〈Au,w〉 = (Au)tw = utAtw = utAw = ut(Aw) = 〈u, Aw〉 = 0.La útima igualdad es válida pues u ∈ W ⊥ y como w ∈ W , por hipótesis Aw ∈ W . �

Veremos ahora que una matriz simétrica es diagonalizable, es decir que hay unabase de autovectores del operador asociado a la matriz o, equivalentemente, existematriz P invertible tal que P−1AP es diagonal.
Usaremos el siguiente resultado sin demostración.



150 5. ESPACIO CON PRODUCTO INTERNOTeorema 5.2.3 (Teorema fundamental del álgebra). Todo polinomio no constante con
coeficientes complejos tiene al menos una raíz compleja. Es decir si

p(x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a0, con ai ∈ C, an 6= 0 y n ≥ 1,
entonces existe α ∈ C tal que p(α) = 0.

Pese a llamarse “Teorema fundamental del álgebra”, este resultado no suele de-mostrarse en los cursos de álgebra, pues su demostración requiere del uso de análisismatemático.
Si α es raíz de p, un polinomio de grado n, por el teorema del resto, p(x) =(x − α)p1(x), con p1 un polinomio de grado n− 1. Aplicando inductivamente este pro-cedimiento, podemos deducir:
Corolario 5.2.4. Si p es un polinomio de de grado n ≥ 1 con coeficientes en C,

entonces
p(x) = c(x − α1)(x − α2) . . . (x − αn),

con c, αi ∈ C.

Observación 5.2.1. Recordemos que si a+bi ∈ C, a es la parte real y b es la parte
imaginaria. El conjugado a+ bi es a+ bi = a− bi. La conjugación cumple que z = z,
z +w = z +w y zw = z w (z,w ∈ C). Recordemos también que zz = |z|2.

Si x ∈ Cn, entonces cada coordenada de x es un número complejo, es decir xi =
ai + ibi, con ai, bi ∈ R. Luego si v = (a1, . . . , an) y w = (b1, . . . , bn), tenemos que
x = v + wi con v, w ∈ Rn. En este caso, diremos que v es la parte real de x y w laparte imaginaria. También podemos extender la conjugación a Cn y Cn×m coordenadaa coordenada y entonces no es difícil verificar que si A,B ∈ Cn×m

A = A, A+ B = A+ B,y que si A ∈ Cn×m, B ∈ Cm×k , α ∈ C, entonces αA = α A y además
αAB = α AB = AαB.Notar también que si z = (z1, . . . , zn),

zt z = [z1 . . . zn]
z1...
zn

 = |z1|2 + · · ·+ |zn|2,
que es > 0 si el vector no es nulo. Denotaremos la expresión de arriba como ||z||2.

Teorema 5.2.5. Sea A matriz simétrica n×n, con coeficientes reales. Entonces existe
λ ∈ R autovalor de A.

Demostración. Extendamos A a una transformación lineal de A : Cn → Cn demanera natural (con el producto de matrices). Sea χA el polinomio característico de A.Por el teorema fundamental del álgebra, existe λ ∈ C tal que χA(λ) = 0. Luego existe
x ∈ Cn, no nulo, tal que Ax = λx . Veremos que λ es un número real. Por un lado, como
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A tiene coeficientes reales, tenemos que A = A y entonces:

x tAx = x tAx = x tAx = x tλx = λx tx = λ||x||2.Por otro lado, como A es simétrica,
x tAx = x tAtx = (Ax)tx = (λx)tx = λx tx = λ||x||2.Por lo tanto, λ = λ, lo cual nos dice que λ ∈ R. Es decir, tenemos un vector x ∈ Cn y

λ ∈ R, tal que Ax = λx . Si x = v + iw con v, w ∈ Rn, entonces
λv + iλw = λx = Ax = Av + iAw.Como A es una matriz real Av, Aw ∈ Rn y como λ ∈ R, tenemos que Av = λv y

Aw = λw , luego hay al menos un autovector en Rn con autovalor λ ∈ R. �

El siguiente resultado, el teorema espectral, requiere para su demostración unageneralización del resultado anterior para espacios de producto interno de dimensiónfinita y matrices (transformaciones lineales) simétricas respecto a este producto in-terno. Todos estos conceptos y resultados son generalizaciones sencillas, pero llevanalgún tiempo desarrollarlas y no las veremos ahora. La demostración que daremos delteorema espectral se hará por inducción en la dimensión del espacio y utiliza en elpaso inductivo la generalización del teorema 5.2.5.
Teorema 5.2.6 (Teorema espectral). Sea A matriz simétrica n × n. Entonces existe

U = {u1, . . . , un} una BON de Rn de autovectores de A.

Demostración. Se hará por inducción en n = dim(V ).
Si n = 1 es trivial.
Supongamos que vale para n− 1 con n > 1, y probaremos el resultado para n. Porle teorema 5.2.5 existe λ ∈ R y x ∈ Rn tal que Ax = λx . Si un = x/||x||, un tiene norma1 y cumple también que Aun = λun. Sea W = span{un}. Entonces por corolario 5.2.2,

W ⊥ es invariante por A. Podemos considerar entonces a A como una transformaciónlineal de W ⊥ a W ⊥. No es difícil verificar que el producto interno canónico es unproducto interno en W ⊥ y que A es una matriz simétrica con este producto internorestringido.
Como dim(W ⊥) = n − 1, por hipótesis inductiva existe {u1, . . . , un−1} una BON de

W ⊥ de autovectores de A : W ⊥ → W ⊥. Es claro entonces que U = {u1, . . . , un} unaBON de Rn de autovectores de A. �

Corolario 5.2.7. Sea A matriz simétrica n× n, entonces A es diagonalizable.

Ejemplo 5.2.1. Encontremos autovalores y autovectores de la matriz
A = [ 2 −1 0

−1 2 −10 −1 2
]
.



152 5. ESPACIO CON PRODUCTO INTERNOComo es una matriz simétrica sabemos que es diagonalizable, es decir tiene una basede autovectores. El polinomio característicos es
χA(x) = det[2− x −1 0

−1 2− x −10 −1 2− x
] = −x3 + 6x2 − 10x + 4.

Ahora bien, las raices de −x3 + 6x2 − 10x + 4 son
λ1 = 2 +√2
λ2 = 2
λ3 = 2−√2Para averiguar los autovectores debemos plantear las ecuaciones Ax = λix , que resul-tan en los siguiente sistema de ecuaciones2x1 − x2 = λix1

−x1 + 2x2 − x3 = λix2
−x2 + 2x3 = λix3,(i = 1, 2, 3), o equivalentemente, (2− λi)x1 + x2 = 0

−x1 + (2− λi)x2 − x3 = 0
−x2 + (2− λi)x3 = 0,(i = 1, 2, 3). En el caso de λ1 = 2 +√2, resulta
−
√2x1 + x2 = 0

−x1 −√2x2 − x3 = 0
−x2 −√2x3 = 0,cuya solución es λ(1,−√2, 1). Si continuamos resolviendo los sistemas de ecuaciones,podemos encontrar la siguiente base de autovectores:

v1 = (1,−√2, 1)
v2 = (−1, 0, 1)
v3 = (1,√2, 1).



A Números complejos

SECCIÓN A.1
Cuerpos

En el cuatrimestre pasado se ha visto el concepto de cuerpo, del cual haremos unrepaso (ver también https://es.wikipedia.org/wiki/Cuerpo_(matemáticas)).
Definición A.1.1. Un conjunto K es un cuerpo si es un anillo de división conmutati-vo, es decir, un anillo conmutativo con unidad en el que todo elemento distinto de ceroes invertible respecto del producto. Por tanto, un cuerpo es un conjunto K en el quese han definido dos operaciones, ’+’ y ’·’, llamadas adición y multiplicación respecti-vamente, que cumplen las siguientes propiedades. En la siguiente lista de axiomas a,

b, c denotan elementos arbitrarios de K, y 0 y 1 denotan elementos especiales de Kque cumplen las propiedades especificadas más abajo.
I1. a+ b y a · b pertenecen a K.
I2. Conmutatividad. a+ b = b+ a; ab = ba.
I3. Asociatividad. (a+ b) + c = a+ (b+ c); (a · b) · c = a · (b · c).
I4. Existencia de elemento neutro. Existen números 0, 1 ∈ K con 0 6= 1 tal que

a+ 0 = a; a · 1 = a.
I5. Distributividad. a · (b+ c) = a · b+ a · c.
I6. Existencia del inverso aditivo. Por cada a en K existe un único −a en K talque a+ (−a) = 0.
I7. Existencia de inverso multiplicativo. Si a es distinto de 0, existe un único ele-mento a−1 ∈ K tal que a · a−1 = 1.
Muchas veces denotaremos el producto yuxtaponiendo los elementos, es decir ab :=

a·b, para a, b ∈ K. Debido a la ley de asociatividad para la suma (axioma I3) (a+b)+c153

https://es.wikipedia.org/wiki/Cuerpo_(matem�ticas)


154 A. NÚMEROS COMPLEJOSes igual a a+ (b+ c) y por lo tanto podemos eliminar los paréntesis sin ambigüedad.Es decir, denotamos
a+ b+ c := (a+ b) + c = a+ (b+ c).De forma análoga, usaremos la notación

abc = (ab)c = a(bc).Debido a la ley de conmutatividad (axioma I2), es claro que del axioma I4 se deduceque 0 + a = a + 0 = a y 1a = a1 = a. Análogamante, por I2 e I6 obtenemos que
−a+ a = a+ (−a) = 0, y por I6 que aa−1 = a−1a = 1.

Todos los axiomas corresponden a propiedades familiares de los cuerpos que yaconocemos, como ser el cuerpo de los números reales, denotado R y el cuerpo de losnúmeros racionales (fracciones), denotado Q. De ellas pueden deducirse la mayoría delas reglas comunes a los cuerpos. Por ejemplo, podemos definir la operación de sus-tracción diciendo que a−b es lo mismo que a+(−b); y deducir las reglas elementalespor ejemplo,
a− (−b) = a+ b, −(−a) = a.También podemos deducir (ab)−1 = a−1b−1con tal que a y b sean diferentes de cero. Otras reglas útiles incluyen

−a = (−1)ay más generalmente
−(ab) = (−a)b = a(−b),y también

ab = (−a)(−b),así como
a · 0 = 0,todas reglas familiares de la aritmética elemental.

A.1.1. Un cuerpo finito A modo de ejemplo, y para entrenar la intuición de queun cuerpo no necesariamente tiene un número infinito de elementos, consideremos elconjunto con dos elementos F2 = {0, 1}. Definimos la suma +: F2 × F2 → F2 mediantela regla 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0y el producto · : F2 × F2 → F2 como0 · 0 = 0, 0 · 1 = 0, 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.Dejamos como ejercicio para el lector comprobar que estas operaciones así definidassatisfacen los axiomas I1. a I7. y por lo tanto F2 es un cuerpo, con dos elementos.
Observación A.1.1. El lector suspicaz reconocerá en estas operaciones a la sumay el producto definidos en el conjunto Z2 = {0, 1} de congruencias módulo 2 definidoen Álgebra 1/Matemática Discreta I. En efecto, resultados desarrollados en ese curso



A. NÚMEROS COMPLEJOS 155permiten demostrar que los conjuntos Zp, con p primo, son ejemplos de cuerpos, eneste caso con p elementos.
SECCIÓN A.2

Números complejos

La ecuación polinómica x2 + 1 = 0 (¿cuál es el número que elevado al cuadrado yadicionado 1 da 0?) no tiene solución dentro del cuerpo de los números reales, puestodos sabemos que x2 ≥ 0 para todo x ∈ R y por lo tanto x2 +1 > 0 ∀ x ∈ R. Podemosextender R a otro cuerpo, de tal forma que toda ecuación polinómica con coeficentesen R tenga solución.
Definición A.2.1. Los números complejos es el conjunto C de los pares ordendados(a, b), denotados a+ ib, con a, b en R, con las operaciones ’+’ y ’·’, definidas(a+ ib) + (c + id) := (a+ c) + i(c + d), (63)(a+ ib) · (c + id) := (ac − bd) + i(ad+ bc). (64)Al número complejo i = 0 + i · 1 lo llamamos el imaginario puro. Si z = a + ib es unnúmero complejo, diremos que a es la parte real de z y la denotamos a = Re z. Porotro lado, b es la parte imaginaria de z que es denotada b = Im z.
Es claro que z = a+ib es igual a w = c+id si coinciden su parte real e imaginaria,es decir

a+ bi = c + di ⇔ a = c ∧ b = d.

Podemos ver a R contenido en C, con la correspondencia a→ a+ i ·0 y observamosque si nos restringimos a R, tenemos las reglas de adición y multiplicación usuales.
La definición de la suma de dos números complejos no debería sorprendernos,pues es la suma “coordenada a coordenada”. La definición del producto se basa enque deseamos que i2 = −1, es decir que i sea la solución de la ecuación polinómica

x2 + 1 = 0, y que el producto sea distributivo.
Primero, comprobemos que i2 = −1. Esto es debido a que

i2 = (0 + i · 1)(0 + i · 1) = (0 · 0− 1 · 1) + i(0 · 1 + 1 · 0) = −1,y por lo tanto i2 + 1 = −1 + 1 = 0.
Sean 0 = 0 + i · 0, 1 = 1 + i · 0 ∈ C, es fácil comprobar que son los elementosneutros de la suma y el producto, respectivamente. Por otro lado, si z = a + ib,entonces −z = −a− ib es el opuesto aditivo de z. El inverso multiplicativo es un pocomás complicado. Primero observemos que dado a+ ib ∈ C,(a+ ib)(a− ib) = aa− b(−b) = a2 + b2 ∈ R.



156 A. NÚMEROS COMPLEJOSSupongamos que a+ ib 6= 0, encontremos a partir de las reglas de adición y multipli-cación la inversa de z. Sea c + id tal que (a+ ib)(c + id) = 1, luego
c + id = 1

a+ ib = 1
a+ ib a− iba− ib = a− ib(a+ ib)(a− ib) = a− ib

a2 + b2 = a
a2 + b2 − i b

a2 + b2(observar que como a+ ib 6= 0, entonces a2 + b2 > 0.)
Usando lo anterior, y un poco más de trabajo, obtenemosProposición A.2.1. Sean 0 = 0+i·0, 1 = 1+i·0 ∈ C. Entonces, C con las operaciones

’+’ y ’·’, definidas en (63) y (64), respectivamente, es un cuerpo con elementos neutros0 y 1, y
−(a+ ib) = −a− ib
(a+ ib)−1 = a− ib

a2 + b2 , para a+ ib 6= 0.
Demostración. Ejercicio. �

Hemos definido los números complejos como pares ordenados y como tales esposible representarlos en el plano R× R:

a+ ib
a

b

Figura 1. Representación gráfica de los números complejos.
Por el teorema de Pitágoras, la distancia del número complejo a + ib al 0 es√
a2 + b2.Definición A.2.2. Sea z = a+ ib ∈ C. El módulo de z es

|z| = √a2 + b2.El conjugado de z es
z̄ = a− ib.

Ejemplo A.2.1. |4 + 3i| = √42 + 32 = √25 = 5, 4 + 3i = 4− 3i.
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3
-2
-1
1
2
3

2 + i
−1 + i 2,5

−2,5− i 2,5
Figura 2. Ejemplos de la representación gráfica de los números complejos.

Proposición A.2.2. Sean z y w números complejos.

1. zz̄ = |z|2.
2. Si z 6= 0, z−1 = z

|z|2 .

3. z +w = z +w .
4. zw = z w .

Demostración. Son comprobaciones rutinarias. Para ejemplificar, hagamos la de-mostración de (4).
Si z = a+ bi y w = c+ di, entonces (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i. Porlo tanto,

zw = (ac − bd)− (ad+ bc)i.Como z = a− bi y w = c − di,
z w = (ac − (−b)(−d)) + (a(−d) + b(−c))i = (ac − bd)− (ad+ bc)i.Por lo tanto zw = z w . �

Ejercicio A.2.1. Determinar el número complejo 2− 3i+ i1− i .
Solución. El ejercicio nos pide que escribamos el número en el formato a+ bi. Engeneral, para eliminar un cociente donde el divisor tiene parte imaginaria no nula,multiplicamos arriba y abajo por el conjugado del divisor, como zz ∈ R, obtenemos undivisor real. En el ejemplo:2 + 3i+ i1− i = 2 + 3i+ i1− i × 1 + i1 + i = 2 + 3i+ i(1 + i)(1− i)(1 + i)= 2 + 3i+ i− 12 = 2 + 3i+ i2 − 12 = 32 + i72

�
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Un poco de trigonometría. Recordemos que dado un punto p = (x, y) en el plano,la recta que une el origen con p determina un ángulo θ con el eje x y entonces

x = r sen(θ), y = r cos(θ)donde r es la longitud del segmento determinado por (0, 0) y (x, y). En el lenguajede los números complejos, si z = a + bi y θ el ángulo determinado por z y el ejehorizontal, entonces
a = |z| sen(θ), b = |z| cos(θ),es decir

z = |z|(cos(θ) + i sen(θ)). (65)Si z ∈ C, la fórmula (65) e llamada la forma polar de z y θ es llamado el argumento
de z.

Notación exponencial. Otra notación para representar a los números complejos esla notación exponencial, en la cual se denota
eiθ = cos(θ) + i sen(θ). (66)Por lo tanto si z ∈ C y θ es el argumento de z,

z = reiθdonde r = |z|. No perder de vista, que la notación exponencial no es más que unanotación (por ahora).
Proposición A.2.3. Sean z1 = r1eiθ1 , z2 = r2eiθ2 , entonces

z1z2 = r1r2 ei(θ1+θ2).

Demostración. z1 = r1(cos(θ1) + i sen(θ1)), z2 = r2(cos(θ2) + i sen(θ2)), luego
z1z2 = r1r2(cos(θ1) + i sen(θ1))(cos(θ2) + i sen(θ2))= r1r2(cos(θ1) cos(θ2) + i cos(θ1) sen(θ2) + i sen(θ1) cos(θ2) + i2 sen(θ1) sen(θ2))= r1r2((cos(θ1) cos(θ2)− sen(θ1) sen(θ2)) + i( sen(θ1) cos(θ2) + cos(θ1) sen(θ2)))(∗)= r1r2(cos(θ1 + θ2) + i sen(θ1 + θ2)) = r1r2ei(θ1+θ2).La igualdad (∗) se debe a las tradicionales fórmulas trigonométrica del coseno y senode la suma de ángulos. �

Observación A.2.1 (Identidad de Euler). Los alumnos que conozcan las series deTaylor reconocerán inmediatamente la fórmula
ex = ∞∑

n=0
1
n!xn,



A. NÚMEROS COMPLEJOS 159donde x es un número real. Ahora bien, remplacemos x por iθ y obtenemos
eiθ = ∞∑

n=0
1
n! (iθ)n

= ∞∑
k=0

1(2k)! (iθ)2k + ∞∑
k=0

1(2k + 1)!(iθ)2k+1. (*)
No es difícil ver que i2k = (−1)k y por lo tanto i2k+1 = i2k · i = (−1)k i. Por lo tanto,por (*),

eiθ = ∞∑
k=0

(−1)k(2k)! θ2k + i ∞∑
k=0

(−1)k(2k + 1)!θ2k+1
= cos(θ) + i sen(θ),recuperando así la fórmula (66), llamada fórmula de Euler. Observemos que especiali-zando la fórmula en π obtenemos
eiπ = cos(π) + i sen(π) = −1.Escrito de otra forma

eiπ − 1 = 0. (67)Esta última expresión es denominada la identidad de Euler y es considerada una delas fórmulas más relevantes de la matemática, pues comprende las cinco constantesmatemáticas más importantes.
Las cinco constantes son:
1. El número 0.2. El numero 1.3. El número π, número irracional que es la relación entre la circunferencia de uncírculo y su diámetro. Es aproximadamente 3,14159 . . ..4. El número e, también un número irracional. Es la base de los logaritmos natura-les y surge naturalmente a través del estudio del interés compuesto y el cálculo.El número e está presente en una gran cantidad de ecuaciones importantes.Es aproximadamente 2,71828 . . ..5. El número i, el más fundamental de los números imaginarios.





B Funciones polinómicas

En este apéndice se definirán las funciones polinómicas y se mostrarán algunas desus propiedades fundamentales. Trabajaremos sobre K cuerpo con K = R o K = C.

SECCIÓN B.1
Definición de funciones polinómicas

Definición B.1.1. Una función f : K→ K es polinomial o polinómica o directamentedecimos que f es un polinomio, si existen a0, a1, . . . , an ∈ K tal que
f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0 (68)para todo x ∈ K. En este caso diremos que f tiene grado ≤ n.

Estaríamos tentados en decir que una función polinómica como en (68) con an 6= 0tiene grado n, pero debemos ser cuidadosos pues todavía no sabemos si la escriturade una función polinómica es única. Es decir, existe la posibilidad de f se escriba deotra forma y por lo tanto el coeficiente más significativo sea diferente. Veremos másadelante que esto no puede ocurrir.
Sea f un polinomio. Si c es un número tal que f (c) = 0, entonces llamamos a c una

raíz de f . Veremos en un momento que un polinomio distinto de cero puede tener soloun número finito de raíces, y daremos un límite para la cantidad de estas raíces.
Ejemplo B.1.1. Sea f (x) = x2 − 3x + 2. Entonces f (1) = 0 y por lo tanto, 1 es unaraíz de f . Además, f (2) = 0. Por lo tanto, 2 es también una raíz de f .161



162 B. FUNCIONES POLINÓMICASEjemplo B.1.2. Sean a, b, c ∈ R y f (x) = ax2 + bx + c, un polinomio en R. Si
b2 − 4ac = 0, entonces el polinomio tiene una raíz real, que es

− b2a.Si b2 − 4ac > 0, entonces el polinomio tiene dos raíces reales distintas que son
−b+√b2 − 4ac2a y −b−

√
b2 − 4ac2a .En el caso que b2 − 4ac < 0 el polinomio no tiene raíces reales.

Teorema B.1.1. Sea f un polinomio de grado ≤ n y sea c una raíz. Entonces existe
un polinomio g de grado ≤ n− 1 tal que para todo x se cumple

f (x) = (x − c)g(x).
Demostración. Escribamos f (x) en función de las potencias de x:

f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0.Veremos a continuación que f puede también escribirse en potencias de x − c: escri-bamos
x = (x − c) + c,luego

f (x) = an((x − c) + c)n + an−1((x − c) + c)n−1 + · · ·+ a1((x − c) + c) + a0.Expandiendo las potencias de los binomios ((x − c) + c)k (1 ≤ k ≤ n), obtenemos
f (x) = bn(x − c)n + bn−1(x − c)n−1 + · · ·+ b1(x − c) + b0,para ciertos b0, b1, . . . , bn ∈ K. Como f (c) = 0, entonces 0 = f (c) = b0, luego
f (x) = bn(x − c)n + bn−1(x − c)n−1 + · · ·+ b1(x − c)= (x − c)(bn(x − c)n−1 + bn−1(x − c)n−2 + · · ·+ b1)= (x − c)g(x),con g(x) = bn(x − c)n−1 + bn−1(x − c)n−2 + · · · + b1, que es una función polinómica degrado ≤ n− 1, y vemos que nuestro teorema está probado. �

El polinomio f es el polinomio nulo si f (x) = 0 para toda x ∈ K. Si f es el polinomionulo, denotamos f = 0.
Teorema B.1.2. Sea f un polinomio de grado ≤ n tal que

f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0,
y an 6= 0. Entonces f tiene a lo más n raíces.

Demostración. Lo probaremos haciendo inducción sobre n.
Si n = 0, a0 6= 0, es decir f (x) = a0 6= 0, que es lo que teníamos que probar (f notiene raíces).



B. DEFINICIÓN DE FUNCIONES POLINÓMICAS 163Sea n > 0. Sea c raíz de f . Por el teorema B.1.1,
f (x) = (x − c)g(x),con

g(x) = bn−1xn−1 + · · ·+ b1x + b0.Es claro que bn−1 = an 6= 0 y por lo tanto, por hipótesis inductiva, g(x) tiene a lo más
n− 1 raíces. Ahora bien0 = f (x) = (x − c)g(x) ⇔ x − c = 0 o g(x) = 0.Es decir x es raíz de f si y solo si x = c o x es raíz de g. Como g tiene a lo más n− 1raíces, f tiene a lo más n raíces.

�Corolario B.1.3. Sea f un polinomio y
f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0,

con an 6= 0. Entonces n y a0, . . . , an están determinados de forma única.

Demostración. Debemos ver que si
f (x) = bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x + b0,con bm 6= 0, entonces m = n y ai = bi para 1 ≤ i ≤ n.

Supongamos que m ≤ n (el caso n ≤ m es similar), entonces definiendo bk = 0para m < k ≤ n, tenemos que
f (x) = bnxn + bn−1xn−1 + · · ·+ b1x + b0.Por lo tanto si

h(x) = (an − bn)xn + (an−1 − bn−1)xn−1 + · · ·+ (a1 − b1)x + (a0 − b0), (69)tenemos que h(x) = f (x) − f (x) = 0, es un polinomio que admite infinitas raíces.Supongamos que algún coeficiente de la expresión (69) de h sea no nulo. Sea k elmáximo coeficiente de la expresión (69) no nulo. Por el teorema B.1.2, h no puedetener más de k raíces, absurdo pues hemos dicho que tenía infinitas. El absurdo vinode suponer que algún ai − bi era no nulo. Por lo tanto ai − bi = 0 para 0 ≤ i ≤ n, esdecir ai = bi para 1 ≤ i ≤ n.
�

Este corolario nos dice que la escritura de un polinomio f como
f (x) = anxn + an−1xn−1 + · · ·+ a1x + a0,con an 6= 0, es única. Diremos entonces que n es el grado de f y lo denotaremosgr(f ) = n. En el caso del polinomio 0, el grado no está definido y se usa la convencióngr(0) = −∞.

Diremos también que a0, . . . , an son los coeficientes de f , a0 es el término constantede f y an el coeficiente principal.



164 B. FUNCIONES POLINÓMICASObservemos que si f y g son polinomios con
f (x) = anxn + · · ·+ a1x + a0 y g(x) = bnxn + · · ·+ b1x + b0,entonces como ax i + bx i = (a+ b)x i, tenemos que f + g es un polinomio definido por(f + g)(x) = (an + bn)xn + · · ·+ (a1 + b1)x + (a0 + b0).Por otro lado, debido a que (ax i)(bx j ) = abx i+j , el producto de dos polinomios tambiénes un polinomio. Más precisamente,Proposición B.1.4. Sean f y g polinomios de grado n y m, respectivamente. Enton-

ces fg es un polinomio de grado n+m
Demostración. Sean

f (x) = anxn + · · ·+ a1x + a0 y g(x) = bmxm + · · ·+ b1x + b0,con an, bm 6= 0. Entonces, debido a que x ix j = x i+j ,(fg)(x) = anbmxn+m + h(x), (70)con h(x) un polinomio de grado menor a n + m. Por lo tanto, el coeficiente principalde fg es anbm 6= 0 y, entonces, fg tiene grado n+m. �Ejemplo B.1.3. Sean f (x) = 4x3 − 3x2 + x + 2 y g(x) = x2 + 1. Entonces,(f + g)(x) = (4 + 0)x3 + (−3 + 1)x2 + (1 + 0)x + (2 + 1)= 4x3 − 2x2 + x + 3,y (fg)(x) = (4x3 − 3x2 + x + 2)(x2 + 1)= (4x3 − 3x2 + x + 2)x2 + (4x3 − 3x2 + x + 2)1= 4x5 − 3x4 + x3 + 2x2 + 4x3 − 3x2 + x + 2= 4x5 − 3x4 + 5x3 − x2 + x + 2
SECCIÓN B.2

División de polinomios

Si f y g son polinomios, entonces no necesariamente la función f/g está biendefinida en todo punto y puede que tampoco sea un polinomio. Cuando trabajamos conenteros, en cursos anteriores, probamos la existencia del algoritmo de división, másprecisamente.
Sean n, d enteros positivos. Entonces existe un entero r tal que 0 ≤ r < d un

entero q ≥ 0 tal que
n = qd+ r.

Ahora describiremos un procedimiento análogo para polinomios.
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Algoritmo de División. Sean f y g polinomios distintos de cero. Entonces existen

polinomios q, r tales que gr(r) < gr(g) y tales que
f (x) = q(x)g(x) + r(x).A q(x) lo llamamos el cociente de la división polinomial y a r(x) lo llamamos el restode la división polinomial.

No veremos aquí la demostración del algoritmo de división, basta decir que esmuy similar a la demostración del algoritmo de división para números enteros. Enlos siguientes ejemplos se verá como se calculan el cociente y resto de la divisiónpolinomial.Ejemplo B.2.1. Sean f (x) = 4x3 − 3x2 + x + 2 y g(x) = x2 + 1. Para encontrar ladivisión polinomial, debemos multiplicar por un monomio axk a g(x) de tal forma queel coeficiente principal de axkg(x) sea igual al coeficiente principal de f (x). En estecaso, multiplicamos a g(x) por 4x y nos queda
f (x) = 4xg(x) + r1(x) = (4x3 + 4x) + (−3x2 − 3x + 2)Ahora, con r1(x) = −3x2 − 3x + 2 hacemos el mismo procedimiento, es decir multipli-camos por −3 a g(x) y vemos que es lo que "falta":
r1(x) = (−3)g(x) + r(x) = (−3x2 − 3) + (−3x + 5).Como r(x) = −3x + 5 tiene grado menor que 2, tenemos que

f (x) = 4xg(x) + r1(x)= 4xg(x) + (−3)g(x) + r(x)= (4x − 3)g(x) + r(x).Es decir,
f (x) = q(x)g(x) + r(x),con q(x) = 4x − 3 y r(x) = −3x + 5.

Observemos que se puede hacer un esquema parecido a la división de númerosenteros, el cual nos facilita el cálculo:4x3 − 3x2 + x + 2 = (x2 + 1)(4x − 3)− 3x + 5
− 4x3 − 4x

− 3x2 − 3x + 23x2 + 3
− 3x + 5

Ejemplo B.2.2. Sean
f (x) = 2x4 − 3x2 + 1 y g(x) = x2 − x + 3.



166 B. FUNCIONES POLINÓMICASDeseamos encontrar q(x) y r(x) como en el algoritmo de Euclides. Haciendo la divisióncomo en el ejercicio anterior:2x4 − 3x2 + 1 = (x2 − x + 3)(2x2 + 2x − 7)− 13x + 22
− 2x4 + 2x3 − 6x22x3 − 9x2

− 2x3 + 2x2 − 6x
− 7x2 − 6x + 17x2 − 7x + 21

− 13x + 22Es decir q(x) = 2x2 + 2x − 7 y r(x) = −13x + 22.
Observemos que el algoritmo de división nos dice que si dividimos un polinomiopor uno de grado 1, entonces el resto es una constante (que puede ser 0). Más aún:Teorema B.2.1 (Teorema del resto). Sea f polinomio y c ∈ K. Entonces, el resto de

dividir f por x − c es f (c).
Demostración. Por el algoritmo de Euclides

f (x) = q(x)(x − c) + r,con r de grado < 1, es decir r ∈ K. Ahora bien
f (c) = q(c)(c − c) + r = r,luego f (c) es el resto de dividir f por x − c. �

Observar que esto nos da otra prueba del teorema B.1.2: f (c) = 0, luego por teoremadel resto f (x) = q(x)(x − c).



C Determinante

En el apéndice se harán las demostraciones de los resultados correspondientes ala sección de determinantes (sección 2.8).
SECCIÓN C.1

Determinantes

Lo primero que veremos será la demostración del teorema 2.8.4. Los tres resultadosde ese teorema los demostraremos en forma separada: serán los teoremas C.1.1, C.1.3y C.1.4.
Teorema C.1.1. Sea A ∈ Mn(K) y sea c ∈ K y B la matriz que se obtiene de A

multiplicando la fila r por c, es decir A cFr−→ B, entonces detB = c detA.

Demostración. Si multiplicamos la fila r por c obtenemos
B =


a11 a12 · · · a1n... . . . ...
car1 car2 · · · carn... . . . ...
an1 · · · ann

 .
Observemos que al hacer el desarrollo por la primera columna obtenemos

|B| = r−1∑
i=1 ai1C

B1i + car1CBr1 + n∑
i=r+1ai1C

B1i.
Ahora bien, si i 6= r, la matriz B(i|1) es la matriz A(i|1) con una fila multiplicada por c,luego |B(i|1)| = c|A(i|1)| y, en consecuencia CBi1 = c CAi1. Además, B(r|1) = A(r|1), luego
CBr1 = CAr1. Por lo tanto, reemplazando en la ecuación anterior CBi1 por c CAi1 si i 6= r y167
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CBr1 por CAr1, obtenemos

|B| = r−1∑
i=1 ai1c C

A1i + car1CAr1 + n∑
i=r+1ai1cC

A1i = c|A|.

�

Lema C.1.2. Sean A,B, C matrices n× n tal que

A =

a11 a12 · · · a1n

... ... ...
ar1 ar2 · · · arn
... ... ...
an1 an2 · · · ann

 , B =

a11 a12 · · · a1n

... ... ...
br1 br2 · · · brn
... ... ...
an1 an2 · · · ann


y

C =


a11 a12 · · · a1n
... ... ...

ar1 + br1 ar2 + br2 · · · arn + brn
... ... ...
an1 an2 · · · ann

 .
Es decir B es igual a A pero con la fila r cambiada y C es como A y B excepto en
la fila r donde cada coeficiente el la suma del de A y B correspondiente. Entoncesdet(C ) = det(A) + det(B).

Demostración. Se hará por inducción en n. Para n = 1, del resultado se reducea probar que det[a + b] = det[a] + det[b], lo cual es trivial, pues el determinante enmatrices 1× 1 es la identidad.
Primero consideremos el caso r = 1. En este caso tenemos que A(1|1) = B(1|1) =

C (1|1), pues en la única fila que difieren las matrices es en la primera. Además, si
i > 1, A(i|1), B(i|1) y C (i|1) son iguales, excepto que difieren en la primera fila dondelos coeficientes de C (i|1) son la suma de los de A(i|1) y B(i|1), entonces, por hipótesisinductiva, detC (i|1) = detA(i|1) + detB(i|1). Concluyendo, tenemos quedetA(1|1) = detB(1|1) = detC (1|1),detC (i|1) = detA(i|1) + detB(i|1), i > 1 ,lo cual implica que

CC11 = CA11 = CB11,
CCi1 = CAi1 + CBi1, i > 1 .
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detC = (a11 + b11)CC11 + n∑

i=2 ai1C
C
i1

= a11CC11 + b11CC11 + n∑
i=2 ai1(CAi1 + CBi1)

= a11CA11 + b11CB11 + n∑
i=2 ai1(CAi1 + CBi1)

= a11CA11 + n∑
i=2 ai1C

A
i1 + b11CB11 + n∑

i=2 ai1C
B
i1

= detA+ detB.
El caso r > 1 se demuestra de manera similar o, si se prefiere, puede usarse elteorema C.1.4, observando que la permutación entre la fila 1 y la fila r cambia el signodel determinante. �

Teorema C.1.3. Sea A ∈ Mn(K). Sea c ∈ K y B la matriz que se obtiene de A
sumando a la fila r la fila s multiplicada por c, es decir A Fr+cFs−→ B, entonces detB =detA.

Demostración. A y B difieren solo en la fila r, donde los coeficientes de B son loslos de A más c por los de la fila s. Luego si

A =


F1...
Fs...
Fr...
Fn


, B =



F1...
Fs...

Fr + cFs...
Fn


, A′ =



F1...
Fs...
cFs...
Fn


,

el lema anterior nos dice que detB = detA+ detA′. (71)Ahora bien, por teorema C.1.1,
detA′ = c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F1...
Fs...
Fs...
Fn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

y este último determinante es cero, debido a que la matriz tiene dos filas iguales.Luego, detB = detA. �



170 C. DETERMINANTETeorema C.1.4. Sea A ∈ Mn(K) y sean 1 ≤ r, s ≤ n. Sea B la matriz que se obtiene
de A permutando la fila r con la fila s, es decir A Fr↔Fs−→ B, entonces detB = − detA.

Demostración. Primero probaremos el teorema bajo el supuesto de que la fila 1es permutada con la fila k , para k > 1. Esto será suficiente para probar el teorema,puesto que intercambiar las filas k y k0 es equivalente a realizar tres permutacionesde filas: primero intercambiamos las filas 1 y k , luego las filas 1 y k0, y finalmenteintercambiando las filas 1 y k . Cada permutación cambia el signo del determinante yal ser tres permutaciones, el intercambio de la fila k con la fila k0 cambia el signo.
La prueba es por inducción en n. El caso base n = 1 es completamente trivial. (O, silo prefiere, puede tomar n = 2 como el caso base, y el teorema es fácilmente probadousando la fórmula para el determinante de una matriz 2 × 2). Las definiciones de losdeterminantes de A y B son:

det(A) = n∑
i=1 ai1C

A
i1 y det(B) = n∑

i=1 bi1C
B
i1.

Supongamos primero que i 6= 1, k . En este caso, está claro que A(i|1) y B(i|1) soniguales, excepto que dos filas se intercambian. Por lo tanto, por hipótesis inductiva
CAi1 = −CBi1 . Ya que también ai1 = bi1, tenemos entonces que

ai1CAi1 = −bi1CBi1, para i 6= 1, k. (72)
Queda por considerar los términos i = 1 y i = k . Nosotros afirmamos que

− ak1CAk1 = b11CB11 y − a11CA11 = bk1CBk1. (73)Si probamos esto, entonces
det(A) = n∑

i=1 ai1C
A
i1

= a11CA11 + k−1∑
i=2 ai1C

A
i1 + ak1CAk1 + n∑

i=k+1ai1C
A
i1 por (72) y (73)

= −bk1CBk1 −
k−1∑
i=2 bi1C

B
i1 − b11CB11 −

n∑
i=k+1bi1C

B
i1

= − n∑
i=1 bi1C

B
i1 = − det(B).

Luego el teorema está probado. Por lo tanto debemos probar (73). Por simetría, bastaprobar la primera identidad de (73), es decir que ak1CAk1 = −b11CB11.Para esto, primero debemos observar que ak1 = b11, por lo tanto sólo hace faltaprobar que −CAk1 = CB11. En segundo lugar, debemos tener en cuenta que B(1|1) seobtiene de A(k |1) reordenando las filas 1, 2, . . . , k−1 de A(k |1) en el orden 2, 3, . . . , k−1, 1. Este reordenamiento puede hacerse permutando la fila 1 con la fila 2, luegopermutando esa fila con la fila 3, etc., terminando con una permutación con la fila
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k − 1. Esto es un total de k − 2 permutaciones de fila. Asi que, por hipótesis inductiva,det(B(1|1)) = (−1)k−2 det(A(k |1)) = (−1)k det(A(k |1)) = −(−1)k+1 det(A(k |1)),es decir CB11 = −CAk1. Esto completa la demostración del teorema. �

Observación C.1.1. Del resultado anterior se deduce fácilmente que si una matriztiene dos filas iguales entonces su determinante es 0. Esto se debe a que, intercambian-do las dos filas iguales obtenemos la misma matriz, pero calculando el determinantecon el teorema anterior vemos que cambia de signo y el único número en K que esigual a su opuesto es el 0.
Corolario C.1.5. Consideremos matrices elementales en Kn×n.

1. Sea E la matriz elemental que se obtiene multiplicando por c 6= 0 la matrizIdn. Entonces det(E) = c.
2. Sea E la matriz elemental que se obtiene a partir de Idn sumando c veces Fr

a Fs (r 6= s). Entonces det(E) = 1.
3. Sea E la matriz elemental que se obtiene a partir de Idn de permutando la Fr

con Fs (r 6= s). Entonces det(E) = −1.

Demostración. Se demuestra trivialmente considerando que en todos los casos E =
e(Idn) donde e es una operación elemental por fila, considerando que det(Idn) = 1 yaplicando los teoremas C.1.1, C.1.3 y C.1.4, según corresponda. �

A continuación veremos que el determinante del producto de matrices es el productode los determinantes de las matrices.
Teorema C.1.6. Sea A ∈ Mn(K) y E una matriz elemental n× n. Entoncesdet(EA) = detE detA. (74)
Demostración. En todos los casos EA = e(A) donde e es una operación elementalpor fila (teorema 2.6.1).
(1) Si c 6= 0, y E es la matriz elemental que se obtiene de multiplicar por c la fila

r de Idn, luego
det(EA) = det(e(A)) Teor. C,1,1= c · det(A) Cor. C,1,5.1= det(E)det(A).

(2) Si E es la matriz elemental que se obtiene de sumar a la fila r de Idn la fila smultiplicada por c, entonces detE = 1. Por otro lado det(EA) = det(A), por lo tantodet(EA) = det(E) det(A).
(3) Finalmente, si E es la matriz elemental que se obtiene de intercambiar la fila

r por la fila s de Idn, entonces detE = −1. Por otro lado det(EA) = − det(A), por lotanto det(EA) = det(E) det(A). �



172 C. DETERMINANTECorolario C.1.7. Sea A ∈ Mn(K) y E1, . . . , Ek matrices elementales n×n. Entoncesdet(EkEk−1 . . . E1A) = det(Ek ) det(Ek−1) . . . det(E1) det(A).
Demostración. Por la aplicación reiterada del teorema C.1.6 tenemos,det(EkEk−1 . . . E1A) = det(Ek ) det(Ek−1 . . . E1A)= det(Ek ) det(Ek−1) det(Ek−2 . . . E1A)...= det(Ek ) det(Ek−1) det(Ek−2) . . . det(E1) det(A).

�Observación C.1.1. Sea A ∈ Mn(K), entonces A es equivalente por filas a una matriz
R que es MERF, por lo tanto R es equivalente por filas a A. Es decir, existen E1, . . . , Ekmatrices elementales, tal que

A = EkEk−1 . . . E1R. (75)Ya vimos, en el teorema 2.7.4 que si A invertible R = Idn y por lo tanto A es equivalentepor filas a un producto de matrices elementales. Si A no es invertible, entonces R noes la identidad y por lo tanto tiene filas nulas.Teorema C.1.8. Sean A,B ∈ Mn(K), entonces

1. det(AB) = det(A) det(B).
2. A invertible si y solo si det(A) 6= 0.

Demostración. Sea A = EkEk−1 . . . E1R con Ei elemental y R una MERF.
(1) Como AB = EkEk−1 . . . E1RB, por corolario C.1.7 tenemos que det(AB) =det(Ek ) . . . det(E1) det(RB).
Separaremos la demostración en dos casos: (a) A es invertible y (b) A no es inver-tible.
(a) Si A es invertible, entonces R = Idn y A = Ek . . . E1, por lo tantodet(AB) = det(Ek ) . . . det(E1) det(B) = det(A) det(B).
(b) Si A no es invertible, entonces R no es la identidad, por lo tanto tiene la últimafila nula y por lo tanto det(R) = 0, y en consecuencia det(A) = 0. Como R tiene laúltima fila nula, no es difícil ver que entonces RB tiene la última fila nula y por lotanto det(RB) = 0. Luegodet(AB) = det(Ek ) . . . det(E1) det(RB) = 0.Como det(A) = 0, tenemos tambiéndet(A) det(B) = 0.
(2) (⇒) Como A invertible, R = Idn y detA = det(Ek ) . . . det(E1) es no nulo, pues lasmatrices elementales tiene determinante no nulo.



C. DETERMINANTES 173(2)(⇐) Si det(A) 6= 0, entonces det(R) 6= 0, luego R = Idn y A es producto dematrices elementales, por lo tanto invertible. �

Haremos ahora la demostración del teorema 2.8.10.Teorema C.1.9. Sea E matriz elemental, entonces E t es matriz elemental del mismo
tipo y det(E) = det(E t).

Demostración. Si c 6= 0 y E es la matriz elemental que se obtiene de multiplicarpor c la fila r de Idn, es claro que E t = E y por lo tanto det(E) = det(E t).
Si E es la matriz elemental que se obtiene de sumar a la fila r de Idn la fila smultiplicada por c ∈ K, entonces E t es la matriz elemental que se obtiene de sumar ala fila s de Idn la fila r multiplicada por c. Luego, det(E) = det(E t) = 1.
Finalmente, si E es la matriz elemental que se obtiene de intercambiar la fila r porla fila s de Idn,entonces E t = E y por lo tanto det(E) = det(E t). �Teorema C.1.10. Sea A ∈ Mn(K), entonces det(A) = det(At)
Demostración. Si A es invertible, entonces A = EkEk−1 . . . E1 con Ei elemental, porlo tanto det(A) = det(Ek ) det(Ek−1) . . . det(E1). Luego,det(At) = det(E t1 . . . E t

k ) = det(E t1) . . . det(E t
k ) = det(E1) . . . det(Ek ) = det(A).Si A no es invertible, entonces At no es invertible y en ese caso det(A) = det(At) = 0. �

Finalmente, demostremos el teorema 2.8.14.Teorema C.1.11. El determinante de una matriz A de orden n × n puede ser cal-
culado por la expansión de los cofactores en cualquier columna o cualquier fila. Más
específicamente,

1. si usamos la expansión por la j-ésima columna, 1 ≤ j ≤ n, tenemos

detA = n∑
i=1 aijCij= a1jC1j + a2jC2j + · · ·+ anjCnj .

2. si usamos la expansión por la i-ésima fila, 1 ≤ i ≤ n, tenemos

detA = n∑
j=1 aijCij= ai1Ci1 + ai2Ci2 + · · ·+ ainCin;

Demostración. (1) Primero hagamos la demostración para j = 2, es decir para eldesarrollo por la segunda columna. Escribamos A en función de sus columnas, es decir
A = [C1 C2 C3 · · · Cn] ,



174 C. DETERMINANTEdonde Ck es la columna k de A. Sea B = [bij ] la matriz definida por
B = [C2 C1 C3 · · · Cn] .Entonces, det(B) = − det(A). Por otro lado, por la definición de determinante,

det(B) = n∑
i=1 bi1C

B
i1

= n∑
i=1 bi1(−1)i+1B(i|1)

= n∑
i=1 ai2(−1)i+1B(i|1).

Ahora bien, es claro que B(i|1) = A(i|2), por lo tanto
det(B) = n∑

i=1 ai2(−1)i+1A(i|2) = − n∑
i=1 ai2Ci2.Es decir, det(A) = − det(B) =∑n

i=1 ai2Ci2.El caso j > 2 se demuestra de forma similar: si B es la matriz
B = [Cj C1 C2 · · · Cj−1 Cj+1 · · · Cn] .entonces det(B) = (−1)j−1 det(A), pues son necesarios j − 1 permutaciones para re-cuperar la matriz A (es decir, llevar la columna j a su lugar). Como B(i|1) = A(i|j),desarrollando por la primera columna el determinante de B obtenemos el resultado.

(2) Observemos primero que At(j|i) = A(i|j)t, por lo tanto, si calculamos det(At) pordesarrollo por columna i, obtenemos
detA = det(At) = n∑

j=1 [At]ji(−1)i+j det(At(j|i))
= n∑

j=1 aij (−1)i+j det(A(i|j)t)
= n∑

j=1 aij (−1)i+j det(A(i|j)).
�

SECCIÓN C.2
Regla de Cramer

Veremos ahora que la inversa de una matriz invertible se puede escribir en términosde determinantes de algunas matrices relacionadas y esto, junto a otros resultados,



C. REGLA DE CRAMER 175nos permitirá resolver ecuaciones lineales con n-variables y n-incógnitas cuya matrizasociada es invertible.
Teorema C.2.1. Sea A matriz n× n, entonces[C1i C2i · · · Cni]A = [0 · · · 0 detA 0 · · · 0] .

↑ i
Es decir, la matriz fila formada por los cofactores correspondientes a la columna i
multiplicada por la matriz A es igual a la matriz fila con valor detA en la posición i y
0 en las otras posiciones.

Demostración. Si Cj denota la matriz formada por la columna j de A debemosprobar que [C1i C2i · · · Cni]Cj = n∑
k=1 akjCki =

{det(A) si j = i0 si j 6= i.Ahora bien,
[C1i C2i · · · Cni]Ci = n∑

j=1 Cjiaji,y esto último no es más que el cálculo del determinante por desarrollo de la columna
i, es decir, es igual a det(A).

Para ver el caso i 6= j , primero observemos que si
B = [C1 C2 · · · Cj · · · Cj · · · Cn−1 Cn] ,

↑ i ↑ jes decir, B es la matriz A donde reemplazamos la columna i por la columna j , en-tonces como B tiene dos columnas iguales, det(B) = 0. Por lo tanto, si calculamos eldeterminante de B por el desarrollo en la columna i, obtenemos
0 = det(B) = n∑

k=1 akjCki. (76)
Por otro lado,

[C1i C2i · · · Cni]Cj = n∑
k=1 Ckiakj ,luego, por la ecuación (76) tenemos que[C1i C2i · · · Cni]Cj = 0si i 6= j .

�

Definición C.2.1. Sea A matriz n × n, la matriz de cofactores es la matriz cuyocoeficiente ij vale Cij . La matriz de cofactores de A se denota cof(A). La matriz adjunta
de A es adj(A) = cof(A)t.



176 C. DETERMINANTETeorema C.2.2. Sea A matriz n× n, entoncesadj(A).A = det(A) Idn .
Demostración. Observar que la fila i de adj(A) es [C1i C2i · · · Cni]. Por lo tanto,la fila i de adj(A).A es [C1i C2i · · · Cni]A,que por el teorema C.2.1 es una matriz fila con el valor detA en la posición i y todoslos demás coeficientes iguales a 0. Luego
adj(A).A =


C11 C21 · · · Cn1
C12 C22 · · · Cn2... ... . . . ...
C1n C2n · · · Cnn

 .A =


detA 0 · · · 00 detA · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · detA
 = det(A) Idn

�Corolario C.2.3. Si A es invertible, entonces

A−1 = 1detA adjA.
Demostración. 1detA adjA.A = 1detA detA Idn = Idn .

�Teorema C.2.4 (Regla de Cramer). Sea AX = Y un sistema de ecuaciones tal que
A ∈ Mn(K) es invertible. Entonces, el sistema tiene una única solución (x1, . . . , , xn) con

xj = detAjdetA , j = 1, . . . , n,
donde Aj es la matriz n×n que se obtiene de A remplazando la columna j de A por Y .

Demostración. Haremos la demostración para matrices 3 × 3. La demostración enel caso general es completamente análoga.
Como A es invertible, existe A−1 y multiplicamos la ecuación a izquierda por A−1 yobtenemos que A−1AX = A−1Y , es decir X = A−1Y y esta es la única solución. Luego

A−1Y = 1detA
[C11 C21 C31
C12 C22 C32
C13 C23 C33

][y1
y2
y3
]

= 1detA
[y1C11 + y2C21 + y3C31
y1C12 + y2C22 + y3C32
y1C13 + y2C23 + y3C33

] (∗)
Ahora bien, y1C11 + y2C21 + y3C31 es el cálculo de determinante por desarrollo de laprimera columna de la matriz [y1 a12 a13

y2 a22 a23
y1 a32 a33

]
,

y, de forma análoga, el segundo y tercer coeficiente de la matriz (∗) son el deter-minante de las matrices 3 × 3 que se obtienen de A remplazando la columna 2 y 3,



C. REGLA DE CRAMER 177respectivamente, de A por Y . Es decir[x1
x2
x3
] = A−1Y = 1detA

[detA1detA2detA3
] = detA1detAdetA2detAdetA3detA

 ,
luego xj = detAjdetA para j = 1, 2, 3. �

Ejemplo C.2.1. Resolvamos usando la regla de Cramer el siguiente sistema:
x1 + x2 − x3 = 63x1 − 2x2 + x3 = −5

x1 + 3x2 − 2x3 = 14.La matriz asociada al sistema es
A = [1 1 −13 −2 11 3 −2

]
.

Luego
A1 = [ 6 1 −1

−5 −2 114 3 −2
]
, A2 = [1 6 −13 −5 11 14 −2

]
, A2 = [1 1 63 −2 −51 3 14

]
,

y detA = −3, detA1 = −3, detA2 = −9, detA3 = 6.Por lo tanto,
x1 = detA1detA = −3

−3 = 1
x2 = detA2detA = −9

−3 = 3
x3 = detA3detA = 6

−3 = −2.
Observación C.2.1. En general, la regla de Cramer no es utilizada para resolversistemas de ecuaciones. El método de Gauss, además de ser mucho más rápido, tieneel beneficio de ser un método que abarca más casos y nos da más información quela regla de Cramer. Por ejemplo, el método de Gauss también funciona para matricesno invertibles, mientras que la regla de Cramer no. Más aún, el método de Gauss sepuede utilizar para resolver sistemas con matrices no cuadradas (es decir, sistemas deecuaciones con números no iguales de variables y ecuaciones), mientras que la reglade Cramer no.
Con respecto a la velocidad de resolución, para matrices n×n el método de Gaussrequiere “alrededor de n3 operaciones”, mientras que la regla de Cramer requiere“alrededor de n4 operaciones”, haciendo el primer método n veces más rápido que elsegundo. En lenguaje técnico, el método de Gauss tiene complejidad O(n3) y la reglade Cramer complejidad O(n4) (ver https://es.wikipedia.org/wiki/Eficiencia_Algorítmica)

 https://es.wikipedia.org/wiki/Eficiencia_Algor�tmica
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