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Prefacio

Las siguientes notas se han utilizado para el dictado del curso “Algebra Il / Al-
gebra” del primer ano de las licenciaturas y profesorados de FAMAF. Han sido las
notas principales en el dictado del afio 2018 y 2020, y se limitan casi exclusivamente
al contenido dictado en el curso. Las partes sefaladas con (*) y los apéndices son
optativos.

Estas notas estan basadas principalmente en Apuntes de Algebra Il - Ao 2005 de
Silvina Riveros y han sido revisadas, modificadas y ampliadas por Alejandro Tiraboschi
y Agustin Garcia Iglesias.

También hemos utilizado como bibliografia de apoyo los siguientes:

- Algebra Lineal. Autores: Gabriela Jeronimo, Juan Sabia y Susana Tesauri. Afio
2008. Puede descargarse del Departamento de Matematica de la UBA, en la
direccién

http://mate.dm.uba.ar/~jeronimo/algebra_lineal/Algebralineal.pdf

- Linear Algebra. Autores: Jim Hefferon. Se descarga en

http://joshua.smcvt.edu/linearalgebra/

Otra bibliografia de interés:

- Algebra Lineal. Autor: Serge Lang. Aio: 1976. Editorial: Fondo Educativo Inter-
americano. Ficha en biblioteca de FAMAF: http://bit.ly/2stBTzs

- Algebra Lineal. Autores: Kenneth Hoffman y Ray Kunze. Aio: 1973. Editorial:
Prentice Hall. Ficha en biblioteca de FAMAF: http://bit.ly/2tn3eRc


http://mate.dm.uba.ar/~jeronimo/algebra_lineal/AlgebraLineal.pdf
http://joshua.smcvt.edu/linearalgebra/
http://bit.ly/2stBTzs
http://bit.ly/2tn3eRc

PREFACIO 1

Contenidos minimos

Resolucion de ecuaciones lineales. Matrices. Operaciones elementales. Matriz inversa.
Espacios vectoriales sobre R y C. Subespacios. Independencia lineal. Bases y dimen-
sion Rectas y planos en R". Transformaciones lineales y matrices. Isomorfismos. Cambio
de bases. Nucleo e imagen de transformaciones lineales. Rango fila y columna. Deter-
minante de una matriz. Calculo y propiedades basicas. Espacios con producto interno.
Desigualdad de Cauchy-Schwartz. Desigualdad triangular. Teorema de Pitagoras. Or-
tonormalizacion de Gram-Schmidt. Ecuaciones de rectas y planos en R". Distancias.
Introduccidn a vectores y valores propios. Aplicaciones. Diagonalizacién de matrices
simétricas.






Vectores

El concepto de vector es basico para el estudio de funciones de varias variables
y proporciona la motivacidn geométrica para todo el curso. Por lo tanto, las propie-
dades de los vectores, tanto algebraicas como geométricas, seran discutidas en forma
resumida en este capitulo.

SECCION 1.1

Algebra lineal en R? y R3

Sabemos que se puede usar un nimero para representar un punto en una linea,
una vez que se selecciona la longitud de una unidad.

FIGURA 1. La recta real y algunos nimeros enteros.

Se puede usar un par de numeros (x,y) para representar un punto en el plano.
Estos pueden ser representados como en la figura 2.

Ahora observamos que un triple de nimeros (x, y, z) se puede usar para representar
un punto en el espacio, es decir, espacio tridimensional, o 3-espacio. Simplemente,
introducimos un eje mas. La figura 3 ilustra esto.

En lugar de usar (x,y,z), también suele usarse la notacion (xq, x2, x3). La linea
podria llamarse el 1-espacio, y el plano podria llamarse el 2-espacio. Por lo tanto,
podemos decir que un solo niimero representa un punto en el 1-espacio. Un par repre-
senta un punto en el 2-espacio. Un triple representa un punto en el 3-espacio.

3
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FiGurRA 2. Representacion gréfica de los puntos (2,1), (—1,2,5) y
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FIGURA 3. Representacién gréfica del punto v = (3,5, 3, 2,5) en R>.

Aunque no podemos hacer un dibujo para generalizar lo anterior a 4-espacios, no
hay nada que nos impida considerar un cuadruple de nimeros y decretar que este es
un punto en el 4-espacio. Un quintuple seria un punto en el 5-espacio, luego vendria
un séxtuple, séptuple, dctuple, etc.

Podemos generalizar y definir un punto en el n-espacio, para n un entero positivo,
como una n-tupla de nimeros. Vamos a denotar tal n-tupla con letras v, w, u, .. y
usaremos otras letras mintisculas para los niimeros. Si v = (xq, X2, ..., X,), llamamos a
los nimeros xq, x2, ..., X, las coordenadas del punto v. Mas precisamente, x; serad la
coordenada i-ésima de v. Por ejemplo, en el 3-espacio, 2 es la primera coordenada del
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punto (2,3, —4), y —4 es la tercera coordenada. Denotamos a los n-espacios por R".
Para formalizar:

DEeFINICION 1.1.1. Sea R el cuerpo de los nimeros reales, entonces
R :={(x1,x2, ..., xa) : x; € R,1 < i < n}.

Tode v en R" sera llamado punto. Alternativamente, también podemos decir que v es
un vector en el origen o simplemente un vector.

La mayoria de nuestros ejemplos tendran lugar cuando n = 2 o n = 3. Por lo tanto,
el lector puede visualizar cualquiera de estos dos casos a lo largo del apunte. Para
ello usaremos el sistema de coordenadas cartesianas para representar los elementos
de R? y R, tal como se ha hecho en las figuras 2 y 3.

EiempLo 1.1.1. Un ejemplo cladsico de 3-espacio es, por supuesto, el espacio en el
que vivimos. Después de seleccionar un origen y un sistema de coordenadas, podemos
describir la posicion de un punto (cuerpo, particula, etc.) mediante 3 coordenadas.
Ademads, como se sabta hace mucho tiempo, es conveniente extender este espacio a un
espacio de 4 dimensiones, donde la cuarta coordenada es el tiempo, selecciondndose el
origen del tiempo, por ejemplo, como el nacimiento de Cristo, aunque esto es puramente
arbitrario. Entonces, un punto con coordenada de tiempo negativo es un punto antes
de Cristo, y un punto con coordenada de tiempo positiva es un punto después de Cristo.

Sin embargo, no es que obligatoriamente “el tiempo es la cuarta dimensiéon”. EL
espacio 4-dimensional anterior es solo un ejemplo posible. Hagamos un ejemplo re-
lacionado a la economia: tomamos como coordenadas la cantidad de dinero gastado
por una industria a lo largo de un aio. Por ejemplo, podriamos tener un espacio de 6
dimensiones con coordenadas correspondientes a las siguientes industrias: 1. acero, 2.
automotriz, 3. productos agricolas, 4. productos quimicos, 5. indumentaria y 6. trans-
porte. Las coordenadas de las 6-tuplas representarian el gasto anual de las industrias
correspondientes. Por ejemplo,

(1000, 800, 550, 300, 700, 200)

significaria que la industria del acero gasté 1000 en un afio determinado, la automotriz
800, etc.

También podemos visualizar los 3-espacios como “productos de espacios de dimen-
siones inferiores”. Por ejemplo, podemos ver las coordenadas de los 3-espacios como
dos coordenadas en un 2-espacio acompanada por una coordenada en el 1-espacio.
Esto es, (x, y, z) indica el mismo punto que ((x, y), z). Esto se escribe como

R’ =R*x R
Utilizamos el signo del producto, que no debe confundirse con otros “productos”, como
el producto de los niimeros. Del mismo modo, podemos escribir

R =R3 x R".
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Hay otras formas de expresar R* como un producto, a saber:

R* =R x R?.
Esto significa que al punto (xq, x2, X3, x4) € R* lo podemos describir por el par ordenado
(xt x2), (x3, xa)) € R? x R?.

En general, dado n > 1, y ny, n, tal que ny + n, = n, tenemos
RI‘I — RI‘M X an
De forma mas general aiin, dado n > 1,y ny, ..., n, tal que ny+---+ ne = n, tenemos
R" =R" x --- x R
Ahora vamos a definir cdmo sumar los puntos de R". Si v, w son dos puntos, digamos
en el 2-espacio, definimos v+ w como el punto cuyas coordenadas son la suma de cada
coordenada. Es decir, si, por ejemplo, v = (1,2) y w = (=3, 5), entonces v+w = (—2,7).
En 3-espacios la definicion es analoga. Por ejemplo, si v =(—1,y,3) y w = (x,7,-2),
entoncesv+w =(x—1,y+7,1), con x,y € R.

En dos y tres dimensiones podemos definir Dados (x1,x2),(y1,y2) € R? o
(x1,x2,x3), (Y1, Y2, y3) € R3, definimos

o (x1,x2) + (Y1, y2) == (x1 + Y1, x2 + y2),
o (x1,x2,x3) + (Y1, Y2, y3) := (x1 + y1, X2 + Y2, x3 + y3).

Generalizando,

DerFiNiciON 1.1.2. St (xq, ..., x4), (Y1, ..., y,) € R, definimos la suma de los dos
vectores como:

(X1,-~:Xn)+(U1:---:Un) = (X1 +U1:---:Xn+£/n):

Observemos que se satisfacen las siguientes propiedades: sean v, w, u en R", en-
tonces

S1. v+ w = w + v (conmutatividad de la suma),
S2. (v+ w)+u = v+ (w+ u) (asociatividad de la suma),
S3. si definimos
0=(0,...,0),
el punto cuyas coordenadas son todas 0, el vector cero, entonces
v+0=0+v=y,

(existencia de elemento neutro de la suma).

S4. siv =(xq,...,X,), definimos —v = (—xq, ..., —x,). Entonces
v+ (=v)=(-v)+v=0

(existencia de opuesto o inverso aditivo).
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Estas propiedades se deducen casi trivialmente de la definicion de suma, coorde-
nada a coordenada, y de la validez de las propiedades en el caso de la recta real.
Como es usual en otros contextos ya conocidos, st v,w € R”, entonces denotamos
V—w =V 4+ (—w).

EiempLo 1.1.2. Vimos al final del ejemplo 1.1.1 que una n-tupla puede representar
cuestiones relacionadas con las finanzas. En nuestro ejemplo una 6-tupla representaba
el gasto anual de determinadas actividades econdmicas, por ejemplo los gastos en los
anos 2000 y 2001 son

2000 — (1000, 800,550, 300,700, 200)
2001  — (1200, 700, 600, 300, 900, 250)

Luego los costos totales en los dos aifos son
(1000, 800,550, 300, 700, 200) + (1200, 700, 600, 300, 900, 250) =
= (1000 + 1200, 800 + 700, 550 + 600, 300 + 300, 700 + 900, 200 + 250)
= (2200, 1500, 1350, 600, 1600, 450).

En el ejemplo anterior es claro que la suma de puntos se corresponde con lo que
nosotros esperamos que ocurra. Ahora interpretaremos la suma geométricamente en
el plano.

En algebra lineal a veces resultara conveniente pensar a cada punto como un vector
que comienza en el origen. Los vectores en R? y R? se pueden graficar como “flechas”
que parten del origen y llegan a las coordenadas del punto. Veamos en los siguientes
ejemplos que esta interpretacion es util.

EiempLo 1.1.3. Sea v =(2,3) y w = (—1,1). Entonces v + w = (1,4). En el dibujo
de los puntos involucrados aparece un paralelogramo (fig. 4)

y (1,4)

T (2,3)

FIGURA 4.

Eiempro 1.1.4. Sea v = (3,1) y w = (1, 2). Entonces
v+w=(4,3).
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y V+w

FIGURA 5.
Esta suma la representamos en la fig. 5.

Vemos de nuevo que en la representacion geométrica aparece un paralelogramo. La
razon por la cual la figura que aparece es un paralelogramo se puede dar en términos
de la geometria plana de la siguiente manera. Obtenemos v = (1, 2) comenzando desde
el origen 0 = (0,0), y moviéndonos 1 unidad hacia la derecha y 2 hacia arriba. Para
obtener v+ w, comenzamos desde v, y de nuevo nos movemos 1 unidad a la derecha y
2 hacia arriba. Asi, el segmento entre 0 y w, y entre v y v+ w son las hipotenusas de
los tridngulos rectangulos cuyos catetos correspondientes son de la misma longitud y
paralelos. Los segmentos anteriores son por lo tanto paralelos y de la misma longitud,
como se ilustra en la fig. 6.

Ficura 6.

EiempLo 1.1.5. Sea el punto v = (3,1) , entonces —v = (—3, —1). Si dibujamos v y
—v vemos que —v es un vector del mismo “tamano” que v pero con la direccién opuesta.
Podemos ver a —v como la reflexién de v a través del origen (fig. 7).

La resta de dos vectores también se puede representar geométricamente: restemos
al vector v el vector w. Como primera opcidn podemos encontrar el vector —w y su-
marlo a v aplicando la regla del paralelogramo. Esto es equivalente a lo siguiente: los
vectores v y w determinan el tridngulo determinado por los puntos 0, v y w. Entonces,

el lado determinado por w y v, en ese sentido, trasladado al origen es el vector v —w
(fig. 8).
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Ficura 8. Al vector v le restamos w.

Ahora consideraremos la multiplicacidn de un vector v por un nimero.

DerFINICION 1.1.3. Sea v = (xq,...,x,) € R" y A € R, entonces

AV = (Axq, ..., AXp).

También denotamos a esta multiplicacion por Av.

EiempLo 1.1.6. St v = (2,—1,5) y A =7, entonces Av = (14, —7,35).

Es facil verificar las siguientes reglas: dados v, w € R”,

P1. 1.v=v.

P2. A(Av) = (M A2)v, para todo Ay, Ay € R.

D1. A(v + w) = Av + Aw, para todo A € R (propiedad distributiva).

D2. (A + A)v = Av + Ayv para todo Ay, Ay € R (propiedad distributiva).

También tengamos en cuenta que

(=T = —v.

(Cual es la representacion geométrica de la multiplicaciéon de un vector por un
numero?

EiempLo 1.1.7. Sea v = (1,2) y A = 3. Luego Av = (3, 6) como en la siguiente figura:
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y y
3v=(3,06) 3v
1 %
X
T v=1(1,2)
T %v =(0,5,1)
1 1 1 X
1 —3v
(a) (b)

La multiplicacién por 3 equivale a “estirar” v por 3. Del mismo modo, %v equivale
a estirar v en % es decir, reducir v a la mitad de su tamano. En general, st t es un
numero con t > 0, interpretamos tv como un punto en la misma direccion que v con
tamano t-veces el tamafo de v. De hecho, decimos que v y w tienen la misma direccién
st existe un nimero A > 0 tal que v = Aw. La multiplicacién por un niimero negativo
invierte la direccion. Asi, —3v se representa como en la figura anterior, en la parte
(b). Decimos que v y w (ninguno de los cuales es cero) tienen direcciones opuestas si

existe un nimero A < 0 tal que v = Aw. Por lo tanto, —v tiene direccién opuesta a v.

Mas alld de las interpretaciones geométricas, hemos definido en forma algebraica
la suma de vectores en R"” y la multiplicacién de un vector por un escalar, y estas
operaciones tienen ciertas propiedades de interés.

Concluyendo, las definiciones y resultados mas importantes de esta seccién son:

Sean (x1,...,Xs), (Y1,.-.,yn) ER" y A €R, definimos

o (X1, Xn) F(Yr, - yn)i= (X1 F Y1, Xn + Yn),
0 AV i=(Axq, ..., AXp).

Dados v, w, u en R", se verifican

S1. v+ w = w + v (conmutatividad de la suma),

S2. (v+ w)+u =v+ (w+ u) (asociatividad de la suma),

S3.sea 0 := (0,...,0), el vector cero, entonces 0 + v = v + 0 = v (existencia de
elemento neutro de la suma).
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S4. Si v = (xq1,...,X,), entonces —v := (—x1,...,—X,) Y se satisface v + (—v) =
(—v) + v = 0 (existencia de opuesto o inverso aditivo).

P1. 1.v=v.

P2. A(Av) = (MA2)v, para todo Ay, A; € R.

D1. A(v + w) = Av + Aw, para todo A € R (propiedad distributiva).

D2. (A 4+ A)v = Ayv 4+ Ayv para todo Ay, A; € R (propiedad distributiva).

Veran mas adelante que las propiedades anteriores son muy parecidas a los “axio-
mas” que se utilizan en el capitulo 3 para definir espacios vectoriales abstractos (ver
definicion 3.1.1).

DEeFINICION 1.1.4. Dado, n € N, para cada i € {1, ..., n}, se denota e; € R" al vector
cuyas coordenadas son todas 0 excepto la coordenada i que es un 1.

e, =(0,..,1,...,0)
El conjunto {ey, ..., e,} se llama base candnica de R”".

EjempLo 1.1.8. En R? los vectores son e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 = (0,0, 1)

Estos vectores jugaran un rol central en la materia, principalmente, por la siguiente
propiedad.

ProrosicioN 1.1.1. Todo vector de R" se escribe como combinacién lineal de la base
canonica. Explicitamente, si (x1, ..., x,) € R" entonces

(X1, oo Xn) = X101 + X002 + - + X€).

La demostracidn es trivial pero por ahora no la haremos.
EiempLo 1.1.9.
(1,2,3) =(1,0,0)+(0,2,0) + (0,0, 3)
=1(1,0,0) + 2(0,1,0) + 3(0,0,1)
=1eqs + 2e; + 3e3

SECCION 1.2
El producto escalar

En 2-espacios, dados dos vectores v = (x1, x2) y w = (y, y2), definimos su producto
escalar como
(v, w) = x1y1 + x2y>.
Para el caso de 3-espacios, sean v = (x1, x2, x3) y w = (yy, Y2, y3), entonces el producto
escalar de v y w es
(v, w) = x1y1 + x2y2 + X3y3.
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Finalmente, en los n-espacios, generalizamos la definicion de la manera obvia:

DEFINICION 1.2.1. Seanv = (X1, ..., X)) yw = (yy, ..., y,) vectores de R", el producto
escalar de v y w se define como

(viw) = xiy1 + xayz2 + -+ + Xp Y.

Es importante notar que este producto es un nimero real. Por ejemplo, si
v=(1,3,-2) y w=(-1,4-3),

entonces
(viw)=—-1+124+6=17.

Por el momento, no le damos una interpretacidn geométrica a este producto escalar
y veremos esto en la seccion 1.3. Ahora derivaremos algunas propiedades importantes.
Los basicas son las siguientes: sean v, w, u tres vectores, entonces

P1. (v,w) = (w,v).
P2.
(viw+u)=(v,w)+(v,u) =(w+u,v).
P3. Si A es un niimero, entonces
(Av,w) =Alv,w) y (v,Aw) = A(v, w).
P4. Si v = 0 es el vector cero, entonces (v, v) =0, de lo contrario

(v,v)>0

Ahora vamos a probar estas propiedades. En cuanto a la primera, tenemos que
Xyrtxoyz+ -+ XaYn = Yr1Xe + YyoXo + ot YnXy

porque para cualquiera de los dos numeros x, y, tenemos que xy = yx. Esto prueba
la propiedad P1.

Para P2, sea u = (z,...,z,). Entonces
wHu=(yr+2z1,....Yn + 2z,)
y
(viw+u)={(x1,....x0), (Y1 + 21, ..., Yyn + 2,))

=xi(y1 +2z1)+ - xalyn + z,)

=xX1y1 +x1z21 + - XpYp + Xp2z,
Reordenando los términos obtenemos

(viw+u)=xiy1 + -+ Xpyn + X120 + - + Xp 2,

que no es otra cosa que (v, w) + (v, u).

Dejamos la propiedad P3 como ejercicio.
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Finalmente probemos P4. Observemos que
2 2 2
(vov) =X+ 4+ X (1)
Como xi2 > 0 para todo i, entonces (v, v) > 0. Ademads, es claro que si v tiene todas las

coordenadas iguales a 0, entonces (v,v) = 0. En el caso que v # 0, entonces, existe
alglin i tal que x; # 0, por lo tanto x? > 0 y por la ecuacién (1), tenemos que (v, v) > 0.

Por la propiedad P1 diremos que el producto escalar es simétrico, por las propie-
dades P2 y P3 diremos que es una forma bilineal y, finalmente, por la propiedad P4
diremos que es definido positivo.

El producto escalar (v, w) puede ser igual a 0 para determinados vectores, incluso
ambos distintos de 0. Por ejemplo, si v =(1,2,3) y w = (2,1,—%), entonces

(vvw)=2+2-4=0.

DerFINIcION 1.2.2. Decimos que dos vectores v y w en R” son perpendiculares u
ortogonales st (v, w) = 0. Cuando v y w son ortogonales denotamos v L w.

Por el momento, no es claro que en el plano la definicién anterior coincida con
nuestra nocidn geométrica e intuitiva de perpendicularidad. Esto lo veremos en la
siguiente seccion. Aqui nos limitaremos a observar un ejemplo.

EjempLo 1.2.1. En R3 consideremos los vectores
e1=(1,0,0), e, =1(0,1,0), e3=1(0,0,1),

representados en la fig. 9

z
163
,,,,,,,,, ‘ V
|
|
|
— y
€2
€1
X
FIGURA g.

Luego, vemos que (e;, e;) = 0, si i # j y por lo tanto e; es perpendicular a e; si
i # j, lo cual concuerda con nuestra intuicion.

Observemos que si v = (x1, X2, x3), entonces (v, e;) = x;. Por lo tanto, si la coorde-
nada i-ésima de v es cero, v es ortogonal a e;. Esto nos dice, por ejemplo, que si v es
un vector contenido en el plano que incluye e, y es, es decir si la primera coordenada
es cero, entonces v es ortogonal a e;.
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EjempLo 1.2.2. Sea (a, b) un vector en R?, entonces (—b, a) es un vector ortogonal
a (a, b) debido a que
{(a,b),(=b,a))=a-b+ (=b)-a=0.

Si graficamos con un ejemplo, a = 1, b = 3; vemos que esto se corresponde con nuestra
intuicion de perpendicularidad.

y (a,b)

SECCION 1.3
La norma de un vector

St v es vector, entonces (v, v) > 0 y definimos como la norma de v o longitud de v
al nimero

VIl = Vv, v).

Cuando v pertenece al plano y v = (x, y), entonces ||v|| = \/x? + y? y si graficamos
el vector en la fig. 10, vemos que la nocién de norma o longitud en R? se deduce del
teorema de Pitdgoras.

(x, y)

r

FIGURA 10. r = /X2 + y2.

Sin = 3, el dibujo es como en la fig. 11, para v = (x, y, z). Es decir, por la aplicacion
reiterada del teorema de Pitdgoras obtenemos que la longitud de v es /x? + y? + z2.
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V4

FIGURA 11. w =~/x2+ y2, r = Vw2 + 22 = /x2 + y2 + 22

En general, st v = (x1, X2, ..., Xx,) € R", entonces

VI = /X3 X0+ 4
y la aplicacidn reiterada del teorema de Pitdgoras nos dice que esta es la definicion
correcta de longitud o norma de un vector.

ProposicioN 1.3.1. Sea v € R” y A € R, entonces
[[Av]] = [A[l[v]].

DEMOSTRACION. ||Av|]? = (Av, Av), por la propiedad P3 del producto escalar,
(Av, Av) = Mv, Av) = A3{v, v).

Es decir [|Av||? = A?||v||?, por lo tanto (sacando raiz cuadrada), ||Av|| = |A|||v]]. O

El producto escalar no sdlo es util para definir la longitud de un vector, sino que
también nos dice cual es el angulo entre dos vectores: sean v; = (x1, Y1) y vo» = (x2, y2)
en R?; veremos a continuacién que

(vi,v2) = [|v][[[v2]| cos(6), (2)

donde 6 es el angulo comprendido entre vy y v,.

Sea a; el dngulo comprendido entre v; y el eje horizontal y o, el angulo compren-
dido entre v, y el eje horizontal. Entonces,

vi = ||v1]|(cos(e), sen(ay)), v2 = ||va|(cos(az), sen(a,)),

por lo tanto
(vi, v2) = |[Iva]| ||v2|(cos(ean) cos(az) + sen(eq) sen ay)).
Por otro lado, por la propiedad de la suma de los cosenos tenemos que

cos(ay) cos(az) + sen(aq) sen(az) = cos(o — ). (3)
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Es decir,
(vi,va) = [[vi][ [|v2]| cos(on — a2),

y precisamente, 8 = oy — oy es el angulo comprendido entre vi y v,.

Esto se puede generalizar a R? y ahi en vez de la férmula (3) se debe usar la ley
esférica de los cosenos. Los resultados se puede generalizar a R” y en general vale
que si v, v, € R”, entonces el angulo comprendido entre vy y v, es

6 = arcos (M) . (4)

[vallvall

Terminaremos esta seccion dando la nocidon de distancia entre dos vectores o dos
puntos.

DeriNniciON 1.3.1. Sea v, w € R”, entonce las distancia entre v y w es ||v — w||.

Vemos en la fig. 12 que la norma del vector v — w es la longitud del segmento que
une w con v.

Ficura 12. Distancia de v a w.

Una de las desigualdades mas notables referentes a la norma de un vector es la
desigualdad triangular:

ProrosicioN 1.3.2. Sean v,w € R", entonces

v+ wil < IvI] +[Iv]]

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

La desigualdad triangular expresa en forma algebraica el resultado, mas conocido,
“en todo tridngulo, un lado es menor que la suma de los otros dos”, que graficamos a
continuacion.
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y V+w

[Iv]

SECCION 1.4

Vectores afines

En esta seccion veremos el concepto de vector afin, que nos servird para entender
mas geométricamente los conceptos de rectas y planos en R? y R?, respectivamente
(secciones 1.5 y 1.6). Definimos un vector afin como un par ordenado de puntos v y w,

L~

Ficura 13. Un vector afin.

que escribimos vw y lo visualizamos como una flecha entre v y w. Llamamos a v el
punto inicial y w el punto final del vector afin (fig. 13).

Sean vw y pq dos vectores afines. Diremos que son equivalentes si w —v = g — p.

/q

| w

wW—v=q—p

P

FIGURA 14. Dos vectores equivalentes.

, —> . e e .
Cada vector afin vw es equivalente a uno cuyo punto de inicial es el origen, pues
—> . 3 .
vw es equivalente a O(w — v) (ver fig. 14).
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Claramente este es el Unico vector cuyo punto inicial es el origen y que es equiva-
—> . . . )
lente a vw. Si visualizamos la ley del paralelogramo en el plano, entonces esté claro
que la equivalencia de dos vectores afines se puede interpretar geométricamente di-
ciendo que las longitudes de los segmentos de linea determinadas por el par de puntos
son iguales, y que las “direcciones” de los dos vectores son las mismos.

A una n-upla la podemos interpretar como un vector cuyo punto inicial es el origen.
En vista de esto, llamaremos, como lo venimos haciendo, a una n-upla punto o vector,
dependiendo de la interpretacion que tenemos en mente.

Se dice que dos vectores afines vw y pg son paralelos si hay un niimero A # 0 tal
que w — v = A(g — p). Se dice que tienen la misma direccion si hay un niimero A > 0
tal que w — v = A(g — p), y que tienen direcciones opuestas si hay un niimero A < 0
tal que w — v = A(q — p).

En los siguientes dibujos, ilustramos vectores afines paralelos. En el primer dibujo
con la misma direccién, en el sequndo, con direcciones opuestas.

//»oq //C/V

p p

/W W e

SECCION 15

Rectas en R?

Conocemos de la secundaria y de cursos anteriores el concepto de recta, por ejemplo
en el sitio on-line EcuRed dice:

“Una recta puede ser expresada mediante una ecuacidn del tipo y = mx+ b, donde
x, y son variables en un plano. En dicha expresion m es denominada pendiente de la
recta y estd relacionada con la inclinacion que toma la recta respecto a un par de
ejes que definen el Plano. Mientras que b es el término independiente y es el valor
del punto en el cual la recta corta al eje vertical en el plano.”

Dicho en otros términos una recta, seqglin esta definicidn, es el conjunto de puntos
(x,y) € R? que satisfacen la ecuacién y = mx + b y puede verse como el grafico de la
funcién f(x) = mx + b. Si, por ejemplo, m = % y b =1, podemos dibujar la recta en el
plano cerca del origen, como en fig.15.
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y

FIGURA 15. La recta y = 3x + 1.

Sin embargo, con la definicién anterior no es posible considerar las rectas vertica-
les. Las rectas verticales estan dadas por una ecuacidn del tipo x = b, es decir son

todos los puntos (x, y) tal que x = b e y puede tomar cualquier valor. Por ejemplo, la
recta x = 2,5 se grafica como en la fig. 16.

y

Ficura 16. La recta x = 2,5.

No es dificil dar una definicién que englobe todas las rectas posibles del plano:

DerFiNiciON 1.5.1 (Definiciéon general de la recta). Sean a, b, c € R y tal que a, b no
son simultdneamente 0. La recta con ecuacién implicita

ax + by = c, )]

es el conjunto de puntos (x, y) en R? que satisfacen la ecuacién (5). Es decir, si deno-
tamos L a la recta,

L={(x,y) € R?:ax+ by = c}.

' a c _
Observar que si b # 0, entonces la recta es y = ——x+ — yquesi b =0,
b

b L
c

entonces a # 0 y la rectaes x = —.
a
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OBSERVACION 1.5.1. Si consideramos el vector (a, b) en R% ceR y L la recta definida
por los puntos (x, y) tal que ax+by = ¢, entonces L es la recta formada por el conjunto
de puntos (x, y) en R? que satisfacen

((x.y). (a, b)) = c.
Ahora bien, consideremos (xp, yo) un punto de la recta, entonces, obviamente tenemos
que {(xo, Yo), (a, b)) = ¢, por lo tanto la recta se puede describir como los puntos (x, y)
que satisfacen la ecuacion
((x, 9). (@, b)) = ((x0., yo). (a, b)).
Por la propiedad P2 del producto escalar, llegamos a la conclusién que
L={(xy) € R :((x,y) — (x0,yo)., (a, b)) = O}.

Sea vy = (x0, Yo) Yy v = (x, y), representemos graficamente la situacion:

e V—\
FiGurA 17. Una recta en el plano.

La recta L es, entonces, la recta perpendicular a (a, b) y que pasa por v.

El razonamiento también es posible hacerlo en el otro sentido:
ResuLtaDO 1.5.1. La ecuacién implicita de la recta L perpendicular a (a, b) y que
pasa por (xo, Yyo) es
ax + by = {(xo, yo), (a, b)).

EiemprLo 1.5.1. Encontrar la ecuacion implicita de la recta que pasa por (2,—1) y es
perpendicular a (=2, 3).

SorucidN. Por lo visto anteriormente la recta esta formada por los puntos (x, y)
tales que

—2x+3y=c
y debemos determinar el valor de c. Como (2, —1) pertenece a la recta
c=-2-24+3-(-1)=-7.
Luego, la ecuacién implicita de la recta es

—2x+ 3y = 7.
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Una definicion equivalente de recta es la siguiente:

DEFINICION 1.5.2. Sean v, w € R? tal que w # 0. Sea
L={v+tw:teR}

Diremos entonces que L es la recta que pasa por v paralela a w.

Observemos que la recta L esta dada por todos los puntos que se obtienen de la
funcidn
X(t)=v+tw, parateR (6)
En el espacio R?, diremos que (6) es la ecuacién paramétrica o la representacién
paramétrica de la recta L que pasa por el punto v y es paralela a w # 0.

Podemos representar una recta dada en forma paramétrica como en la figura 18.
Cuando damos tal representacién paramétrica, podemos pensar en un mévil que co-

v+ tw

FiGura 18. Una recta en el plano.

mienza en el punto v en el tiempo t = 0, y moviéndose en la direccion de w. En el
momento t, el movil estad en la posicion v + tw. Por lo tanto, podemos interpretar fisi-
camente la representacion paramétrica como una descripcion del movimiento, en que
w se interpreta como la velocidad del mévil. En un momento dado t, el movil esta en
el punto X(t) = v + tw que es llamada la posicién del mdvil en el tiempo t.

Esta representacidn paramétrica también es util para describir el conjunto de los
puntos que se encuentran en el segmento de linea entre dos puntos dados. Sean v, u
dos puntos, entonces el segmento entre v y u consiste en todos los puntos

S(t)=v+tlu—v) con 0<t< 1. (7)

Observar que en tiempo 0, S(0) = v y en tiempo 1, S(1) = v+ (v —v) = u. Como t “va”
de 0 a 1, el movil va de v a u, en linea recta.

Extendiendo a ambos lados el segmento, podemos describir la recta que pasa por
v y u por la ecuaciéon paramétrica (fig. 19)

S(t)=v+tu—v) con tekR
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u

FIGURA 19. La recta que pasa por v y u.

EiempLo 1.5.2. Encontrar una representacién paramétrica para la recta que contiene
los puntos (1,—3,1) y (—2,4,5).

Sorucion. Llamemos v = (1,—-3,1) y u = (—2,4,5). Entonces u — v = (—=2,4,5) —
(1,—3,1) = (—3,7,4) y la representacion paramétrica de la recta que pasa por u y v
es

Xt)=v+tiu—v)=(1,-3,1)+t(-3,7,4, teR
O

Ahora discutiremos la relacion entre una representacidn paramétrica y la ecuacidn
implicita de una recta en el plano.

Supongamos que trahajamos en el plano y tenemos v, w € R? con w # 0 y la recta
descrita en forma paramétrica:
X(t)=v+ tw.
Sea v = (x1, Y1), w = (x2, Y2), entonces, todo punto de la recta es de la forma
(x, ) = (x1, y1) + tlx, y2) = (x1 + tx2, Y1 + tyo),
es decir, los puntos de la recta X son los (x, y) tal que
X = x1 + txy, y =y + tyy,

para t € R. Dado que (x2, y2) # 0, podemos despejar t de alguna de las ecuaciones
y usando la otra ecuacidn eliminamos t y obtenemos una ecuacién implicita. Veremos
esto en un ejemplo.

EiempLo 1.5.3. Sean v = (2,1) y w = (—1,5) y sea X la recta que pasa por v en la
direccion w. Encontrar la ecuacidn implicita de L.

SoLucION. La representacion paramétrica de la recta que pasa por v en la direccion
de w es

X(t)=(2,1)+t(—-1,5)=(2—t1+D5t).
Es decir, st miramos cada coordenada,
x=2-—t, y =145t (")
Despejando t de la primera ecuacidn obtenemos t = 2 — x. Reemplazando este valor
de t en la sequnda ecuacion obtenemos y = 1+5t =1+5(2 —x)t =y = 11 —bx,
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luego
5x +y =11, (**)

que es la ecuacion implicita de la recta.

Esta eliminacidén de t muestra que cada par (x, y) que satisface la representacidn
paramétrica (*) para algun valor de t también satisface la ecuacién (**).

Reciprocamente, de la ecuacidn implicita podemos obtener la representacién para-
métrica.

EiempLo 1.5.4. Encontrar la representacion paramétrica de la recta definida por

5x +y =11.

SoLucidN. Supongamos que tenemos un par de nimeros (x,y) que satisfacen la
ecuacion implicita, 5x + y = 11, luego y = (=5)x + 11, remplazando x por t (solo por
notaciéon) obtenemos que

Y(t) = (t, =5t +11)

es la representacion paramétrica de la recta. O

De los ejemplos anteriores se deduce que la recta
X(t)=(2—-t1+51
es la misma que la recta
Y(t) = (t, =5t +11).
Observar que, pese a que hablamos de “la representacion paramétrica de la recta”,
una recta tiene muchas formas de ser representada paramétricamente.

Los procedimientos de los ejemplos anteriores se pueden generalizar a cualquier
recta y de esa forma se puede demostrar que la definicion paramétrica y la definicion
implicita de la recta son equivalentes.

Finalmente, podemos obtener la representacidon paramétrica de la recta a partir de
un vector ortogonal a ella y otro vector perteneciente a ella.

ProposiciON 1.5.1. Sean (a, b), (xo, yo) € R? con (a, b) # 0. La recta perpendicular
a (a, b) que pasa por (xo, Yyo) es

L = {(x0, yo) + t(b,—a) | t € R}

DemosTRACION. EL vector (b, —a) es perpendicular a a (a, b) y por lo tanto tiene la
direccidn de la recta. Luego la ecuacidn paramétrica de la recta es vy + t(b, —a) para
algiin vy en la recta. Como (xp, yo) pertenece a la recta, obtenemos el resultado que
quertamos probar. U
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EiempLo 1.5.5. Encontrar una representacién paramétrica para la recta que contiene
los puntos (2,2) y y es perpendicular a (2, 1).

SoLrucion. El vector ortogonal a (2, 1) es (1, —2). Luego:

L={(22)+t1,-2)|teR}
={2+t2-2t)| t e R}

Debemos observar que en R3 no alcanza una sola ecuacién lineal del tipo ax+by +
cz = d para definir una recta. Veremos en la seccién siguiente que una ecuacidn lineal
define un plano en R3. Genéricamente hablando, con las soluciones de una ecuacién
en R" se obtiene un objeto “con una dimensiéon menos”. Todo esto quedara claro al
final de la materia cuando estudiemos subespacios vectoriales de un espacio vectorial.

SECCION 1.6

Planos en R3

En la seccién anterior vimos (aunque no lo demostramos) que existe una equivalen-
cia entre la definicidn implicita y la definicion paramétrica de la recta. En esta seccidn
definiremos un plano en R3 utilizando la forma implicita, que es la forma mds usual
y ademas es geométricamente intuitiva. Luego veremos la definicion del plano en su
versidon paramétrica .

Comenzaremos, debido a que es mas simple, con planos que pasan por el origen,
como el de la fig. 20.

.

X

FiGura 20. El plano P y u, un vector perpendicular al plano.
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En este caso, es claro que el plano estd determinado por un vector perpendicular
al mismo, es decir si P es un plano que pasa por el origen y u es un punto de R3, no
nulo, tal que u L P, entonces

P={veR:(v,u)=0}
Sea ahora un plano P que no pasa por el origen. Tomo vy € P y entonces observamos
que
Po={v—w:veP} (8)
es un plano que pasa por el origen (pues vy — vy € Py). Luego, si u perpendicular a Py
tenemos que

Po = {w:{w,u)=0}. (9)

De las ecuaciones (8) y (9) deducimos que
vePsesv—vwePye (v—yvwu) =0,
es decir
P={veR:(v—wv,u)=0}.
Observemos que (v — vy, u) = 0 sii (v, u) — (v, u) = 0 sii (v, u) = (v, u). Es decir, si
d = (v, u), tenemos
P={veR:(v,u)=d}.

Esta interpretacion geométrica del plano se puede formalizar en la siguiente defi-
nicion.

DerFiNICION 1.6.1. Sean a, b, ¢, d € R tal que (a, b, c) # (0,0,0) y sea
P={(x,y,z): ax+ by + cz = d}.

Entonces diremos que P es un plano con ecuacion implicita ax + by + cz = d y que
(a, b, c) es un vector normal al plano P. A esta forma de describir el plano también
suele llamarsela la ecuaciéon normal del plano.

Observar que la ecuacién ax + by + cz = d no es mas que la ecuacion
{((x,y,2),(a,b,c))=d.

EiemprLo 1.6.1. El plano determinado por la ecuacion
2x—y+3z=5
es perpendicular al vector (2, —1,3). Si queremos encontrar un punto en ese plano,
por supuesto que tenemos muchas opciones. Podemos dar un valor arbitrario a x e

Y, y luego despejamos z. Para obtener un punto concreto, sea x = 1, y = 1. Luego
resolvemos para z, a saber

32=5-2+1=4,

4
luego z = 3Y entonces

4

1,1, =

(1.1,5)

es un punto en el plano.
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Se dice que dos planos son paralelos (en el 3-espacio) si sus vectores normales son
paralelos, es decir son proporcionales. Se dice que son perpendiculares si sus vectores
normales son perpendiculares. El dngulo entre dos planos se define como el angulo
entre sus vectores normales.

Como (a, b, c) # (0,0,0), entonces una de las tres componentes del vector normal
al plano no es cero. Supongamos que a # 0, luego es facil despejar x en funcién de
las constantes a, b, c y d; y las variables y y z, por lo tanto cada coordenada del
plano depende paramétricamente de y y z y asl obtenemos una ecuacién paramétrica
de P (que depende de 2 parametros). Se puede hacer de forma andloga cuando b # 0
oc#0.

EiempLo 1.6.2. Dado el plano P = {(x,y,z) : x — 2y + z = 1}, hallaremos una
ecuacion paramétrica de P. Como x — 2y + z =1 sit x = 2y — z + 1, tenemos que

P={Q2y—2z+1,y,2):y,z € R}
0, escrito de una forma mas estandar,
P={2s—t+1,st):steR}

Observemos que (2s—t+1,s,t) = (1,0,0)+(2s—t,s, t) = (1,0,0)+(2s,s,0)+(—t,0, t) =
(1,0,0) + s(2,1,0) + t(—1,0,1), por lo tanto, podemos también escribir

P=1{(1,0,0)+5s(2,1,0)+ t(—1,0,1) : s, t € R}.

Cualquiera de las formas paramétricas de describir P es correcta, pero la uUltima es la
que se utiliza para definir formalmente el plano en forma paramétrica.

DEFINICION 1.6.2. Sean v, wy, w, € R3 tal que wy,w, no nulos y tal que w; no sea
un multiplo de wy. Sea

P={v+sw +tw,:steR}

Diremos entonces que P es el plano a través de v paralelo a los vectores wy y ws.

Claramente, en la definicion de arriba, el vector v pertenece al plano y el plano
Py = {swy + tw, : s, t € R}

es el plano que pasa por el origen y paralelo a P.

Ya hemos visto que de la ecuacién implicita del plano podemos pasar a al ecuacién
paramétrica facilmente. Es un poco menos directo pasar de la ecuacién paramétrica
a la ecuacién implicita, pero podemos describir un procedimiento general: sea P =
{v+swi+tw,:s,t € R} entonces v e Py Py={sw;+tw,:s,t €R} es el plano
paralelo a P que pasa por el origen. St encontramos u # 0 tal que (u,wy) = 0 y
(u, wy) =0, entonces (swy + tw,, u) = 0 para s, t arbitrarios y

Po={(x,y,2):{(x,y,2), u) =0}
Sea d = (v, u), entonces (v + sw; + twy, u) = (v,u) = d, para s, t arbitrarios. Es decir

P={(xy,2):{xy,z),u)=d}.
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EiempLO 1.6.3. Sea P el plano definido en forma paramétrica por
P={(1.1,0)+s(—1,0,=1)+ t(0,1,-2) : s, t € R}.

Encontremos la ecuacion implicita de P.

Sea u = (a, b, ¢), entonces
(u,(-1,0,-1))=0 & —a—c=0,
(u,01,-2))=0 & b—-2c=0.

Estas dos ecuaciones se cumplen sii a = —c y b = 2¢, es decir si u = (—c, 2¢, ¢). Si,
por ejemplo, ¢ = 1, tenemos u = (—1,2,1), luego el plano paralelo a P que pasa por

el origen es
Po={(xy,z): —x+ 2y + z = 0}.

Como ((1,1,0),(—1,2,1)) =1, obtenemos
P={(xy.2): {(xy.2), (-1,2,1)) = 1)
={(x,y,z): —x+2y+z=1}.






Sistemas lineales

En este capitulo estudiaremos en forma sistematica los sistemas de ecuaciones
lineales, es decir las soluciones de un conjunto finito de ecuaciones donde la relacién
entre las incégnitas se expresa en forma lineal.

SECCION 2.1

Sistemas de ecuaciones lineales

El problema a resolver seré el siguiente: buscamos ntimeros x, ..., x,, en el cuerpo
K (=R o C) que satisfagan las siguientes condiciones
apxy + apxy + - 4+ Xy = Yy
: : : (10)
amX1 + ampX2 + -+ 4+ dppXp = Ym
donde y1,...,yny a;; (1 <i<m, 1< j<n)son ndmeros en K.

Llamaremos a (10) un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas. A una
n-upla (xq,...,x,) de elementos de K" que satisface cada una de las ecuaciones de
(10) la Wlamaremos una solucion del sistema. St y; = --- = y, = 0, el sistema se
llamard homogéneo. En caso contrario el sistema se denominara no-homogéneo.

EiempLo 2.1.1. Los siguientes son sistemas de 2 ecuaciones lineales con 2 incégni-
tas:
2X1 + X7

2X1 + 8X2 = 0 — 1
=1 (2) (3) 4x1 +2x, =2

2x1+x =0
() 2X1+X2 =1

2X1 — X2

EiempLo 2.1.2. Resolvamos ahora un sistema de ecuaciones homogéneo sencillo:

2xi—x+x3 = 0
x1+3x +4x3 = 0.

29
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SorucidN. Observar que (0,0, 0) es solucion. Busquemos otras soluciones manipu-
lado las ecuaciones.

Si hacemos —2@ + @ obtenemos: 0 —7x—7x3 = 0 = x = —x3
Si hacemos 3@ + @ obtenemos: e x1+7xs = 0 = x = —xj,
y esto nos dice que las soluciones son de la forma {(—x3, —x3, x3) : x3 € R}, por ejemplo
(—=1,—1,1) es solucién y (1,2, 3) no es solucion. O

En el ejemplo anterior hemos encontrado soluciones por eliminacién de incégnitas,
es decir multiplicando por constantes adecuadas ciertas ecuaciones y sumandolas
hemos eliminado en @ axiyen @ a x,, con lo cual la solucidon del sistema se deduce
inmediatamente por pasaje de término.

EiemprLo 2.1.3. Encontrar las soluciones (x, y, z) del sistema de ecuaciones:
X +2z =1
x -3y 43z = 2 (S1)
2x —y +bz = 3
Es decir, queremos encontrar los niimeros reales x, y y z que satisfagan las ecuaciones
anteriores.

SorucidN. Veremos que la Unica solucién es (x, y, z) = (—1,0,1). EL método que usa-
remos, similar al del ejemplo anterior, serd el de eliminacion de variables o incégnitas:
vemos en el sistema que queremos resolver 8 variables, algunas repetidas. Trataremos
de eliminar en cada ecuacidn la mayor cantidad de variables posibles de tal forma
de llegar a una formulacién equivalente del sistema que nos de inmediatamente la
solucidn.

Supongamos que (x,y,z) es una solucion de nuestro sistema. Entonces también

% x =3y +3z = 2
(=1)- (=1) +2z) = (=1)-1
@ -3y +z = 1

Por lo tanto (x, y, z) también es solucion del sistema
“ X +2z =1
2) 3y +z =1 (S2)
3) 2x —y +bz =3

vale que:

Dado que (x, y, z) es solucidon del sistema (S2), entonces también vale que:
2x —y +bz = 3

(-2) % (-2 x  427) = (=2)-1
®

-y +z = 1




2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 31

Por lo tanto (x, y, z) también es solucidon del sistema

(1) X +2z =1
2) -3y +z =1 (S3)
=1

3 —y 4z

Dado que (x, y, z) es solucidn del sistema (S3), entonces también vale que:

3y +z = 1
(=3) (3) (=3) (—y +2) = (=3)-1
@)

-2z = -2

Por lo tanto (x, y, z) también es solucién del sistema

X +2z =1 X 427z =1
—2z =-2 equivalentemente z =1
-y +Zz =1 -y +z =1

Dado (x, y, z) es solucién del sistema
z = (S4)

o equivalentemente

1) «x +2z =1
g —y 4z =1 (S5)
z =1

Entonces también vale que:

Por lo tanto (x, y, z) también es solucién del sistema

X = —1
—y =0 (S6)
z = 1
o equivalentemente
x = -1
y = 0 (S7)
Z =

En resumen, supusimos que (x, y, z) es una solucion del sistema

X +2z =1
x =3y 43z =2
2x —y +3z =1
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y probamos que

Tanto en el ejemplo 2.1.2 como en el ejemplo 2.1.3 eliminamos variables usando
alguna de las siguientes operaciones entre ecuaciones:

E1. multiplicar una ecuacién por una constante no nula,
E2. sumar a una ecuacidn una constante por otra, y
E3. permutar ecuaciones.

Veremos en las secciones siguientes que estas operaciones son “reversibles” y que con
ellas podemos reducir todo sistema de ecuaciones a uno cuyas soluciones son obvias.

ElempLo 2.1.4. Asl como haciendo operaciones del tipo E1, E2 y E3 en la ecuaciones
del ejemplo 2.1.3 llegamos de

X +2z = 1 x = -1
x -3y +3z = 2 a y = 0
2x —y +5z = 3 z = 1,

haciendo las “operaciones inversas” (que son del mismo tipo) podemos llegar de

x = —1 X +2z = 1
y = 0 a x =3y 43z = 2.
z = 1. 2x —y +bz = 3

Luego, ambos sistemas son tienen las mismas soluciones.

— SECCION 2.2

Equivalencia de sistemas de
ecuaciones lineales

Dado el sistema

anxy + apxy + -+ dipXy = Yy
: : Z (11)
OmX1 + ApXxo + -+ + AuppXp = Ym
donde y1,...,yn y a;; (1 < i < m, 1 < j < n)son nimeros en K, si multiplicamos

cada ecuacion por ¢; (1 < i < m) y sumamos miembro a miembro obtenemos

m

E cilapxr +apxa+ -+ dipx,) = E Ciy;.
i=1 i
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Expandiendo la ecuacién y tomando como factor comun los x; (1 < j < n) obtenemos
la ecuacidn

(C1 a1 + 0 + -+ C,17CI,771)X1 + -+ (C1 a1p + Codyp + -+ Cmamn)xn =

= 1y, + Yo + -+ CnYm,

0, escrito de otra forma,

m m m
E cap | xq+---+ E Cilin | Xn = E CiYyi, (12)
i=1 i

la cual es una combinacién lineal de las ecuaciones dadas en (16). Observar que la
ecuacion (12), es una ecuacion lineal con n incdgnitas, es decir es del mismo tipo que
cada una de las ecuaciones que componen el sistema de ecuaciones original.

PRoPOSICION 2.2.1. Sean ¢y, ..., c, en K. Si(xq,...,x,) € K" es solucién del sistema
de ecuaciones
apxy + apx + -+ dipXn = Y
mX1 + AuXxXo + -+ + dupXp = Ym.
entonces (x1, ..., X,) también es solucion de la ecuacion

m

m m
E cdp | xq+---+ é Cilip | Xn = E CiYi,
i=1 i=1 i=1

DEMOSTRACION. Por hipdtesis

anx1 +adpxa+ -+ dipxy =Yy;, paral < i< m.

Luego,
m
E C[(Cli1X1 +dpXx + -+ Clian) = E Gy
i=1 i
y esta, como vimos, es otra escritura de la ecuacién (12). O

La idea de hacer combinaciones lineales de ecuaciones es fundamental en el pro-
ceso de eliminacién de incognitas. En principio, no es cierto que si obtenemos un
sistema de ecuaciones por combinaciones lineales de otro sistema, ambos tengan las
mismas soluciones (por ejemplo, hacer combinaciones lineales triviales con todos los
coeficientes iguales a 0).

DEFINICION 2.2.1. Decimos que dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes
si cada ecuacion de un sistema es combinacién lineal del otro.

TEOREMA 2.2.2. Dos sistemas de ecuaciones lineales equivalentes tienen las mismas
soluciones.

DEMOSTRACION. Sea
a11X1 + aq2X2 + - + a1 Xy, = y1

OmX1 + amXx2 + -+ + dppXp = Ym
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equivalente a

bixi + bixo + -+ biyx, =z

biixi + bxa + -+ + bux, = zi,
En particular, las ecuaciones de (**) se obtienen a partir de combinaciones lineales de
las ecuaciones del sistema (*). Luego, por proposicidon 2.2.1, si (xq, ..., Xx,) es solucion

de (*), también sera solucion de cada una de las ecuaciones de (**) y por lo tanto
solucién del sistema.

Reciprocamente, como también las ecuaciones de (*) se obtienen a partir de com-
binaciones lineales de las ecuaciones del sistema (**), toda solucién de (**) es solucion
de (). O

OBSERVACION 2.2.1. La equivalencia de sistemas lineales es una relacion de equi-
valencia, en particular vale la propiedad transitiva: si el sistema (A) es equivalente al
sistema (B) y el sistema (B) es equivalente al sistema (C), entonces (A) es equivalente
a (C). Esto nos permite, ir paso a paso para eliminar las incégnitas.

EiempLo 2.2.1. Encontrar las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones

2X1 + 4X2 — 6X3 = 0
8 3y — x» 4+ 5x3 = 0. (50)
SoLucioN. Si reemplazamos la ecuacidn @ por @/2, obtenemos el sistema
0 X1 4+ 2x — 3x3 = 0 (S1)
(2) 3 — x2 + 5x = 0.
Reemplazando @ por @ — 3@, obtenemos
0 X, + 2x — 3x3 = 0 (52)
@ — 7x 4+ 143 = 0

Reemplazando @ por @/(—7), obtenemos

0 X, + 2x — 3x3 = 0 (53)
0

@ @ - 24 -
Reemplazando @ por @ — 2@, obtenemos

@ X + x3 = 0
@ x, — 2x3 = 0. (59

Luego x; = —x3 Yy x2 = 2x3, y esto nos dice que las soluciones son de la forma
{(—x3,2x3,x3) : x3 € R}

Por otro lado, observar que

o a partir de (S4) podemos obtener (S3) reemplazando por @ + 2;
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o a partir de (S3) podemos obtener (S2) reemplazando @ por —7 @;
o a partir de (52) podemos obtener (S1) reemplazando @ por @ + 3@;

o a partir de (S1) podemos obtener (S0) reemplazando @ por 2

Es decir los sistemas (S0) y (S4) son equivalentes y por lo tanto tienen las mismas
soluciones. Como el conjunto de soluciones de (S4) es {(—x3,2x3,x3) : x3 € R}, éste
también es el conjunto de soluciones del sistema original. U

EiempLo 2.2.2. Encontrar las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones

2y — x» + x3 = 1
X1 + 3X2 + 3X3 = 2
X1 + + 2X3 = 1 .

(observar que en @ el coeficiente de x, es cero.)

SoLucioN. Si

reemplazamos @ por @ — 2@+ obtenemos: 0 —7/x;—5x3 = =3,
reemplazamos @ por @ + 3@ obtenemos: e 7x1+6x3 = 5,
no cambiamos @ y obtenemos: X1+ 2x3 =

Ahora reemplazando @ por @ — 7@, obtenemos —8x; = —2, que es equivalente a
que x3 = % Por lo tanto, obtenemos el sistema

m —7x, —5x3 = -3
@) o=
@ xX1+2x3 = 1,
Luego, reemplazando x3 por % y despejando en @ y @:
m —7X2 = -3 + 5%
O ome
X1 = 1— 2%
Por lo tanto, xi = 3, o = 7, x3 = & m

SECCION 2.3
Matrices

En esta seccion introduciremos el concepto de matriz y veremos un sistema de
ecuaciones se puede describir en el lenguaje de las matrices. También veremos que
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sistemas de ecuaciones lineales equivalentes se corresponden con matrices equiva-
lentes por filas. Esto nos permitird, en la proxima seccidn, explicitar en forma clara y
concisa el método de Gauss.

Debemos tener claro que el lenguaje de las matrices en el contexto de esta seccidn,
no es mas que una notacidon mas comoda para el problema de resolver sistemas de
ecuaciones lineales.

Estudiaremos la solucidn de un sistema de ecuaciones lineales
a11X1 + dpxo + -+ dipX, = Y
: : I (13)
amXx1 + amax2 + -+ 4+ dppXn = Ynm-
Observemos que podemos escribir los coeficientes de las formulas de la izquierda en
un arreglo rectangular de m filas y n columnas:

ayr a0 g
A= ! : (14)
n1 Um2 - Umn
También podemos escribir los xq,...,x, e y1,..., Yy, como matrices columna
X1 Y1
X=1:1, Y=1": (15)
Xn _L/m

DEeFINICION 2.3.1. Sea K cuerpo. Una matriz m x n o de orden m x n es un arreglo
rectangular de elementos de K con m filas y n columnas. A cada elemento de la matriz
la llamamos entrada o coeficiente. St A es una matriz m x n, denotamos [A};; la entrada
que se ubica en la fila i y la columna j. Al conjunto de matrices de orden m x n con
entradas en K lo denotamos M,,«,(K), o simplemente M,,, st K estd sobreentendido.

OBSERVACION 2.3.1. Mas formalmente, podemos ver una matriz como un elemento del
producto cartesiano (K")™, es decir como m-uplas donde en cada coordenada hay una
n-upla. Esta es la forma usual de describir una matriz en los lenguajes de programacion
modernos.

EiemprLo 2.3.1. El siguiente es un ejemplo de una matriz 2 x 3:

2 1 4
A:[—3 0 1]

Usualmente escribiremos a una matriz m x n con entradas [A];; = a;; como en (14).
A esta matriz también la podemos denotar como A = [a;;] Dos matrices A = [a;j] y
B = [byj], de orden m x n, son iguales si a;; = b paratodoi=1,...,myj=1,...,n.
Es decir, dos matrices son iguales si los elementos que ocupan la misma posicidn en
ambas matrices coinciden.

Como hicimos al comienzo de la seccidn, a un sistema de m ecuaciones con n
incégnitas le asignaremos una matriz m x n lo cual nos permitira trabajar en forma
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mas comoda y, como veremos en la préxima seccidon, podremos resolver los sistemas
de ecuaciones lineales en forma algoritmica, realizando operaciones elementales por
fila en las matrices correspondientes.

Sean
ay dq2 - Uqp X1 Y

A=| : e X= e Y=1:
amr dm2 - Ump Xn Ym
Entonces, podemos escribir el sistema de ecuaciones (13) como

aqr dq2 - Uqp X1 Y
A= : : =1 (16)
apmr Um0 Ump Xn ym
En forma resumida:
AX =Y. (17)

Mas adelante, veremos que esta notacidn tiene un sentido algebraico (el término de
la izquierda es un “producto de matrices”).

2.3.1. Operaciones elementales por fila Sea A = [a;;] una matriz m x n, entonces
la fila i es

lain an -+ ai],
y la denotamos F;(A) o simplemente F; si A estd sobreentendido. Si ¢ € K, entonces
cFi=[can cap --- capl
Y
Fr+Fs=lan+as ap+as - dip+ds).
Diremos que la fila i es nula si
F;=[0 0 --- 0],

DerFINICION 2.3.2. Sea A = [a;j] una matriz m x n, diremos que e es una operacion
elemental por fila st aplicada a la matriz A se obtiene e(A) de la siguiente manera:

E1. multiplicando la fila r por una constante ¢ # 0, o
E2. cambiando la fila F, por F, + tF, con r # s, para algun t € K, o
E3. permutando la fila r por la fila s.

E1, E2 y E3 son tres tipos de operaciones elementales, mas precisamente sea
F

entonces
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E1. si multiplicamos la fila r por ¢ # 0,
F
e(A) = | cF,
F‘Iﬂ
conc+#0,0
E2. si r # s, multiplicamos la fila s por t € K y la sumamos a la fila r,
F
e(A) = | F, + tF,

FITI

E3. La ultima operacidn elemental es permutar la fila r por la fila s:
F F
F, .
A= : = eA)=]":
Fs F,
_F‘ITI_ _F‘ITI_

Podemos describir en forma mas compacta una operacion elemental por fila de la
matriz A = [a;].

E1. Multiplicar la fila r por ¢ # 0
| oay Sti#Fr
e(A)i = {caj[j sii=r

E2. Si r # s, multiplicar la fila s por t € K y sumarla a la fila r

o ajj Sti#Fr

e(A)y = {a,.j + tay; sii=r
cont e K

E3. Permutar la fila r por la fila s

aj S'L.i 7& r,s
e(A); = 1 ds; sti=r

arj sii=s

2 1
A=|-1 o].
4 -5

Ejemplificaremos las operaciones elementales

EiemprLo 2.3.2. Sea
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E1. Multipliquemos la fila 2 por -2, obtenemos

2 1
e(A)=12 0
4 —5

E2. Sumemos a la fila 3 dos veces la fila 1,

2 1
eA)=1—-1 O
8 -3
E3. Permutemos la fila 2 con la fila 3.
2 1
eA)=[ 4 -5
-1 0

Una caracteristica importante de las operaciones elementales es que cada una
tiene como “inversa” otra operacidn elemental.

TeEOREMA 2.3.1. A cada operacion elemental por fila e le corresponde otra operacion
elemental e’ (del mismo tipo que e) tal que e'(e(A)) = A y e(e’(A)) = A. En otras
palabras, la operacion inversa de una operacion elemental es otra operacion elemental
del mismo tipo.

DEMOSTRACION.

E1. La operacidn inversa de multiplicar la fila r por ¢ # 0 es multiplicar la misma
fila por 1/r.

E2. La operacidn inversa de multiplicar la fila s por t € K y sumarla a la fila r es
multiplicar la fila s por —t € K y sumarla a la fila r.

E3. La operacidon inversa de permutar la fila r por la fila s es la misma operacidn.

O

DEeFiNICION 2.3.3. Sean A y B dos matrices m x n. Diremos que B es equivalente por
filas a A, si B se puede obtener de A por un niimero finito de operaciones elementales
por fila.

OBSERVACION 2.3.1. Denotamos A ~ B, si B es equivalente a A por filas. Enton-
ces esta relacidén es una relacion de equivalencia, es decir es reflexiva, simétrica y
transitiva. En nuestro caso, sean A, B y C matrices m x n, entonces “~" cumple:

1. A~ A (reflexiva),
2. A~ B, entonces B ~ A (simétrica), y
3.stA~ By B~ C, entonces A~ C.

Claramente “~" es reflexiva (admitamos que no hacer nada es una equivalencia por
filas).
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Si podemos obtener B de A por operaciones elementales por fila, entonces,

B = er(ex—1(---(e1(A)))---),

con eq,...,e, operaciones elementales por fila. Por el teorema 2.3.1, tenemos
el ..., e._,, e, operaciones elementales inversas de e, ..., ex_1, ek, respectivamente.
Luego,

A= ej(ey--(er(B)) ).
Es decir, podemos obtener A de B por operaciones elementales por fila, luego “~" es
simétrica. Observar que para obtener A a partir de B tenemos que hacer las operaciones
inversas en orden inverso.

Finalmente, si podemos obtener B de A por operaciones elementales por fila y
podemos obtener C de B por operaciones elementales por fila, entonces podemos ob-
tener C de A por operaciones elementales por fila (haciendo las primeras operaciones
y luego las otras).

EiempLo 2.3.3. Veamos que la matriz

es equivalente por fila a la matriz

1T 0 -1
B=10 0 O0].
0 -1 —1

SorucidN. Hasta ahora, no hemos aprendido ningtin algoritmo o método que nos
lleve una matriz a otra por operaciones elementales por fila, pero no es dificil, en este
caso, encontrar una forma de llevar la matriz A a la matriz B:

396 13 2 1 3 2
[4 8 4] ALk [4 8 4] Fif [0 —4 —4] LIl

0 2 2 0 2 2 0o 2 2
Fyl4 13 2 Fi43F T 0 -1 F34+2F T 0 -1 FyoF T 0 -1
2510 =1 =1 =210 =1 =1 "E210 -1 =1 =2 (0 0 01].
0o 2 2 0o 2 2 0 O 0 0 —1 —1

Comprobamos facilmente la propiedad reflexiva, pues podemos llegar de la matriz
B a la matriz A haciendo, sucesivamente, la operaciones inversas en orden inverso:

1 0 -1 1 0 —1 1 0 -1
0 0 o220 1 12220 -1 | =2
0 —1 —1 0 0 0 0 2 2

e 3 21 3 211 321,396
Pl —1 1|22 lo —4 —4| 2 |4 8 4| 2|4 8 4.
0 2 2 0 2 2 02 2 02 2



2. MATRICES 4

DEerFiNIcION 2.3.4. Consideremos un sistema como en (13) y sea A la matriz corres-
pondiente al sistema. La matriz ampliada del sistema es

ayr -0 Aip | Yo
ax -+ dzp | Y2
A= ] C (18)
amr - Umn | Ym
que también podemos denotar
A =TA]Y].

Teorema 2.3.2. Sea [A|Y] la matriz ampliada de un sistema no homogéneo y sea
[B|Z] una matriz que se obtiene a partir de [A|Y] por medio de operaciones elementales.
Entonces, los sistemas correspondientes a [A|Y] y [B|Z] tienen las mismas soluciones.

DEMOSTRACION. Supongamos que [B|Z] se obtiene por una operacién elemental por
fila a partir de [A]Y], entonces las ecuaciones de [B|Z] son combinaciones lineales de
las ecuaciones de [A]Y]. Como toda operaciéon elemental por fila tiene inversa, podemos
obtener [A|Y] a partir de [B|Z] y por lo tanto las ecuaciones de [A|Y] son combinaciones
lineales de las ecuaciones de [B|Z]. Es decir [A|Y] y [B|Z] determinan sistemas de

ecuaciones lineales equivalentes y por lo tanto tiene las mismas soluciones (teorema
2.2.2).

En el caso que [B|Z] se obtenga a partir [A| Y] haciendo varias operaciones elemen-
tales, se aplica el razonamiento de arriba las veces que sea necesario. O

EiempLo 2.3.4. Resolvamos el siguiente sistema:
2X1 —x0+x3+2x4 =2
X1 —4x — x4 =1 (19)
2x1+0x0 —x3+3x4 =0,
parax; e R (1 <i<4).

La matriz ampliada correspondiente a este sistema de ecuaciones es

2 -1 1 2|2
1T -4 0 —1(1].
2 6 -1 3|0

Encontraremos una matriz que nos dara un sistema de ecuaciones equivalente, pero
con solucitones mucho mas evidentes:

2 -1 1 212 FroF 1T -4 0 1|1 . 1T -4 0 —-1]1
1 =4 0 1|1 [™=f{2 -1 1 2|20 7 1 4]0
2 6 -1 310 2 6 -1 310 2 6 -1 310

1 -4 0 —1]1 1 -4 0 1)1 7, .1 =40 —1
P2blo 7 01 40 |"lo 7 1 a0 [P0 7 1 4
0 14 —1 5 |=2 0 0 —3 —3|-2 0 0 1 1
1 —40 =11 1 -4 0 —1] 1 100 2|2
ZH1o 7 00 3 -2 |20 1 0 22" 010 § 5
00 1 1713 00 1 1] 3 001 1] %

wnn O =
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Volvamos a las ecuaciones: el nuevo sistema de ecuaciones, equivalente al original, es

X—I-SX_13
Y7 T
X+3X_—2
27T T
x—l—x—g
3 4_31
luego
x——§x+E
L A Y
Xy = 3X 2
2T 7T
X3 = +2
3= —X4 3

Por lo tanto, el conjunto de soluciones del sistema de ecuaciones (19) es

(5t+13 32 t+2t)'t€R
7 21" 7 21’ 37 '

Luego, el sistema tiene infinitas soluciones parametrizadas por una variable t € R.

0.0, i " a "d i i i d " | " -
EiempLo 2.3.5. Consideremos ahora el siquiente sistema sobre los niimeros comple
jos:

2x1+ix; =0
—ix1+3x =0 (20)
x1 +2x, = 0.

Al ser un sistema homogéneo x; = x, = 0 es solucién. Veamos si hay otras soluciones:

2 0, 0" e 2 7,010 2
i 3l = 3 ™S o 342l =2 o 3426
1 2 2 2 i 0 —4+i

0 —4+i 00 00

Luego el sistema (20) es equivalente al sistema x; = x; = 0, que resulta ser la Unica
solucidn.

SECCION 2.4

Método de Gauss

Ahora avanzaremos en una forma sistematica para hallar todas las soluciones de
un sistema de ecuaciones.

2.4.1. Matrices reducidas por filas

DEeFINICION 2.4.1. Una matriz A de m x n se llama reducida por filas o MRF si
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(@) la primera entrada no nula de una fila de A es 1. Este 1 es llamado 7 principal.
(b) Cada columna de A que contiene un 1 principal tiene todos los otros elementos
iguales a 0.

Una matriz A de m x n es escalon reducida por fila o MERF si, es MRF y

c) todas las filas cuyas entradas son todas iguales a cero estan al final de la
matriz, y

d) en dos filas consecutivas no nulas el 1 principal de la fila inferior esté mas a
la derecha que el 1 principal de la fila superior.

EiempLo 2.4.1. Las siguientes matrices son MRF, pero no MERF:

1 0 —1 01 3
0 0 O | nocumple (c), 1 0 —1| no cumple (d).
01 3 00 O

Las siguientes matrices, no son MRF:

10 1 10 —1
0 2 3| no cumple (a), 0 1 3| nocumple (h).
0 00O 00 1

Las siguientes son MERF:

100 2 100 01201
00 0 001TO0
01058, 0108, 15 of 00000
0 014 0 00O
0 00O0O
En general una matriz MERF tiene la forma
[0 --- 1 % 0 x x 0 x x|
0 0 0 1 % % (21)
0 0 0 - 0O --- 0
0 0 0 0 0 0
DEFINICION 2.4.2. Sea Id, la matriz n x n definida
10 - 0
(1 sii=| . 101 -0
[ldn]ij—{o slid] o bien Id, = | . : .
0 0 - 1

(la matriz cuadrada con 1's en la diagonal y O's en las otras entradas). Llamaremos a
Id, la matriz identidad n x n.

Observar que Id, es una matriz escalén reducida por fila.

TeorRemA 2.4.1. Toda matriz m x n sobre K es equivalente por fila a una matriz
escalon reducida por fila.
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DEMOSTRACION (*). Sea A = [a;;] una matriz m x n. Trabajaremos fila por fila, de
la primera a la uUltima, de tal forma de ir encontrando matrices equivalentes por fila
en cada paso, con ciertas caracteristicas que ya detallaremos. Cuando terminemos
llegaremos a una MRF.

Si la primera fila es nula pasamos a la sequnda fila. Si la primera fila no es nula
sea dq, la primera entrada no nula, es decir

0 -~ 0 an - a
a -+ Ak Ay -+ dp
(0 C’m,k—'] Umk - Umn

Esta matriz es equivalente por fila a A; donde A; se obtiene dividiendo la fila 1 por
a1k Luego

0 Ce 0 1 . a1
az -+ A2p— U2 -+ d2p

1= . .
am1 e C’m,k—1 Up - Umn

(donde los nuevos a4, son los originales divididos por aqy).

Haciendo m — 1 equivalencias por fila (reemplazamos F; por F; — a;F7) podemos
hacer nulas todas las entradas debajo del 1 principal y obtener la matriz equivalente
por fila

0 Ce 0 1 ... i,
ay - dyk— 0 -+ ay,

2 pr—
am e C’m,k—1 0 Tt Umn

(obviamente los nuevos a;; estan transformados por las equivalencias).

El mismo procedimiento que hicimos arriba lo podemos hacer en la fila 2, de tal
forma que la fila 2 es cero u obtenemos otro 1 principal y todas las demas entradas
de la columna donde se encuentra el 1 principal son nulas.

Repitiendo este procedimiento en todas las filas hasta la dltima, obtenemos que
cada fila es, o bien 0, o bien la primera entrada no nula es 1 y todas las entradas en
la misma columna de este 1 principal son nulas. Esto, claramente, nos dice que hemos
obtenido una matriz reducida por fila.

Finalmente, intercambiando filas podemos entonces obtener una matriz escaldn
reducida por fila.

O
El procedimiento que usamos en la demostracion del teorema anterior nos da un
algoritmo para obtener una MERF a partir de una matriz arbitraria.

OBSERVACION 2.4.1 (METODO PARA REDUCIR A MERF).
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1. Nos ubicamos en la primera fila.
2. Si la fila es 0 y no es la dltima, pasar a la fila siguiente.
3. Si la fila no es 0O,
a) si el primera entrada no nula esta en la columna k y su valor es ¢, dividir
la fila por ¢ (ahora la primera entrada no nula vale 1),
b) con operaciones elementales del tipo F, + tFs hacer O todas las entradas
en la columna k (menos la de la columna actual).
4. Si la fila es la ultima, pasar al (5). Si la fila no es la uUltima, pasar a la fila
siguiente e ir al paso (2).
5. Permutar las filas hasta obtener una MERF.

EiempLo 2.4.2. Ejemplifiquemos con la matriz que aparece en el ejemplo 2.3.4, es
decir con la matriz

2 -1 1 27
1 -4 0 -—1].
2 6 -1 3]
Siguiendo estrictamente el algoritmo:
2 -1 1 2 1 -1 1 9 1 1 1
1 -4 0 1|88 11 4 b 1| 2D o 2 1
2 6 -1 3 2 6 -1 31570 7 -2 1
11 4 9
Pich |12 ? Hene |10 7 7
o i faE e 4
0 7 =2 1" ]oo0o -3 =3
10 42 . [1 0 0 2
U0 g LA g g 0
001 127510011
Observemos que llegamos a la misma matriz que en el ejemplo 2.3.4, pese a que hicimos

otras operaciones elementales.

Llevar una matriz a una matriz escalén reducida por fila equivalente nos provee un
método para encontrar todas las soluciones de sistemas de ecuaciones homogéneos.

EiempLo 2.4.3. Supongamos que queremos encontrar las soluciones del sistema
AX =0 donde A es una matriz 4 x 5 y que A es equivalente por filas a la matriz
100 2 -3
010 0 -5
001 -1 2
000 O O

Entonces el sistema de ecuaciones original, de 4 ecuaciones y 5 incégnitas, es equi-
valente al sistema

X1 + 2X4 — 3X5 =0 X1 = —2X4 + 3X5
Xy — 5X5 =0 = Xy = 5X5
x3—Xx4+2x5 =0 X3 = X4 — 2X5

Por lo tanto el conjunto de soluciones del sistema es

{(—2s +3t,5t,s — 2t,s,t) : s, t € R}
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2.4.2. Meétodo de Gauss Consideremos el siguiente sistema no homogéneo de m
ecuaciones lineales con n incognitas:

a11Xq + a12X2 + - + a1pXp = Uy

OmX1 + amaX2 + -+ 4+ dupXp = Yp
con a;; € K. Sea [A|Y] la matriz asociada a este sistema. Mediante operaciones ele-
mentales de fila obtenemos una matriz [B|Z], donde B es matriz escalén reducida por
fila (teorema 2.4.1). Por el teorema 2.3.2 los sistemas de ecuaciones AX =Y yBX =2/
tiene las mismas soluciones.

Veamos ahora formalmente cuales son las soluciones del sistema BX = Z. Sea r el

numero de filas no nulas de B y ki, ..., k. las columnas donde aparecen los primeros
1's en las primeras r filas. Entonces, ky < k; < --- < k; y el sistema de ecuaciones
asociado a B es:
X + Y jzn,.D1ixg =z
Xig T 2 jtiq.k P2jXi = 22
X+ D jpk e Drixi = Z (22)
= Zry
0 = ZzZ,
y, por lo tanto, el sistema tiene solucién si y solo si z,44 =--- =z, = 0 y en ese caso
las soluciones son:
Xey =2Z1= ) jgp. .k D1 X
X, =2 otk ky D27 X )
Xy = Zr— qu&/q ..... ke b xj
Llamaremos a xi,, Xk,, - - ., Xk, las variables principales del sistema y las n —r variables

restantes son las variables libres. Es claro entonces que variando de forma arbitraria
todas las variables libres obtenemos todas las soluciones del sistema.

Las soluciones del sistema son, entonces, los (x1,...,x,) € K" tal que x,, ..., xk
satisfacen las ecuaciones (23) y x; € K para x; libre.

r

El método anterior es denominado método de Gauss.

En particular, hemos probado:

TEOREMA 2.4.2. Sea A matriz n x n con coeficientes en K. Si A es equivalente por
filas a B una MERF y B tiene filas nulas, entonces si el sistema AX =Y tiene solucidn,
tiene infinitas soluciones.

DEMOSTRACION. Sea r el nimero de filas no nulas de B, como B tiene filas nulas,
entonces r < n. Como el sistema tiene solucién y r < n hay al menos una variable
libre. Esto implica que hay infinitas soluciones.
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Por ser Ay B equivalentes por fila, AX = Y y BX = Z tienen las mismas soluciones
y, por consiguiente, AX =Y tiene infinitas soluciones. O

TEOREMA 2.4.3. Sea A una matrizm x n con m < n e Y matriz m x 1. Entonces, si
el sistema de ecuaciones lineales AX =Y tiene solucidn, tiene infinitas soluciones.

DEMOSTRACION. La matriz A es equivalente por fila a una matriz B escalén reducida
por fila y B tiene r filas no nulas con r < m < n. Como el sistema tiene solucion
y r < n hay al menos una variable libre. Por lo tanto, BX = Z (y AX = Y) tienen
infinitas soluciones. O

LEMA 2.4.4. Sea R una matriz n x n escalon reducida por fila tal que no tiene filas
nulas. Entonces R = Id,,.

DemosTRACION. Como R es reducida por fila y no tiene filas nulas, cada fila tiene
un 1 en alguna entrada y en la columna donde esta el 1 todos las otras entradas son
nulas, por lo tanto hay n 1's principales distribuidos en n columnas. Concluyendo: hay
un 1 por columna y en esa columna todas las demas entradas son nulas.

Ahora bien como R es una MEREF, la primera fila contiene el 1 que estd mas a la
izquierda, que no puede estar en otra ubicacion que no sea la primera (pues si no la
primera columna seria nula). Con el mismo razonamiento vemos que en la sequnda fila
hay un 1 en la columna 2 y en general en la fila k-ésima hay un 1 en la columna k.
Luego R = Id,. O

TEOREMA 2.45. Sea A una matriz n x n. Entonces, A es equivalente por filas a la
matriz |d,, si y sdlo si el sistema AX =Y tiene un unica solucion.

DEMoSTRACION. (=) Como A es equivalente por filas a la matriz Id,, las soluciones
de AX =Y son las mismas que las de Id, X = Z, para algin Z. Ahora bien, en la fila
i de la matriz Id, tenemos [Id,];; = 1 y las otras entradas son cero, luego la ecuacion
correspondiente a esa fila es x; = 0, y esto ocurre en todas las filas, luego el sistema
de ecuaciones es

X1 = 24
X = 2o
Xn = Zn

cuya unica solucion es la solucién trivial.

(<) Sea R la matriz escaldn reducida por filas asociada a A. Por hipdtesis, AX =Y
tiene una sola solucidon y por lo tanto RX = Z, para alglin Z, tiene una sola solucion.
Luego, no hay variables libres, es decir hay n filas no nulas en R, como R tiene n
filas, lo anterior implica que R no tiene filas nulas. Entonces, por el lema anterior,
R =ld,. O
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ElEmPLO 2.4.4. Resolvamos el sistema
X1 —2x0+x3 =1
2X1+x0+x3=2
5x, —x3 = 0.

La matriz aumentada correspondiente a este sistema es

1T =2 11
2 1 12
0 5 —-10
apliquemos el método de Gauss:
L T I L e I I A N
2 1 1(2|='"l]0 5 1|0 ="l0 5 —-1]0
0 5 —-10 0 5 —-1/0 0O 0 0/0
s 1 =2 T [ 0 351
Blo 1 o™ fo 1 —15]0 .
0 0 00 00 00

Luego, el sistema se reduce a
x1+ 3/5x3 =1
x; — 1/5x3 = 0.
Es decir,
x1 = —3/5x3 + 1
x> = 1/5x3.

En consecuencia, las soluciones de esta ecuacidon son

3 1
—— 1, = : Kt.
{( 5s—I— ,55,5) s e }

SECCION 25

Algebra de matrices

Ahora estudiaremos propiedades algebraicas de las matrices, en particular veremos
que dado n € N, entonces podemos definir una suma y un producto en el conjunto de
matrices n x n con la propiedad de que estas operaciones satisfacen muchos de los
axiomas que definen a Z.

2.5.1. Algunos tipos de matrices

Matriz cuadrada. Es aquella que tiene igual ndiimero de filas que de columnas, es
decir si es una matriz n x n para algun n € N. En ese caso, se dice que la matriz es
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de orden n. Por ejemplo, la matriz

A= |-

O W
- N O

es cuadrada de orden 3.

Denotaremos el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n con entradas
en K por M,(K) o simplemente M, si K esta sobreentendido. Asi, en el ejemplo anterior
A€ M.

Los elementos de la diagonal principal de una matriz cuadrada son aquellos que
estan situados en la diagonal que va desde la esquina superior izquierda hasta la
inferior derecha. En otras palabras, la diagonal principal de una matriz A = [a;;] estd
formada por los elementos a11, ax, ..., a,,. En el ejemplo anterior la diagonal principal
esta compuesta por los elementos: a1 =1, axp =4, a3 = 1.

Matriz diagonal y matriz escalar. Una matriz cuadrada, A = [a;;] de orden n, es
diagonal st a;; = 0, para i # j . Es decir, si todos los elementos situados fuera de la
diagonal principal son cero. Por ejemplo, la siguiente matriz es diagonal:

(24)

OO ON
—

S O1O0 O

WO OO

OO'O

Un matriz n x n es escalar si es diagonal y todos los elementos de la diagonal son
iguales, por ejemplo, en el caso 4 x 4 las matrices escalares son

SO O0n
SO o O
0o OO
o OO O

con ¢ € K.

Matriz unidad o identidad. Esta matriz ya la hemos definido anteriormente. Re-
cordemos que es una matriz diagonal cuya diagonal principal estd compuesta de 1's.

Mas adelante veremos que la matriz identidad, respecto a la multiplicacién de
matrices, juega un papel similar al nimero 1 respecto a la multiplicacién de niimeros
reales o enteros (elemento neutro del producto).

Matriz nula. La matriz nula de orden m x n, denotada 0,5, o simplemente 0 si m
y n estan sobreentendidos, es la matriz m x n cuyas entradas son todas nulas (= 0).
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Por ejemplo, la matriz nula 2 x 3 es
[0 0 0]
0 0 Of
Veremos luego que la matriz nula juega un papel similar al niimero 0 en el algebra de
matrices (elemento neutro de la suma).

Matriz triangular. Una matriz cuadrada es triangular superior o escalén si todos
los elementos situados por debajo de la diagonal principal son cero. Por ejemplo, la
siguiente matriz es triangular superior:

2 -1 3 1
0 -1 0 2
00 5 1| (26)
0 0 03

Analogamente, una matriz cuadrada es triangular inferior si todos los elementos si-
tuados por encima de la diagonal principal son cero. Un matriz triangular (superior o
inferior) se dice estricta si la diagonal principal es 0.

En forma mas precisa, sea A = [a;;] € M,(K), entonces

o A es triangular superior (triangular superior estricta) st a;; = 0 para i < j (resp.
i< j)

o A es triangular inferior (triangular inferior estricta) si a;; = 0 para i > j (resp.
i > ).

Por ejemplo, cualquier matriz diagonal es triangular superior y también triangular
inferior.

No es dificil comprobar que si R es una matriz cuadrada n x n que es una MERF,
entonces R es triangular superior.

2.5.2. Suma de matrices Sean A = [a;j, B = [b;| matrices m x n. La matriz
C =[aij+ b;j] de orden m x n, es decir la matriz cuyo valor en la posicién ij es a;;+ by,
es llamada la suma de las matrices A y B y se denota A + B. En otras palabras, la
suma de dos matrices es la matriz que resulta de sumar “coordenada a coordenada”
ambas matrices.

Veamos un ejemplo, consideremos las siguientes matrices:

2 1 =3
A:[_; 5 —51] B:[(S) 2 _13]' M=13 0 —1
0 8 5
Las matrices A y B son de orden 2 x 3, mientras la matriz M es cuadrada de orden 3.
Por tanto, no podemos calcular la suma de A y M y tampoco la suma de B y M, en
cambio, st podemos sumar A y B ya que tienen el mismo orden. Esto es,

13 5 5 2 =31 [-1+5 3+2 5-3 4 5 2
A+’3=[2 0 —1]+[0 1 1]:[2+0 0—1 —1+1]:[2 1 0]
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Dadas A, B y C matrices m x n, podemos deducir facilmente las siguientes propie-
dades de la suma de matrices de matrices:

o Conmutativa: A+ B= B+ A,

o Asociativa: A+ (B+ C) = (A+ B)+ C,

o Elemento neutro (la matriz nula): A+ 0 =0+ A=A,

o Elemento opuesto: existe una matriz —A de orden m x n tal que A + (—A) =
(=A)+A=0.

Debemos explicitar la matriz opuesta: si A = [a;j], entonces —A = [—a;;]. Usualmente
denotaremos A + (—B) como A— B y (—A) + B como —A+ B.

La demostracién de las propiedades anteriores se deduce de que las mismas pro-
piedades valen coordenada a coordenada y se dejan a cargo del lector.

2.5.3. Multiplicacién de matrices Sean A = [a;;] matriz m x n y B = [b;] matriz
n x p, entonces C = [¢;;] matriz m x p es el producto de Ay B, si

n
Cij = CI[1/J1/' + Clizsz + -+ Cll'nbnj = E C’ikbkj- (27)
k=1

Es decir, los elementos que ocupan la posicidn ij en la matriz producto, se obtienen
sumando los productos que resultan de multiplicar los elementos de la fila i en la
primera matriz por los elementos de la columna j de la sequnda matriz. Al producto
de A por B lo denotamos AB.

Es muy importante recalcar que por la definicidn, se puede multiplicar una matriz
m X n por una matriz r x p, sélo si n = r y en ese caso, la multiplicacién resulta ser

una matriz m x p.

Podemos visualizar la multiplicaciéon ast:

[ an awn o ar, ]
azy dypp -+ dzp . /31/-
: : : by :
. . . J n
. — e a:. - b a
ai ap -+ din Zk:’] ‘ ik kj
: : : bnj
| Om1 dm2 - Upp

OBSERVACION 2.5.1. Sean A = [a;;] matriz m x n y B = [b;;] matriz n x p, entonces si
multiplicamos la matriz que se forma con la fila i de A por la matriz que determina la
columna j de B, obtenemos el coeficiente ij de AB. Esquematicamente

b

sz n
l[an ap - apl| | = E aubi; = cjj.
o

bnj
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Por lo tanto diremos a veces, que el coeficiente ij de la matriz AB es la fila i de A por
la columna j de B.

El lector recordard el producto escalar definido en el capitulo 1 y notarad que el
coeficiente ij de AB es el producto escalar de la fila i de A por la columna j de B,
ambos pensados como vectores.

1 0 5 -1 2
A:[—3 1]' 32[15 4 8]'
como Aes 2x 2y Bes 2x 3, lamatriz AB sera 2 x 3 y aplicando la regla (27),
obtenemos:

as = |

EiemprLo 25.1. Si

1x5+0x15 1x(-1)+0x4 1x24+0x8 ]| [5 —1 2
—3x5+1x15 3x(-1)+1x4 =3x2+1x8| [0 7 2|

Observemos que, debido a nuestra definicion, no es posible multiplicar B por A, pues
no esta definido multiplicar una matriz 2 x 3 por una 2 x 2.

Hay casos, como veremos en el siguiente ejemplo, en los que se pueden calcular am-
bos productos aunque se obtienen resultados diferentes. Consideremos las siguientes

matrices: _ _
2 1 1 3
A:l—3 1l B=|4 1]
2 111 3 [1 7
AB:[—3 1] 1 1]: 4 —8]'
1 3172 1 7 4
BA:[—1 1][—3 1]:[—5 o]-

Segun se pudo comprobar a través del ejemplo anterior, la multiplicacion de matri-
ces no cumple la propiedad conmutativa. Veamos algunas propiedades que si cumple

Entonces, por un lado,

y por otro lado,

esta operacion:

o Asociativa:
ABC) = (AB)C, VA€ Mxn, BeE My, CE My,
o Elemento neutro: si A es matriz m x n, entonces
Ald, =A=1d, A,
o Distributiva:

AB+ C)=AB+AC,  VAE My, B,CE My,
y
(A+B)C=AC+BC, YA BE My, CE My,

Como en el caso de la suma, la demostracidon las propiedades anteriores se deja a
cargo del lector.
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En virtud de estas propiedades y de las anteriores de la suma de matrices, resulta
que el conjunto (M,, +, .) de las matrices cuadradas de orden n, respecto a las dos leyes
de composicion interna, “+" y “”
(ver https://es.wikipedia.org/wiki/Anillo_(matematica)) .

. tiene estructura de anillo unitario no conmutativo

Cuando las matrices son cuadradas podemos multiplicarlas por si mismas y defi-
nimos, de forma andloga a lo que ocurre en los productos de niimeros, la potencia de
una matriz: sea A matriz n x n, y sea m € N entonces

A’ =ld,, A" =A"A,

es decir A™ es multiplicar A consigo mismo m-veces.

OBSERVACION 2.5.1. Un caso especial de multiplicacidn es la multiplicacién por ma-
trices diagonales. Sea n € N y

C/1 o ... 0
0O d, --- 0
diag(dq, dy, ..., d,) = : : . ‘
0 0 - d

matriz n x n diagonal con valor d; en la posicidn ii, entonces si A es matriz n x p, con
la multiplicacién a izquierda de la matriz diagonal por A se obtiene la matriz que en
la fila i tiene a la fila i de A multiplicada por d;. Es decir,

d 0 --- 0 ann dpp - dip diayy dyap oo dyag,
0 d, --- 0 a» axp -+ dyp dray dyay - daa,
0 0 - dof||am an2 - anp dvany dpap, - dyap,
Esto es claro, pues si denotamos D = diag(ds, d», ..., d,), el coeficiente ij de DA es

la fila i de D por la columna j de A, es decir
[DA];j =0.a1;+--- +0.0;1,;+ di.a;; + 0.ai41; + - - + 0.0, = d;ay;.

Observar que en el caso de que D sea una matriz escalar (es decir dy = d, = --- = d,),
DA es multiplicar por el mismo niimero todos los coeficientes de A. En particular, en
este caso, st Aes n x n, DA= AD.

Si B es m x n, el lector podrd comprobar que
B diag(dq, d>, ..., d,) =[d1C d, G - d, G,
donde G4, G, ..., G, son las columnas de B.

Finalmente, de lo visto mds arriba respecto a la multiplicacidn por una matriz
diagonal obtenemos:

d 0 - 07 [df 0 -~ 0
0 d -~ 0 0 ds --- 0
O O C/‘I"l 0 O C/.k

n

para k € N.


 https://es.wikipedia.org/wiki/Anillo_(matem�tica)

54 2. SISTEMAS LINEALES

Otras observaciones importantes:

o multiplicar cualquier matriz por la matriz nula resulta la matriz nula,

o existen divisores de cero: en general, AB = 0 no implica que A=00 B8=0
0, lo que es lo mismo, el producto de matrices no nulas puede resultar en una
matriz nula. Por ejemplo,

2 o)[s 9)=16 o)

o En general no se cumple la propiedad cancelativa: si A # 0 y AB = AC no
necesariamente se cumple que B = C. Por ejemplo,

[2 0]_[1 0”2 0]_[1 0”2 0]
4 012 0|8 1] |2 Of|5 3
o No se cumple la féormula del binomio: sean A, B matrices n x n, entonces
(A+ B)? = (A+ B)(A+ B)
= A(A+ B) + B(A+ B)
=AA+AB+ BA+ BB
= A’ + AB + BA + B,

y esta Ultima expresién puede no ser igual a A% +2AB + B? ya que el producto
de matrices no es conmutativo (en general).

2.5.4. Multiplicacion de una matriz por un escalar Otra operacidn importante es
la multiplicacién de una matriz por un elemento de K: sea A = [a;;| matriz m x n y
c € K, entonces el producto de ¢ por A es la matriz

cA = [cayjl.
Por ejemplo,
-1 0 3 4 -2 0 6 8
21 51 =2 1|=110 2 -4 2].
32 1 =3 6 4 2 —6

Observar que multiplicar por ¢ una matriz m x n, es lo mismo que multiplicar por
la matriz escalar m x m con los coeficientes de la diagonal iguales a ¢, es decir

c 0 --- 0 aq1 a1y - a1, cayr cdip - cdip

0O ¢c --- 0 a1 dy - o, cdy Cdy - cdrp
cA=1. . . ) ) ) = ) ) . (28)

0 O c am Upp - Umn Cd m1 Cdmy - CUmp
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Debido a esta observacidn y a las propiedades del producto de matrices, se cumple
lo siguiente:

c(AB) = (cA)B, Vee K, Ae My, Be My,
(cd)A = c(dA), Ve, d e K, Ae Muxn,,
1.A=A, Vee K Ae M,
c(A+ B) = cA+ cB, VeeK A Be M,y
(c + d)A = cA+ dA, Ve, deK, Ae M.

St A es n x n, entonces DA = AD cuando D es una matriz escalar. Por lo tanto
c(AB) = (cA)B = A(cB), Vee K Ae M., BeM,,.

SECCION 2.6

Matrices elementales

Veremos ahora la relacién entre el algebra de matrices y la solucién de sistemas
de ecuaciones lineales.

Primero recordemos que dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas

apxr + apxy + -+ Xy = Yy
: : : (29)
mX1 + ApaXxo + -+ + AupXp = Yp
donde y1,...,yn y ay; (1 <i<m, 1< j<n)son nimeros en K. Si denotamos
a1 aqp - aqp X1 Y1
A= : : . X=1:/ Y=1:1,
m1 Upo2 -+ App Xn Yn
entonces
ayr dqp -+ d1p X1 aqxp+ apxe + -+ dipXy Y
AX=1| 1 = : =|[:|=Y
apr Ump -0 Ump Xn am1 X1 + amaX2 + -+ U mnXn Yn

(producto de matrices). Es decir, la notacidn antes utilizada es consistente con el, ahora
definido, producto de matrices.

DEFINICION 2.6.1. Una matriz m x m se dice elemental si fue obtenida por medio de
una Unica operacion elemental a partir de la matriz identidad Id,,.

ElemMpPLO 2.6.1. Veamos cuales son las matrices elementales 2 x 2:

1. St ¢ # 0, multiplicar por ¢ la primera fila y multiplicar ¢ por la segunda fila

son, respectivamente,
c 0 10
01 Y |0 |
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2. st c € K, sumar a la fila 2 la fila 1 multiplicada por ¢ o sumar a la fila 1 la fila
2 multiplicada por c son, respectivamente,
1 0] [1 ¢
c 11 Y |o 1]

3. Finalmente, intercambiando la fila 1 por la fila 2 obtenemos la matriz
0 11
1 0|

En el caso de matrices m x m tampoco es dificil encontrar las matrices elementales:

1. St ¢ # 0, multiplicar por c la fila k de la matriz identidad, resulta en la matriz
elemental que tiene todos 1's en la diagonal, excepto en la posicion k, k donde
vale ¢, es decir si e(ld,) = [a;j], entonces

1 sti=jei+#k,
a;=4c sii=j=k, (30)
0 sii]j.
Graficamente,

l
10 .0
LN 0 c 0
0 ... o

2. st ¢ € K, sumar a la fila r la fila s multiplicada por ¢, resulta en la matriz
elemental que tiene todos 1's en la diagonal, y todos los demds coeficientes
son 0, excepto en la fila r y columna s donde vale ¢, es decir si e(ld,) = [a;],
entonces o

1 Sti=j
aj=1¢ sti=r j=s5, (31)
0 otro caso.
Graficamente,

l l
10 07
oo 1 c 0
o ... .

3. Finalmente, intercambiar la fila r por la fila s resulta ser

1 si(fi=j,i#ri#s)o(i=rj=s)o(i=s,j=r)
dij = {O otro caso. (32)
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Graficamente,

Lol
) N
-~ lo 0 - 1 0
>0 1 0 0
[

Veamos ahora que, dada una matriz A, hacer una operaciéon elemental en A es igual
a multiplicar A a izquierda por una matriz elemental. Mas precisamente:

TEOREMA 2.6.1. Sea e una operacion elemental por fila y sea E la matriz elemental
E = e(ld). Entonces e(A) = EA.

DEMoSTRACION. Hagamos la prueba para matrices 2 x 2. La prueba en general es
similar, pero requiere de un complicado manejo de indices.

E1.

E2.

E3.

Sea ¢ € K, y sea e la operacion elemental de a la fila 2 le sumarle la fila 1
multiplicada por c. Entonces. E := e(ld,) resulta en la matriz elemental:

E:[(C) ?].

Ahora bien,
_lc Oflan an
EA= [0 1] [6121 Clzzjl

c.aq+0.ay c.ap+0.axn c.dy1 C.dy

O.a1y+1.a2 O0.a;+1.axn a7 0y
De forma andloga se demuestra en el caso que la operacién elemental sea
multiplicar la segunda fila por c.
Sea ¢ € K, y sea e la operacidn elemental de a la fila 2 le sumarle la fila 1

multiplicada por c. Entonces. E := e(ld,) resulta en la matriz elemental:

10
Luego

1 0||a a a a
EA = 1" 12 — 1" 12 =e(A)
c 1 ayr dp c.aq11+dy; C.dqp+ dx
La demostracidon es analoga si la operacion elemental es sumar a la fila 1 la
fila 2 multiplicada por c.

Finalmente, sea e la operacion elemental que intercambia la fila 1 por la fila
2. Entonces, E := e(ld,) es la matriz

e[ ]
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Luego
EA = 0 1 a1 dqp _ ayr dp =€(A).
10 ayr dp aqyr dqp
U

CoroLARIO 2.6.2. Sean A y B matrices m x n. Entonces B equivalente por filas a A
si y sdlo si B = PA donde P es producto de matrices elementales. Mds atn, si B =
ex(ex—1(---(e1(A))---)) con ey, ey, ..., e operaciones elementales de fila y E; = e;(ld)
parai=1,...,k, entonces B = EE;_1---EA.

DEMOSTRACION.

(=) St B equivalente por filas a A existen operaciones elementales ey, ..., e, tal
que B = ex(ex_1(-- - (e1(A))---)), mas formalmente

st Ay = e1(A) y A; = ei(Ai—q) para i =2, ..., k, entonces ex(Ac—1) = B.
Sea E; = e(ldy), entonces, por el teorema anterior Ay = EfAy A = EA (i =

2,..., k). Por lo tanto B = E Ak_1, en otras palabras B = E Ei_1--- E4A, luego P =
EcEi_q1---Eq.

(<) St B=PA con P = EEi_4---E; donde E; = e;(ld,,) es una matriz elemental,

entonces
Teor. 2.6.1

B=PA=EE 1 --EIA = erler=i(---(e1(A)---)).
Por lo tanto, B es equivalente por filas a A. O

SECCION 2.7
Matrices invertibles

DEFINICION 2.7.1. Sea A una matriz n X n con coeficientes en K. Una matriz B &€
M, «n(K) es inversa de A st BA= AB = Id,. En ese caso, diremos que A es invertible.

1
EiempLo 2.7.1. La matriz [g 1 ] tiene inversa [ ’ZI] pues es facil comprobar que

GG R 0 bR -6

PRroPosICION 2.7.1. Sea A € M« (K),

1. sean B, C € M,«,(K) tales que BA=1d,, y AC = Id,, entonces B = C;
2. si A invertible la inversa es uUnica.

DEMOSTRACION. (1)
B = Bld, = B(AC) = (BA)C =Id, C = C.
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(2) Sean B y C inversas de A, es decir BA = AB = Id, y CA = AC = Id,. En
particular, BA =Id, y AC = Id,, luego, por (1), B= C. O

DEFINICION 2.7.2. Sea A € M,«,(K) invertible. A la Unica matriz inversa de A la
llamamos la matriz inversa de A y la denotamos A~".

Veremos mas adelante que si una matriz n x n admite una inversa a izquierda, es
decir si existe B tal que BA = Id,, entonces la matriz es invertible. Lo mismo vale si A

2 1 =2

17 1 =2].

-1 0 1
Entonces, A es invertible y su inversa es

T =10
Al=11 0 2f.
T =11

Esto se resuelve comprobando que AA~" = Ids (por lo dicho mds arriba es innecesario
comprobar que A7'A = Ids).

admite inversa a derecha.

ElEmMpPLO 2.7.2. Sea A la matriz

OBSERVACION 2.7.1. No toda matriz tiene inversa, por ejemplo la matriz nula (cuyos
coeficientes son todos iguales a 0) no tiene inversa pues 0. A = 0 # Id. También existen
matrices no nulas no invertibles, por ejemplo la matriz

2 1
no tiene inversa. St multiplicamos a A por una cualquier matriz B = [b;;] obtenemos

AB — 2 1| |b1n biwa| _ |2b11+ by 2b1+ by
10 Of by bxl| 0 0 )

Luego AB, al tener una fila identicamente nula, no puede ser nunca la identidad.

TEOREMA 2.7.2. Sean A y B matrices n x n con coeficientes en K. Entonces

1. si A invertible, entonces A~" es invertible y su inversa es A, es decir (A=)~ = A;
2. si A y B son invertibles, entonces AB es invertible y (AB)~' = BTA7".

DEMOSTRACION. (1) La inversa a izquierda de A~" es A, pues AA~! = Id,. Andloga-
mente, la inversa a derecha de A~" es A, pues A='A = Id,,.. Concluyendo: A es la inversa
-1
de A7".

(2) Simplemente debemos comprobar que B~'A™" es inversa a izquierda y derecha
de AB:
(B'ANYAB=B"AT"AB=B"1d,B=B"'B=1d,,

y, analogamente,
AB(B_1A_1) = A(BB_1)A_1 =Ald, A "'=AA"=1d,.
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OBSERVACION 2.7.2. Si Ay, ..., Ak son invertibles, entonces A; ... A, es invertible y
su inversa es

-1 -1 —1
(Ar. . A) =A0 AT
El resultado es una generalizacion del punto (2) del teorema anterior y su demostracion

se hace por induccién en k (usando (2) del teorema anterior). Se deja como ejercicio
al lector.

OBSERVACION 2.7.3. La suma de matrices invertibles no necesariamente es invertible,
por ejemplo A+ (—A) = 0 que no es invertible.

TeorReMA 2.7.3. Una matriz elemental es invertible.

DEMOSTRACION. Sea E la matriz elemental que se obtiene a partir de Id, por la
operacion elemental e. Se e; la operacion elemental inversa (teorema 2.3.1) y £y =
e1(ld,). Entonces

EE, = e(e4(ldy)) = Id,
EiE =eq(e(ldy)) = 1Id, .
Luego E1 = E~". O

EiempLo 2.7.3. Es facil encontrar explicitamente la matriz inversa de una matriz
elemental, por ejemplo, en el caso 2 x 2 tenemos:

1. Sic #0,
c 0] [1/c 0] [10o]" [1 o
o1 o 1 Y ]oc| T|0 1|
2.sicek,,
1 0] [1 0] 1] [ —c
c 1l T|-c 1] Y lo1f Tfo 1
3. Finalmente,
011" _[o 1]
10 Tf1o

En el caso general tenemos:

(1)

La inversa de & 0 N R 0 es O o 1fc - O
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(2)
! !
1 0 0] 10 0]
oo o1 e 0 0 1 —c 0
La inversa de : . : es
[ 0 1] | 0 1]
(3)
! l
1 07
10 0 - 1 0
La inversa de : : es la misma matriz.
10 1 0 0
[

TEOREMA 2.7.4. Sea A matriz n x n con coeficientes en K. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes

i) A es invertible,
ii) A es equivalente por filas a Id,,
iii) A es producto de matrices elementales.

DEMOSTRACION.

i) = ii) Sea R la matriz escalén reducida por fila equivalente por filas a A. Entonces,
existen Ey, ..., Ex matrices elementales tal que E4,..., EtA = R. Como las matrices
elementales son invertibles, el producto de matrices elementales es invertible, luego
Eq, ..., Ex es invertible y por lo tanto R = E;4, ..., E A es invertible.

Recordemos que las matrices escaldn reducidas por fila si tienen filas nulas, ellas
se encuentran al final. Ahora bien, si la ultima fila de R es nula entonces, RB tiene la
ultima fila nula también y por lo tanto no puede ser igual a la identidad, es decir, en
ese caso R no es invertible, lo cual produce un absurdo. Concluyendo: la dltima fila (la
fila n) de R no es nula y como es MERF, R no tiene filas nulas. Por lo tanto R = Id,
(lema 2.4.4) y, entonces, A es equivalente por filas a Id,.

ii) = iii) Como A es equivalente por filas a Id,, al ser la equivalencia por filas
una relacion de equivalencia, tenemos que Id,, es equivalente por filas a A, es decir
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existen Eq, ..., Ex matrices elementales, tales que E/E;, ..., Exld, = A. Por lo tanto,
A= EE,, ..., Ex producto de matrices elementales.

iiiy = i) Sea A= EyE,, ..., Ef donde E; es una matriz elemental (i = 1,..., k).
Como cada E; es invertible, el producto de ellos es invertible, por lo tanto A es inver-
tible. O

CoroLArio 2.7.5. Sean A y B matrices m x n. Entonces, B es equivalente por filas
a A si y sdlo si existe matriz invertible P de orden m x m tal que B = PA .

DEMOSTRACION.

(=) B es equivalente por filas a A, luego existe P matriz producto de matrices
elementales tal que B = PA. Como cada matriz elemental es invertible (teorema 2.7.3)
y el producto de matrices invertibles es invertible (teorema 2.7.2(2)), se deduce que P
es invertible.

(&) Sea P matriz invertible tal que B = PA. Como P es invertible, por el teorema

anterior, P es producto de matrices elementales, luego B = PPA es equivalente por filas
a A 0J

CorolARIO 2.7.6. Sea A matriz n x n. Sean ey, ..., e, las operaciones elementa-
les por filas que reducen a A a una MERF y esta MERF es la identidad, es decir
ei(ex(--- (ex(A))---)) = Id,. Entonces, A invertible y las mismas operaciones elementa-
les aplicadas a |d, nos llevan a A~', es decir ei(ey(-- - (ex(ld,))---)) = A~

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior, al ser A equivalente por filas a la identidad,
A es invertible. Sean las matrices elementales E; = ei(ld,) para i =1,..., k, entonces
(ver corolario 2.6.2) E1E, ... ExA = Id,, por lo tanto, multiplicando por A~" a derecha
en ambos miembros,

EiE...EEAAT = 1d, A" &
EiE,...Exld, =A7" &
ei(ex(- - (ex(ldy))--+)) = A",
O

Este dltimo corolario nos provee un método sencillo para calcular la inversa de
una matriz A (invertible). Primero, encontramos R = Id, la MERF equivalente por filas
a A, luego, aplicando la mismas operaciones elementales a Id,, obtenemos la inversa
de A. Para facilitar el calculo es conveniente comenzar con A e Id, e ir aplicando
paralelamente las operaciones elementales por fila. Veamos un ejemplo.

EiempLo 2.7.4. Calculemos la inversa (si tiene) de

Az[f —31].
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SorucidN. Por lo que ya hemos demostrado 1) si A tiene inversa es reducible por
filas a la identidad, 2) las operaciones que llevan a A a la identidad, llevan también
la identidad a A~". Luego trataremos de reducir por filas a A y todas las operaciones
elementales las haremos en paralelo partiendo de la matriz identidad:

Alld] = 2 11T 0 Aer|[1T 3|10 1 |R2r|1T 3]0 1 |FRI-2
AldI=179 3o 1|~ |2 Z1l1 0| o =7/1 2|
. 1 3]0 1 Fi=3F 10 %

0 1|-1 2 0 1]-— '

1
7
Luego, como A se reduce por filas a la identidad, A es invertible y su inversa es

w-4 1]

7
El lector desconfiado podrd comprobar, haciendo el producto de matrices, que AA™" =
ATTA = Id,. O

NINN =

NINN[=

TEOREMA 2.7.7. Sea A matriz n x n con coeficientes en K. Entonces, las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

i) A es invertible.
ii) El sistema AX =Y tiene una unica solucién para toda matriz Y de orden n x 1.
iii) El sistema homogéneo AX = 0 tiene una unica solucidn trivial.

DEMOSTRACION.

i) = ii) Sea Xp solucidn del sistema AX =Y, luego
A=Y = ATAG=ATY = X =AY

Es decir, Xp es Unico (siempre igual a A~'Y).
ii) = iii) Es trivial, tomando Y = 0.

iii) = i) Sea R la matriz escaldn reducida por filas equivalente a A, es decir R = PA
con P invertible y R es MERF. Si R tiene una fila nula, entonces por teorema 2.4.2, el
sistema AX = 0 tiene mas de una solucién, lo cual es absurdo. Por lo tanto, R no tiene
filas nulas. Como es una matriz cuadrada y es MERF, tenemos que R = Id,. Luego A
es equivalente por filas a Id, y por teorema 2.7.4 se deduce que A es invertible.

O

CoRroLARIO 2.7.8. Sea A una matriz n x n con coeficientes en K. Si A tiene inversa a
izquierda, es decir si existe B matriz n x n tal que BA = |d,,, entonces A es invertible.
Lo mismo vale si A tiene inversa a derecha.

DEMOSTRACION. Supongamos que A tiene inversa a izquierda y que B sea la inversa
a izquierda, es decir BA = Id,. El sistema AX = 0 tiene una Ulnica solucidon, pues
AXyo = 0= BAXy) = B0 = Xy = 0. Luego, A es invertible (y su inversa es B).
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Supongamos que A tiene inversa a derecha y que C sea la inversa a derecha, es
decir AC = Id. Por lo demostrado mas arriba, C es invertible y su inversa es A, es
decir AC =1d y CA = Id, luego A es invertible. O

Terminaremos la seccidn calculando algunas matrices inversas usando el corolario
2.7.6.

1 -1 2
EiempLo 2.7.5. Calcular la inversa (si tiene) de la matriz A = [3 2 4 ]

0 1 -2
SOLUCION.
1T -1 211007, . [1 -1 21007, .
3 2 40100 5 —2|=31 0]
0 1 —2/0 0 1 0 1 =2/ 0 0 1
1 -1 201007, 10 0O 1017,
—lo0o 1 =2 oo 1|™*[o1 =2 0 0 1 |=%
|0 5 —2[-3 1 0 05 -2/-310
10 0] 10 17 10 0] 10 1
—5lo1 =2 oo 152801 -2 o0 1|4
|00 8[-31 -5 0 1= 1 -3
1 0 0] 10 1
—5lo 1ol 1 1
i1 4
|00 1|—5 5 —5
Por lo tanto
Al = | —

o= O
|

LI —
OO = —

. . a b
EiempLo 2.7.6. Dados a, b, c,d € R, determinar cuando la matriz A = [c cl] es

invertible y en ese caso, cual es su inversa.

SoLuciON. Para poder aplicar el método de Gauss, debemos ir haciendo casos.

1) Supongamos que a # 0, entonces

b b

[C’ b] M [1 g] Fi@ 1 E _ 1 E
c d c d 0 c/—cli 0 ad— bc

a a

St ad — bc = 0, entonces la matriz se encuentra reducida por filas y la ultima fila es
0, luego en ese caso no es invertible. St ad — bc # 0, entonces

;b

a allad—be) F5 1 Iz Fi-blaF, 10
ad — bc 0 ﬁ' 0 1}

a
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Luego, en el caso a # 0, ad — bc # 0 hemos reducido por filas la matriz A a la
identidad y por lo tanto A es invertible. Ademds, podemos encontrar A~" aplicando a
Id las mismas operaciones elementales que reducian A a la identidad:

'1 1 0 [ 1 O
1 0| Ara | — Of R-cA a al(ad—bc) F a Fl-bla F;
o1~ 8 ’ — c — c a —
- T | ad—bc ad—bc
1 N bc b i d b
_,|la a(ad—bc) ad —bc| — | ad—bc ad — bc
c a c a
i ad — bc ad — bc | ad—bc ad—bc
Concluyendo, en el caso a # 0, ad — bc # 0, A es invertible y
_ 1 d —b
Al = ——— : 33
ad —bc [—C a ] (33)

2) Estudiemos el caso a = 0. Primero observemos que si c =00 b =0, entonces
la matriz no es invertible, pues en ambos casos nos quedan matrices que no pueden
ser reducidas por fila a la identidad. Luego la matriz puede ser invertible si bc # 0 y
en este caso la reduccién por filas es:

d d
lO b] Fiek, lc c/] File |11 = R |1 = | FA-dic/ |1 0
c d 0 b ¢ ¢ 0 1|
0 b 0 1
Luego A es invertible y aplicando estas mismas operaciones elementales a la identidad
obtenemos la inversa:

1 1 _d 1
eI I
1 0] - 0 - 0
b b
Luego, en el caso que a = 0, entonces A invertible si bc # 0 y su inversa es
d 17
" bhe ¢ 1 I —b
L bc c| = d
e P
- 0
b i

Es decir, la expresion de la inversa es igual a (33) (considerando que a = 0).

Reuniendo los dos casos: A es invertible si a # 0 y ad — bc # 0 osi a = 0 y
bc #+ 0, pero esto es logicamente equivalente a pedir solamente ad — bc # 0, es decir

(a #0Nad —bc#0)V(a=0Abc#0) & ad—bc#0

(ejercicio).

. a b . : . :
Resumiendo, [C d] es invertible & ad — bc # 0 y en ese caso, su inversa viene

1
a b 1 d —b
[c d] ~ ad — be [—c a ] (34)

dada por
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Veremos en la proxima seccidn que el uso de determinantes permitird establecer
la generalizacion de este resultado para matrices n x n con n > 1.

O

SECCION 2.8

Determinante

El determinante puede ser pensado como una funcién que a cada matriz cuadrada
n x n con coeficientes en K, le asocia un elemento de K. En esta seccién veremos como
se define esta funcidn y algunas propiedades de la misma. Algunas demostraciones
se omitirdn, pues se pondrd énfasis en los usos del determinante y no tanto en sus
propiedades tedricas. Las demostraciones faltantes se pueden ver en el Apéndice C.

El determinante, permite, entre otras cosas,

o determinar si una matriz cuadrada es invertible,
o dar una férmula cerrada para la inversa de una matriz invertible.

Como consecuencia de lo anterior, el determinante permite determinar si un sistema
de n ecuaciones lineales con n incédgnitas admite una tnica solucién o no, y en el caso
de que exista una Unica solucion, dar una formula cerrada de esa solucion.

Una forma de definir determinante es con una féormula cerrada que usa el grupo
de permutaciones. Esta forma de definir determinante esta fuera del alcance de este
curso. La forma que usaremos nosotros para definir determinante es mediante una
definicidn recursiva: para calcular el determinante de una matriz n x n, usaremos el
calculo del determinante para matrices n —1 x n — 1, que a su vez se calcula usando
el determinante de matrices n — 2 x n — 2 y ast sucesivamente hasta llegar al caso
base, que es el caso de matrices 1 x 1.

DEeFINICION 2.8.1. Sea A € M, (K). Sean i, tal que 1 < i,j < n. Entonces A(i]j) es
la matriz n —1 x n — 1 que se obtiene eliminando la fila i y la columna j de A.

17 =1 3
EiempPLo 2.8.1. Sea A= |4 2 —5], entonces
0o 7 3

A(1|1)=[§ _35], A(2|3):[2) _71], A(3|1):[_21 _35]

DeFINICION 2.8.2. Sea n € N y A = [a;;] € M,(K) , entonces el determinante de A,
denotado det(A) se define como:
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(1) si n =1, det([a]) = a;
(n) stn>1,

det(A) = ayq det A(1]1) — a1 det A1) + - -+ + (—=1)"""a,; det A(n|1)

=Y (=1)"ay det A(i[1).
i=1

Si 1 < i,j < n, al ndimero detA(i|j) se lo llama el menor i,j de A y a Cf} =
(—1)"/ det A(i]j) se lo denomina el cofactor i, j de A. Si la matriz A estd sobreentendida
se denota, a veces, ; := Cf}.

Observemos, que con las definiciones introducidas tenemos
n
det(A) = E anCf. (35)
i=1

A este calculo se lo denomina calculo del determinante por desarrollo por la primera
columna, debido a que usamos los coeficientes de la primera columna, multiplicados
por los cofactores correspondientes. A veces, para simplificar, denotaremos

|A| := detA.

OBSERVACION 2.8.1. Determinantes 2 x 2. Calculemos el determinante de las matri-

ces 2 x 2. Sea
a b
A= [c c/] !

detA = a det[d] — cdet]b] = ad — bc.

entonces

Hemos visto en el ejemplo 2.7.6 que A es invertible si y solo si ad — bc # 0, es
decir
A es invertible si y solo si det A # 0. (36)

Este resultado se generaliza para matrices n x n. Mas aun, la férmula (33), que aqut

reescribimos como
AT = 1 Ch G
det(A) |G 2|’

se generaliza también para matrices cuadradas de cualquier dimension (ver el corolario
C.2.3).

OBSERVACION 2.8.1. Determinantes 3 x 3. Calculemos el determinante de las matri-

ces 3 x 3. Sea
aqr a2 a3

A=lay axpn axl|,
a3 a3y ds33
entonces
aqp d13
a3y ds33

ai2 dq3
Cy; dj3

Gy dp3
a3y dsz3

detA = ayy — + as

= a11(02033 — 03032) — A21(012033 — 013032) + 031(012023 — 01302)

= 11022033 — U1102303 — d12021033 + 013021032 + A12023031 — A13022031.
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Observar que el determinante de una matriz 3 x 3 es una sumatoria de seis térmi-
nos cada uno de los cuales es de la forma *aq;, 02,034, € iy1i2i3 puede ser cualquier
permutacion de 123. La formula

detA = 1107033 — 011023032 — A12021033 + 13021032 + d12023031 — 13022031, (37)

no es facil de recordar, pero existe un procedimiento sencillo que nos permite obtenerla
y es el siguiente:

1. a la matriz original le agregamos las dos primeras filas al final,
2. “sumamos” cada producto de las diagonales descendentes y “restamos” cada
producto de las diagonales ascendentes.

+

4q  dq2  aq3
_|_

Qg1 Qg dz3
_l_

asy  asy  as3 (38)
aq a4 043

az1  d22 (43

Es decir,

(@) se suman a11a22033, 021032043, 031012073, Y
(b) se restan as3102013, A11G32023, G21012033.

EiempLo 2.8.2. Calcular el determinante de

1 =2 2
A=|3 -1 1
2 5 4

La forma mas sencilla es ampliando la matriz y calculando:

+

1. -2 2
_|_

3. 2 1
_I_

2 5 4
1N 2
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Luego
detA =1x(=1)x4 +3x5x2 +2x(=2)x1
—2x(=1)x2 —1x5x1 —3x(=2)x4
=—4+30—-4+4-5+24
= 35.

OBSERVACION 2.8.2. La regla para calcular el determinante de matrices 3 x 3 no se
aplica a matrices n x n con n # 3.

ProposicioN 2.8.1. Sea A € M, (K) matriz triangular superior cuyos elementos en
la diagonal son d, ..., d,. Entonces detA = dq.d»....d,.

DEMOSTRACION. Podemos demostrar el resultado por induccién sobre n: es claro
que si n = 1, es decir si A = [d4], el determinante vale d;. Por otro lado, si n > 1,
observemos que A(1]|1) es también triangular superior con valores d5,...,d, en la
diagonal principal. Entonces, usamos la definicion de la formula (35) y observamos que
el desarrollo por la primera columna solo tiene un término, pues esta columna solo
tiene un coeficiente no nulo, el dy en la primera posicion. Por lo tanto,

HI
det(A) = dy det(A(1[1)) 2 di.(ds. ... .dy).

CoroLARrIO 2.8.2. detld, = 1.

DEmosTRACION. Se deduce del hecho que Id, es triangular superior y todo coefi-
ciente de la diagonal principal vale 1. U

CoroLARIO 2.8.3. Si R es una MERF, entonces

ot R — 1 si R no tiene filas nulas,
detN"=170 si R tiene filas nulas.

DEMOSTRACION. Si R no tiene filas nulas es igual a Id,, (lema 2.4.4), luego det R = 1.
En general, R es una matriz triangular superior y si tiene alguna fila nula r, entonces
el coeficiente en la diagonal de la fila r es igual a 0 y por lo tanto det R = 0. U

EiempLo 2.8.3. Veamos, en el caso de una matriz A = [a;;] de orden 2 x 2 que ocurre
con el determinante cuando hacemos una operacién elemental.

1. St ¢ # 0, multiplicar por c la primera fila y multiplicar ¢ por la segunda fila
obtenemos, respectivamente,

ca ca a a
@(A) — 1 12 y Q(A) — 11 12 )
a1 [0k cdy1 Cdpp
luego

caqyp Cdqp

= Cdq1dy; — Ccddy1.
o Clzz] 11422 12421

cay cd
det " 121 = cayarn — caprdnn y det
a1 [0k

Por lo tanto, en ambos casos, det e(A) = cdet A.
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2. Sea c € K, si sumamos a la fila 2 la fila 1 multiplicada por ¢ o sumamos a la
fila 1 la fila 2 multiplicada por ¢ obtenemos, respectivamente,

e(A) = aq1 aqo y e(A) = a1 +cax app 4+ cax
dy + caqr dyx + cdqp J a) (453 ’

Por lo tanto,

a1 aqp
det =anla ca) — apla ca
[021 +cay a»n + cap 11(a2 + can) 12(a21 + can)

= 110y + cdq1dq2 — d12021 — Cd1201q
= a1l — d120
= detA.

En el otro caso también se comprueba que det e(A) = det A.
3. Finalmente, intercambiando la fila 1 por la fila 2 obtenemos la matriz

a a
G(A) — 21 22 )
ayr daq
por lo tanto

a» a
det e(A) = det 2 M2 — g0 — ana = — det A.
aq dr

Todos los resultado del ejemplo anterior se pueden generalizar.

TeorRemA 2.8.4. Sea A € M,(K) y sean1 < r,s < n.

1. Sea c € K y B la matriz que se obtiene de A multiplicando la fila r por c, es
decir A LA B, entonces det B = cdet A.

2. Sea c € K, r # s y B la matriz que se obtiene de A sumando a la fila r la fila
s multiplicada por c, es decir A Frtels B, entonces det B = det A.

3. Sea r #+ s y sea B la matriz que se obtiene de A permutando la fila r con la

fila s, es decir A Froks B, entonces det B = — det A.
DEmosTRACION. Ver los teoremas C.1.1, C.1.4, C.1.3 y sus demostraciones. U

Este resultado nos permite calcular el determinante de matrices elementales.

Corotario 2.85. Sean e NyceK Sean1<r,s<n,conr+s.

1. Si ¢ # 0, la matriz elemental que se obtiene de multiplicar por c la fila r de
Id,, tiene determinante igual a c.

2. Sea r # s. La matriz elemental que se obtiene de sumar a la fila r de Id, la
fila s multiplicada por c, tiene determinante 1.

3. Finalmente, si r # s, la matriz elemental que se obtiene de intercambiar la fila
r por la fila s de |d,, tiene determinante —1.

DEMOSTRACION. Se deduce facilmente del teorema anterior y del hecho de que
detld, = 1. O
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CorolARrio 2.8.6. Sea A € M,(K).

1. Si A tiene dos filas iguales, entonces detA = 0.
2. Si A tiene una fila nula, entonces detA = 0.

DEMOSTRACION. (1) Sea A matriz donde F, = F, con r # s. Luego, intercambiando la

fila r por la fila s obtenemos la misma matriz. Es decir A 2L A. Por el teorema 2.8.4
(3), tenemos entonces que detA = —det A, por lo tanto detA = 0.

(2) Sea F, una fila nula de A, por lo tanto multiplicar por 2 esa fila no cambia la

matriz. Es decir A 25 A. Por el teorema 2.8.4 (1), tenemos entonces que det A = 2 det A,
por lo tanto detA = 0. O

TeEOREMA 2.8.7. Sean A, B € M,(K), entonces

1. det(AB) = det(A) det(B).
2. A invertible si y solo si det(A) # 0.

DemosTRACION. Ver el teorema C.1.8. O

CoroLario 2.8.8. det(AB) = det(BA).

DEMosTRACION. det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA). O

DEFINICION 2.8.3. Sea A una matriz m x n con coeficientes en K. La transpuesta de

A, denotada A, es la matriz n x m que en la fila i y columna j tiene el coeficiente [A];;.
Es decir

] _
(AT = [Alji.
Si A es una matriz n x n, diremos que es simétrica si A' = A.

aqr dq2 d13
A=lay axpn ax|,

a3 dzp d33

ap dxr a3
t
A = aqp dyp d3p|.

a43 dz3 d33

12
A=|3 4]
5 6
. 135
A_[246]'

En general A' es la matriz cuyas filas son las columnas de A.

EiemprLo 2.8.4. Si

entonces

EiempLo 2.8.5. Si

entonces
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1 2 3
A=12 -1 4],

EiemprLo 2.8.6. Si

3 4 7
entonces At = A, es decir A es simétrica.

ProposicioN 2.8.9. Sea A matriz m x n.

1. (A = A
2. Si B matriz n x k, entonces
(AB)' = B'A".
3. Sea A matriz n x n, entonces, A invertible si y sdlo si A' es invertible y en ese
caso (A)~" = (A7),

DemosTrAcION. (1) [(AY)'];; = [AY;i = [Ali).

(2) Por definicién de transpuesta (AB)' es una matriz k x m. Ahora observemos
que B' es una matriz k x n y A' es n x m, luego tiene sentido multiplicar B' por A'
y se obtiene también una matriz k x m. La demostracién de la proposicion se hace
comprobando que el coeficiente ij de (AB)! es igual al coeficiente ij de B'A' y se deja
como ejercicio para el lector.

(3)
A invertible & existe B matriz n x n tal que AB =1d,, = BA
& (AB) = Id! = (BA)
& B'A' =1d, = A'B!
& B es la inversa de A'.

Es decir, A invertible si y sélo si A es invertible y si B = A7, entonces (A)~!' = Bt. [

Observar que por induccién no es complicado probar que si Ay, ..., Ax son matrices,

entonces
(A1 ...Ak)t :A;...Aﬁ.

ElempLo 2.8.7. Veamos las transpuesta de las matrices elementales 2 x 2.

1. St ¢ # 0, multiplicar por ¢ la primera fila y multiplicar ¢ por la segunda fila
son, respectivamente,

c 0 10
E:[o 1] Y E:[o c]'

por lo tanto E' es la misma matriz en ambos casos.
2. st c € K, sumar a la fila 2 la fila 1 multiplicada por ¢ o sumar a la fila 1 la fila
2 multiplicada por c son, respectivamente,

10 1
E1:[c 1] Y EZ:[O 1C]
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por lo tanto

1 10
E}:[o 1C]:EZ Y E5z[c 1]:5'

3. Finalmente, intercambiando la fila 1 por la fila 2 obtenemos la matriz
01
il

OBSERVACION 2.8.3. En el caso de matrices 2 x 2 podemos comprobar facilmente que
det A' = det A:

por lo tanto E' = E

ayr ax

det A' = det
aqp dp

] = aq10y — a1 dq1p = detA.

También vale este resultado para matrices n x n.

TeorRema 2.8.10. Sea A € M, (K), entonces det(A) = det(A")

DemosTRACION. Ver el teorema C.1.10. O

El resultado anterior permite obtener resultados nuevos del calculo de determi-
nante a partir de resultados vistos anteriormente.

ProposicioN 2.8.11. Sea A € M,(K) matriz triangular inferior cuyos elementos en

la diagonal son d4, ..., d,. Entonces detA = d;.d;....d,.
DEMOSTRACION. Si A es triangular inferior con elementos en la diagonal dy, ..., d,,
entonces A' es triangular superior con elementos en la diagonal dy,...,d,. Por la

proposicion 2.8.1, det A* = dy ... d,. Por el teorema 2.8.10 obtenemos el resultado. [

TeEOREMA 2.8.12. Sea A € M,(K) y sean 1 < r,s < n.

1. Sea ¢ € K y B la matriz que se obtiene de A multiplicando la columna r por c,
entonces det B = cdetA.

2. Sea ¢ € K y B la matriz que se obtiene de A sumando a la columna r la
columna s multiplicada por ¢, entonces det B = det A.

3. Sea B la matriz que se obtiene de A permutando la columna r con la fila s,
entonces det B = —detA.

DEMOSTRACION. Las operaciones por columna del enunciado se traducen a opera-
ciones por fila de la matriz A'. Luego, aplicando los resultados del teorema 2.8.4 y
usando el hecho de que det(A) = det(A") y det(B) = det(B') en cada caso, se deduce
el corolario. O

Corotario 2.8.13. Sea A € M, (K).

1. Si A tiene dos columnas iguales, entonces detA = 0.



74 2. SISTEMAS LINEALES

2. Si A tiene una columna nula, entonces detA = 0.

DEmMosTRACION. (1) Si A tiene dos columnas iguales, entonces A! tiene dos filas
iguales, luego, por corolario 2.8.6 (1), detA' = 0 y por lo tanto detA = 0.

(2) St A tiene una columna nula, entonces A' tiene una fila nula, luego, 2.8.6 (2),
detA' = 0 y por lo tanto detA = 0.

El siguiente teorema nos dice que es posible calcular el determinante desarrollan-
dolo por cualquier fila o cualquier columna.

TeoRemA 2.8.14. El determinante de una matriz A de orden n x n puede ser cal-
culado por la expansion de los cofactores en cualquier columna o cualquier fila. Mds
especificamente,

1. si usamos la expansion por la j-ésima columna, 1 < j < n, tenemos

n
E CI[/‘C[/‘
i=1

= CI1jC1j + ClszZj + -+ C’nanj-

detA

2. si usamos la expansion por la i-ésima fila, 1 < i < n, tenemos

n
detA = E CI[jC[j
j=1

=anCh+apCo+ -+ ainCp;

DeEmosTRACION. Ver la demostracion de el teorema C.1.11. [l

SECCION 2.9

Autovalores y autovectores

La multiplicacién de una matriz por un vector es una transformacidn lineal, las
cuales veremos en el capitulo 4, y estas juegan un rol muy importante en toda la
matematica, pasando por el algebra, el andlisis, la geometria, etc. Como ya vimos, es
sencillo multiplicar a izquierda por matrices diagonales:

C/1 o -- 0 X1 C/1X1
0O d, --- 0 X2 drx;

O 0 cj,, x.n cln.xn
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(ver observacidn 2.5.1). En particular, si e; es el vector columna que tiene un 1 en la
fila i y todas las demas filas iguales a 0, entonces

d 0 --- 0
0 d, --- O
R . | e = die
0 0 - d,

y esta propiedad caracteriza las matrices diagonales, es decir una matriz D es diagonal
st y solo si De; = d;e; para 1 < i < n. Dicho de otra forma una matriz es diagonal si
y solo si al aplicarla sobre algiin e; obtenemos un mutiplo de e;.

Aunque no siempre es posible caracterizar una matriz A por los vectores v que al
aplicarle A obtenemos un multiplo de v, el estudio de estos v resulta importante para
obtener informacién fundamental de la matriz y proiedades de la misma.

DEFINICION 2.9.1. Sea A € K"*". Se dice que A € K es un autovalor de A y si existe
v € K" no nulo tal que

Av = Av.

En ese caso decimos que v es un autovector asociado a A

OBSERVACION 2.9.1. Nada impide, por definicién, que un autovalor pueda valer O,
pero un autovector nunca puede ser 0.

EiempLo 2.9.1. 1 es un autovalor de Id, y todo v € K" es un autovector asociado a
1 pues

Id,v=v

EiempLo 2.9.2. 0 es un autovalor de 8 2) ] y [ 2) ] es un autovector asociado a

0 1 117 [o0o]_ of 1
00 of~10]|™ 0
OBSERVACION 2.9.2. La existencia de autovalores dependen del cuerpo donde esta-
mos trabajando. Por ejemplo sea A € R"*", definida por

A:[O -1

0 pues

1 0

Entonces, A no tiene autovalores reales. Veamos por qué.
0 —1 X1 _—XZ
=] 5
X1

Si A fuera un autovalor y [x ] fuera autovector, tendriamos
2

<))
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Luego, por (39) y (40), —x2 = Axq1 y x1 = Axp, entonces —x; = Axq = A2x,. St A # 0,
entonces A2 > 0, y eso implica que x; = 0 y en consecuencia x; = 0. St A = 0, también

. X1 0
x; = x, = 0. Es decir, en ambos casos | = 1ol ynoes autovector.
2

Veremos mas adelante que si permitimos autovalores complejos entonces esta ma-
triz tiene autovalores.

DeriNICION 2.9.2. Dado i € {1, ..., n}, como ya vimos se denota e; al vector columna
de K" cuyas coordenadas son todas ceros excepto la coordenada i que es un 1

0
e = 1
0
El conjunto {ey, ..., e,} se llama base candnica de K".
1 0 0
EiempLo 2.9.3. En K3 la base candnicaese;=| 0 [,es=| 1], e35=1] 0
0 0 1

EiempLo 2.9.4. Sea D € K" una matriz diagonal con entradas A, Ay, ..., A,. En-
tonces e; es un autovector con autovalor A; Vi€ {1,..., n}

El conjunto de todos los autovectores con un mismo autovalor es invariante por la
suma y la multiplicacion por escalares. En particular los multiplos de un autovector
son autovectores con el mismo autovalor.

DEFINICION 2.9.3. Sea A € K™ y A € K un autovalor de A. El autoespacio asociado
aAes
Vi={veK"|Av=Av}.
Es decir, V) es el conjunto formado por todos los autovectores asociados a A y el vector
nulo.

TeEOREMA 2.9.1. Sea A matrizn x n y A € K. Si v, w pertenecen a V), el autoespacio
de A asociado a A, entonces v + tw € V) para cualquier t € K.

[DEMOSTRACION.
A(v + tw) = Av + tAw = Av + tAw = A(v + tw).
O
PRroposIciON 2.9.2. Sea A matriz n x n y v,w € K" autovectores con autovalores

A b € K, respectivamente. Entonces. A # p implica que v # w. Es decir, autovectores
con autovalores distintos son distintos.
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DEMOSTRACION. Supongamos que v = w, entonces Av = Av y Av = pv. Luego,
Av = pv y por lo tanto
(A—)wvy 0
(A—pv = : =
(A—u)v, 0

Como v # 0 por ser autovector, alguna de sus coordenadas es no nula. Entonces
A — u tiene que ser 0 o dicho de otro modo A = p, lo cual es un absurdo. O

ProBLEMA 2.9.1. Hallar los autovalores de A € K" y para cada autovalor, describir
explicitamente el autoespacio asociado.

o En otras palabras nos preguntamos que A € K y que v € K" satisfacen
Av =Av <= Av —Av =0 &< (A— Ald)v = 0.

o La ultima igualdad es un sistema de ecuaciones lineales. Queremos ver entonces
st existe un v € K" no nulo que sea solucion del sistema homogéneo

(A= Ald)X = 0. (*)

%

o Un sistema BX = 0 tiene soluciéon no trivial sii det(B) = 0. Por lo tanto (*) tiene
solucidn no trivial si y solo si

det(A— Ald) = 0.
Estos sencillos pasos demuestran lo siguiente.

ProposicioN 2.9.3. A € K es un autovalor de A y v € K" es un autovector asociado
a A si y sélo si

o det(A—Ald) =0
o v es solucion del sistema homogéneo (A — Ald)X =0

Esta es casi la respuesta a nuestro problema. Para dar una respuesta mas operativa
introducimos el siguiente polinomio.

DEerFiNICION 2.9.4. Sea A € K"™*". El polinomio caracteristico de A es

xa(x) = det(A — x1d)

EiempLo 2.9.5. EL polinomio caracteristico de Id, es
Xid, (x) = (1 —x)"

DEmMosTRACION. Id —x Id = (1 — x) Id es una matriz diagonal con (1 — x) en todas las
entradas de la diagonal. Entonces el determinante es el producto de la diagonal. [J
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En general, si A =[a;;] matriz n x n, tenemos que

ay — X aq2 s a1n
a1 dy) — X ~--- arp
xa(x) = det(A — x Id) = det )
an apno T Upp — X

y el polinomio caracteristico de A es un polinomio de grado n, mas precisamente
xa(X) = (=1)"X" + ap1x"" + -+ a1x + ao.

Esto se puede demostrar por induccion.

ElempLo 2.9.6. El polinomio caracteristico de A = l 8 (1) ] es xa(x) = x?

. —X . . .
DEMOSTRACION. A—xId =| 5 _ ] es triangular superior. Entonces el determi-
nante es el producto de la diagonal. O

ElempLo 2.9.7. St A = [ E’ /cJ/ ] entonces xa(x) = (a — x)(d — x) — bc.

a— X b
c d—x
de una 2 x 2. ]

DEMOSTRACION. A — x Id = [ ] y usamos la formula del determinante

PRropPosIcION 2.9.4. Sea A € K"*". Entonces A € K es autovalor si y sélo si A es
raiz del polinomio caracteristico de A.
DEMOSTRACION.
A es autovalor < existe v # 0 tal que Av = Av
S 0=Av—Av=Av—-Aldv = (A— Ald)v
& (A= Ald)X = 0 tiene solucion no trivial
& xa(A) = det(A—Ald) =0
& A es raiz del polinomio caracteristico.

O

OBSERVACION 2.9.3. Sea A € K"*", entonces podemos aplicar el siguiente método
para encontrar autovalores y autovectores de A.

1. Calcular ya(x) = det(A —xId),

2. Encontrar las ralces Ay, ..., Ax de xa(x).
No siempre es posible hacerlo, pues no hay una formula o método general para
encontrar las raices de polinomios de grado 5 o superior.
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3. Para cada i con 1 < i < k resolver el sistema de ecuaciones lineales:
(A=A ld)X = 0.
Las soluciones no triviales de este sistema son los autovectores con autovalor

A

EiempLo 2.9.8. Encontrar autovalores y autovectores de la matriz

A:[f —02].

SOLUCION.

1. XA(X):CletI:?)TX :)2(] =x?=3x+2=(x—"1)(x—-2).

2. Los autovalores de A son las raices de xa(x): 1y 2.

3. Debemos resolver los sistemas de ecuaciones:
A—=Id)X =0, (A—2I1d)X = 0.

Es decir, debemos resolver los sistemas

371 :% 2 = 8 o0, equivalentemente, % :% 2 = 8 (S1)
372 :% 2 = 8 o0, equivalentemente, 1 :% 2 = 8 (S2)

(S1) % :% g ? _01] = x1—x» =0 = (t, t) es solucion.

(S2) ?| :% 2 [(1) _02] = x1 —2x, = 0 = (2t, t) es solucidn.

De lo anterior concluimos:

o Los autovalores de Ason 1y 2.
o El auto espacio correspondiente al autovalor 1 es

Vi ={t(1,1): t € R}.
o El auto espacio correspondiente al autovalor 2 es
Vo ={t(2,1): t € R}.

ElEmMPLO 2.9.9. Sea A = [(1) _01] € R?2. Encontrar los autovalores reales de A.



80 2. SISTEMAS LINEALES
, —x =1
Sowucion. A—xld=|  _ | luego
_ 2
xalx) = x“+1.
El polinomio no tiene raices reales, por lo tanto no existen autovalores reales
(obviamente no hay autovectores). U

Sin embargo si nos dicen

Encontrar autovalores y autovectores complejos de la matriz A = [? _01]

la respuesta va a ser diferente.

Lo que ocurre es que

xalx) = x> +1 = (x+ i)(x — i),

y este polinomio si tiene raices complejas: i y —i, por lo tanto i y —i son los autovalores

de A

Averigtiemos los autovalores planteando los sistemas de ecuaciones correspondien-
tes, es decir A— Aldx =0 para A =i, —i:

—i —1][x] _[0]

5 =10 (S
i —1] _x1_ _ (0]

IME (52

Resolvamos los sistemas:

(S1)

(S2)

[P —1
1 [

—l

_1l :1] gLt [(1) 0-] = x1—ixx =0 = (iw, w) es solucion (w € C).

1

. ] Fizif2 [0 (l)] = x1+ ix; =0 = (—iw, w) es solucién (w € C).

Luego A tiene dos autovalores, i y —i, y

Vi={w(i,1):weC}, V.={w—i1):weC}.

Nunca esta de mas comprobar los resultados:
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Espacios vectoriales

En este capitulo estudiaremos en forma general las combinaciones lineales sobre
conjuntos abstractos. En el primer capitulo desarrollamos el método de Gauss para
la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. En el método de Gauss se usan
sistematicamente las combinaciones lineales de las filas de una matriz. Podemos ver
estas filas como elementos de K" y nuestro primer impulso para el estudio de las
combinaciones lineales seria trabajar en este contexto, es decir en K". Eso es lo que
haremos, en forma introductoria, en la primera seccion, donde trabajaremos restringidos
a R? y R3. Sin embargo, muchos de los resultados sobre combinaciones lineales en K"
son aplicables también a conjuntos mas generales y de gran utilidad en la matematica.
Por lo tanto, apartir de la segunda seccidn, nuestros “espacios vectoriales” (espacios
donde pueden hacerse combinaciones lineales de vectores) seran espacios abstractos.

— SECCION 3.1

Definicion y ejemplos de espacios
vectoriales

DEerFiNIcION 3.1.1. Sea K cuerpo. Un espacio vectorial sobre K o un K-espacio vec-
torial , consiste de un conjunto V no vacio, cuyos elementos son llamados vectores,
junto a'+' y '’ tal que

(a) '+: V. x V — V' es una operacién, llamada adicion o suma de vectores, tal que
a dos vectores v, w € V les asigna otro vector v+ w € V,

(b) ".: K x V — V' es una operacién tal que a A € Ky v € V le asigna el vector
A.v (o simplemente Av)."." es llamada el producto por escalares.

Ademas, estas operaciones deben satisfacer

83
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S1. v+ w=w+v, para v,w € V (conmutatividad de la suma),

S2. (v+w)+u=v+(w+u), parav,w,u € V (asociatividad de la suma),

S3. existe un Unico vector 0, llamado vector cero, tal que 0 +v = v 4+ 0 = v, para
todo v € V (existencia de elemento neutro de la suma).

S4. Para cada v € V, existe un Unico vector —v tal que v+ (—v) = (—v)+v =0
(existencia de opuesto o inverso aditivo).

P1.1.v=v paratodov € V.

P2. A1(A2v) = (MA2)v, para todo A, A, € Ky todo v € V.

D1. A(v + w) = Av + Aw, para todo A € K y todo v, w € V (propiedad distributiva).

D2. (A +A2)v = Ayv+Ayv para todo Ay, A; € Ky todo v € V (propiedad distributiva).

Debido a la ley de asociatividad para la suma (v+ w)+ u es igual a v+ (w+ u) y
por lo tanto podemos eliminar los paréntesis sin ambigtiedad. Es decir, Vv, w,u € V
denotamos

v+wtui=(v+w)+u=v+(w+u).

De forma analoga, VA1, A, € V, Vv € V usaremos la notacidn
AMAv = (MA)v = Aq(Ayv).

Otra notacion importante, e intuitiva, es la siguiente Vv, w € V
V—wi=v+(—w),

y a menudo diremos que v — w es la resta de v menos w.

EiemprLo 3.1.1. K". Sea K cuerpo, y sea
V=A{(xi,x2,....x0) : x, €K, 1<i<n}=K".

Entonces V es espacio vectorial con las siguientes operaciones: si (xq, X2, ..., x,) € K",
(y1,yz,...,y,) e K", A €K

(a) (x1,x2, ... xn) (Y1, Y2, - - yn) = (X1 +y1, x2+ Yz, ..., X0 + Yp),
(b) Alx1, X2, ..., Xn) = (Ax1, Ax2, ..., AXp).

Observar que las sumas y productos son coordenada a coordenada y, por lo tanto, en
cada coordenada son sumas y productos en K.

Comprobemos las propiedades necesarias para que V sea un espacio vectorial.
Como la suma de vectores y el producto por escalares es coordenada a coordenada,
las propiedades se deduciran facilmente de los axiomas para la suma y el producto en
los cuerpos. Sean x = (x1, ..., Xp), Yy = (Y1,---, Yyn), Z2=(z1,...,Zzs)en Vy A A, A e K:

Sl.x+y=y+x,puesx;+y,=y;+x,1<i<n.

S2. (x+y)+z=x+(y+2),pues (x;+y)+z=x+(y:+2z)1<i<n

S3. Sea0=(0,...,0), entonces 0 +x =0+ x1,..., 0+ x,) = (x1,...,Xs) = x.

S4. Sea —x = (—x1, ..., —Xp), entonces x + (—x) = (x1 —x1, ..., X, — x») = (0,...,0).
Pl.1x=(1x,....,1.x5) = (x1,...,Xx,) = x.
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P2. A(Aax) = (M A2)x pues Ai(Axx;) = (MA)x, 1 < i< n.
D1. A(x + y) = Ax + Ay, pues A(x; + y;) = Ax;+ Ay, 1 < i< n.
D2. (A1 + A2)x = Aix + Aax, pues (A1 + A)xi = Axg + Aoxg, 1< i <n.

EiempLo 3.1.2. MaTRrICES m X n. Sea K cuerpo, definimos en M,,,,(K) la suma y el
producto por escalares de la siguiente forma. Sean A = [a;;|, B = [b;;] matrices m x n
y A € K, entonces A + B, AA son matrices en M,,«,(K) con coeficientes:

[A + B]ij = [Cll'j + b[j],
[)\A]U = [)\Clij].
Es decir, la suma es coordenada a coordenada y el producto es multiplicar el escalar
en cada coordenada. Este caso no es mas que K" presentado de otra manera.

Ejemplifiquemos, con casos sencillos, la suma de matrices y el producto por esca-
lares

-2 1 5 1| _ 13 2 3—21_—63

o 4|T|2 =5|= |2 —1| 0 4[]0 12|

EiempLo 3.1.3. PoLiNoMIOS. Sea
Kix]={a,x"+ -4+ a1x+ap:n €Ny, a; €K, para0<i<n}
el conjunto de polinomios sobre K. Entonces st P(x), Q(x) € K]x], definimos la suma
de polinomios de la siguiente manera: sea P(x) = a,x" + -+ a1x + ap y O(x) =

b,x" + --- 4+ byx + ag (completamos coeficientes con 0 hasta que ambos tengan el
mismo n), entonces

(P+ O)(x) = (an + by)x" + -+ (a1 + by)x + (ag + bo).
SirekK
(AP)(x) = Aanx" + - - 4+ Aa1x + Aayg.
Por ejemplo,
B+ 1)+ +2° +5x° —x) =x"+ 23 + 8x* — x + 1, y
3(x" + 2% +5x% — x) = 3x" + 6x° + 15x% — 3x.

EiempPLo 3.1.4. ESPACIOS DE FUNCIONES. Sean
FR)={f:R —> R: tal que f es una funcién},
C(R) ={f:R - R: tal que f es una funcién continua}.

Recordemos que si f, g son funciones, entonces la funcién suma de f y g esta definida
por
(F 4 g)(x) = f(x) + g(x).
Por otro lado, st A € R, la funcién multiplicar f por A esta definida por
(Af)(x) = Af(x).
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Es sencillo ver que con estas dos operaciones, F(R) es un R-espacio vectorial.

Con respecto a C(R), hemos visto en el primer curso de analisis matematico que la
suma de funciones continuas es una funcién continua y, por lo tanto, f + g es continua
st f y g lo son.

El producto de un escalar ¢ por una funcién continua f, puede ser visto como el
producto de una funcién que es constante y vale A (y es continua) y la funcién f. Por
lo tanto, Af es producto de funciones continuas y, en consecuencia, es una funcién
continua. Resumiendo,

fgeCR)=f+geCR), AIeR feCR)= Af €CR).

No es dificil ver que con estas definiciones C(R) es un R-espacio vectorial.

EiemprLo 3.1.5. Consideremos el conjunto de los niimeros reales positivos:
R.o={xeR:x>0}.

Entonces V = R.y es un R-espacio vectorial con la suma @ : Vx V — V y y el
producto © : R x V — V dados por

X®y=x-y, cOx =X,
para cada c € R, x,y € R.y. Es facil ver que los axiomas S1. y S2. sobre la conmuta-

tividad y asociatividad, respectivamente, de la suma @ se siguen de las propiedades
de conmutatividad y asociatividad del producto - en R.

La existencia del vector 0 del axioma S3., neutro para la suma &, requiere de cierto
cuidado. Notar que este vector debe ser un elemento 0 en V (un real positivo) que
cumpla x®0 = x para todo x. Ahora, x®0 = x-0 por definicidn, de donde se desprende
que debemos tomar bf0 = 1. Es decir, el vector cero es el nimero 1. De manera similar,
se sigue que el opuesto indicado en el axioma S4. debe estar dado por —x = x~'.

Finalmente, las propiedades de los axiomas P1., P2., D1. y D2. se siguen de las
propiedades conocidas de la exponenciacion en R y quedan a cargo del lector, como
un interesante desafio para terminar de comprender este ejemplo.

ProprosicioN 3.1.1. Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Entonces,

1. A0 =0, para todo A € K;

2.0.v=0, para todov € V;

3sireK veV,v£0yAv =0, entonces A =0;
4. (=1).v = —v, para todo v € V.

DEMOSTRACION. Tanto la prueba de (1), como la de (2) son similares a la demostracién
de que 0.a =0 en Z (o en R).
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(1) Como 0 es el elemento neutro de la suma en V, entonces 0 =0 + 0, luego

A0 = A(0+0) (propiedad distributiva =)
A0 = A04+ A0 (sumando a la izquierda —A,0 =)
A0—A0 = A0+A0-20 (opuesto =)
0 = A0+4+0 (elemento neutro =)
0 = A0

(2) Andloga a (1).

(3) Supongamos que A.v = 0 y A # 0, entonces, por (1), A="(A.v) = 0, pero A~ (A.v) =
(A"'A).v = 1.v = v. Luego 0 = v, que contradice la hipdtesis. El absurdo vino de suponer
que A # 0.

(4) (=1).v+v = (=1).v+1.v = (=14+1).v, esto ultimo es por la propiedad distributiva.

)
Ahora bien (—1 + 1).v = 0.v = 0. Es decir (—1).v + v = 0 y por lo tanto (—1).v es el
opuesto de v (que es —v).

]
DEeFINICION 3.1.2. Sea V espacio vectorial sobre K y vq, ..., v, vectores en V. Dado
v € V, diremos que v es combinacion lineal de los vy, ...,v, si existen escalares
A, Ay en K, tal que
v :)\1\/1 + "'+)\nvn-
EjempLo 3.1.6. 1. Sean vi = (1,0), v, = (0,1) en C? jes v = (i, 2) combinacién

lineal de v4, v,? La respuesta es si, pues
v=1ivi+2v.
Observar ademas que es la Unica combinacidn lineal posible, pues si
vV = A1 v+ )\2V2,
entonces
(i,2) = (A1,0) + (0, A2) = (A1, A2),
luego Ay =iy Ay = 2.

Puede ocurrir que un vector sea combinacion lineal de otros vectores de
varias formas diferentes. Por ejemplo, si v = (i,2) y vy = (1,0), v» = (0, 1),
v3 = (1,1), tenemos que

v =1iv; + 2v, + Ovs, y también
v=({—Tvi+ v+ vs.
2. Sean (0,1,0), (0,1,1) en C3 ¢es (1,1,0) combinacién lineal de (0,1,0), (0,1,1)?
La respuesta es no, pues si
(1,1,0) = A1(0,1,0) + A2(0,1,1) = (0, A1, 0) + (0, A2, A2) = (0, A1 + A2, A2),
luego, la primera coordenada nos dice que 1 = 0, lo cual es absurdo. Por lo
tanto, no existe un par A, A; € K tal que (1,1,0) = A1(0,1,0) + (0,1, 1).
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OBsERvACION 3.1.1. La pregunta de si un vector v = (bq,...,b,) € K" es combi-
nacion lineal de vectores vq,...,v, € K™ se resuelve con un sistema de ecuaciones
lineales: si

vi=(ay, ..., an), paral<i<n,
entonces v = Aqvq + -+ - + A,v, se traduce, en coordenadas, a
(/31, ey bm) = )\1(CI11, ey Cl,m) R )\”(Cl1”, ey C’mn)
= ()\1 ay + -+ A/701nr ce. :)\1 ap + -+ )\namn)-

Luego, v es combinacién lineal de los vectores vq,...,v, € K" si y sélo si el tiene
solucidn el siguiente sistema de ecuaciones con incognitas Ay, ..., A,:

CI11)\1 + CI12)\2 + -+ Cl1n)\n = /31

C’m1)\1 + CImZ)\Z + -+ amn)\n = bm

EiempLo 3.1.7. Demostrar que (5,12,5) es combinacién lineal de los vectores
(1,-5,2),(0,1,-1), (1,2, —1). Planteamos la ecuacién:

(5,12,5) = A4(1,-5,2) + A(0,1, =1) + A3(1, 2, —1)
= (A + A3, =DA + A + 243, 24 — Ay — A3).
Por consiguiente, esta ecuacién se resuelve con el siguiente sistema de ecuaciones
M+A3=5
—SBM + A+ 243 =12
20 — Ay — A3 =5.

Ahora bien, usando el método de Gauss

1 0 1|5 1 0 1| 5 1 01| 5
5 1 2012 =10 1 7|37 |25 o1 737
2 -1 1| 5|20 -1 —3|=5 00 4|32

fa 10157, 100 =3

HAlo1 7137125101 0|l=19

001 8|P75|0 0 1 8

Luego Ay = =3, A, = =19 y A3 = 8, es decir
(5,12,5) = —=3(1,-5,2) —19(0, 1, —=1) + 8(1, 2, —1).

SECCION 3.2

Subespacios vectoriales

DerFiNICION 3.2.1. Sea V un espacio vectorial sobre K. diremos que W C V es
subespacio de V st W # (0 y

(a) si para cualesquiera wy, w, € W, se cumple que wy +w, € Wy
(b) stAe Ky we W, entonces Aw € W.
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OBSERVACION 3.2.1. Si W subespacio de V, entonces 0 € W: como W # @, tomo
cualquier w € W y por (a) tenemos que 0.w € W. Ya vimos, proposicion 3.1.1(2), que
0.w =0y por lo tanto 0 € W.

OBSERVACION 3.2.2. Si W subespacio de V y wyq,...,w, € W, entonces cualquier
combinacién lineal de los wy,..., w, pertenece a W. Es decir, para cualesquiera
A, A €K, se cumple que Aywy +- - Aywy € WL Esto se debe a que A;w; € W para
1 < i < k. Por un argumento inductivo, no es dificil probar que la suma de k términos
en W es un elemento de W, por lo tanto Aywy + - - Acwye € W,

TeEOREMA 3.2.1. Sea V un espacio vectorial sobre K y W subespacio de V. Entonces
W con las operaciones suma y producto por escalares de V es un espacio vectorial.

DEMOSTRACION. Debemos verificar las propiedades de la definicidén de espacio vec-
torial.

S1. w,w' € W, entonces w + w = w’ + w, pues conmutan en V;

S2. si wy, wy, w3 € W, entonces wy + (wa + w3) = (wq + wa) + ws, pues la suma es
asociativa en V;

S3. ya vimos que 0 € W, y como 0 es el elemento neutro de la suma para V,
también lo es para W.

S4. Sea w € W, entonces (—1)w € W (por SE2). Pero, por proposicion 3.1.1(4),
(=1)w = —w, es decir (—1)w es el opuesto aditivo de w en V, luego es el
opuesto aditivo de w en W.

P1. 1.v = v para todo v € V, luego 1.w = w para todo w € W.

P2. Ai(Av) = (AMA)v, para todo A, A; € K y todo v € V, luego A(Aaw) = (AA)w,
para todo A1, A; € K y todo w € W.

D1. A(vi + v2) = Avy + Avy, para todo A € K y cualesquiera vq, v, € V, luego A(wq +
wWy) = cwq + cwy, para todo A € K y cualesquiera wy, wy, € W.

D2. (A + A2)v = Ayv + Ayv para todo A, A, € K y todo v € V, luego (A + Ao)w =
Aw + Aw para todo A, A € Ky todo w € W.

O

EiempLo 3.2.1. Veremos ahora una serie de ejemplos de subespacios vectoriales.

1. Sea V un K-espacio vectorial, entonces 0 y V' son subespacios vectoriales de
V. Suelen ser llamados los subespacios triviales de V.
2. Sea V un K-espacio vectorial y sea v € V, entonces

W= {Av:AeK}
es un subespacio vectorial. En efecto
a) st v, v € W, con A, Ay € K, entonces Av + Av = (A + A)v e W,
b) Miv € W, con A1 € Ky A €K, entonces A(Av) = (Ah)v € W,
El subespacio W suele ser denotado Kv.
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3. Sean V =K" y 1< j < n. Definimos
W:{(x1,x2,...,xn):x,-€K(1 gign),szo}_

Es decir W es el subconjunto de V de todas las n-uplas con la coordenada j
igual a 0. Por ejemplo si j =1

W={0x,....x,) : x, e K(2< i< n)}.

Veamos que este ultimo es un subespacio:

a) si(0,xz,..., xn), (0, y2, ..., y,) € W, entonces (0, x, ..., x,)+(0,yz, ..., Yn) =
0,x2+yo,..., Xn + Yn), el cual pertenece a W.

b) Por otro lado, st A € K, A(0, x2,...,x,) = (0, Ax2, ..., Ax,) € W.

La demostracion para j > 1 es completamente analoga.

4. El conjunto R[x] = {P(x): P(x) es polinomio en R }, es subespacio de F(R),
pues R[x] € F(R) y las operaciones de suma y producto por un escalar son
cerradas en R[x].

5. De forma andloga, el conjunto R|x| es subespacio de C(R), el espacio de fun-
ciones continuas de R.

6. Sea W = {A € M,(K): A' = A}. Es claro que A € W si y sélo si [A]; = [A;.
Veamos que W es subespacio de M, (K):

a) sean A = [a;j], B = [b;] tales que A = A' y B = B', entonces debemos
verificar que A+ B € W, es decir que la transpuesta de A + B es la misma
matriz: ahora bien, [A + B]; = a;; + byj, luego

[(A+ B)']y = aji+ bji = [Alj + [Blji = [Aly + [Bly = [A+ Bl
por lo tanto A+ B e W.
b) St A € K, [AA];; = Aayj, luego,

[)\At]u = ACIJ'[ = )\Cll'j = [)\A]
por lo tanto AA € W.

ijr

7. Sea A € M,xn(K). St x = (xq, ..., x,) € K", entonces Ax denotard la multipli-
cacion de A por la matriz columna formada por xq, ..., X,, es decir
X1
Ax=A
X”
Sea

W= {xeK": Ax = 0}.
Es decir, W es el subconjunto de K" de las soluciones del sistema Ax = 0.
Entonces, W es un subespacio de K":
a) st x,y € W, es decir st Ax =0 y Ay = 0, entonces A(x + y) = Ax + Ay =
04+0=0,luego, x+y e W;
b) si A€ Kyx e W, entonces A(Ax) = AAx = A,0 =0, luego Ax € W.

TeEOREMA 3.2.2. Sea V' un espacio vectorial sobre K y sean vy, ..., v, € V. Entonces
W:{)\1V1+"‘+)\/<Vki)\1 ..... )\kEK}
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es un subespacio vectorial. Es decir, el conjunto de las combinaciones lineales de
Vi, ..., Vk es un subespacio vectorial.

DEMOSTRACION. (@) Sean Ayvy + -+ 4+ Ak Yy thvp + - - - + Lk vk dos combinaciones
lineales de vy, ..., vk, entonces

(Mvi 4+ Aeve) + (va + -+ pevi) = Ave + v+ -+ Aevie + pievi
= (A + v + -+ (A + i) i

que es una combinacion lineal de vq, ..., vk y por lo tanto pertenece a W.
(b) St A€ Ky Ajvy + -+ + Acvi es una combinacidn lineal de vy, ..., v, entonces

A(A1 vi+---+ )\kvk) = )\(A1 V1) + -+ )\()\kvk)
= ()\A1)V1 + -+ ()\)\k)vk,

que es una combinacion lineal de vq, ..., v, y por lo tanto pertenece a W.
O
DEeFINICION 3.2.2. Sea V un espacio vectorial sobre K y sean vq,...,v, € V. Al
subespacio vectorial W = {Ajvi + -+ + Avie @ Ay, ..., A € K} de las combinaciones
lineales de vy, ..., vk se lo denomina subespacio generado por vy, ..., vk y se lo denota
W = (vi,...,w), o
W = gen{v, ..., v} o
W = span{vy,..., w}.
Ademas, en este caso, diremos que el conjunto S = {vy,..., v} genera al subespacio

w.

TeoReMA 3.2.3. Sea V un espacio vectorial sobre K. Entonces la interseccion de
subespacios vectoriales es un subespacio vectorial.

DEMOSTRACION. Sea {W;},c; una familia de subespacios vectoriales y sea
W=,
iel
entonces

(@) st wy,wy, € W, tenemos que wy, wy, € W, para todo i € /, luego, como W, es
subespacio vectorial, wy + w, € W, para todo i € /, por lo tanto wy + wy, € W,

(b)ysirAe Kywe W, we W, para todo i € I y, por lo tanto, cw € W, para todo
i € I. En consecuencia w € W.

O

OBsERvACION 3.2.1. Si V' es un K-espacio vectorial, S y T subespacios de V, enton-
ces SUT no es necesariamente un subespacio de V. En efecto, consideremos en R? los
subespacios S = R(1,0) y T = R(0, 1). Observamos que (1,0) € Sy (0,1) € T; luego,
ambos pertenecena SU T. Pero (1,0)+(0,1) =(1,1) € SU T, puesto que (1,1) ¢ S y
(1,1 &T.
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TEOREMA 3.2.4. Sea V un espacio vectorial sobre K y sean vy, ..., v, € V. Entonces,
la interseccidn de todos los subespacios vectoriales que contienen a vy, ..., v, es igual

a vy, ..., V).

DEmMosTRACION. Denotemos W = (vi,...,v) y W, la interseccion de todos los
subespacios vectoriales que contienen a vq,..., vk Probaremos que W; = W, con
la doble inclusion, es decir probando que Wy C W, y W, C W;.

(Wi € W;). Sea W subespacio vectorial que contiene vy, ..., vx. Como W es subes-
pacio, entonces W contiene a cualquier combinacion lineal de los v,..., v, por lo
tanto W contiene a W,. Es decir, cualquier subespacio que contiene a v, ..., v, tam-

bién contiene a Wj, por lo tanto la interseccion de todos los subespacios que contienen
awv,..., v, contiene a Wj. Luego W5, O W;.

(W C W;). W, es un subespacio que contiene a vy,..., Vv, por lo tanto la inter-
seccion de todos los subespacios que contienen a vy, ..., v, estd contenida en W;. Es
decir, W, C W;. O

DEFINICION 3.2.3. Sea V un espacio vectorial sobre K y sean Sy, ..., S subconjuntos

de V. definimos
Si4+ -4+ 5= {51 +--+scis,€ 5,1 Sigk},
el conjunto suma de los Sy, ..., S.

TeEOREMA 3.2.5. Sea V un espacio vectorial sobre K y sean W, ..., Wi subespacios
de V. Entonces W = W; + --- + W es un subespacio de V.

DEMOSTRACION. Sean v =v;+---+viyw =w;+---+w, en Wy A € K Entonces

(@ v+w=Wvi+w)+- -+ (i +wi) € Wi+---+ W, pues como W, es subespacio
de V, tenemos que v; + w; € W,.

(b) Av = Avi + -+ w) = Avy + -+ Avgy € Wi + - + W, pues como W, es
subespacio de V, tenemos que Av; € W,.

O

PRroposiciON 3.2.6. Sea V' un espacio vectorial sobre K y sean vy, ..., v, elementos
de de V. Entonces

(i, ve)y =)+ +{(v).
DeEmMosSTRACION. Probemos el resultado viendo que los dos conjuntos se incluyen
| ] y

mutuamente.

(C) Seaw € (v,...,v;), luego w = Aqvy + -+ Ave. Como Av; € (vi), 1 <i<r,
tenemos que w € (vq) + - - + (v;). En consecuencia, (vi,...,v,) C(vi) + -+ (v).
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(2) Stw € (v) + -+ (v,), entonces w = wy + --- + w, con w; € (v;) para todo
i. Por lo tanto, w; = A;v; para algin A, e Ky w = Avy + -+ A v, € (vq,...,v.). En
consecuencia, (vi) + -+ (v;) C(vi,..., V). O

EJEmMPLO 3.2.2. Veremos una serie de ejemplos de subespacios, suma e interseccidn
de subespacios.

1. Sea K= C y V = C°. Consideremos los vectores
vi =(1,2,0,3,0), v, =(0,0,1,4,0), v; =(0,0,0,0,1),

ysea W = (v, v, v3).
Ahora bien, w € W, st y sélo si w = Ajvy + Aava + A3v3, con Ay, Ap, A3 € C.
Es decir

w = A(1,2,0,3,0) + A,(0,0,1,4,0) + A3(0,0,0,0,1)
= (M,241,0,341,0) 4+ (0,0, A2,44,,0) + (0,0,0,0, A3)
= (M, 2M1, 42,34 + 40, A3)
Luego, también podriamos escribir
W = {(x1,x2,X3,x4,x5) eC’:xy=2x1, x4 = 3x1 + 4X3}.
2. Sea V = M,(C) y sean

0
\/1/1:{[2 g]:x,y,zE(C}, W2:{[)(§ g]:x,yé@}.

Es claro que cada uno de estos conjuntos es un subespacio, pues,
10 0 1 10 10 00

b
d

a bl _|x vy x2 0 _[x1+x yi
CC/_Z10+0y2_ Z1 y2l'

y esto se cumple tomando xy = a,x =0,y =b,z1 =c,y, = d.
Por otro lado

Entonces, W; + W, = V. En efecto, sea [g ] € V, entonces

(o b| [a b a b
W1mW2:{c cl'[c CI]EW“[C CI]EWZ}
_ K b-.(a:x1,l3:y1,c:zhd:0)/\
- c d|l° (a=x,b=c=0,d=yy)
= { 8 8 ca e (C} )
DEeFINICION 3.2.4. Sea A = [a;j] € Miy«n(K). ELvector fila i es el vector (a1, ..., ai) €
K". El espacio fila de A es el subespacio de K" generado por los m vectores fila de
A. De forma analoga, se define el vector columna i al vector (ayq, ..., ami) € K™ y el

espacio columna de A es el subespacio de K™ generado por los n vectores columna
de A.
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EiemprLo 3.2.3. Sea
12030

A=10 0 1 4 0f,
0 0001

entonces, como vimos en el ejemplo 3.2.2(1), el espacio fila es

W = {(X1,X2,X3,X4,X5) e TXo = 2X1, X4 = 3x1 + 4X3} .

SECCION 3.3
Bases y dimension

DEeFINICION 3.3.1. Sea V un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto S de V se dice
linealmente dependiente (o simplemente, dependiente) si existen vectores distintos
Vi,...,V, €S y escalares Ay, ..., A, de K, no todos nulos, tales que

Avi+ -+ Apv, = 0.

Un conjunto que no es linealmente dependiente se dice linealmente independiente (o
simplemente, independiente).

Si el conjunto S tiene solo un nimero finito de vectores vy, ..., v,, se dice, a ve-
ces, que los vy, ..., v, son dependientes (o independientes), en vez de decir que S es
dependiente (o independiente).

Cuando un conjunto S es dependiente (independiente), diremos, para simplificar,
que S es LD (resp. LI).

OBSERVACION 3.3.1. Por definicién, un conjunto S = {vy,...,v,} es independiente si
se cumple cualquiera de las dos afirmaciones siguientes:

(@) dados A4, ..., A, en K tal que A; # 0 para algun i, entonces Aqvy+---+A,v, 0,
o0,
(b) dados Aq,..., A, en K tal que Ayvi +---+ A,v, =0, entonces 0 = Ay = --- = A,

El enunciado (a) se deduce intuitivamente negando la definicion de linealmente de-
pendiente y el resultado (b) es el contrarreciproco de (a).

Para los interesados, esto es un ejercicio de ldgica: ser linealmente dependiente
se puede enunciar

(FA, o A (B A FEO)A (A + -+ Ay, = 0)),
luego, su negacidn (es decir ser Ll), es

VA, o A (Fic A #£0) = Avi + -+ Ay, #0),
(observar que °(PA Q) = =PV -0 = P= -0).
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Como (P = Q) = (-Q = -P), la propiedad anterior es equivalente a

(V)\1,...,)\n : ()\1V1 + -+ ALV, :O):> (VIAIZO)),

Las siguientes afirmaciones son consecuencias faciles de la definicidon.

1. Todo conjunto que contiene un conjunto linealmente dependiente es linealmente

dependiente.
2. Todo subconjunto de un conjunto linealmente independiente es linealmente in-

dependiente.
3. Todo conjunto que contiene el vector 0 es linealmente dependiente; en efecto,

1,0=0.

Eiempro 3.3.1. En R? los vectores (1,—1,1) y (—1,1,1) son LI, pues si A;(1,—1,1) +
A2(—=1,1,1) =0, entonces 0 = (A1, —A1, A1) + (—A2, A2, A2) = (A — Ao, — A1 + Ao, A+ Ay),
y esto es cierto si

M—A =0
—A+A = 0.
M+A =0
Luego Ay = A2 y Ay = —Ay, por lo tanto Ay = A, = 0. Es decir, hemos visto que

A, -1,1)+A4(-1,1,1)=0 = A =A=0,
y, por lo tanto, (1,—1,1) y (—1,1,1) son LI

EjempLo 3.3.2. Sea K cuerpo. En K3 los vectores

vi=(3, 0—3)
vy = (=1 2)
:(42 ~2)
v =( 2 1)

son linealmente dependientes, pues
2V1 + 2V2 — 3+ O.V4 =0.

Por otro lado, los vectores

e1=(1,0,0)
e, =(0,1,0)
e;=1(0,0,1)
son linealmente independientes.
OBseRvACION 3.3.2. En general, en K", si queremos determinar st vq,...,v, es Ll

planteamos la ecuacion

)\1V1 —|-"'-|-)\,7Vn = (0,...,0),
que, viéndola coordenada a coordenada, es equivalente a un sistema de m ecuaciones
lineales con n incdgnitas (que son A4, ..., A,). Si la tnica solucidn es la trivial entonces
Vi, ..., V, es LI. St hay alguna solucidn no trivial, entonces v, ..., v, es LD.
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DEeFINICION 3.3.2. Sea V un espacio vectorial. Una base de V es un conjunto B C V
tal que

1. B generaa V, y
2. Bes Ll

El espacio V es de dimension finita si tiene una base finita, es decir con un niimero
finito de elementos.

EiempLo 3.3.3 (BAse caNONicA DE K"). Sea el espacio vectorial K" y sean

e = (1,0,0,...,0)
e = (0,1,0,...,0)

e, = (0,0,0,...,1)
(e; es el vector con todas sus coordenadas iguales a cero, excepto la coordenada i que

vale 1). Entonces veamos que ey, ..., e, es una base de K".
1. St (x1,...,x,) € K", entonces
(X1r cee an) =Xx1e1+ -+ Xxp6,.
Por lo tanto, ey, ..., e, genera a K".
2. Si

xjer+ -+ x,e, =0,
entonces
0,...,0)=x(1,0,...,0)+ x2(0,1,...,0) + --- + x,(0,0,...,1)
=(x1,0,...,0)+(0,x2,...,0)+---+(0,0,...,x,)
= (X1, X2, ..., Xp)-
Luego, x1 = x, =--- = x, =0 y por lo tanto ey, ..., e, es LI

Para 1 < i < n, al vector e; se lo denomina el i-ésimo vector candnico y a
la base B, = {ey,...,e,} se la denomina la base candnica de K".

EiempLo 3.3.4. Sea P una matriz n x n invertible con elementos en el cuerpo K.
Entonces si Cy, ..., G, son los vectores columna de P (ver definicion 3.2.4), estos forman
una base de K". Eso se verd como sigue. Si X = (x,...,x,) € K", lo podemos ver como
columna y

PX = X1 C1 + -4 XnCn.
Como PX = 0 tiene solo la solucién trivial X = 0, se sigue que {Cy,...,C,} es un
conjunto linealmente independiente. {Por qué generan K"? Sea Y € K", st X = Py,
entonces Y = PX, esto es
Y :X1C'l + +X/1Cn-

Asi, {Cy, ..., C,} es una base de K".

EiempLo 3.3.5. Sea K,[x] el conjunto de polinomios de grado menor que n con
coeficientes en K:

Ki[x] = {ao+ a1x + axx’ + -+ a,_ix" "t ag, ..., 0,1 €K}
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2 2

Entonces 1, x, x%, ..., x" es una base de K,[x]. Es claro que los 1, x, x%, ..., x" generan
K,[x]. Por otro lado, si Ag + A1x + Qox? + -+ Ax"V =0, tenemos que Ag = Ay =
)\2:"':)\/7—1 =0.

EiempLo 3.3.6 (BASE cANONICA DE M, n(K)). Sean 1 < i < m, 1 < j<muyE; €
M50 (K) definida por

Eilo = 1 sti=kyj=1
ylkt=1 0  otro caso.
Es decir E;; es la matriz cuyas entradas son todas iguales a 0, excepto la entrada ij

que vale 1. En el caso 2 x 2 tenemos la matrices

10 0 1 00 0 0
E“:[o o]' E12:[0 o]' 521:[1 o]' 522:[0 1]-

Volviendo al caso general, es claro que si A = [a;j] € M,,«,(K), entonces

m n
A=Y > ayEy, (41)
i=1 j=1
luego {E[j}1§[§,n,1§j§,7 genera M, »,(K). También, por la ecuacién (41), es claro que si
> Z}; a;;E;; = 0, entonces a;; = 0 para todo i y j. Luego, {E;j}1<icmi<j<n €S LI

Concluyendo, {Eij}1£l‘Sm’1S/'£n es una bhase de M, +,(K) y se la denomina la base
candnica de M, ,(K).

St S es un conjunto finito denotemos |S| al cardinal de S es decir, la cantidad de
elementos de S.

TeorRema 3.3.1. Sea V un espacio vectorial generado por un conjunto finito de vec-
tores wy, ..., wy,. Entonces todo conjunto independiente de vectores de V es finito y
contiene a lo mds m elementos.

DEMOSTRACION. Sea V = (wy,...,w,) y S C V. El enunciado del teorema es equi-

valente a decir:

st SesLl = |S|<m.
Para demostrar este teorema es suficiente probar el contrarreciproco del enunciado,
es decir:

st |S|>m = SeslLD,
o, dicho de otra forma, todo subconjunto S de V que contiene mas de m vectores es
linealmente dependiente. Sea S un tal conjunto, entonces S = {vy,...,v,} con n > m.
Como wy, ..., w, generan V, existen escalares a;; en K tales que

m
v = Z agwi, (1<j<n).
i=1
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Probaremos ahora que existen xi, ..., x, € K no todos nulos, tal que xjvq+---+x,v, =
0. Ahora bien, para cualesquiera xi, ..., x, € K tenemos

n
XVt XpVy = E X;Vj

J=1

n m
= E Xj E CIUW,'
j=1 =1

n m

= Z Z(XjC/z'/)Wz
j=1 i=1
= Z(Z XjCI[j)Wl'. (*)
1 j=1

i=

El sistema de ecuaciones
n
E xja;; =0, (1<i<m)
j=1

tiene m ecuaciones y n > m incdgnitas, luego, por el teorema 2.4.3, existen escalares
X1,...,Xn € K no todos nulos, tal que er.':1 xja;; =0, (1 < i < m)y, por (), tenemos
que x3vq + - - - + x,v, = 0. Esto quiere decir que los vy, ..., v, son LD. O

Corotario 3.3.2. Si V' es un espacio vectorial de dimension finita, entonces dos
bases cualesquiera de V tienen el mismo nimero de elementos.

DemosTrACION. Como V es de dimensidn finita, tiene una base finita B de m vectores,
es decir, B es base de V y |B| = m. Sea B’ otra base de V, como B genera V y B’ es un
conjunto LI, entonces, por el teorema anterior, |B'| < m. Sea n = |B’|, entonces n < m.
Por otro lado B’ es base y, por lo tanto, genera V y B es LI, luego, por el teorema
anterior nuevamente, m < n, y en consecuencia m = n. O

DEerFiNIcION 3.3.3. Sea V espacio vectorial de dimensioén finita. Diremos que n es la
dimensién de V' y denotaremos dim V = n, si existe una base de V de n vectores. Si
V = {0}, entonces definimos dim V = 0.

Como ya demostramos, si V es un espacio vectorial de dimension finita y B, B’ dos
bases de V, entonces |B| = |B'|.

EiempLo 3.3.7. Sean m,n € N.

1. dimK"” = n, pues la base candnica tiene n elementos.

2. dim M« ,(K) = mn, pues la base candnica de M,,«,(K) tiene mn elementos.

3. dimK,[x] = n, pues 1,x,x%, ..., x"" es una base.

CorolArio 3.3.3. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea n = dim V.
Entonces

1. cualquier subconjunto de V' con mds de n vectores es linealmente dependiente;
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2. ningun subconjunto de V' con menos de n vectores puede generar V.

DEMOSTRACION. 1. Sea {w1,...,v,} una base de V, entonces v, ..., Vv, generan
V, luego, por el teorema 3.3.1, cualquier subconjunto de V que contenga mas
de n vectores es LD.

2. Sea S subconjunto de V con m < n vectores. St S genera V, entonces todo
subconjunto de mas de m vectores es LD (teorema 3.3.1), por lo tanto, un sub-
conjunto de n vectores es LD. En consecuencia, no puede haber una base de n
elementos, lo cual contradice la hipdtesis.

U

LEmA 3.3.4. Sea S un subconjunto linealmente independiente de un espacio vectorial
V. Supdngase que w es un vector de V' que no pertenece al subespacio generado por S.
Entonces el conjunto que se obtiene agregando w a S, es linealmente independiente.

DEMOSTRACION. Supdngase que vy, ..., Vv, son vectores distintos de S y sean A;, A €
K tales que
AMvy+ o+ A, + Aw = 0. (42)
Debemos probar que A; = 0,1 < i < n, y A= 0. Supongamos que A # 0, entonces
podemos dividir la ecuacién por A y haciendo pasaje de término obtenemos

_ A1 + )\n
w = pl %] pl Vi

Luego w estaria en el subespacio generado por S, lo cual contradice la hipotesis.

Por lo tanto A = 0 y, en consecuencia
)\1V1 + - +)\,7V,7 =0.

Como S es un conjunto linealmente independiente, todo A; = 0. U

TEOREMA 3.3.5. Sea V espacio vectorial de dimension finita n y Sy un subconjunto LI
de V. Entonces Sy es finito y existen wy, . .., w,, vectores en V tal que SoU{wy, ..., wy}
es una base de V.

DEMOSTRACION. Se extiende Sy a una base de V, como sigue. Si Sy genera V, en-
tonces Sy es una base de V y esta demostrado. St Sy no genera V, por el lema anterior
se halla un vector wy en V tal que el conjunto S; = Sp U {v} es independiente. St S;
genera V, estd demostrado. Si no, se aplica el lema para obtener un vector w, en V
tal que el conjunto S; = Sy U {wy} = Sp U {wy, wy} es independiente. Si se contintia
de este modo, entonces (y en no mas de dim V' de etapas) se llega a un conjunto

Sn=5SU{w,...,wy}

que es independiente y que genera V (st no, continuamos), por lo tanto S,, es base de
V. O
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Es decir, todo subconjunto LI de un espacio vectorial de dimensién finita se puede
completar a una base.

CorolARrio 3.3.6. Sea W es un subespacio de un espacio vectorial con de dimension

finita n y So un subconjunto LI de W. Entonces, Sy se puede completar a una base de
W.

DeEmMosTRACION. Como Sy es un conjunto linealmente independiente de W, entonces
Sp es también un subconjunto linealmente independiente de V; como V es de dimension
finita, Sp no tiene mas de n elementos y por lo tanto es finito.

Como W es un espacio vectorial, aplicando el teorema anterior completamos a una
base de W. 0

CoroLARIO 3.3.7. Sea V espacio vectorial de dimension finita y V # {0}, entonces
dimV > 0.

DemosTrRACION. Como V # {0}, existe v € V con v # 0. Entonces, Sp = {v} es LI,
pues Av = 0 = A = 0. Por el teorema anterior, Sy se extiende a una base B. Como
|B|] > |So| =1, tenemos que dim V > 0. O

CoroLARrio 3.3.8. Si W es un subespacio propio de un espacio vectorial de dimension
finita V, entonces W es de dimension finita y dim W < dim V.

DemosTrACION. Si W = {0}, entonces dim W = 0, como W C V, tenemos que V es
no nulo y por lo tanto dim W =0 < dim V.

St W # {0}, sea w € W, w # 0. Por el teorema anterior existe una base B de W
que contiene a w. Como B es un conjunto LI en W, lo es también en V' y por teorema
331, dimW = |B| < dim V.

Como W es un subespacio propio de V existe un vector v en V que no estd en
W. Agregando v a cualquier base de W se obtiene un subconjunto linealmente a
independiente de V (lema 3.3.4). Asi, dim W < dim V. O

Hemos visto que si V es un espacio de dimension finita, entonces todo conjunto LI se
puede extender a una base. Veremos ahora que dado un conjunto finito de generadores,
existe un subconjunto que es una base.

TEOREMA 3.3.9. Sea V +# 0 espacio vectorial y S un conjunto finito de generadores
de V, entonces existe un subconjunto B de S que es una base.

DEMOSTRACION. Sea
C={|R|:RCS A ResLl}.
Como V no es nulo y S genera V, C # . C es un subconjunto no vacio de N, acotado
superiormente por |S| y por lo tanto tiene maximo. Sea n el maximo de Cysea BC S
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tal que |B| = n y B es LI. Veremos que B es una base. Para ello, como B es LI, sélo
falta ver que B genera a V.

Supongamos que existe v € S tal que v & (B). Por el lema 3.3.4, entonces BU{v} es
LI y este subconjunto LI de S tiene n+ 1 elementos, lo cual contradice la maximalidad
de n. Es claro entonces, que v € S = v € B, es decir S C (B). Como S C (B), entonces
V =(S) C (B), es decir V = (B). O

Teorema 3.3.10. Si Wy, y W, son subespacios de dimension finita de un espacio
vectorial, entonces Wy + W, es de dimensidn finita y

dim Wj + dim W, = dim(W; N W5) + dim(W; + W5).

DemosTRACION. EL conjunto Wi N W, es un subespacio de W) y W, y por lo tanto

un espacio vectorial de dimension finita. Sea uy, ..., ux una base de Wy N W, por el
teorema 3.3.5, existen vy, ..., v, vectores en W y wyq, ..., w, vectores en W, tal que
{uy,...,uk,v1,..., vy} esuna base de Wj,
y
{ur, ... uk, wi, ..., wy} es una base de W;.

Es claro que, el subespacio Wi + W, es generado por los vectores
U, ..., U, V1, ..., Vp, W1, ..., Wpy.

Veamos que estos vectores forman un conjunto independiente. En efecto, supdngase
que
> dui+) vivit ) pw =0, (43)
Z Hiw; = — Z Al — Z Yivi.

Por lo tanto, ) _mw; € (W) N Ws) + Wy = W, Es decir, Y _tiw; € Wo y ) _iw; € Wy,
por lo tanto ) _ww; € (W) N W), y entonces

Zu,-w,- = Z aqu; = 0= Z oiu; — ZN[W:'-

Como {u1,..., Uk, Wy, ..., Wy} es una base y por lo tanto LI, tenemos que 0 = o; = p;,
para todo i, j. Por lo tanto, por (43),

Z)\iul- + Z yivi = 0. (44)

luego

Como {uq,..., Uk, vi,...,V,} es una base de W, tenemos que también 0 = A; = Y
para todo i,j. Luego 0 = A; = y; = p,, para cualesquiera i,j,r y por lo tanto
Uty ooy U, Vi, oo Vi, Wy, ..., Wy, es LIy como generaban a Wy + W, resultan ser una

base de W; + W, por lo tanto dim(W; + W5) = k+n + m.

Finalmente,
dim W, +dim W, = (k + n) + (k + m)
=k+(k+n+m)
= dim(W; N W,) + dim(W; + W,).
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SECCION 3.4

Dimensiones de subespacios

Dada A € M,,«,(K), ya hemos visto que las soluciones del sistema AX = 0 forman
un subespacio vectorial. Sea R la MERF equivalente por filas a A y r la cantidad de
filas no nulas de R. Ahora bien, cada fila no nula esta asociada a una variable principal
y las n — r variables restantes son variables libres que generan todas las soluciones.
El hecho de que tenemos n — r variables libres no dice que hay n — r vectores LI que
generan W, y por lo tanto, dim W = n — r. Esto lo veremos en ejemplos.

EiemprLo 3.4.1. Encontrar una base del subespacio

X—y—3z+ w

W:{(XrUerW)ER: y+5z+3w

1l
o O
—_—

SoLucidN. W estd definido implicitamente y usando el método de Gauss podemos
describirlo paramétricamente, pues:

1T -1 =3 1R+ |1 0 2 4
01 5 3 fo15 3
Por lo tanto, el sistema de ecuaciones que define W es equivalente a

xX+2z4+4w = 0
y+5z+3w = 0,
es decir
—2z — 4w
—5z — 3w,

X
y

y por lo tanto
W —2z—4w, =5z - 3w, z,w): z,w € R}
—2,-5,1,00z+ (—4,-3,0,N)w : z,w € R}
=((—-2,-5,1,0),(—4,-3,0,1)).
Concluimos entonces que (—2,—5,1,0),(—4,—3,0,1) es una base de W y, por lo tanto,
su dimension es 2. O

= {(
= {(

TeoREMA 3.4.1. Sean A matriz m x n con coeficientes en K, P matriz m x m invertible
y B = PA. Entonces el el espacio fila de A es igual al espacio fila de B.
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DEMOSTRACION. Sea A = [a;j], P = [pi] y B = [b;j]. Como B = PA, tenemos que la
fila i de B es

(bit - .. bin) = (Fi(P).Ci(A), ..., Fi(P).C,(A))

m m

= (E Pijdji, - -, E Pijdjn)
j=1 j=1
m

= Z pijlaj, ..., aj).
j=1

Luego, cada vector fila de B se puede obtener como combinacion lineal de los vectores
fila de A, y por lo tanto el espacio fila de B esté incluido en el espacio fila de A.

Ahora bien, como P invertible, podemos multiplicar por P~! a izquierda la férmula
B = PA, y obtenemos P~'B = P~'PA = A. Haciendo el mismo razonamiento que arriba
concluimos que también el espacio fila de A esta incluido en el espacio fila de B y por
lo tanto son iguales. U

Corotario 3.4.2. Sean A matriz m x n y R la MERF equivalente por filas a A.
Entonces, el espacio fila de A es igual al espacio fila de R y las filas no nulas de R
forman una base del espacio fila de A.

DeEmMosTRACION. R = PA, donde P es una matriz m x m invertible, luego, por el
teorema anterior, el espacio fila de A es igual al espacio fila de R. Calculemos ahora
cual es la dimensién del espacio fila de R. Veamos que filas no nulas de R son LI

Recordemos que por definicion de MERF cada fila no nula comienza con un 1 y en
esa coordenada todas las demas filas tienen un 0, por lo tanto una combinacidn lineal
no trivial resulta en un vector no nulo: si v es una fila no nula de R, con el 1 principal
en la coordinada i y A # 0, entonces Av vale A en la posicidn i y esta coordenada no
puede ser anulada por la combinacion de otras filas. U

Corotario 3.4.3. Sean A matriz n x n. Entonces, A es invertible si y sélo si las filas
de A son una base de K".

DEMOSTRACION. Si A es invertible entonces la MERF de A es la identidad, por lo
tanto el espacio fila de A genera K".

Por otro lado, si el espacio fila de A genera K", el espacio fila de la MERF es K"
y por lo tanto la MERF de A es la identidad y en consecuencia A es invertible.

Hemos probado que A es invertible si y sélo si las n filas de A generan K”. Como
dim K" = n, todo conjunto de n generadores es una base. 0

El corolario 3.4.2 nos provee un método para encontrar una base de un subespacio
de K" generado por m vectores: si vy,...,v, € K" y W = (v,...,v,), consideramos
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la matriz
V1
V2
A =
VI'”
donde las filas son los vectores vy, ..., Vv,. Luego calculamos R, la MERF equivalente

por filas a A, y si R tiene r filas no nulas, las r filas no nulas son una base de W y,
por consiguiente, dim W = r.

ElempLo 3.4.2. Encontrar una base de W = ((1,0,1),(1,—1,0), (5, =3, 2)).

SorucidN. Formemos la matriz cuyas filas son los vectores que generan W, es decir

1 0 1
A=11 =1 0
5 -3 2
Entonces
101FF101F101F3F101
1 -1 0 &="|0 -1 1| =30 1 1|10 1 1
5 -3 2| BPHlo -3 -3 0 -3 -3 0 0O
Por lo tanto, dimW =2y (1,0,1),(0,1,1) es una base de W. U

El método que nos provee el corolario 3.4.2 nos permite encontrar una base de un
subespacio vectorial de K" a partir de un conjunto de generadores del subespacio.
Como vimos en el teorema 3.3.9, en todo conjunto finito de generadores existe un
subconjunto que es una base. El siguiente teorema nos permite encontrar uno de tales
subconjuntos.

TeoOREMA 3.4.4. Sea vy, ..., v, vectores en K" y W = (v;,...,v;). Sea A la matriz
formada por las filas vq, ..., v, y R una MRF equivalente por filas a A que se obtiene
sin el uso de permutaciones de filas (ver observacion 2.4.1). Si iy, i», . .., is son las filas
no nulas de R, entonces v, v,,, ..., Vv, es una base de W.

S

DEMOSTRACION. Se hard por induccidn sobre r.
Si r =1 es trivial ver que vale la afirmacidn.

Supongamos que tenemos el resultado probado para 1 < k < r (hipdtesis inductiva).
Sea W ={(v,...,v,_1) ysea A" la matriz formada por las r—1 filas v, ..., v,_4. Sea R’
la MRF equivalente por filas a A" que se obtiene sin usar permutaciones de filas. Por
hipétesis inductiva, si iy, i2, ..., is son las filas no nulas de R’, entonces v;,,v;,, ...,V

o[

s

es una bhase de W'.

Sea

donde R’ es la MRF de A'.
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Si v, € W', entonces v;,, v;,, ..., Vv, es una base de Wy
R’
R = [0]
es la MRF de A.
Si v, ¢ W', entonces v;,, vi,, ..., V., V, es una base de W (lema 3.3.4) y la MRF de
A tiene la ultima fila no nula. O

ElempLo 3.43. Sea S = {(1,0,1),(1,—-1,0),(5,-3,2)} y W = (S). Encontrar una
base de W que sea un subconjunto de S.

SorucidN. Hemos visto en el ejemplo 3.4.2 que una MRF de A es

10 1
01 1],
0 00

y que la misma se obtiene sin usar permutaciones. Esta matriz tiene las dos primeras
filas no nulas, por lo tanto, {(1,0,1),(1,—1,0)} es una base de W. O

Finalmente, terminaremos esta seccidon con un teorema que resume algunas equi-
valencias respecto a matrices invertibles.

TeoREMA 3.4.5. Sea A matriz n x n con coeficientes en K. Entonces son equivalentes

1. A es invertible.

2. A es equivalente por filas a ld,,.

3. A es producto de matrices elementales.

4. El sistema AX =Y tiene una tnica solucion para toda matriz Y de orden n x 1.
5. El sistema homogéneo AX = 0 tiene una unica solucion trivial.

6. detA # 0.

7. Las filas de A son LlI.

8. Las columnas de A son LI.

DEMOSTRACION. Por teoremas 2.7.4 y 2.7.7, tenemos que (1) & (2) & 3) & 4) &

().
(1) & (6). Por teorema 2.8.7.
(1) & (7). Por corolario 3.4.3.

(1) & (8). A invertible & A" invertible < las filas de A" son LI & las columnas de
A son LI. U
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SECCION 35

Coordenadas

Una de las caracteristicas utiles de una base B en un espacio vectorial V' de
dimensién n es que permite introducir coordenadas en V en forma andloga a las
“coordenadas naturales”, x;, de un vector v = (x;,...,x,) en el espacio K". En este
esquema, las coordenadas de un vector v en V, respecto de la base B, seran los
escalares que sirven para expresar v como combinaciéon lineal de los vectores de la
base. En el caso de la base candnica ey, ..., e, de K" tenemos

n
v=_(X1,...,X) = E X;e;.
i=1
por lo tanto x; es la coordenada i-ésima de v respecto a la base candnica.

En forma andloga veremos que si vq,..., v, es una base de V, entonces existe una

n
v=>Y X,
i=1

y los valores x; seran las coordenadas de v en la base dada.

Unica forma de escribir

DEerFINICION 3.5.1. Si V es un espacio vectorial de dimensidn finita, una base orde-

nada de V' es una sucesion finita de vectores linealmente independiente y que genera
V.

La diferencia entre la definicion de “base” y la de “base ordenada”, es que en la
Gltima es importante el orden de los vectores de la base. Si la sucesién vy,...,v, es
una base ordenada de V, entonces el conjunto {v;,...,v,} es una base de V. La base
ordenada es el conjunto, juntamente con el orden dado. Se incurrird en un pequefio
abuso de notacidn y se escribira

B={wv,...,vs}

diciendo que B es una base ordenada de V.

ProposicioN 3.5.1. Sea V espacio vectorial de dimension finita y sea B =
{vi,..., vy} una base ordenada de V. Entonces, para cada v € V, existen unicos
X1, ..., Xp € K tales que

V=X1V1 4t XV

DemosTRACION. Como vq, ..., Vv, generan V, es claro que existen xq, ..., x, € K tales
que v =x3vi +-- -+ Xx,V,. Sean yy, ..., Yy, € K tales que v =y1vy +-- -+ y,v,. Veremos
que x; = y; para 1 < i< n.
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Comov =37 .,xv,yv=> [,y restando miembro a miembro obtenemos

n

0 = Z(X[ — gi)V[.

i=1
Ahora bien, vq, ..., v, son LI, por lo tanto todos los coeficientes de la ecuacidon anterior
son nulos, es decir x;, —y; =0 para1<i<nyentonces x; =y; paral <i<n U

La proposicidn anterior permite asociar a cada vector una n-upla: sea V espacio
vectorial de dimension finita y sea B = {v,...,v,} una base ordenada de V,siv e V

Y
V=XVt -+ XpVa,
entonces x; es la coordenada i-ésima de v y denotamos
vV=_(X1,..., Xn)B

También nos sera util describir a v como una matriz n X 1: la matriz de v en la base

B es

[v]s =

XI7

Eiempro 3.5.1. Sea B = {(1,—1),(2,3)} base ordenada de R2. Encontrar las coor-
denadas de (1,0) y (0,1) en la base B.

SoLucioN. Debemos encontrar xq, x; € R tal que
(1,0) = x4 (1, —=1) + x2(2, 3).
Es decir
X1+ 2x =1
—x1 + 3x; = 0.

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos x; = % y x» = z, es decir

o=

(1,0) = 5(1,—1) + %(2,3) o equivalentemente (1,0) = ( % %)B.
De forma analoga podemos ver que
(0,1) = —g(1,—1) + 1(2,3) o equivalentemente (0,1) = (—g, 1)3.
5 5 55
O
ProposicioN 3.5.2. Sea B = {v,...,v,} una base ordenada de V un K-espacio

vectorial. Entonces

1. [v+wlg =[vlg+[wls para v,w €V,
2. [Avlg=Av|g, para A KyveV.

DEMOSTRACION. (1) St v =x3vy + -+ x,v, y w = y1vy + - - + y,Vv,, entonces

v+ w = (X1 +yi)vi+ -+ (Xo + Yn)Va,
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luego
X1+ Y1 X1 Y1
[v+wls = : =[]+ | =Ms+[w
Xn + Yn Xn Yn
(2) Siv=xvi+---+x,v, y €K, entonces
AV = (Axq)vy + - -+ (Ax) Vi,

luego
)\X1 X1

Avls=1| : | =A|: | =Av
Axp Xn

O

TeorRemA 3.5.3. Sea V espacio vectorial de dimension n sobre el cuerpo K, y sean
B={wv,...,va} yB ={vq,...,v,} bases ordenadas de V. Entonces existe una tinica
matriz P de orden n x n, invertible, tal que para todo v € V

1. [vls=Plvls y
2. [V]B’ = /3_1[V]]3.

Las columnas de P estdn dadas por
C=[vls 1<j<n,

es decir, los coeficientes de la columna j de P son las coordenadas de v; en la base B.

DEmMosTRACION. (1) Tenemos
V=Xx1V1 4+ XpVh,
V=XV 4+ XV
También podemos escribir cada v; en coordenadas respecto a B:
/ .
Vi=pijvit -+ PajVa, 1<j<n.

Luego,
n n
r. 7
E XiVi = vaj
i=1

j=1

n n
’
= E X,-(E Pijvi)
j=1 i=1
n n
_ ’
= ij[jV[

i=1 j=1

n n
=Y (> pix)vi.
17
i=1 j=1
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. _ n ’ DA - D
Es decir, x; = )_/_; pyx}. Por lo tanto, si P =[p;;] tenemos que

7
X1 P11 P12 --- Pin Xq
’
X2 P21 P22 ... P2n X5
!’
Xn Pnt Pn2 -+ Pan Xn
Veamos que P es invertible: sea (xi,...,x,) solucidén del sistema de ecuaciones

PX = 0. Eso implica que si v = ) x;v/, entonces P[v]g = 0. Eso quiere decir que el
vector escrito en la base B tiene coordenadas 0, es decir v =) 0.v; = 0 y entonces
v =) 0.v/ por la unicidad de escritura. Por lo tanto, la tnica solucidén del sistema
PX =0 es 0 y en consecuencia P es invertible.

(2) Como P es invertible, multiplicamos por P~ a izquierda la ecuacién [v]s = P[v]s
y obtenemos el resultado. O

Observemos que, por simetria, los coeficientes de la columna j de P~' son las
coordenadas de v; en la base B'.

DEeFINICION 3.5.2. Sea V espacio vectorial de dimensidn n sobre el cuerpo K, y sean

B={wvi,...,vo} yB ={vq,...,v,} bases ordenadas de V. Entonces la matriz
P=[G G --- G
con
C; = [vls, 1<j<n,

es la matriz de cambio de coordenadas de la base B’ a la base B.

EiempLo 352. B = {vi, vo, 13} = {(1,0,=1), (1,1,1),(1,0,0)} en R3.

1. Probar que B es una base de R3, y
2. encontrar las coordenadas del vector (2, 3,5) respecto a la base B.

Sorucion. (1) Sea A la matriz cuyas filas son los vectores de B :

1 0 —1
A=11 1 1
10 0
Entonces, calculando el determinante por desarrollo de la ultima fila, obtenemos
0 —1

detA=1.(—1)>". =111=1.

1 1

Por lo tanto A es invertible y en consecuencia el espacio fila de A es R3. Como B es
un conjunto de 3 generadores de R3, B es base.

(2) Si x4, x2, x3 son las coordenadas de (2, 3,5) respecto a la base B, entonces
(2,3,5) = x1(1,0, —1) + x2(1,1,1) + x3(1,0,0)

y esto es un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas. Resolviendo este sistema
encontramos la solucién buscada.
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Sin embargo, nos interesa conocer una solucién que sirva para cualquier vector, no
solo para (2, 3,5), es decir buscamos la matriz P = [p;;] de cambio de coordenadas de
la base candnica a la base B. En particular, esta matriz cumple

X1 P11 P12 P13 2
X2 = | P21 P22 P23 31.
X3 P31 P32 p33] LD

Ahora bien, sabemos que P~' es la matriz cuya columna j es la matriz de v; en la
base candnica (facil de calcular) y luego calculamos su inversa que es P.

con (xq, x2, x3)8 = (2, 3, D).

Por lo dicho en el parrafo anterior, P~' es la matriz cuya columna 1 es (1,0, —1),
la columna 2 es (1,1,1) y la columna 3 es (1,0,0), luego

),

1 1 1
P4:[0 1 0f.

1 0]

1111007, 11111007, ,
01 0[/010]2]1010[/010] =
11 0/0 0 1 02110 1][|hH2
101(1 =107, [100/0 1 —1
—|lo10/0 10101 0/0 1 0
00 1|1 =21 00 1[1 =2 1
Entonces

Y

£33

Por lo tanto las coordenadas de (2, 3,5) respecto a la base B son (—2, 3, 1)3 o, equiva-
lentemente,

(2,3,5) = —2(1,0,—1) + 3(1,1,1) + (1,0, 0).



Transformaciones lineales

Las transformaciones lineales son las funciones con las que trabajaremos en algebra
lineal. Se trata de funciones entre espacios vectoriales que son compatibles con la
estructura, es decir con la suma y el producto por escalares.

SECCION 4.1
Transformaciones lineales

DerFiNniciON 4.1.1. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Una
transformacion lineal de V en W es una funcion T : V — W tal que

1. T(v+V)=T(v)+ T(V) parav,vV €V,
2. T(Av) =AT(v), parave V, Ae kK

OBSERVACION 4.1.1. T : V — W es transformacidn lineal si y sdlo si
(@) T(Av+ V)= AT(v)+ T(V), parav,v e V, A e K.

Algunas veces usaremos esto Ultimo para comprobar st una aplicacion de V en W es
una transformacidn lineal.

EiempLo 4.1.1. St V es cualquier espacio vectorial, la transformacion identidad Id,
definida por Idv = v (v € V), es una transformacidn lineal de V en V. La transformacidn
cero 0, definida por Ov = 0, es una transformacion lineal de V en V.

ElempLo 4.1.2. Sea T : K3 — K? definida por
T(X1 , X2, X3) = (2X1 — X3, —X1 + 3X2 + Xg).

Entonces, T es una transformacidn lineal. La demostracidn la veremos en la observacién
que sigue a este ejemplo.

111
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2 0 -1
A—[—1 3 1]'

X
2 0 -1 x1 _ 2X1 — X3
-1 3 1 21 = —x1+ 3% +x3|"
X3
Es decir, si C, es la base candnica de K" y [x|c, es la matriz de x en la base candnica,

Observar que si

entonces

entonces
Alxle, = [T(x)l,-
OBSERVACION 4.1.2. Sea T : K" — K™. En general st T(xy,...,x,) en cada coorde-
nada tiene una combinacidn lineal de los xq, ..., x,, entonces T es una transformacion

lineal. Mas precisamente, si T esta definida por

T(x1,....xn) = (a1x1 + -+ A1pXp, oo AmiXy + - 4+ AppXp)

n n
:(E CI1ij,..., E CIijj),
j=1 j=1

con a;; € K, entonces T es lineal.

DEMOSTRACION. Sean (x1, -+, xn), (Y1, -, ys) € K" y A € K, entonces
TAXx1, - xn) + (Y1, yn)) = T(Axa +yq, ..., Axy, + y,)
=()_aydg+y) .Y am(dx +y))

j=1 j=1

n n n n
= ()\ E Cl1ij+ E Cl1jgj,...,A E Clijj—l— E Clmjyj)
j=1 j=1 j=1 j=1
n n n n
:A(E a1jXj, ., E am/-xj)-i—(g aiyj, .-, E amiy))
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

:)\T(X’], ,Xn)+ T(y,], 'yn)‘
U

Eiempro 4.1.3 (Transformaciones de R? en R?). Las rotaciones y reflexiones en R?
son transformaciones lineales. Sea 6 € R tal que 0 < 6 < 27, definimos

Ry: R? — R?
(x,y) — (xcosB —ysenb,ycosH+ xsenb)
Observemos que si escribimos el vector (x, y) en coordenadas polares, es decir si
(x,y) =r(cosa, sena), r>0,0<a<?2mnm,
entonces
Ro(x,y) = Re(r cos a, rsena)

= (rcos acos 8 — rsenasenf, rsena cos 6 + r cos a senf)

= (rcos(a + 0), rsen(a + 6))

= r(cos(a + 6), sen(a + 0)).
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Por lo tanto Ry(x, y) es el vector (x, y) rotado 6 grados en sentido antihorario y en
consecuencia Ry es denominada la rotacion antihoraria en 6 radianes. No es dificil
verificar que Ry es una transformacion lineal.

y

Ro(v)

FiGura 1. Rotacidn 6 grados.

Otras transformaciones lineales importantes de R? en R? son

Sex,y)=(x.—y) y Six,y)=(=xy).
La primera es la reflexion en el eje x y la sequnda la reflexion en el eje y. Las siguientes
afirmaciones se comprueban algebraicamente en forma sencilla, pero nos podemos
convencer de ellas por su interpretacién geométrica:

Ro o Ry = Royq, (rotar ¢ y 6 = rotar 6 + ¢)
RzpoSpoR_zp =35,

ElempLo 4.1.4. Sea V = R[x] el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes
reales. Definimos D : V — V, por
D(P)(x) = P'(x), x€eR.
Observemos primero que la derivada de un polinomio es un polinomio, pues
(X" 4+ ap X"+ Fax +ag) = na,x" +(n— 1)61,7,1x”’2 + -+ ay.
Ademds D es lineal, pues (f + g) = '+ g’ y (Af)) = Af’, paraf, g funciones derivables

yreR

OBSERVACION 4.1.3. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K y T :
V' — W un transformacién lineal. Entonces 7T(0) =0

DemosTrACION. T(0) = T(0+ 0) = T(0) + T(0), por lo tanto
—TO0)+T7T0)=—-T@O0)+T(0)+T7(0) = 0=0+T(0) = 0=T(0).
O

OBsERVACION 4.1.4. Las transformaciones lineales preservan combinaciones lineales,
es decir si T : V — W es una transformacion lineal, vi,...,vk, € V y A,... + A € K
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entonces
T(Avi+-+Ahvi)=AMT W)+ + A T (v)-
Observar que el caso k = 2 se demuestra de la siguiente manera
T()\1 V1 + )\2V2) = T()\1 V1) + T()\sz) = )\1 T(V1) + )\2 T(Vz).

El caso general se demuestra por induccidn.

TeOREMA 4.1.1. Sean V' un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo K
y {vi,..., vy} una base ordenada de V. Sean W un espacio vectorial sobre el mis-
mo cuerpo y {wy,...,w,}, vectores cualesquiera de W. Entonces existe una Unica
transformacion lineal T de V en W tal que

I'vj)=w;, j=1,...,n.

DEMOSTRACION. Recordemos que si v € V, existen Unicos ay, ..., a, € K (las coor-
denadas de v) tal que
V=a1Vy + -+ dpVy.
Luego para este vector v definimos
T'(v)=aw + -+ a,w,.
Entonces, T es una correspondencia bien definida que asocia a cada vector v de V un
vector T(v) de W. De la definicién queda claro que 7(v;) = w; para cada j. Para ver
que T es lineal, sea
w = b1V1 + "'+ann,
y sea A € K. Ahora
AV+w=ANavy+ -+ a,v,)+bivi+ -+ by,
= (Aa1 + by)vi + -+ (Aa, + by)v,
con lo que, por definicién
T'(Av +w) = (Aay + by)wy + - - -+ (Aa, + b,)w,,.
Por otra parte
AT(V)+ T(w) = Alaywy + -+ a,w,) + bywy + -+ -+ byw,
= (Aay + by)wy + -+ + (Aa, + by)w,,

y asl
T(Av+ w) =AT(v) + T(w).

Finalmente, debemos probar la unicidad de 7. Sea S : V — W transformacidn
lineal tal que S(v;) = w; para 1 < j < n. Entonces, si v € V un vector arbitrario,

v=1> ,0:Vi y
S(v) = S(Z a;v;) Z a;S(v,) = Z aw; = Z a; T(v) = T(Z av;) = T(v)

U

El teorema 4.1.1 es muy elemental, pero por su importancia ha sido presentado
detalladamente.
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EiempLo 4.1.5. Usando el teorema 4.1.1, podemos demostrar la observacion 4.1.2 de
la siguiente manera: sea C, = {ey,...,e,} es la base candnica de K" ysea T : K" —
K™ la Unica transformacidn lineal tal que

T(ej):(cmj,...,a,,,j), j:1,-..,l7
Entonces,
T(Xh . ,Xn) = (CI11X1 + -+ dipXp, oo, Xy + 00+ aman)-

es la transformacidn lineal resultante.

EjempLo 4.1.6. Los vectores
vi =(1,2)
vo = (3,4)
son linealmente independientes y, por tanto, forman una base de R2. De acuerdo con
el teorema 4.1.1, existe una Gnica transformacién lineal de R? en R? tal que
T'(v)=1(3,21)
T'(w) = (6,5,4).
Para poder describir T respecto a las coordenadas candnicas debemos calcular T(e4)
y I (ez), ahora bien,
(1,0) = a1(1,2) + 23, 4)
(0,1) = c3(1,2) + c4(3, 4)

y resolviendo este sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas obtenemos

(1,00 = =2(1,2) + (3,4)
3 1
0.1 = (1.2 - 534
Luego,
7(1,0)=-27T(1,2)+1T7(3,4) =-2(3,2,1)+(6,5,4) =(0,1,2)
3 1 3 1 31 1
70,1 = ET“'Z) — §T(3'4) = 5(3,2, 1) — 5(6,5, 4) = (i 5 _5)
Entonces
31 1 3 1 1
T(X1,X2) = X (0,1,2) + Xz(z, z, —z) = (§X2,X1 + §X2, 2X1 — zXz)
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— SECCION 4.2

Ntcleo e imagen de una
transformacion lineal

DEeFINICION 4.2.1. Sean V, W espacios vectoriales sobre un cuerpo Kysea 7 :V —
W una transformacion lineal. Definimos

Im(T) :={w e W:existeve V,talque T(v)=w} ={T(v): v e V},
Nu(T):={ve V:T(v)=0}
A Im(T) lo llamamos la imagen de T y a Nu(T) el nidcleo de T.
TeEOREMA 4.2.1. Sean V, W espacios vectoriales sobre un cuerpo K y sea T : V —

W una transformacidon lineal; entonces Im(T) C W y Nu(T) C V son subespacios
vectoriales.

DEMOSTRACION. Im(T) # @, pues 0 = T(0) € Im(T).

St T(wy), T(va) € Im(T) y A € K, entonces T(vi)+ T(va) = T(vi +wv2) € Im(T) y
AT(v) = T(Avy) € Im(T).

Nu(T) # @ pues T(0) =0 y por lo tanto 0 € Nu(T).

Siv,we Vtales que T(v) =0y T(w) =0, entonces, T(v+w)=T(v)+ T(w)=0.
por lo tanto v + w € Nu(T). St A € K, entonces T(Av) = AT(v) = A,0 = 0, luego
Av € Nu(T). O

DEFINICION 4.2.2. Sean V, W espacios vectoriales sobre un cuerpo Kysea 7:V —
W una transformacién lineal. Supongamos que V es de dimension finita.

1. El rango de T es la dimensién de la imagen de 7.
2. La nulidad de T es la dimension del nticleo de T.

ElemPLo 4.2.1. Sea T : R3 — R, definida
T'(x,y,z)=x+2y+ 3z

Encontrar una base del ntcleo y de la imagen.

SoLrucidN. Es claro que como T no es 0, la imagen es todo R (y por lo tanto cualquier
r € R, r # 0 es base de la imagen).

Con respecto al ntcleo, debemos encontrar una base del subespacio
Nu(T) = {(x,y,2): x + 2y + 3z = 0}.
Como x + 2y + 3z =0 & x = -2y — 3z, lueqo,
Nu(T) = {(—2s —3t,s,t): s, t € R}. (45)
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Ahora bien, (—2s — 3t,s, t) = s(—2,1,0) + t(—3,0, 1), por lo tanto
Nu(T) =< (=2,1,0),(=3,0,1) >,

y como (—2,1,0),(—3,0,1) son LI, tenemos que forman una base del nticleo. O

La expresidn (45), que depende de dos parametros (s y t) que son independientes
entre ellos, es llamada la descripciéon paramétrica del ntcleo

ElempLo 4.2.2. Sea T : R?> — R*, definida
T'x,y,z)=(x+y, x+2y+2z 3y+3z, 2x + 4y + 2z).

1. Describir Nu(T) en forma paramétrica y dar una base.
2. Describir Im(T) en forma paramétrica y dar una base.

SoLucioN. Observemos que
Nu(T) = {(x,y,z2) €R’: (x +y, x + 2y + z, 3y + 3z, 2x + 4y + 22) = (0,0,0,0)}.

Por lo tanto, describir el nicleo de T se reduce a encontrar las soluciones de una
sistema de ecuaciones lineales homogéneo, y la matriz asociada a este sistema es.

11 0

12 1
A=10 3 3
2 4 2

Por otro lado,

Im(T) = {(y1,y2,y3,ys) ER*: (x + y, x + 2y + z, 3y + 3z, 2x + 4y + 22) = (y1, Y2, Y3, y4)}

Y
X
={(y1. y2.ys, ys) ER*: A [g] — | Y2 .
z ys

Ys

Por lo tanto, y haciendo abuso de notacién,
Nu(T)={v=(xy,2): Av =0}
Im(T) = {y = (y1, Y2, y3, ya) : tal que Iv € R*, A.v = y}

En ambos casos, la solucién depende de resolver el sistema de ecuaciones cuya matriz
asociada es A:

1710 Y1 1710 Y1 1T 0 -1 2y1 — Y
1 21 Yy F—F 01 1 —y1+ Yy Fi—F 0 1 1 —y1+ y
0 3 3|ys | 2|0 33 ys | 3 | 0 0 0[3y;—3y2+uys |’
2 4 2|y, 0 2 2|-2y1+ys |2 0 0 O —2y2 + Y4
es decir

X—z =2y1—y»
y+z =-—-y1+y:
0 :3y1—3y2+y3
0 =-2yr+ yy

T(x,y,2) = (y1,y2,y3,y1) &
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Si hacemos y; = y, = y3 = y4 = 0, entonces las soluciones del sistema describen el
nicleo de T, es decir

Nu(T)={(x.y,2):x—2z=0,y+z=0} ={(s,—s,s) : s € R},

que es la forma paramétrica. Una base del nticleo de T es (1,—1,1).

Con respecto a la imagen de T tenemos

dx,y,zeRtalque 21—y =x—z y —y1+y=y+2zy

(Y1 y2, 3, ya) €IM(T) 623 Z3 4 4y y 0= 22ys + ya.

Como variando los valores de x, y, z es posible obtener, para cualesquiera valores de
Y, Y2, Ys, Yys, 21—y =x—2z Yy —yj+ Yy =y + z, tenemos

(y1.y2,93,y4) € Im(T) & 0=3y1 =3y2+ys y 0=—-2y>+ ys. (47)
Luego,

Im(T) = {(y1, Y2, ys, y4) : tal que 0 =3y —3y2 +ys y 0 = =2y, + ys4}.
Ahora bien,
1
O=2p+ys & 2yp=ys & Y2 = 5Ya.

Por otro lado

1 1 1
0=3y1—3y2+93©3y1=3yz—y3®y1=yz—§y3® Y1 =544~ 3Y3

Es decir, cambiando y — 3 por s e y4 por t:

1 1.1
Im(T) = {(—§5 + zt, zt,s, t):s, t € R}.
Como (—1s+3t, 3t,s,t) = s(—3,0,1,0)+1(3, 3,0, 1) el conjunto {(—1,0,1,0),(3,3.0,1)}

es una base de Im(T).

He aqui uno de los resultados mas importantes del dlgebra lineal.
TEOREMA 4.2.2. Sean V, W espacios vectoriales sobre un cuerpoK ysea T : V — W
una transformacion lineal. Supéngase que V' es de dimension finita. Entonces

rango(T) + nulidad(T) = dim V.

DEMOSTRACION. Sean
n=dimV
k = dim(Nu T) = nulidad(T).
Entonces debemos probar que
n—k=dim(lmT)=rango(T).

Sea {vi,...,v} una base de NuT. Existen vectores {vii1,...,v,}, en V tales
que {vi,...,v,} es una base de V. Para probar el teorema, demostraremos que
{Tvii1,..., Tv,} es una base para la imagen de T.
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(1) {Tvis1, ..., Tv,} genera la imagen de T.
St w € Im(T), entonces existe v € V tal que T(v) = w, como {vy,...,v,} es base
de V, existen Ay, ..., A, € K, tal que v =Avy + - + A,v,, por lo tanto
w = T(v)

=MT()+ -+ AT (i) + Aea T(viepr) + -+ A T(va)
=0 + -+ 0 + )\k+1 T(VI<+1) + -+ )\nT(Vn)
- )\k+1 T(Vk+1) + -+ )\n T(Vn)-

Por lo tanto, {Tvik41,..., Tv,} genera la imagen de T.
(2) {TVis1, ..., Tv,} es un conjunto linealmente independiente.
Para ver que {Tvky1,..., Tv,} es linealmente independiente, supéngase que se

tienen escalares f; tales que
n

Z uiTv, =0,

i=k+1
luego
n n
0= E pilTvi=T( E HiV;).
i=k+1 i=k+1
Por lo tanto v = Zf:kH pivi € Nu(T). Como {v,..., v} es una base de Nu T, existen

escalares A; tales que

k
vV = § )\l'vl'r
i=1

es decir
n k
E Hjv; = E )\[V[.
j=k+1 i=1
Luego
k n
0= E )\iV,' — ( E LIjVj)
i=1 j=k+1
=Avi+ -+ AV — g1 Viesr — 0 — Hp Vi
Como {v4,...,Vv,} es una base, y por lo tanto un conjunto LI, tenemos que 0 = Ay =
oo = Ak = Hkg1 = -+ = Uy, y en particular 0 = gy = -+ = p,. Por lo tanto
{TVis1,..., Tv,} es un conjunto linealmente independiente. [

Sea A una matriz m x n con coeficientes en K. El rango fila de A es la dimensidn
del subespacio de K" generado por las filas de A, es decir la dimensién del espacio
fila de A. El rango columna de A es es la dimensién del subespacio de K" generado
por las columna de A. Un consecuencia importante del teorema 4.2.2 es le siguiente
resultado.

TeoREMA 4.2.3. Si A es una matriz m x n con coeficientes en K, entonces

rango fila (A) = rango columna (A).
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DEMOSTRACION. Sea T la transformacidn lineal

T : Kn><1 — Kmx1
X —  AX.

Observar que

Nu(T) = {X € K™ : AX = 0}.
Es decir Nu(7) es el subespacio de soluciones del sistema homogéneo AX = 0. Ahora
bien, si kK = rango fila (A), ya hemos dicho (capitulo 3, seccion 3.4) que la dimension
del subespacio de soluciones del sistema homogéneo AX =0 es n — k. Luego

rango fila (A) = dim V — nulidad(T). (48)

Por otro lado
Im(T) = {AX : X € K”“}.
Ahora bien,
a11X1 + -+ - d1pXp aq a1p
AX = : =x| |+t x
am1Xq + - UmpXn am1 Umn

Es decir, que la imagen de T es el espacio generado por las columnas de A. Por tanto,
rango(T) = rango columna (A).

Por el teorema 4.2.2
rango(T) = dim V — nulidad(T),
y por lo tanto
rango columna (A) = dim V — nulidad(T). (49)

Obviamente, las igualdades (48) y (49) implican
rango fila (A) = rango columna (A).

O

DEeFINICION 4.2.3. Si A es una matriz m x n con coeficientes en K, entonces el rango
de A es el rango fila de A (que es igual al rango columna).

SECCION 4.3

Isomorfismos de espacios vectoriales

DEFINICION 4.3.1. Sean V, W espacios vectoriales sobre un cuerpo Kysea 7:V —
W una transformacién lineal.

1. T es epimorfismo si T es suryectiva, es decir si Im(T) = W.
2. T es monomorfismo si T es inyectiva (o 1-1), es decir si dados v4, v, € V tales
que T(v1) = T(w), entonces v; = v,.
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OBSERVACION 4.3.1. T es epimorfismo si y sélo si
T eslinealyVw e W, Jdv € V tal que T(v) = w.

Esto se deduce inmediatamente de la definiciones de funcién suryectiva y de Im(T)

T es monomorfismo si y sélo si
T es lineal y Vvi,vu, e V: v 7/: V), = T(V1) 4: T(Vz).

Esto se obtiene aplicando el contrarreciproco a la definicién de funciéon inyectiva.

ProrosicioN 431. Sea T : V — W una transformacién lineal. Entonces T es
monomorfismo si y sélo si Nu(T) = 0.

DEMOSTRACION.

(=) Debemos ver que Nu(T) = 0, es decir que si T(v) =0, entonces v = 0. Ahora
bien, st T(v) = 0, como 7(0) = 0, tenemos que 7 (v) = T(0), y como T es inyectiva,
implica que v = 0.

(<) Sean vi, v, € V tal que T(v1) = T(v2). Entonces
0= T(V1) — T(Vz) = T(V1 — Vz).

Por lo tanto, vi—v, € Nu(T). Por hipdtesis, tenemos que vi—v, = 0, es decir vj = v,. [

OBSERVACION 4.3.2. Sea T : V — W transformacidn lineal,

1. T es epimorfismo si y solo si Im(7T) = W si y solo si rango(T) = dim W.
2. T es monomorfismo si y solo si Nu(7T) = 0 si y sélo si nulidad(T) = 0.

ProposicioN 4.3.2. Sea T : V — W transformacién lineal. Entonces,

1. T es monomorfismo si y sélo si T de un conjunto Ll es LI.
2. T es epimorfismo si y sdlo si T de un conjunto de generadores de V es un
conjunto de generadores de W.

DEMOSTRACION.

(1) (=) Sea {v,...,v,} un conjunto Ll en V y sean Ay,..., A, € K tales que
MTw)+--+ A, T(vy) =0,
entonces
0=T(AMvi+ -+ Avp).
Como T es inyectiva, por proposicion 4.3.1,
Avi+ -+ A, =0,

lo cual implica que A4, ..., A, son todos nulos. Por lo tanto, T(v),..., T(v,) son LI
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(1) (<) Sea v € V tal que T(v) = 0. Veremos que eso implica que v = 0. Ahora
bien, sea {vy,...,v,} una base de V, entonces existen Aq,..., A, € K tales que
V=A~Avi+ -+ AV,
por lo tanto
O=TW)=TAMvi+- -+ AVv)=ATW)+ -+ A, T(vp).

Como {vq,...,v,} es LI, por hipétesis, {T(v1),..., T(vn)} es Ll y, por lo tanto, Ay, ..., A,
son todos nulos. Luego v = 0. Es decir probamos que el nicleo de T es 0, luego por
proposicion 4.3.1, T es monomorfismo.

(1) (</alternativa) Sea v € V tal que T(v) = 0. Si v # 0, entonces {v} es un
conjunto LI en V. Luego, {T(v)} es un conjunto LI en W y por lo tanto T(v) # 0. Asi, si
T(v) = 0 entonces v = 0 y por lo tanto 7 es un monomorfismo.

(2) (=) Sea {w4,...,v,} un conjunto de generadores de V y sea w € W. Como T
es epimorfismo, existe v € V tal que T(v) = w. Ahora bien,

v=MAvi+---+ AV, paraalgin Ay, ..., A, €K
por lo tanto,
w=TWV)=TAvi+ -+ Av)=ATW)+ -+ A, T(va)

Es decir, cualquier w &€ W se puede escribir como combinacion lineal de los
T'(v1),..., T(va) y, por lo tanto, generan W.

(2) (&) Sea {w1,...,v,} una base de V, por hipétesis T(vy),..., T(v,) generan W,
es decir dado cualquier w € W, existen Ay, ..., A, € K tales que

w=MT(v)+-+ A, T(vn),
y por lo tanto w = T(v), con
V=AVi+ o+ ALV,
O

DEeFINICION 4.3.2. Si V y W son espacios vectoriales sobre el cuerpo K, toda trans-
formacion lineal T : V — W suryectiva e inyectiva, se dice isomorfismo de V sobre W.

Si existe un isomorfismo de V sobre W, se dice que V es isomorfo a W y se denota
VEW.

Obsérvese que V es trivialmente isomorfo a V, ya que el operador identidad es un
isomorfismo de V sobre V.

Recordemos que si una funcion f : X — Y es suryectiva e inyectiva, es decir
biyectiva, existe su inversa, la cual también es biyectiva. La inversa se denota ' :
Y — X y viene definida por

fly)=xefx)=y.

TeorRemA 4.3.3. Sea T : V — W un isomorfismo. Entonces T~' : W — V es lineal y,
por lo tanto, también es un isomorfismo.
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DEMOSTRACION.

(1) Sean wy, w, € W ysean vi = T~ '(wy), vy = T-1(wy). Por lo tanto T(v4) = wy y
T'(v2) = w,. Ahora bien,

T Wi +w) =T (Tv)+TW) =T (T(vi + v)) =
= (Tﬁ1 (¢] T)(V1 + Vz) =V -+ V) = T71(W1) + T71(W2).

(2) Sean w € W y A € K. Sea v = T~ (w), entonces
T'w) =T 'ATW) = T HT(A) = = (T o T)(Av) = Av = AT H(w).
O

Eiercicio 4.3.1. Sean V, W y Z espacios vectoriales sobre el cuerpo K y sean
Tr:vV—-W,S: W — Zisomorfismos. Entonces,

1. SoT:V — Z también es un isomorfismo y
2.(SoT)y'=T105

Como ya se ha dicho, V es isomorfo a V via la identidad. Por el teorema anterior,
st V es isomorfo a W, entonces W es isomorfo a V. Por el ejercicio anterior, st V
es isomorfo a W y W es isomorfo a Z, entonces V es isomorfo a Z. En resumen, el
isomorfismo es una relacidon de equivalencia sobre la clase de espacios vectoriales. Si
existe un isomorfismo de V sobre W, se dird a veces que V y W son isomorfos, en vez
de que V es isomorfo a W. Ello no serd motivo de confusidn porque V es isomorfo a
W, si, y solo si, W es isomorfo a V.

TEOREMA 4.3.4. Sean V, W espacios vectoriales de dimension finita sobre K tal que
dimV =dimW. Sea T : V — W transformacion lineal. Entonces, son equivalentes:

(a) T es un isomorfismo.

(b) T es monomorfismo.

(c) T es epimorfismo.

(d) Si {w,...,v,} es una base de V, entonces {T(v1),..., T(v,)} es una base de
W.

DEMOSTRACION (*). Sea n = dim V = dim W.
(@) = (b). Como T es isomorfismo, es biyectiva y por lo tanto inyectiva.

(b) = (c). T monomorfismo, entonces nulidad(T) = 0 (proposicién 4.3.1). Luego,
como rango(T)+nulidad(T) = dim V, tenemos que rango(T) = dim V. Como dim V =
dim W, tenemos que dim Im(7) = dim W y por lo tanto Im(7) = dim W. En consecuencia,
T es suryectiva.
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(c) = (a). T es suryectiva, entonces rango(Tl) = n, luego nulidad(T) = 0, por lo
tanto Nu(T) = 0 y en consecuencia T es inyectiva. Como T es suryectiva e inyectiva
es un isomorfismo.

Hasta aqui probamos que (a), (b) y (c) son equivalentes, luego si probamos que (a),
(b) o (c) = (d) y que (d) = (a), (b) o (c), estaria probado el teorema.

(a) = (d). Sea {w1,...,v,} una base de V, entonces {vi,...,v,} es LI y genera V.
Por proposicion 4.3.2, tenemos que {T(v1),..., T(v4)} es LI y genera W, por lo tanto
{T(n),..., T(vs)} es una base de W.

(d) = (a). Como T de una base es una base, entonces T de un conjunto LI es un
conjunto LI y T de un conjunto de generadores de V' es un conjunto de generadores
de W. Por lo tanto, por proposicidn 4.3.2, T es monomorfismo y epimorfismo, luego T
es un isomorfismo. 0J

Corotario 4.3.5. Sean V, W espacios vectoriales de dimension finita sobre K tal
que dim V = dim W. Entonces V y W son isomorfos.

DEMOSTRACION. Sea {v4,...,Vv,} es una base de V y {w;,...,w,} es una base de
W. Poe teorema 4.1.1 existe una Unica transformacion lineal T : V — W tal que

T(vi) = w;, i=1,...,n.

Por el teorema anterior, T es un isomorfismo. O

Eiempro 4.3.1. K, [x] = {ao+ai1x+---+a, 1x""" : ag,ay,...,a,1 € K} esisomorfo a
K", esto es consecuencia inmediata del corolario anterior, pues ambos tienen dimensidn
n. Explicitamente, 1, x, . .. ,x"1 es base de K,[x] y sea ey, ..., e, la base candnica de
K", entonces un isomorfismo de K,[x|] a K" viene dado por la tnica transformacion
lineal T : K,[x] = K" tal que

T(xi):e,-+1, i=0,...,n—1.

EiempLo 4.3.2. M, «,(K) es isomorfo a K™”. El isomorfismo viene dado por T
Minxn(K) — K™ tal que

T(Eij):e(i71)n+j: i=1,...,lTl, j:1,...,l7.

Por ejemplo, en el caso 2 x 2,

[(1) 8] — (1,0,0,0) [8 (1)] — (0,1,0,0)

[? 8] — (0,0,1,0) [8 8] — (0,0,0,1).
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— SECCION 4.4

Algebra de las transformaciones
lineales

En el estudio de las transformaciones lineales de V en W es de fundamental im-
portancia que el conjunto de estas transformaciones hereda una estructura natural de
espacio vectorial. El conjunto de las transformaciones lineales de un espacio V' en si
mismo tiene incluso una estructura algebraica mayor, pues la composicién ordinaria
de funciones da una “multiplicacion” de tales transformaciones.

Observemos primero que si X conjunto y W espacio vectorial sobre el cuerpo K,

entonces
F(X,W):={f: X - W},
es decir el conjunto de funciones de X en W es un espacio vectorial sobre K con la
suma y el producto por escalares definido:
(f+g)(x) = f(x)+ g(x), f.g e FIX,W), xeX
(Af)(x) = Af(x), f eFX, W), xeX AekK.

La demostracion de esto es sencilla y se basa en el hecho que W es un espacio
vectorial.

TeEOREMA 4.4.1. Sean V y W espacios vectoriales sobre el cuerpoK Sean 7,5 :V —

W transformaciones y p € K. Entonces, T + S y pT son transformaciones lineales de
VenW.

DEMOSTRACION. Sean v,V € V y A € K, entonces
(T + S)(Av+ V) T(Av + V') + S(Av + V) (definicion de T + S)

= AT(v)+ T(V)+ AS(v) + S(V') (T y S lineales)
= AT(v)+ S(v)) + T(V)+ S(V)
=A(T + S)(v)) + (T + S)(V) (definicion de T + S)
=MT + S)(v)+ (T + 5)(v (definicion de A(T + S)).
que dice que T + U es una transformacion lineal. En forma analoga, si p € K,
(wT)(Av+ V) =puT(Av+V) (definicién de pT)
= pAT(v) + puT(V) (T lineal)
=AuT(v)+puT(V)
=ApT)(v)+ (uT)(v) (definicidon de pT).
que dice que pT es una transformacién lineal. O

CoroLArio 4.4.2. Sean V y W espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Entonces,

el conjunto de transformaciones lineales de V- en W es un subespacio vectorial de
F(V,W).

Se denotara L(V, W) al espacio vectorial de las transformaciones lineales de V en
w.
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TeoREMA 4.4.3. Sean V, W y Z espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Sean T :
V- WyU: W — Z transformaciones lineales. Entonces la funcién compuesta Uo T
definida por (U o T)(v) = U(T(v)) es una transformacion lineal de V en Z.

DEMOSTRACION. Sean v, v € V y A € K, entonces

(Uo T)(Av+ V) = U(T(Av + V') (definicion de composicion)
= U(AT(v) + T(V)) (T lineal)
= AU(T(v)) + U(T (V) (U lineal)
=AUo T)(v)+ (Uo T)(V) (definicidon de composicion).

Para simplificar, a veces denotaremos la composicion por yuxtaposicion, es decir
UoT =UT.

En lo que sigue debemos interesarnos principalmente en transformaciones lineales
de un espacio vectorial en st mismo. Como se tendrd a menudo que escribir “T es una
transformacion lineal de V en V” se dird mas bien: “T es un operador lineal sobre V".

DEeFINICION 4.4.1. Si V es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, un operador lineal
sobre V' es una transformacidén lineal de V en V.

Cuando en el teorema 4.4.3, consideramos V = W = Z, tenemos que U y T son
opera- dores lineales en el espacio V, y por lo tanto la composicién UT es también un
operador lineal sobre V. Asi, el espacio L(V/, V) tiene una “multiplicacion” definida por
composicion. En este caso el operador TU también esta definido, y debe observarse
que en general UT # TU, es decir, UT —TU # 0. Se ha de advertir de manera especial
que si T es un operador lineal sobre V, entonces se puede componer T con 7. Se usara
para ello la notacién 72 = TT,yengeneral T" = T---T (n veces) paran =1,2,3,...
Si T #0, se define T° = Idy, el operador identidad.

LEmMA 4.4.4. Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K; sean U, T y S operadores
lineales sobre V y sea A un elemento de K. Denotemos Idy el operador identidad.
Entonces

=1dy U= Uldy,
(T+S)=UT+US, (T+S)U=TU+ SU,
MUT) = (AU)T = U(AT).

1. U
2U
3.

DEMOSTRACION. (1) es trivial.
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Demostraremos U(T + S) = UT + US de (2) y todo lo demas se dejara como
ejercicio. Sea v € V, entonces
uir +S)v) =Uu(T + S)(v) (definicion de composicidn)
= U(T(v) + S(v)) (definicion de T + 5)
= U(T(v))+ U(S5(v)) (U lineal)
=UT(v)+ US(v) (definicidon de composicion).
O

El contenido de este lema, y algunos otros resultados sobre composicidn
de funciones de un conjunto en si mismo (como ser la asociatividad), dicen
que el espacio vectorial L(V,V), junto con la operacién de composicion, es
lo que se conoce tomo una algebra asociativa sobre K, con identidad (ver
https://es.wikipedia.org/wiki/Algebra_asociativa).

SECCION 45
Matriz de una transformacion lineal

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre el cuerpo K, y sea W un espacio
vectorial de dimensiéon m sobre K. Sea B = {v,...,v,} una base ordenada de V, y
"= {wq,...,w,} una base ordenada de W. Si T es cualquier transformacién lineal
de V en W, entonces T esta determinada por su efecto sobre los vectores v;, puesto
que todo vector de V es combinacién lineal de ellos. Cada uno de los n vectores Tv;
se expresa de manera Unica como combinacidn lineal

TV/ = Z Cll'le' (50)
i=1

de los w;. Los escalares ayj, ..., a,; son las coordenadas de Tv; en la base or denada
B'. Por consiguiente, la transformacién T estd determinada por los mn escalares a;;
mediante la expresién (50).

DerFiNicioN 4.5.1. La matriz m x n, A, definida por [A];; = a;;, donde a;; es como en
(50), se llama matriz de T respecto a las bases ordenadas B y B’; y se denota

[T]BB’ = A

ElempLo 4.5.1. Sea T : R?> — R* definida
T'(x,y,z)=(2x+y,3y,x+4z 2).

Sean B = {eq, €5, e3} la base canénica de R3 y B’ = {eq, e, e3, e4} la base canénica
de R*. Entonces

T'er) = (2,0,1,0) = 2e1 + 0ex + e3 + 0O.ey
T(es) = (1,3,0,0) = e + 3ex + 0.es + 0O.e4
T(es) = (0,0,4,1) = 0.ey + 0.ex + 4des + ey
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Por lo tanto
210
(Tow = 0 30
BB =11 0 4
0 01
Observar que si escribimos los vectores en coordenadas con respecto a las bases
candnicas, tenemos que

210 2x +y
030 3y
104g—x+4z
00 1 z

o mas formalmente
[Tlss[v]s = [T (V)]s

DEFINICION 4.5.2. Sa A matriz m x n, el operador lineal asociado a Aes A: R" — R"
definido A(X) = AX. Es decir
apr - arn | [xa
Axr, ..o xn) = | : Sl (51)

app - Umn Xn

EiempLo 4.5.2. Sa A matriz m x n, entonces el operador lineal asociado a A en
las bases candnicas es A. Es decir si B y B’ son las bases candnicas de R” y R”,

respectivamente, entonces
[A]BB’ = A.

ProposiciON 4.5.1. Sea V y W un espacios vectoriales de dimension n y m respec-

tivamente y sea T : V. — W una transformacion lineal. Sea B = {wv, ..., v,} una base
ordenada de V, y B' = {w, ..., w,} una base ordenada de W. Entonces
[Tleslvls = [T(V)]s, VveV. (52)

DEMOSTRACION. Si
m
TVj = E Cll'le'
i=1

entonces [T]; = a;. Sea v €, entonces v = xjvi + - - 4+ x,V, con x; € K, por lo tanto
X1
[vls =
Xn

Ahora bien,

n m m n

T(V) = T(Z XjVj) = ZXJT(VJ) = ZZ CI[I'W[ = Z(Z Cll'j)Wl' =
j=1 Jj=1

j=1 i=1 i=1 j=1

n n n
= (Z a1j)wy + (Z azy)wr + -+ (Z i j) Wi
j=1 j=1 j=1
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y, por lo tanto,

n
21 01
=1
> a
j=1 2j
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Tl = | =~ (53)
ZI‘I ' .
Jj=1 Clmj
Por otro lado,
n
aqy1 dqp -+ d1qp X1 Zj=1 aaj
n
ay axp - day | |x Y10z
Jj= J
[Tlsslvls =1 . . . = . (54)
n1 Um2 -+ Um;p Xn 2;7:1 Umj
De las ecuaciones (53) y (54) se deduce la formula (52). U
TEOREMA 4.5.2. Sea V y W un espacios vectoriales de dimension n y m respec-
tivamente y B = {v,...,v,} y B = {w,...,wy,} dos bases ordenadas de V y W

respectivamente. Entonces
k:L(V,W)—> Myx,(K)
definida
T —[Tlss,

es un isomorfismos de espacios vectoriales.

DEMOSTRACION (*). Primero probaremos que « es lineal y luego que tiene inversa.

Sean T, 7" € L(V,W) y A €K, veamos que k(AT + T') = Ak(T) + «(T’), es decir

[)\T + T/]BB’ = )\[T]BB’ + [TI]BB“

Para 1 < j < n, sean

m

T(v) =) ayw y T'(v) =) ayw
i=1 =1

es decir

[Tlss = [ayj] y [T 55 = [a7],
entonces

(AT + T’)(vj) = AT(v;) + T’(vj)

m

m
4
=A E aiw; + E ag;wi
i=1 i=1
m
_ /
= E (Aay + aij)w;,
i=1
por lo tanto

[)\T + T,]BB’ = [)\Clij + CI;j] = )\[T]BB’ + [TI]BB’
y hemos probado (55) y, en consecuencia, k es lineal.

(53)
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Definamos ahora la inversa de : sea A = [a;;] matriz m x nysea T :V — W la
Unica transformacion lineal que satisface, para 1 < j < n, que

m
T(Vj) = Z Cll'jW[.
i=1

Es claro que esta aplicacién tiene dominio en M,,,(K) y su imagen esta contenida en
L(V, W). Mas alin, es muy sencillo comprobar que es la aplicacion inversa a k.

U

TEOREMA 4.5.3. Sean V, W y Z espacios vectoriales de dimensién finita sobre el
cuerpo K; sean T : V. — W y U : W — Z transformaciones lineales. Si B, B' y B” son
bases ordenadas de los espacios V, W y Z, respectivamente, entonces

[UTlgsr = [Ulgs[ Tlss - (56)

DEMOSTRACION. Sean
B=A{vi,...,vy}, B ={w,...,wn}, B '={zn,...,z}

y
m l
T(Vj) = Z aijwi, 1< j < n; U(Wl) = Zbkizkr 1<i<m.
i=1 k=1
Es decir
[Tlss = [ay] y [Ulssr = [byj].
Entonces

(UT)(v)) = U(Y_ ayw))
i=1

= HZ1 CI,‘jU(W[)
i=1

m l

= E C’ijE byizi
i=1 k=1
[ m

= E (E /Jk,'CIl-j)Zk.
k=1 i=1

Luego el coeficiente kj de la matriz [UT]ggr es Y [, byia;; que es igual a la fila k de
[Ulgs por la columna j de [T]gs, en simbolos, st A =[T]|zs, B =[Ulgs y C =[UT]gp",

entonces
m

[C]k/’ = Z bkiC/ij = Fk(B)Cj(A) = [BA]kj-
i=1

O

CoRroLARIO 4.5.4. Sean V espacio vectorial de dimensién finita, B = {vy,...,v,} base
ordenada de V y T,U : V — V operadores lineales. Entonces

1. [UT]g = [Ug[ T]s.
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2.Sild :V — V es el operador identidad, entonces [ld]z = Id, donde Id es la
matriz identidad n x n.
3. Si T es invertible, entonces [Tz es una matriz invertible y

[T =1[Tl5".

DemosTRACION. (1). Es inmediato del teorema anterior tomado B = B” = B3.

(2). Id(v;) = v; y por lo tanto

Mds=|.  .|=1d.

(3). Id =TT, luego
ld=[ldls =[TT 'z =[Tl5[T ']s.
Andlogamente, Id = T7'T, luego
ld=[ld]ls = [T '"T|s = [T 5[ T]s.
Por lo tanto [T]z' = [T ']s. O

TeorRemMA 4.5.5 (Matriz de cambio de base). Sea V' un espacio vectorial de dimension
finita sobre el cuerpo K y sean

B={wv,...,vn}, B ={v,...,v,}

bases ordenadas de V. Sea T es un operador lineal sobre V. Entonces existe P una
matriz invertible n x n tal que

[Tls = P'[TsP.

Mds aiin, P = [ld]gs, donde Id al operador identidad de V.

DEMOSTRACION. Tenemos que T =1dT y T = T d, luego
[T]BIBI = [|C| T]BIBI

= [ld]gp|[T |z (teorema 4.5.3)
= [ld]gs|T Id]zs
= [Id]gp| T ]gslld]z 5 (teorema 4.5.3).
Es decir
[Tz = [Id]gs|T]5[ld]z . (57)

Falta probar que [ld]gs es el inverso de [ld]g. Ahora bien,
[ld]BB’[Id]B’B = [Id]BB = |C|,

[ld]B’B[Id]BB’ = [Id]B’B’ =1d.
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La matriz P del teorema anterior es llamada la matriz de cambio de base. La formula
(57) es importante por si misma y debemos recordarla.

El teorema anterior nos permite definir el determinante de un operador lineal. Sea
V' un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo K y T un operador lineal
sobre V. Sean B, B’ bases ordenadas de V, entonces [T]g = P~'[T]zP, para P una
matriz invertible. Por lo tanto,

det((T]g) = det(P~'[T]zP) = det((T|sPP~") = det([T]s).
Es decir, el determinante de la matriz de T en cualquier base siempre es igual.
DEeFINICION 4.5.3. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo K

y T un operador lineal sobre V. El determinante de T es el determinante de la matriz
de T en alguna base de V.

SECCION 4.6

Autovalores y autovectores

Sea V espacio vectorial de dimension finita. Un operador lineal en V es diago-
nalizable si existe una base ordenada B = {v,...,v,} de V y Ay,..., A, € K tal
que

T(vi) = A, 1<i<n. (58)
En general, los operadores diagonalizables permiten hacer cdlculos sobre ellos en
forma sencilla, por ejemplo el nticleo del operador definido por (58) es Nu(T) = (v; :
A =0) ysuimagenesIm(T) = (v;: A; # 0) (vermos la demostracién de estos resultado
mas adelante). Otra propiedad importante de los operadores diagonalizables es que
la matriz de la transformacidn lineal en una base adecuada es diagonal (de alli viene
el nombre de diagonalizable). En el caso del operador definido por (58) tenemos que

A 0 O - 0
0O A 0 --- 0
[T]s = 0O 0 A -~ 0
00 0 - A

No todo operador lineal es diagonalizable y no es inmediato, ni sencillo, de la
definicién de un operador lineal decidir si es diagonalizable o no. En esta seccién
veremos herramientas para estudiar un operador lineal T y su posible diagonalizacién.
La ecuacion (58) sugiere se estudien los vectores que son transformados por T en
multiplos de si mismos.

DEFINICION 4.6.1. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea T un operador
lineal sobre V. Un valor propio o autovalor de T es un escalar A de K tal que existe
un vector no nulo v € V con T(v) = Av. Si A es un autovalor de T, entonces
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1. cualquier v € V tal que T(v) = Av se llama un vector propio o autovector de
I asociado al valor propio A;

2. la coleccidon de todos los v € V tal que T(v) = Av se llama espacio propio o
autoespacio asociado a A.

Los valores propios se llaman también a menudo raices caracteristicas, eigenvalo-
res. valores caracteristicos o valores espectrales. Nosotros usaremos, preferentemente,
“autovalores”.

Sea ahora A € K, definimos
Vii={veV:Tv=Av}
Observar que V, # 0 si y sdlo si A es autovalor.

TeEOREMA 4.6.1. Sea V un espacio vectorial y sea T : V — V una aplicacion lineal.
Sea A € K entonces, V, es subespacio de V.

DEMOSTRACION. Sean vy, v, € V tales que Tvy = Avy y Tva = Av,. Entonces
T(V1 + V2) = T(V1) + T(Vz) = )\V1 =+ )\Vz = )\(V1 =+ Vz),

es decir st vi, v» € V), probamos que v; + v, € V).

Sea ahora ¢ € F, entonces T(cv;) = cT(v1) = cAvy = A(cvq). Por lo tanto, si vi € V,
y ¢ € F, probamos que cvy € V,.

Esto termina de probar el teorema. U

TEOREMA 4.6.2. Sea V' espacio vectorial y sea T : V — V una aplicacién lineal. Sean
Vi, ..., Vy autovectores de T, con autovalores Ay, . .., A, respectivamente. Suponga que
estos autovalores son distintos entre si, esto es, A; # A; si i # j. Entonces vy, ...,V
son linealmente independientes.

DEMOSTRACION. Hagamos la demostracion por induccién sobre m.

Caso base. St m = 1, no hay nada que demostrar puesto que un vector no nulo el
LI.

Paso inductivo. Supongamos que el enunciado es verdadero para el caso m —1 con
m > 1, (hipotesis inductiva o HI), y probemos entonces que esto implica que es cierto
para m. Debemos ver que si

cvi+cva+ - CpVy, =0 (*)
entonces ¢y = --- ¢, = 0. Multipliquemos (x) por Ay, obtenemos:
CiAMVy + A Vo + - - cpAq vy = 0. ()

También apliquemos T a (*) y obtenemos

61)\1 vi+ CZ)\ZVZ + - Cm)\m Vimn = 0. (* * *)
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Ahora a (xx) le restamos (* * %) y obtenemos:

(M —)vo + - (A — Ap)vi, = 0. (59)
Como, por hipdtesis inductiva, v, ..., v, son LI, tenemos que ¢;(Ay —A;)) = 0 para i > 2.
Como Ay — A; # 0 para i > 2, obtenemos que ¢; = 0 para i > 2. Por (%) eso implica que
¢1 = 0 y por lo tanto ¢; = 0 para todo i. U

CoroLArio 4.6.3. Sea V espacio vectorial de dimensién n y sea T : V — V una
aplicacion lineal que tiene n autovectores vy, ..., v, cuyos autovalores Ay, ..., A, son
distintos entre si. Entonces {v,...,v,} es una base de V.

Recordemos que si T es una transformacién lineal, el determinante de T se define
como el determinante de la matriz de la transformacién lineal en una base dada y que
este determinante no depende de la base.

DEeFINICION 4.6.2. Sea A € M, (K) el polinomio caracteristico de A es
xa(x) = det(A — x1d),

donde x es una indeterminada.

Sea V espacio vectorial de dimensién finita y sea 7 : V — V lineal, el polinomio
caracteristico de T es xr(x) = det(T — xId).

En general, si A =[a;;] matriz n x n, tenemos que

ann —X aqn d1n
an ap — X - Qzp
Xxa(x) = det(A — xId) = det . . . (60)
anq an2 ot Upp — X

y el polinomio caracteristico de A es un polinomio de grado n, mas precisamente
xa(x) = (=1)"X" + ap1x"" 4+ a1x + ag.

Esto se puede demostrar facilmente por induccidn.

EjempLo 4.6.1. Sea T : R? — R? y su matriz en la base canénica es
a b
A= ,
c d
entonces

det [C’ PR b X] = (@ —x)(d —x) — bc = x> — (a + d)x + (ad — bo).
Es decir,

2

x7(x) =x°—(a + d)x + (ad — bc).

EiempPLO 4.6.2. Sea
10 —10 6

A=|8 -8 6],
-5 5 -3
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entonces el polinomio caracteristico de A es
10—-x —10 6
det 8 —8 —x 6 = —x> — x? 4 6x.
-5 5 -3 —x

Es posible factorizar esta expresion y obtenemos
xa(x) = —x(x — 2)(x + 3).

PRroposicioN 4.6.4. Sea V espacio vectorial de dimension n ysea T : V — V lineal.
Entonces A € K es autovalor si y sdlo si A es raiz del polinomio caracteristico.

DEMOSTRACION.

(=) Si A es autovalor, entonces existe v € V, no nulo, tal que Tv = Av, luego
0=ATv—v=Tv—=Aldv= (T — Ald)v.

Por lo tanto, T — Ald no es invertible, lo cual implica que 0 = det(T — Ald) = x7(A). Es
decir, A es raiz del polinomio caracteristico.

(&) St A es raiz del polinomio caracteristico, es decir st 0 = x7(A) = det(T — Ald),
entonces I — Ald no es una matriz invertible, por lo tanto su ntcleo es no trivial. Es
decir existe v € V tal que (7T —Ald)v =0, luego Tv = Av, por lo tanto v es autovector
con autovalor A. O

Repetimos ahora algunos conceptos ya expresados al comienzo de la seccion.

DEFINICION 4.6.3. Sea V espacio vectorial de dimensién finita ysea 7 : V — V
lineal. Diremos que T es diagonalizable si existe una base de V de autovectores de

T.

En el caso que T sea una transformacién lineal diagonalizable y B = {v1,...,v,}
sea una base de autovectores con autovalores A4, ..., A,, entonces
T(vi)) = A, 1<i<n,
y, por lo tanto, la matriz de T en la base B es diagonal, mas precisamente
M O - 0
0 A - 0
[Tls =1 . . ;
0 0 ... A,

EjempLo 4.6.3. Consideremos la transformacién lineal de R3 en R? definida por la
matriz A del ejemplo 4.6.2, es decir (con abuso de notacién incluido)

10 —10 6 7[x 10x — 10y + 6z
8 -8 6 ||lyl=| 8x—-8y+6062z
-5 5 =3]|z —5x 4+ by — 3z

Ya vimos que el polinomio caracteristico de esta aplicacion es

xa(t) = t(t —=2)(t + 3).
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Luego, por proposicidn 4.6.4, los autovalores de A son 0, 2 y —3. Debido al corolario
4.6.3 existe una base de autovectores de A. Veamos cuales son. Si A autovalor de A, para
encontrar los autovectores con autovalor A debemos resolver la ecuacion Av — Av = 0,

10-4 =10 6 x1 [0
8 -—8-A 6 yl=1ol,
-5 5  —3-allz] |0

para A = 0,2, —3. Resolviendo estos tres sistemas, obtenemos que
Vo={(y,y,0):yeR}, Vo={(-2z,—2,2):z€R}, V3={(-2z,—-2z,2):z€ R}.

Por lo tanto, {(1,1,0),(=2,—=1,1),(=2,—=2,1)} es una base de autovectores de la trans-
formacion lineal.

en este caso seria

PRrRoPosIcION 4.6.5. Sea V' espacio vectorial de dimension n ysea T : V — V lineal
tal que tiene una base de autovectores B = {v,...,v,} con autovalores Aq, ..., A,.
Entonces Nu(T) = (v; : A;=0) e Im(T) = (v; : A; # 0).

DEMOSTRACION. Reordenemos la base de tal forma que A; = 0 para 1 < i < k y
Ai # 0 para k < i < n.Todo v € V se escribe en términos de la base como
V=XV 4 XV X1V o X Ve, (X € K),
y entonces
T(V) = A1 Xes1 Vst + -+ ApXpVi. (61)
Luego, T(v) = 0 si y sélo si x¢41 = -+ = x, = 0, y esto se cumple si y solo si
V=x1vi + -+ Xk, es decir v € (v; : A; = 0). También es claro por la ecuacién (61)
que
IM(T) = { A1 Xkp1Vir1 + - + AnXavy - x; € K}
= {tks1Viegr + -+ bpvin - i € K}
=(v;: A #0).
O

EiempLo 4.6.4. Sea T : R? —s R? el operador definido por T(x,y) = (y, x). Probar
que T es diagonalizable y encontrar una base de autovectores.

DEMOSTRACION. Por la proposicion 4.6.4, los autovalores de T son las raices del
polinomio caracteristico, es decir las raices de

Y1 () = det [‘1’\ _u] SR = (A=) A+1).

Luego los autovalores son 1 y —1. Para hallar un autovector con autovalor 1 debemos
resolver la ecuacion 7(x, y) = (x, y). Ahora bien,

(x,y)=T(x,y) = (g, x),

luego x = y y claramente (1, 1) es autovector con autovalor 1.

Por otro lado T(x,y) = —(x, y), implica que (y,x) = —(x,y), es decir y = —x y
claramente podemos elegir (1, —1) como autovector con autovalor —1.
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Luego B = {(1,1),(1,—1)} es una bhase de R? de autovectores de T. U

No todas la matrices son diagonalizables, como veremos en el ejemplo a continua-
cion.

EiempPLo 4.6.5. Sea T : R? — R? el operador definido por T(x, y) = (2x—y, x +4y).
Probar que T tiene un Unico autovalor A cuyo autoespacio V4 = {v € R? : Tv = Av}
es de dimensién 1.

DEMOSTRACION. La matriz de T en la base candnica es

A= 2 -1
14
Por la proposicion 4.6.4, los autovalores de T son las raices del polinomio caracteristico,
es decir las raices de

det[z?‘ 4_1 ]:(z—x)(4—x)+1 =x*—6x+9=(x—3)°

— X

Es decir el Gnico autovalor posible es 3.

Debemos ver para que valores (x, y) € R? se satisface la ecuacién
T(x.y) =3(x y).

tiene solucidn. Esta ecuacidn es equivalente a

(2x —y,x+4y) = (3x,3y) =
2x—y=3x , x+4y=3y =
—y=x , x=-—y =

y = —x

Luego V5 = {(x, —x) : x € R} que es de dimensién 1.
O

PRroposIcION 4.6.6. Sea T un operador lineal diagonalizable sobre un espacio vec-
torial V de dimension finita. Sean A4, ..., A¢ los autovalores distintos de T. Entonces,
el polinomio caracteristico de T es

X7(x) = (A — X)L (A — x)

con
d; =dimV,,

parai=1,..., k.

DEMOSTRACION (*). T es un operador lineal diagonalizable y A, ..., Ax los valores
propios distintos de 7. Entonces existe una base ordenada B con respecto a la cual
I esta representado por una matriz diagonal; es decir, los elementos de la diagonal
son los escalares A; cada uno de los cuales se repite un cierto nimero de veces. Mas
especificamente, si vj, ..., Vjg; SON los vectores en B con autovalor A; (1 < j < k),
reordenamos la base de tal forma que primero estén los autovectores con autovalor A;,
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a continuacion los de autovalor Ay, etc.:
B = {V11,...,V1d1,...,Vk1,...,dek}.
Ahora bien, st v € V, entonces
V=xVi1+ -+ XgVid, -+ Xag Vit + 000+ Xd, Vad,
=vit+tvo+---+ v

con v; = X;Vit + -+ + Xg,Vig, € V). Luego

T(v) =Avi+Ava -+ Avi (62)

Veamos que V). =< vj1,...,Vvig, > paral < i< k.Esclaroque < vj,...,Vvig, >C V).

Probemos ahora que, V), C< vy,..., vy, >: si v € V), entonces T(v) es como en (62)

y, por lo tanto, si v; # 0 para j # i entonces T(v) # A;v, lo que contradice la hipdtesis.

Es decir v = v; €< vjq,..., Vi, >. Hemos probado que V), =< vj,...,vig, > Yy como
Vit, - ., Vig; son LI, entonces dim V,, = d..

Por otro lado, la matriz de T en la base B tiene la forma

)\1 |C|1 0 0
0 Az'dz 0

0 0 A d,
donde Id; es la matriz identidad d; x d;. Luego, el polinomio caracteristico de T es el

producto
(A — X)L (A — x) %

EJEMPLO 4.6.6. Sea T un operador lineal sobre R? representado en la base ordenada
candnica por la matriz

5 -6 —6
A=|-1 4 2
3 —6 —4
El polinomio caracteristico de A es
5—-x -6 —6
xalx) =det| =1 4—x 2 |=-=x}+5x2=8x+4=—(x—2)°x—1).
3 -6 —4-—x

{Cudles son las dimensiones de los espacios de los vectores propios asociados con los
dos valores propios? Se deben resolver las ecuaciones asociadas a las matrices

3 -6 —6
A-2ld=|-1 2 2
3 -6 —6

y
4 —6 —6
A—ld=[-1 3 2

3 -6 =5
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Las soluciones de estos sistemas son los autoespacios de autovalor 2 y 1 respectiva-
mente. En el primer caso,

3 =6 —6],.,. [0 00
-1 2 21" 11 2 2.
3 —6 —6|FB32]10 00

Luego, la solucion del sistema asociado a A —21d es
Vo ={QRy+2z,y,2z):y,ze R} =< (2,1,0),(2,0,1) >

cuya dimensién es 2.

Por otro lado,

4 —6 —6 0 6 2 0 0 0
1 3 2|l 3 2 == o0 1.
3 —6 —5|ABR|0 31|~ R o 31

Luego, la solucion del sistema asociado a A —Id es

1 1
Vi={(z.—32.2):z€R} =< (1, =3, 1) >

Entonces, una base de autovectores de T podria ser

B= {(2,1,0),(2,0,1),(1,—%,1)}

y en esa base la matriz de la transformacion lineal es

2 00
[T]B:[o > 0].
0 01






Espacio con producto interno

Las propiedades algebraicas de R"” no son suficientes para hacer frente a ciertas
nociones geométricas como angulos, perpendicularidad y longitud. Hemos visto en el
capitulo 1 que con la introduccién del producto escalar pudimos definir y trabajar los
conceptos previamente mencionados. En este capitulo daremos algunas propiedades
adicionales del producto escalar, veremos que las matrices simétricas pueden ser in-
terpretadas a partir del producto escalar y, finalmente, probaremos que las matrices
simétricas son diagonalizables.

SECCION 5.1
Producto interno

Recordemos que en el capitulo 1 hemos visto que el producto escalar entre dos
vectores x, y € R" se define como

n
(x,y) = X1y1 + xy2+ -+ XalYn = ) XU,
i=1

También recordemos que si x € R”, entonces la norma de x es ||x|]| = /(x,x) =

\/ Z?ﬂ Xi2~

Como hemos visto en el capitulo 1 el producto escalar cumple cuatro propiedades
basicas, que hemos llamado P1 (simetria), P2 y P3 (bilinealidad o linealidad en cada
variable), y P4 (positividad). Estas son las Unicas propiedades que usaremos, y no la
definicion explicita de producto escalar, para deducir los resultados de esta seccion.

DEFINICION 5.1.1. Sea V un espacio vectorial y una funcién
(,):VxV-oR

Diremos que (, ) es un producto interno si para todo v, w, u € R”, se satisface:
41
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P1.
{v,w) =(w,v).
P2.
(viw+u)y=(v,w)+{(v,u)=(w+u,v).
P3. Si A € R, entonces
(Av,w) =Alv,w) y (v,Aw) = A(v, w).
P4. Si v =0 es el vector cero, entonces (v, v) =0, de lo contrario
(v,v) >0

Es decir {, ) es una forma bilineal (P2 y P3), simétrica (P1) y positiva (P4)

Obviamente el producto escalar en R"” es un producto interno, que llamaremos el
producto interno candnico de R". Los resultados de esta seccion valen en general
para un producto interno en un espacio vectorial de dimension finita, pero tendremos
siempre en mente el producto escalar en R".

EiempLo 5.1.1. El producto escalar es uno entre muchos de los productos internos
que podemos tener en R”, por ejemplo, en R3, la funcién definida:
((x1,x2,x3), (Y1, Y2, Y3)) = 2x1y1 — x1y2 — Xyt + 2x2y2 — X2y3 — X3y2 + 2x3y3

Es un producto interno (ejercicio).

EiempLo 5.1.2. También se puede definir un producto interno en un espacio de
dimensidn infinita, como veremos a continuacidn.

Sea E = C([a, b)) el espacio vectorial cuyos elementos son las funciones continuas
f:la, b] = R. Se puede definir un producto interno en E de la siguiente manera: sean
f,g € C°(a, b)), entonces

b
(1.9)= [ gdx.

Usando las propiedades de la integral es sencillo ver que (,) es una 2-forma, bilineal
y simétrica. Por propiedades de las funciones continuas se demuestra que ademas la
2-forma es positiva.

Este producto interno se utiliza en el estudio de series de Fourier.

ProposicioN 5.1.1. Sean x,y € R". Entonces,

1. Si c € R, tenemos ||cx|| = |c]||x]]-
2 Ix+ yll* = [IxII> + lylI* + 2{x, y)-
DEMOSTRACION.

Demostracion de 1. Es exactamente, proposicion 1.3.1 (que se demuestra usando
P3).
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Demostracion de 2.
llu+ V| =(u+v,u+V)

=(u,u+v)+{v,u+v)

o (u,uy +{u,v)+{v,u)+{v,v)

(P2)
= (u,u) + 2{u,v) + (v, v)

(??)

= [Ju]]® + |[v]|* + 2(u, V).

Recordemos que dos vectores x,y de R” son perpendiculares u ortogonales si
(x,y) =0, lo cual era denotado x L y.

DEFINICION 5.1.2. Sea X C R”, diremos que X es un conjunto ortogonal si v 1 w
para v,w € X, v # w. Diremos que X es un conjunto ortonormal si X es ortogonal y
todos los vectores de X son unitarios (es decir ||v|| =1 para v € X).

ProrosicidN 5.1.2. Sea
X={v,...,v,} CR"

1Z] Vi
X=4— .., —t.
{Ilwll' ' vrll}

Entonces X' es un conjunto ortonormal.

un conjunto ortogonal. Sea

DEMOSTRACION. Para demostrar esto debemos ver que dos vectores distintos de X’
son ortogonales y que cada vector de X’ es de norma 1.

Sea i # j, entonces

Vi Y 1
(bl = (vlvy) = 0.
il Hlvill vl
Por otro lado, : :
Vi Vi 2
(Gl = (vilvi) = s lvill= = 1.
il Hlal 1 Tl 250 w2
O
TEOREMA 5.1.3. Sea X C R" un conjunto ortogonal. Entonces X es LI.
DEMOSTRACION. Sea X = {v4,...,v,} ysea ay,...,a, en F tales que Y_;_, a;v; = 0.

Entonces, dado j con 1 < j < r, tenemos

r

r
0 = <Z a;vi, Vj> = Z CI[<V[, Vj> = CIj(Vj, Vj> = CIj||Vj||2.
i=1

i=1
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Como X es un conjunto ortogonal, ||v;|| > 0, luego a; = 0 para cualquier j. Es decir

hemos probado que todos los coeficientes de la suma son cero y por lo tanto X es
LI O

ProrosicioN 5.1.4.

1. Teorema de Pitdgoras: si u L v, entonces ||u + v||* = ||u]|* + ||v|[]>.
2. Ley del Paralelogramo: ||u + v||? + ||u — v||* = 2||u]]? + 2||v||*

DEMOSTRACION. Ambas demostraciones se hacen desarrollando las formulas y usan-
do las propiedades del producto escalar.

Demostracion de 1.
fu+v|P=(u+v,u+v)y={u,u+v)+{v,u+v)={uu)+{uv)y+{v,u)+{v,v).

Las igualdades de arriba se deben a la bilinealidad del producto interno. Ahora bien,
como u L v, tenemos que 0 = (u,v) = (v, u), luego

a4+ VI = (u, ) + (v, v) = [Jull? + VP

Demostracion de 2.
llu+v|P+|lu—V|P=(u+v,u+Vv)+{u—v,u—V)
=(u,u)y+2(u,v)+{v,v)+{(u,u)y—2(u,v)y+(v,v)
= 2lJul? + 2|1
O

DEeFINICION 5.1.3. St X C R"” es ortogonal (ortonormal) y es base, diremos que X es
una base ortogonal (resp. base ortonormal) o diremos que X es BO (resp. BON).

EiempPLo 5.1.3.
1. La base canodnica de R" es ortonormal.
2. Stu=(1,1),v=(1,-1), entonces u, v es una base ortogonal.

ProposiciON 5.1.5. Sea X = {wv,...,v,} una base ortogonal, entonces

4 Vi
x':{ }
il il

DEMOSTRACION. Hemos probado en la proposicion 5.1.2 que X’ es un conjunto or-
tonormal. Por teorema 5.1.3. X" es un conjunto LI. Veamos ahora que es X’ genera a
V.

es una base ortonormal.

Sea v € V, como X es base de V, en particular genera a V, luego existen a; € R,
tal que v =) ,a;vi. Luego

vl
V:ZCI‘V‘:ZCI‘—V‘:ZCI‘ V; —_—.
_ e = 2=l

i i
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Luego X’ es un conjunto de generadores de V. U

ElempLo 5.1.4. 1.Si u = (1,1), v = (1,=1), entonces ||u|]| = ||v|]| = V2 y
(%, \/%), (\%2, \_/—%) es una base ortonormal.

OBseRrvAciON 5.1.1. No es dificil ver en un dibujo que

] . (u|v)
pl“(V) T (LI|LI>

es la proyeccién de v en u y que (v — pr(v)) L u. Es decir, los vectores

{ulv)

u, v—-—=u,

~ (ulu)

son ortogonales.

falta

FiGura 1. Proyeccién de v en u cuando ||v|| = 1.

Esto, ademas de la interpretacion geométrica, lo podemos demostrar algebraica-
mente:

(v =y = (v u) Eff,' Ziw u) = (v, u) = (u,v) = 0.

PRroposicioN 5.1.6 (Desigualdad de Schwarz). Sean u,v € R". Entonces
(V) < fulllvl]

DEMOSTRACION. Primero daremos una demostracidon basada en los resultados geo-
métricos vistos en el capitulo 1, luego, el lector interesado, podra leer una demostracién
algebraica del resultado.

Demostracion 1. Esta demostracion es valida para el producto escalar en R". La
formula (2) nos dice que
{u,v) = lullllv|| cos(6)
donde 6 es el dngulo comprendido entre u y v. Como |cos(0)| < 1, tenemos
[{u, V)l = ull{lv][Tcos(O)] < [lull{Iv]I-

(u,v)y  (u,v)
(u,uy — |ull*’
tenemos que v — cu es ortogonal a u. Ahora bien,

entonces, por la observacién 5.1.1,

Demostracion 2 (x). Sea ¢ =

v=(v—cu)+cu
y (v — cu) L cu. Por Pitdgoras
VI = 1lv = cul? + [Jeu||*

=[lv — cul* + |c*|Jull*.
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Como ||v — cul]? > 0, tenemos que |c|?||u||> < ||v||? y sacando raices cuadradas obte-

[{u, v) [{u V) _

|
oo Ml < vl =
Jull? lull

lellfull < lIvIl = < VIl = [{u, il < IvIllful].

Teorema 5.1.7 (Desigualdad triangular). Sean u,v € R", entonces

[+ v < flul[ +[]v]]

DEMOSTRACION. Probar
2 2
[+ v < (lulf +Tvil)
desarrollando el lado izquierdo de la desigualdad como (u+ v, u+v) y el lado derecho
por el calculo del binomio al cuadrado. Luego usar la desigualdad de Schwarz. O

Ahora vamos a demostrar el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt, que
consta de un algoritmo que permite pasar de una base cualquiera {vq,...,v,} de R”
a una base ortonormal {uy,...,u,}, con la importante propiedad de que, para m con
1 < m < n, el subespacio generado por los vectores {uy,...,u,} es el mismo que el
subespacio generado por los vectores {vy,...,v,}.

La idea del proceso es sencillo para dos vectores: sean v4, v, € R” no nulos y no
proporcionales, vimos en la observacion 5.1.1 que los vectores
{v1,v2)
{vi,v1)

son ortogonales. Ahora bien, vi = w3 y v, = ga fim + wy, luego wy, wy generan el

mismo subespacio que vy, vo. Concluyendo, dados vq, v, dos vectores LI, wy, wy son dos

vectores ortogonales que generan el mismo subespacio. Para n > 2 la idea es similar.

Wy =V, Wy =V, — |3|‘V1(v2) =V, —

PRroposiciON 5.1.8 (Proceso de ortogonalizacidon de Gram-Schmidt). Sea {v1, ..., v,}
una base de R". Entonces existe una base ortogonal {w, ..., w,} tal que el subespacio
generado por los vectores {wy, ..., w,} es el mismo que el subespacio generado por
{vi,.... v} (1 < m < n). Explicitamente, la base es

wp = Wvq, (1)
(Vz, W1>
Wy = Vv — (2)
(W1, 1)
_ <V3, 1) (v3, w2) 3
W3 = Vv3 — - 7 W2, ( )
<W1,W1> (w2, w2)
_ <anW1> <VI7IW2> <VI7IWI‘I71>
Wyp=Vy— 57— W] — 77— W) — - — ———————W_. (n)

(W1, W1> (Wz, W2> (Wn—1, Wn—1>
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En forma mds breve, para 1 < i < n,

W = Vv; — W,

= (W w))

DEMOSTRACION (*). Haremos la demostracién por induccién sobre n.

Para n = 1 el resultado es trivial.

Supongamos que el resultado valga para k —1 > 0, es decir {wy,...,wx_1} es
ortogonal y span(wy, ..., Wx_1) = span(vy, ..., Vk_1). Probemos el resultado para k. Si
i <k,

k—1 Ve, w;) k—1 (Ve w;)
(Wi, wi) = Z —wy, w) = (vie, wi) — = (wp, wi)
(wj, wj) = (wj, wj)

= (Vie, wi) — (vi, w;) = 0.

Es decir (wy, w;) = 0 para todo i < k. Por consiguiente, {wy, ..., wi} es ortogonal.
Demostremos ahora que span{w;, ..., w,} =span{v,..., vy} para1 < m < n.
span{wy, ..., wy,} C span{vy,...,v,}: por la férmula (i) es claro que w,, es com-

binacién lineal de v, y wy, ..., wy_q. Por hipdtesis inductiva, los wyq,..., w,_1 son

combinacidn lineal de los v4, ..., v,_1, luego los wy, ..., w, son combinacién lineal de
los vq, ..., Vy.
span{vy, ..., vy} C span{wy,..., w,}: Como
k—1
Vk, Wj
Vik = Wi + E Wi,
(wj, w;)
j=1
tenemos que span{vy,..., vy} Cspan{wy, ..., wy}. O

OBSERVACION 5.1.1. Sea W subespacio de R”, entonces existe una base ortogonal de

W. Esto se deduce del proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt: sea v¢, ..., v, una
base de W y completamos a v, ..., v, una base de R". Por Gram-Schmidt obtenemos
una BO wy, ..., w, tal que el subespacio generado por wy, ..., w; es igual al subespacio
generado por vy,...,v; para 1 < i < n. En particular W = (v, ..., v) ={(wq,...,wx) y
por lo tanto wy, ..., w, es una BON de W.

En la practica, dada una base vy, ..., v, de W, con los primeros k pasos del proceso
de ortogonalizacién de Gram-Schmidt obtenemos w;, ..., wi una base ortogonal de W.

EiempLo 5.1.5. Encontrar una base ortogonal del subespacio de R® generado por
los vectores (1,2, —1) y (—2,—1,0)
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SorucioN. Por Gram-Schmidt:
wy = (1,2,-1),
((=2,-1,0), wy)

=(=2,-1,0)—
2 ( ’ '0) <W1,W1>

Wi,

es una base ortogonal de W. Calculemos
((—2,-1,0),(1,2,—1))
((1,2,-1),(1,2,-1))

= (—2,—1,0)_ __4(1121_1)

w, = (=2, —1,0) —

(1,2,-1)

6
—2 —4 2
=205 5 3)
—4 1 =2
=533

Para simplificar, multiplicamos a w; por 3 y obtenemos que
(1,2,-1),(-4,1,-2)
es una BO de W.

DEeFINICION 5.1.4. Sean U, W subespacios de R". Diremos que U es ortogonal a W
y denotaremos U L W si para todo u € U y para todo w € W tenemos que (u, w) = 0.

Si X es subconjunto de R”, definimos
Xt ={ueR" :{ux)=0,Vx e X} ={ueR":(u X)=0}.

PRroposICION 5.1.9. Sea X C R”", entonces X+ es un subespacio de R".

DEMOSTRACION. Debemos probar que si u,v € Xt y ¢ € R, entonces cu + v € X+,
es decir que para todo x € X, se cumple que (cu + v, x) = 0. Ahora bien,

(cu+v,x)=c(u,x)+{v,x)=0.

DEeFINICION 5.1.5. Sea R” espacio vectorial con producto interno {( , ) y sea X
subconjunto de R". Diremos que X* es el subespacio ortogonal a X en R”.
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— SECCION 5.2

Diagonalizacion de matrices
simetricas

Observar que en R” el producto escalar es

Y1

(Gt e gy = Y xge =[xl
i yn

Es decir si usamos la convencidn que un vector en R" se escribe como una matriz

columna (de n filas y una columna), tenemos que dados x,y € R”,

(x,y) =x'y.
Recordemos que una matriz es simétrica si A' = A.

ProprosicioN 5.2.1. Si A es una matriz n X n simétrica, entonces

a)
(Ax, y) = (x, Ay).
b) Si W un subespacio de R" invariante por A, entonces W+ es invariante por A.

DEmosTRACION. Notar que
(Ax, y) = (Ax)'y = x'A'y = x'Ay = (x, Ay)
U

PRopPOSICION 5.2.2. Sea A matriz simétrica n xn y W un subespacio de R" invariante
por A, entonces W+ es invariante por A.

DEMOSTRACION. Sea u € W, debemos ver que Au € W+, es decir que (Au, w) =0
para todo w € W. Ahora bien,

(Au, w) = (Au)'w = u'A'w = u'Aw = u'(Aw) = (u, Aw) = 0.

La Gtima igualdad es vdlida pues u € W+ y como w € W, por hipétesis Aw € W. [

Veremos ahora que una matriz simétrica es diagonalizable, es decir que hay una
base de autovectores del operador asociado a la matriz o, equivalentemente, existe
matriz P invertible tal que P~'AP es diagonal.

Usaremos el siguiente resultado sin demostracion.
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TeoREMA 5.2.3 (Teorema fundamental del algebra). Todo polinomio no constante con
coeficientes complejos tiene al menos una raiz compleja. Es decir si

p(X) =ax" +apx" "+ F+ay, cona, €C,a,+0yn>1,

entonces existe a € C tal que p(a) = 0.

Pese a llamarse “Teorema fundamental del algebra”, este resultado no suele de-
mostrarse en los cursos de algebra, pues su demostracion requiere del uso de andlisis
matematico.

St a es raiz de p, un polinomio de grado n, por el teorema del resto, p(x) =
(x — a)p1(x), con py un polinomio de grado n — 1. Aplicando inductivamente este pro-
cedimiento, podemos deducir:

CoroLAriO 5.2.4. Si p es un polinomio de de grado n > 1 con coeficientes en C,
entonces
px) =cx —a)(x —a)...(x — ay),
con c,q; € C.

OBSERVACION 5.2.1. Recordemos que si a+bi € C, a es la parte real y b es la parte
imaginaria. El conjugado a + b; es a + bi = a — bi. La conjugacién cumple que Z = z,
Z+w=Z+wyzw =2zw (z,w € C). Recordemos también que zz = |z|%.

Si x € C", entonces cada coordenada de x es un numero complejo, es decir x; =
a; + ib;, con a;, b; € R. Luego st v = (ay,...,0a,) y w = (bq,...,b,), tenemos que
x =v+wiconv,w & R" En este caso, diremos que v es la parte real de x y w la
parte imaginaria. También podemos extender la conjugacién a C" y C"*™ coordenada
a coordenada y entonces no es dificil verificar que st A, B € C"™"

A=A  A+B=A+B,

yquesiAeC™, Be C™k o e C, entonces cA = aA y ademas

aAB=aAB=AaB.
Notar también que si z = (z, ..., z,),
zy
2'Z=[zi ...z| | =zl +- 4|z
Zn

que es > 0 si el vector no es nulo. Denotaremos la expresion de arriba como ||z||%.

TEOREMA 5.2.5. Sea A matriz simétrica n x n, con coeficientes reales. Entonces existe
A € R autovalor de A.

DEmMosTRACION. Extendamos A a una transformacién lineal de A : C" — C" de
manera natural (con el producto de matrices). Sea x4 el polinomio caracteristico de A.
Por el teorema fundamental del algebra, existe A € C tal que xa(A) = 0. Luego existe
x € C", no nulo, tal que Ax = Ax. Veremos que A es un numero real. Por un lado, como
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A tiene coeficientes reales, tenemos que A = A y entonces:
x'AX = x'Ax = x'Ax = x'Ax = Ax'x = A||x]||*.
Por otro lado, como A es simétrica,
x'AX = x'A'X = (Ax)'X = (Ax)'™X = Ax'X = A||x||*.

Por lo tanto, A = A, lo cual nos dice que A € R. Es decir, tenemos un vector x € C" y
A€ R, tal que Ax = Ax. Si x = v 4+ iw con v, w € R", entonces

AV + iAw = Ax = Ax = Av + iAw.

Como A es una matriz real Av,Aw € R” y como A € R, tenemos que Av = Av y
Aw = Aw, luego hay al menos un autovector en R" con autovalor A € R. U

El siguiente resultado, el teorema espectral, requiere para su demostraciéon una
generalizacién del resultado anterior para espacios de producto interno de dimensidn
finita y matrices (transformaciones lineales) simétricas respecto a este producto in-
terno. Todos estos conceptos y resultados son generalizaciones sencillas, pero llevan
algtin tiempo desarrollarlas y no las veremos ahora. La demostracion que daremos del
teorema espectral se hard por induccién en la dimension del espacio y utiliza en el
paso inductivo la generalizacidn del teorema 5.2.5.

TEOREMA 5.2.6 (Teorema espectral). Sea A matriz simétrica n x n. Entonces existe
U={uy,...,u,} una BON de R" de autovectores de A.

DEMOSTRACION. Se hard por induccidn en n = dim(V).
Si n =1 es trivial.

Supongamos que vale para n —1 con n > 1, y probaremos el resultado para n. Por
le teorema 5.2.5 existe A € R y x € R” tal que Ax = Ax. St u,, = x/||x||, u, tiene norma
1y cumple también que Au, = Au,. Sea W = span{u,}. Entonces por corolario 5.2.2,
W+ es invariante por A. Podemos considerar entonces a A como una transformacién
lineal de W+ a W+, No es dificil verificar que el producto interno candnico es un
producto interno en W1 y que A es una matriz simétrica con este producto interno

restringido.

Como dim(W*) = n — 1, por hipétesis inductiva existe {uq,...,u, 1} una BON de
W+ de autovectores de A : W+ — W=, Es claro entonces que U = {uq,...,u,} una
BON de R"” de autovectores de A. O

CorotArio 5.2.7. Sea A matriz simétrica n x n, entonces A es diagonalizable.

EiempLo 5.2.1. Encontremos autovalores y autovectores de la matriz
2 =1 0
A=-1 2 -1
0o -1 2



152 5. ESPACIO CON PRODUCTO INTERNO

Como es una matriz simétrica sabemos que es diagonalizable, es decir tiene una base
de autovectores. El polinomio caracteristicos es
2—x -1 0

xalx) =det| =1 2—x -1 [=—-x>4+6x>—10x + 4.
0 -1 2—x
Ahora bien, las raices de —x3 4+ 6x2 — 10x + 4 son
M=2+V2
A =2

h=2-V2
Para averiguar los autovectores debemos plantear las ecuaciones Ax = A;x, que resul-
tan en los siguiente sistema de ecuaciones
2X1 — X2 = Aixq
—X1 4+ 2x2 — X3 = Aix2
—X + 2x3 = Aix3,
(i=1,2,3), o equivalentemente,
22=A)x1+x2=0
X1+ (2—A)xx—x3=0
-+ (2—A)x3 =0,
(i=1,2,3). En el caso de A = 2 + /2, resulta

—V2x14+x =0
—X1 —\/§X2—X3 :O
—Xy — \/§X3 = 0,

cuya solucién es A(1, —v/2,1). Si continuamos resolviendo los sistemas de ecuaciones,
podemos encontrar la siguiente base de autovectores:

(1,—v2,1)

Vi =
v, = (=1,0,1)
vs = (1,V2,1).



Ndmeros complejos

SECCION A.1

Cuerpos

En el cuatrimestre pasado se ha visto el concepto de cuerpo, del cual haremos un
repaso (ver también https://es.wikipedia.org/wiki/Cuerpo_(matematicas)).

DerFiNnicioN A1.1. Un conjunto K es un cuerpo si es un anillo de divisién conmutati-
vo, es decir, un anillo conmutativo con unidad en el que todo elemento distinto de cero
es invertible respecto del producto. Por tanto, un cuerpo es un conjunto K en el que
se han definido dos operaciones, '+’ y ', llamadas adicién y multiplicacion respecti-
vamente, que cumplen las siguientes propiedades. En la siguiente lista de axiomas a,
b, ¢ denotan elementos arbitrarios de K, y 0 y 1 denotan elementos especiales de K
que cumplen las propiedades especificadas mas abajo.

1. a + by a-b pertenecen a K.

12. Conmutatividad. a +b = b+ a; ab = ba.

13. Asociatividad. (a +b)+c=a+(b+c); (a-b)-c=a-(b-c).

14. Existencia de elemento neutro. Existen nimeros 0, 1 € K con 0 # 1 tal que
a+0=0;a-1=a.

I5. Distributividad. a-(b+c)=a-b+a-c.

16. Existencia del inverso aditivo. Por cada a en K existe un tnico —a en K tal
que a + (—a) = 0.

I7. Existencia de inverso multiplicativo. St a es distinto de 0, existe un Unico ele-
mento o' € K tal que a-a~' = 1.

Muchas veces denotaremos el producto yuxtaponiendo los elementos, es decir ab :=
a-b, para a, b € K. Debido a la ley de asociatividad para la suma (axioma I3) (a+b)+c
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es igual a a + (b + ¢) y por lo tanto podemos eliminar los paréntesis sin ambigtiedad.
Es decir, denotamos

a+b+c:=(a+b)+c=a+(b+c).
De forma andloga, usaremos la notacidn
abc = (ab)c = a(bc).

Debido a la ley de conmutatividad (axioma 12), es claro que del axioma 14 se deduce
que 0+a =a+0=ay la = al = a. Andlogamante, por 12 e 16 obtenemos que
—a+a=a+(—a)=0,y por 16 que aa™ !

=g 'a=1.

Todos los axiomas corresponden a propiedades familiares de los cuerpos que ya
conocemos, como ser el cuerpo de los numeros reales, denotado R y el cuerpo de los
numeros racionales (fracciones), denotado Q. De ellas pueden deducirse la mayoria de
las reglas comunes a los cuerpos. Por ejemplo, podemos definir la operacién de sus-
traccion diciendo que a —b es lo mismo que a+ (—b); y deducir las reglas elementales
por ejemplo,

a—(—b)=a+b, —(—a) = a.

También podemos deducir

(ab)™'=a b
con tal que a y b sean diferentes de cero. Otras reglas utiles incluyen

—a = (—1)a
y mas generalmente
—(ab) = (—a)b = a(—b),

y también

ab = (—a)(—b),
ast como

a-0=0,

todas reglas familiares de la aritmética elemental.

A.1.1. Un cuerpo finito A modo de ejemplo, y para entrenar la intuicidén de que
un cuerpo no necesariamente tiene un niimero infinito de elementos, consideremos el
conjunto con dos elementos F, = {0, 1}. Definimos la suma +: F, x F;, — F, mediante
la regla

0+0=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1=0
y el producto -: Fy, x F, — F, como
0-0=0, 0-1=0, 1-0=0, 1-1=1.

Dejamos como ejercicio para el lector comprobar que estas operaciones asi definidas
satisfacen los axiomas 11. a I7. y por lo tanto F, es un cuerpo, con dos elementos.

OBsERvACION A.1.1. EL lector suspicaz reconocera en estas operaciones a la suma
y el producto definidos en el conjunto Z; = {0,1} de congruencias mddulo 2 definido
en Algebra 1/Matematica Discreta |. En efecto, resultados desarrollados en ese curso
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permiten demostrar que los conjuntos Z,, con p primo, son ejemplos de cuerpos, en
este caso con p elementos.

SECCION A2
Numeros complejos

La ecuacién polinémica x* + 1 = 0 (¢cudl es el nimero que elevado al cuadrado y
adicionado 1 da 07) no tiene solucién dentro del cuerpo de los nimeros reales, pues
todos sabemos que x?> > 0 para todo x € R y por lo tanto x> +1 > 0V x € R. Podemos
extender R a otro cuerpo, de tal forma que toda ecuacidon polindmica con coeficentes
en R tenga solucidn.

DEerFiNiciON A.2.1. Los ndmeros complejos es el conjunto C de los pares ordendados
(a, b), denotados a + ib, con a, b en R, con las operaciones '+’ y ', definidas

(a + ib) + (c + id) := (a + ¢) + i(c + d), (63)
(a +ib) - (c + id) := (ac — bd) + i(ad + bc). (64)
Al nimero complejo i = 0+ i-1 lo llamamos el imaginario puro. St z = a + ib es un

nuimero complejo, diremos que a es la parte real de z y la denotamos a = Re z. Por
otro lado, b es la parte imaginaria de z que es denotada b = Im z.

Es claro que z = a+ib es igual a w = c+id si coinciden su parte real e imaginaria,
es decir
a+bi=c+di & a=cANb=d.

Podemos ver a R contenido en C, con la correspondencia a — a+i-0 y observamos
que st nos restringimos a R, tenemos las reglas de adicion y multiplicacién usuales.

La definicién de la suma de dos numeros complejos no deberia sorprendernos,
pues es la suma “coordenada a coordenada”. La definicién del producto se basa en
que deseamos que i* = —1, es decir que i sea la solucién de la ecuacién polindmica

x?+1 =0, y que el producto sea distributivo.

Primero, comprobemos que i> = —1. Esto es debido a que
P=0+i-NO0+i-1)=0-0=1-1)+i0-14+1-0)=—1,
y por lo tanto * +1=—-1+1=0.

Sean 0 =04+i-0,1T=141i-0 € C, es facil comprobar que son los elementos
neutros de la suma y el producto, respectivamente. Por otro lado, si z = a + ib,
entonces —z = —a — ib es el opuesto aditivo de z. El inverso multiplicativo es un poco
mas complicado. Primero observemos que dado a + ib € C,

a + ib)(a — ib) = aa — b(—b) = a° + b* € R.
(
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Supongamos que a + ib # 0, encontremos a partir de las reglas de adicién y multipli-
cacion la inversa de z. Sea ¢ + id tal que (a + ib)(c + id) = 1, luego

1 1 a—ib

c+id=

a—ib

a—ib a b

a+ib a+iba—ib (a+ib)a—ib)

- .y
a2+ b2 a?+ b2 a? + b?

(observar que como a + ib # 0, entonces a? + b? > 0.)

Usando lo anterior, y un poco mas de trabajo, obtenemos

ProposicioN A.2.1. Sean0 = 0+i-0,1 = 1+i-0 € C. Entonces, C con las operaciones
‘+"y ") definidas en (63) y (64), respectivamente, es un cuerpo con elementos neutros

Oyl y
—(a +ib) =—a—ib
a—ib
by ' = —
(a +ib) pEESY

DEMOSTRACION. Ejercicio.

Hemos definido los nimeros complejos
posible representarlos en el plano R x R:

bA_,

para a + ib # 0.

como pares ordenados y como tales es

FiGurA 1. Representacion grafica de los niimeros complejos.

Por el teorema de Pitdgoras, la distancia del niimero complejo a + ib al 0 es

Va2 + b2

DEFINICION A.2.2. Sea z = a + ib € C. El mddulo de z es

|z| = Va?+ b?.

El conjugado de z es

z=a—ib.

Eiempro A21. |4+ 3i| = V4> +32=v25=54+3i =4 -3..
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3=
—14i25¢----
2t
I B 224+
4 312 - 1 2 3 4
| 4
| 21
—25-i25 41

FiGura 2. Ejemplos de la representacidn grafica de los nimeros complejos.

PRropPosICION A.2.2. Sean z y w numeros complejos.

DEMOSTRACION. Son comprobaciones rutinarias. Para ejemplificar, hagamos la de-
mostracion de (4).

Siz=a+biyw=c+di entonces (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i. Por

lo tanto,
zw = (ac — bd) — (ad + bc)i.
Comoz=a—-biyw=rc—di
Zw = (ac — (=b)(—d)) + (a(—d) + b(—c))i = (ac — bd) — (ad + bc)i.
Por lo tanto zZw =Z w. O
[

1—i

Eiercicio A.2.1. Determinar el nimero complejo 2 — 3i +

Sorucidn. El ejercicio nos pide que escribamos el niimero en el formato a + bi. En
general, para eliminar un cociente donde el divisor tiene parte imaginaria no nula,
multiplicamos arriba y abajo por el conjugado del divisor, como zz € R, obtenemos un
divisor real. En el ejemplo:

o i 1+ , i(1+ Q)
LA T e el i Y

i1 A A 3 7

—2+3l+T—2+3l+§—§—§+l§
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Un poco de trigonometria. Recordemos que dado un punto p = (x, y) en el plano,
la recta que une el origen con p determina un angulo 6 con el eje x y entonces

x = rsen(6), y = rcos(6)
donde r es la longitud del segmento determinado por (0,0) y (x,y). En el lenguaje
de los nimeros complejos, si z = a + bi y O el dangulo determinado por z y el eje
horizontal, entonces
a = |z|sen(6), b = |z| cos(6),

es decir

7z = |z|(cos(0) + isen(6)). (65)
Si z € C, la formula (65) e llamada la forma polar de z y 6 es llamado el argumento
de z.

Notacion exponencial. Otra notacidn para representar a los niimeros complejos es
la notacidn exponencial, en la cual se denota

e'? = cos(0) + isen(H). (66)
Por lo tanto si z € C y O es el argumento de z,
z=re

donde r = |z|. No perder de vista, que la notacién exponencial no es mas que una

notacién (por ahora).

ProposiciON A2.3. Sean z; = rie'?, z, = re'%, entonces

212> = 111, e'01+92),

DEMOSTRACION. z; = ri(cos(6;) + isen(64)), z, = ra(cos(62) + isen(H,)), luego
212y = r(cos(6) + isen(67))(cos(62) + isen(6,))
= r1ry(cos(64) cos(6,) + i cos(6:) sen(6,) + isen(6) cos(8,) + i* sen(6;) sen(H,))
= ri1r;((cos(61) cos(6,) — sen(6y) sen(6,)) + i(sen(6) cos(6,) + cos(6,) sen(65)))

= r112(cos(0; + 05) + isen(6; + 6,)) = ryre®T%),

La igualdad (x) se debe a las tradicionales féormulas trigonométrica del coseno y seno
de la suma de angulos. O

OBservAciON A2.1 (Identidad de Euler). Los alumnos que conozcan las series de
Taylor reconoceran inmediatamente la férmula

|

eX — _XI‘I,
Z n!

n=0
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donde x es un numero real. Ahora bien, remplacemos x por (6 y obtenemos
o
1

ei@ — Z 7|([9)n

n=0
00
l<=0

No es dificil ver que i?*

por (%),

l9)2k + Z ZI—H)(le)Zk+1 ()

= (=1)k y por lo tanto i?*!" = i?k . i = (—=1)ki. Por lo tanto,

o
6 _ (_1) g2k (=" ok
e = +i) ——0
(2k)! (2k +1)!
k=0
= cos(6) + isen(6 )
recuperando asi la formula (60), llamada férmula de Euler. Observemos que especiali-
zando la férmula en st obtenemos
e = cos() + isen(m) = —1.
Escrito de otra forma
e —1=0. (67)
Esta ultima expresidon es denominada la identidad de Euler y es considerada una de
las férmulas mas relevantes de la matematica, pues comprende las cinco constantes
matematicas mas importantes.

Las cinco constantes son:

1. El ndmero O.

2. El numero 1.

3. El ndmero st, nimero irracional que es la relacion entre la circunferencia de un
circulo y su didmetro. Es aproximadamente 3,14159.. ..

4. El niimero e, también un nimero irracional. Es la base de los logaritmos natura-
les y surge naturalmente a través del estudio del interés compuesto y el calculo.
El nimero e estd presente en una gran cantidad de ecuaciones importantes.
Es aproximadamente 2,71828 .. ..

5. El ndmero i, el més fundamental de los nimeros imaginarios.






Funciones polinomicas

En este apéndice se definiran las funciones polindmicas y se mostraran algunas de
sus propiedades fundamentales. Trabajaremos sobre K cuerpo con K=R o K= C.

SECCION B.1
Definicion de funciones polinomicas

DerFiNiciON B.1.1. Una funcién f : K — K es polinomial o polinémica o directamente
decimos que f es un polinomio, si existen ag, ay,...,d, € K tal que

f(X) = apX" + ap 1 x" "+ 4 a1x + ag (68)

para todo x € K. En este caso diremos que f tiene grado < n.

Estariamos tentados en decir que una funcidn polindmica como en (68) con a,, # 0
tiene grado n, pero debemos ser cuidadosos pues todavia no sabemos si la escritura
de una funcién polindmica es lnica. Es decir, existe la posibilidad de f se escriba de
otra forma y por lo tanto el coeficiente mas significativo sea diferente. Veremos mas
adelante que esto no puede ocurrir.

Sea f un polinomio. Si ¢ es un ndmero tal que f(c) = 0, entonces llamamos a ¢ una
raiz de f. Veremos en un momento que un polinomio distinto de cero puede tener solo
un numero finito de raices, y daremos un limite para la cantidad de estas raices.

Eiempro B.1.1. Sea f(x) = x? — 3x + 2. Entonces f(1) = 0 y por lo tanto, 1 es una
raiz de f. Ademas, f(2) = 0. Por lo tanto, 2 es también una raiz de f.
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EiempLo B.1.2. Sean a,b,c € R y f(x) = ax? + bx + ¢, un polinomio en R. Si
b? — 4ac = 0, entonces el polinomio tiene una raiz real, que es
b
—5

Si b> —4ac > 0, entonces el polinomio tiene dos raices reales distintas que son

—b+ Vb?—4ac —b —Vb?—4ac
y )
2a 2a

En el caso que b? — 4ac < 0 el polinomio no tiene raices reales.

TeoreMA B.1.1. Sea f un polinomio de grado < n y sea ¢ una raiz. Entonces existe
F 9
un polinomio g de grado < n — 1 tal que para todo x se cumple

f(x) = (x = c)g(x).

DEMOSTRACION. Escribamos f(x) en funcidn de las potencias de x:
f(x) = anx" + ap,1x" + -+ a1x + ag.
Veremos a continuacién que f puede también escribirse en potencias de x — c: escri-
bamos
x=(x—c)+c
luego
fxX)=an((x —c)+ )" +a,a((x —c)+ )"+ +ai((x —c)+ c) + ap.
Expandiendo las potencias de los binomios ((x — ¢) + ¢)* (1 < k < n), obtenemos
f(x) = ba(x — )" + bp_q(x — )" +--- + by(x — ¢) + by,
para ciertos by, by, ..., b, € K. Como f(c) = 0, entonces 0 = f(c) = by, luego
f(x) = ba(x = )" + bp_q(x — )"+ -+ by(x — )
= (x — ) (bp(x — )" "+ by(x — )"+ -+ by)

= (x = )g(x),
con g(x) = by(x — )" "+ b,_1(x — ¢)""2 + -+ + by, que es una funcién polindémica de
grado < n —1, y vemos que nuestro teorema esta probado. 0

El polinomio f es el polinomio nulo si f(x) = 0 para toda x € K. Si f es el polinomio
nulo, denotamos f = 0.

TeorRemA B.1.2. Sea f un polinomio de grado < n tal que
f(x) = a,x" + ap X"+ aix + ay,

y a, # 0. Entonces f tiene a lo mds n raices.

DEMOSTRACION. Lo probaremos haciendo induccién sobre n.

Sin=0, a9 #0, es decir f(x) = ag # 0, que es lo que teniamos que probar (f no
tiene ralces).
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Sea n > 0. Sea c raiz de f. Por el teorema B.1.1,
f(x) = (x = c)g(x),
con
g(x) = ba_1x"™ ' 4 - 4 byx + by.
Es claro que b,_1 = a, # 0 y por lo tanto, por hipdtesis inductiva, g(x) tiene a lo mas
n — 1 raices. Ahora bien

0=Fflx)=(x—0gx) & x—c=00g¢g(x)=0.

Es decir x es raiz de f si y solo si x = c 0 x es raiz de g. Como g tiene a lo mas n — 1
raices, f tiene a lo mas n raices.

U

Corotario B.1.3. Sea f un polinomio y
f(x) = a,x" + ap X"+ ayx + ay,

con a, # 0. Entonces n y ay, ..., a, estdn determinados de forma dnica.

r(x) = meI + bm_1Xm ! + -+ b1X + b y
0

con b, # 0, entonces m=ny a; = b; para1 <i<n.

Supongamos que m < n (el caso n < m es similar), entonces definiendo by = 0
para m < k < n, tenemos que

f(X) = box" + by X" 4+ -+ byx + by.
Por lo tanto si
-1

h(x) = (a, — by)X" + (an_1 — by )x" "+ -+ + (a1 — b1)x + (ap — by), (69)
tenemos que h(x) = f(x) — f(x) = 0, es un polinomio que admite infinitas raices.
Supongamos que algin coeficiente de la expresion (69) de h sea no nulo. Sea k el
maximo coeficiente de la expresion (69) no nulo. Por el teorema B.1.2, h no puede
tener mas de k raices, absurdo pues hemos dicho que tenta infinitas. El absurdo vino

de suponer que algun a; — b; era no nulo. Por lo tanto a;, —b; =0 para 0 < i < n, es
decir a; = b; para 1 < i < n.

O

Este corolario nos dice que la escritura de un polinomio f como
f(X) = apX" + ap1 X"+ 4 a1x + ag,
con a, # 0, es Unica. Diremos entonces que n es el grado de f y lo denotaremos

gr(f) = n. En el caso del polinomio 0, el grado no esta definido y se usa la convencidn
gr(0) = —oc.

Diremos también que ay, ..., a, son los coeficientes de f, ag es el término constante
de f y a, el coeficiente principal.
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Observemos que si f y g son polinomios con
fx)=a,x"+---+a1x+ay y g(x)=b,x"+ -+ bix+ by,
entonces como ax’ + bx' = (a + b)x!, tenemos que f + g es un polinomio definido por
(f +g)(x) = (a, + bp)x" + -+ + (a1 + bi)x + (ao + bo).

Por otro lado, debido a que (ax‘)(bx/) = abx™/, el producto de dos polinomios también
es un polinomio. Mas precisamente,

ProposicioN B.1.4. Sean f y g polinomios de grado n y m, respectivamente. Enton-
ces fg es un polinomio de grado n + m

DEMOSTRACION. Sean
fx)=a,x"+---+a1x+ay y g(x)=>bux"+ -+ bix+ by,

con a,, b, # 0. Entonces, debido a que x'x/ = x't/,

(fg)(x) = a,b,x"™" + h(x), (70)
con h(x) un polinomio de grado menor a n + m. Por lo tanto, el coeficiente principal
de fg es a,b, # 0y, entonces, fg tiene grado n + m. O

Eiempro B.1.3. Sean f(x) = 4x®> — 3x? + x + 2 y g(x) = x> + 1. Entonces,
F+g)x)=(@+0xX° +(-3+NxX°+(1+0x+(2+1)
=4x3 —2x? + x + 3,

y
(fg)(x) = (4x> — 3x* + x + 2)(x* + 1)
= (4 =3P+ x+2)x° + (4 = 3x* + x + 2)1
=4 = 3x'+ X+ 2%+ 4P = 3xF £ x + 2
=4x° —3x"+5x° = x* + x+2
SECCION B.2

Division de polinomios

Si f y g son polinomios, entonces no necesariamente la funcidn f/g estd bien
definida en todo punto y puede que tampoco sea un polinomio. Cuando trabajamos con
enteros, en cursos anteriores, probamos la existencia del algoritmo de divisién, mas
precisamente.

Sean n, d enteros positivos. Entonces existe un entero r tal que 0 < r < d un

entero g > 0 tal que
n=gqd+r.

Ahora describiremos un procedimiento analogo para polinomios.
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Algoritmo de Division. Sean f y g polinomios distintos de cero. Entonces existen
polinomios q, r tales que gr(r) < gr(g) y tales que
F(x) = q(x)g(x) + r(x).
A ¢g(x) lo llamamos el cociente de la division polinomial y a r(x) lo llamamos el resto
de la divisidn polinomial.

No veremos aqui la demostracidn del algoritmo de division, basta decir que es
muy similar a la demostracién del algoritmo de division para nimeros enteros. En
los siguientes ejemplos se verd como se calculan el cociente y resto de la divisién
polinomial.

Eiempro B.2.1. Sean f(x) = 4x> —3x?> + x + 2 y g(x) = x> + 1. Para encontrar la
divisién polinomial, debemos multiplicar por un monomio ax* a g(x) de tal forma que
el coeficiente principal de ax*g(x) sea igual al coeficiente principal de f(x). En este
caso, multiplicamos a g(x) por 4x y nos queda

f(x) = 4xg(x) + r(x) = (4x° + 4x) + (=3x* = 3x + 2)

Ahora, con ri(x) = —3x? — 3x + 2 hacemos el mismo procedimiento, es decir multipli-
camos por —3 a g(x) y vemos que es lo que "falta":

r(x) = (=3)g(x) + r(x) = (=3x* = 3) + (=3x + 5).
Como r(x) = —3x + 5 tiene grado menor que 2, tenemos que
f(x) = 4xg(x) + ri(x)

= 4xg(x) + (=3)g(x) + r(x)

= (4x — 3)g(x) + r(x).
Es decir,

f(x) = q(x)g(x) + r(x),
con g(x) =4x —3 y r(x) = =3x +5.

Observemos que se puede hacer un esquema parecido a la division de nimeros
enteros, el cual nos facilita el calculo:

4x3 —3x2 +x+2=(x>+1)(4x—-3)—3x+5

— 4x3 — 4x
—3x?—3x+2
3x? +3
—3x+5

EilempLo B.2.2. Sean
fix)=2x"=3x*4+1 y g(x)=x>—x+3.
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Deseamos encontrar g(x) y r(x) como en el algoritmo de Euclides. Haciendo la divisién
como en el ejercicio anterior:

2x* — 3x? +1=(x*—x+3)2x*+2x —7) —13x + 22
—2x" 4+ 2x3 — 6x?
2x3 — 0x?
—2x3 4+ 2x> —6x
—7x? —6x +1
7x2 —7x+ 21
—13x + 22

Es decir g(x) = 2x*> + 2x — 7 y r(x) = —13x + 22.

Observemos que el algoritmo de divisién nos dice que si dividimos un polinomio
por uno de grado 1, entonces el resto es una constante (que puede ser 0). Mas aun:

TeorRemMA B.2.1 (Teorema del resto). Sea f polinomio y ¢ € K. Entonces, el resto de
dividir f por x — c es f(c).

DEMOSTRACION. Por el algoritmo de Euclides
f(x) = a(x)(x —c)+r,
con r de grado < 1, es decir r € K. Ahora bien
fle)=qlc)lc—c)+r=r,

luego f(c) es el resto de dividir f por x — c. O

Observar que esto nos da otra prueba del teorema B.1.2: f(c¢) = 0, luego por teorema
del resto f(x) = g(x)(x — ¢).



Determinante

En el apéndice se hardn las demostraciones de los resultados correspondientes a
la seccidn de determinantes (seccion 2.8).

SECCION CA1
Determinantes

Lo primero que veremos serd la demostracion del teorema 2.8.4. Los tres resultados

de ese teorema los demostraremos en forma separada: seran los teoremas C.1.1, C.1.3
y C1.4.

Teorema C1.1. Sea A € M,(K) y sea ¢ € K y B la matriz que se obtiene de A

. . . Fr
multiplicando la fila r por ¢, es decir A5 B, entonces det B = cdetA.

DEmMosTRACION. Si multiplicamos la fila r por ¢ obtenemos

aqq ayp -+ dqp
B=|caq capn --- caq
ap o Upn

Observemos que al hacer el desarrollo por la primera columna obtenemos
r—1 n
|B| = Z anCE + caqCh + Z ay Ch.
i=1 i=r+1
Ahora bien, si i # r, la matriz B(i|1) es la matriz A(i|1) con una fila multiplicada por c,
luego |B(i|1)| = c|A(i|1)] y, en consecuencia C§ = ¢ C4. Ademas, B(r|1) = A(r|1), luego
CB = CA. Por lo tanto, reemplazando en la ecuacién anterior C2 por ¢ C4 si i #+ r y

167
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CB por C4, obtenemos

r—1 n
|B| = Z apc Cl + caqCH + Z ancCl = c|A|.

i=1 i=r+1

Lema C1.2. Sean A, B, C matrices n x n tal que

ay dig -0 dqp ay dig - Ay
A= ar dpp -+ U |, B = br1 er o brn
ap1 dp2 - Unp ap1 dpo - Unp
y
an ain U1n
C = ap + br1 ap + er o ar, + brn
apq apo T Unn

Es decir B es igual a A pero con la fila r cambiada y C es como A y B excepto en

la fila r donde cada coeficiente el la suma del de A y B correspondiente. Entonces
det(C) = det(A) + det(B).

DEMOSTRACION. Se hard por induccion en n. Para n = 1, del resultado se reduce
a probar que detfa + b] = det[a] + det[b], lo cual es trivial, pues el determinante en
matrices 1 x 1 es la identidad.

Primero consideremos el caso r = 1. En este caso tenemos que A(1|1) = B(1|1) =
C(1]1), pues en la Unica fila que difieren las matrices es en la primera. Ademas, si
i > 1, A(i|1), B(i|1) y C(i|1) son iguales, excepto que difieren en la primera fila donde
los coeficientes de C(i|1) son la suma de los de A(i|1) y B(i|1), entonces, por hipdtesis
inductiva, det C(i|1) = det A(i|1) + det B(i|1). Concluyendo, tenemos que

det A(1|1) = det B(1]1) = det C(1]1),
det C(i|1) = det A(i|1) + det B(i|1), i>1 ,
lo cual implica que
C1C1 = Cﬂ = Cﬁ,
ci=Cch+ck  i>1

L
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Luego

detC = (a1 + /311)C1C1 + Z ap Cg
i=2

= a1 C5 + b1 CS + Z an(CH + CF)
i=2

= a1 C 4+ b CB + Z an(CH + C)
i=2

n n

= a1 C1A1 + Z ap Clq\ + b11 C1B1 + Z ap Cﬁ
i=2 i=2

= det A+ detB.

El caso r > 1 se demuestra de manera similar o, si se prefiere, puede usarse el
teorema C.1.4, observando que la permutacién entre la fila 1 y la fila r cambia el signo
del determinante. U

Teorema C.1.3. Sea A € M,(K). Sea ¢ € K y B la matriz que se obtiene de A

. . . 4. . Fr4cFs
sumando a la fila r la fila s multiplicada por ¢, es decir A" —" B, entonces det B =
det A.

DEmMosTRACION. A y B difieren solo en la fila r, donde los coeficientes de B son los
los de A mas c por los de la fila s. Luego si

F F F;
F. . .
A= |, B = : , A=11:1,
F, F,+ cF, cFs
| F R | Fo |
el lema anterior nos dice que
det B = det A + detA'. (71)
Ahora bien, por teorema C.1.1,
F
F,
detA'=c|: |,
Fs
F

y este ultimo determinante es cero, debido a que la matriz tiene dos filas iguales.
Luego, det B = det A. O



170 C. DETERMINANTE

Teorema C.1.4. Sea A € M, (K) y sean1 < r,s < n. Sea B la matriz que se obtiene

. . . FreFs
de A permutando la fila r con la fila s, es decir A'—° B, entonces det B = — det A.

DEMOSTRACION. Primero probaremos el teorema bajo el supuesto de que la fila 1
es permutada con la fila k, para k > 1. Esto sera suficiente para probar el teorema,
puesto que intercambiar las filas k y kg es equivalente a realizar tres permutaciones
de filas: primero intercambiamos las filas 1 y k, luego las filas 1 y kp, y finalmente
intercambiando las filas 1 y k. Cada permutacién cambia el signo del determinante y
al ser tres permutaciones, el intercambio de la fila k con la fila kg cambia el signo.

La prueba es por induccién en n. El caso base n = 1 es completamente trivial. (O, si
lo prefiere, puede tomar n = 2 como el caso base, y el teorema es facilmente probado
usando la férmula para el determinante de una matriz 2 x 2). Las definiciones de los
determinantes de A y B son:

det(A) =) anCi y det(B)=) byCh.
i=1 i=1

Supongamos primero que i # 1, k. En este caso, esta claro que A(i|1) y B(i|1) son
iguales, excepto que dos filas se intercambian. Por lo tanto, por hipdtesis inductiva
CA = —CPB. Ya que también a; = by, tenemos entonces que

anCh =—byCE,  parai#1,k. (72)

Queda por considerar los términos i = 1 y i = k. Nosotros afirmamos que
A B A B

Si probamos esto, entonces

det(A) =) anC}
i=1

k—1 n
= aﬂCﬂ + Z an Cg‘ + C,f‘1 + Z ai Cﬁ por (72) y (73)
i=2 i=k+1
k—1 n
=—buC =Y baCl—buCli— Y buCf
i=2 i=k+1

=—Y buCi = —det(B).
i=1

Luego el teorema estd probado. Por lo tanto debemos probar (73). Por simetria, basta
probar la primera identidad de (73), es decir que ax C, = —b11CE.

Para esto, primero debemos observar que ay = b4y, por lo tanto solo hace falta
probar que —CJ, = CJ. En seqgundo lugar, debemos tener en cuenta que B(1|1) se
obtiene de A(k|1) reordenando las filas 1,2,..., k—1 de A(k|1) en el orden 2,3, ..., k—
1,1. Este reordenamiento puede hacerse permutando la fila 1 con la fila 2, luego
permutando esa fila con la fila 3, etc, terminando con una permutacion con la fila
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k —1. Esto es un total de k —2 permutaciones de fila. Asi que, por hipotesis inductiva,
det(B(1]1)) = (=1)*"2 det(A(k|1)) = (=) det(A(k|1)) = —(=1)*"" det(A(k[1)),

es decir CB = —CJ}. Esto completa la demostracién del teorema. O

OBseRvAcION C.1.1. Del resultado anterior se deduce facilmente que si una matriz
tiene dos filas iguales entonces su determinante es 0. Esto se debe a que, intercambian-
do las dos filas iguales obtenemos la misma matriz, pero calculando el determinante
con el teorema anterior vemos que cambia de signo y el Unico nimero en K que es
igual a su opuesto es el 0.

CoroLArio C.1.5. Consideremos matrices elementales en K"*",

1. Sea E la matriz elemental que se obtiene multiplicando por ¢ # 0 la matriz
Id,. Entonces det(E) = c.

2. Sea E la matriz elemental que se obtiene a partir de |d,, sumando c veces F,
a Fs (r +s). Entonces det(E) = 1.

3. Sea E la matriz elemental que se obtiene a partir de |d,, de permutando la F,
con Fs (r # s). Entonces det(E) = —1.

DEMOSTRACION. Se demuestra trivialmente considerando que en todos los casos £ =
e(ld,) donde e es una operacion elemental por fila, considerando que det(ld,) = 1 y
aplicando los teoremas C.1.1, C.1.3 y C.1.4, seqguin corresponda. O

A continuacidn veremos que el determinante del producto de matrices es el producto
de los determinantes de las matrices.

Teorema C.1.6. Sea A € M, (K) y E una matriz elemental n x n. Entonces

det(EA) = det E det A. (74)

DEMOSTRACION. En todos los casos EA = e(A) donde e es una operacion elemental
por fila (teorema 2.6.1).

(1) St ¢ # 0, y E es la matriz elemental que se obtiene de multiplicar por c la fila
r de Id,, luego
Teor. C,1,1 Cor. C1

det(EA) = det(e(A) =" c.det(A) =" det(E)det(A).

(2) Si E es la matriz elemental que se obtiene de sumar a la fila r de Id, la fila s
multiplicada por ¢, entonces det £ = 1. Por otro lado det(EA) = det(A), por lo tanto
det(EA) = det(E) det(A).

(3) Finalmente, si E es la matriz elemental que se obtiene de intercambiar la fila
r por la fila s de Id,, entonces det E = —1. Por otro lado det(EA) = — det(A), por lo
tanto det(EA) = det(E) det(A). U
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Corotario C1.7. Sea A € M,(K) y Eq, ..., Ex matrices elementales n x n. Entonces
det(ExEx—1... E4A) = det(Ex) det(Ex—1) . .. det(Eq) det(A).

DEMOSTRACION. Por la aplicacidn reiterada del teorema C.1.6 tenemos,

det(ExEcr ... E1A) = det(Ey) det(Er ... E1A)
= clet(Ek) clet(Ek,1) Clet(Ek,z e E1A)

— det(Ey) det(Eyx_1) det(Ex_s) . . . det(Ey) det(A).
O
OBseRvACION C.1.1. Sea A € M, (K), entonces A es equivalente por filas a una matriz

R que es MEREF, por lo tanto R es equivalente por filas a A. Es decir, existen Ey, ..., Ex
matrices elementales, tal que

A= EEy...EiR. (75)

Ya vimos, en el teorema 2.7.4 que si A invertible R = Id,, y por lo tanto A es equivalente
por filas a un producto de matrices elementales. Si A no es invertible, entonces R no
es la identidad y por lo tanto tiene filas nulas.

Teorema C.1.8. Sean A, B € M, (K), entonces

1. det(AB) = det(A) det(B).
2. A invertible si y solo si det(A) # 0.

DEMOSTRACION. Sea A = EyEx_q ... E4R con E; elemental y R una MERF.

(1) Como AB = EiEi_q...E4RB, por corolario C.1.7 tenemos que det(AB) =
det(Ey) ... det(E,) det(RB).

Separaremos la demostracién en dos casos: (a) A es invertible y (b) A no es inver-
tible.

(a) St A es invertible, entonces R =1Id, y A= E,... Eq, por lo tanto
det(AB) = det(Ey) ... det(Ey) det(B) = det(A) det(B).

(b) St A no es invertible, entonces R no es la identidad, por lo tanto tiene la ultima
fila nula y por lo tanto det(R) = 0, y en consecuencia det(A) = 0. Como R tiene la
ultima fila nula, no es dificil ver que entonces RB tiene la ultima fila nula y por lo
tanto det(RB) = 0. Luego

det(AB) = det(Ey) ... det(E;) det(RB) = 0.
Como det(A) = 0, tenemos también
det(A) det(B) = 0.

(2) (=) Como A invertible, R = Id,, y det A = det(Ey)...det(E) es no nulo, pues las
matrices elementales tiene determinante no nulo.
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(2)(<) St det(A) # 0, entonces det(R) # 0, luego R = Id, y A es producto de

matrices elementales, por lo tanto invertible. O
Haremos ahora la demostracion del teorema 2.8.10.

Teorema C.1.9. Sea E matriz elemental, entonces E' es matriz elemental del mismo

tipo y det(E) = det(E").

DEMOSTRACION. Si ¢ # 0 y E es la matriz elemental que se obtiene de multiplicar
por c la fila r de Id,, es claro que E' = E y por lo tanto det(E) = det(E").

Si E es la matriz elemental que se obtiene de sumar a la fila r de Id, la fila s
multiplicada por ¢ € K, entonces E' es la matriz elemental que se obtiene de sumar a
la fila s de Id, la fila r multiplicada por c. Luego, det(E) = det(E") = 1.

Finalmente, si E es la matriz elemental que se obtiene de intercambiar la fila r por
la fila s de Id,,entonces E' = E y por lo tanto det(E) = det(E"). O

TeoremA C.1.10. Sea A € M, (K), entonces det(A) = det(A")

DEMOSTRACION. Si A es invertible, entonces A = ExEy_4 ... Ey con E; elemental, por
lo tanto det(A) = det(Ex) det(Ex_1)...det(E1). Luego,

det(A") = det(E] ... E;) = det(E}) ... det(E}) = det(E;) ... det(Ex) = det(A).

St A no es invertible, entonces A' no es invertible y en ese caso det(A) = det(A") = 0. O

Finalmente, demostremos el teorema 2.8.14.

Teorema C.1.11. El determinante de una matriz A de orden n x n puede ser cal-
culado por la expansion de los cofactores en cualquier columna o cualquier fila. Mds
especificamente,

1. si usamos la expansion por la j-ésima columna, 1 < j < n, tenemos

n
detA = E CIUCU
i=1

= CI1jC1j + ClszZj + -+ Clr,jC”j.

2. si usamos la expansion por la i-ésima fila, 1 < i < n, tenemos

n
detA = Z CI,'jCl'j
j=1

=anCr+apCo+ -+ 0, Cy;

DEMoSTRACION. (1) Primero hagamos la demostracion para j = 2, es decir para el
desarrollo por la sequnda columna. Escribamos A en funcién de sus columnas, es decir

A=[G G G --- (G,
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donde Ci es la columna k de A. Sea B = [b;;] la matriz definida por
B=[G G G --- G.

Entonces, det(B) = — det(A). Por otro lado, por la definicion de determinante,

det(B) =) buCh
i=1
=Y ba(=1)"*"B(i[1)
i=1

= Z ap(=1)""B(i|1).
Ahora bien, es claro que B(i|1) = A(i|21)j1por lo tanto
det(B) = i ap(—=1)"A(i2) = — i apnCo.
i=1 i—1
Es decir, det(A) = —det(B) =) I, ;o Co.
El caso j > 2 se demuestra de forma similar: si B es la matriz

B=[C G G - Cy Cu - G

entonces det(B) = (—1)/~" det(A), pues son necesarios j — 1 permutaciones para re-
cuperar la matriz A (es decir, llevar la columna j a su lugar). Como B(i|1) = A(il)),
desarrollando por la primera columna el determinante de B obtenemos el resultado.

(2) Observemos primero que A'(j|i) = A(i]j)', por lo tanto, si calculamos det(A") por
desarrollo por columna i, obtenemos

det A = det(A') = i[At]ﬂ(—nfﬂ' det(A'(j]i))

j=1

= Y a1 det(AG)
j=1

= Z CIU(_1 )i+j det(A(lU))
j=1

SECCION C.2
Regla de Cramer

Veremos ahora que la inversa de una matriz invertible se puede escribir en términos
de determinantes de algunas matrices relacionadas y esto, junto a otros resultados,
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nos permitird resolver ecuaciones lineales con n-variables y n-incégnitas cuya matriz
asociada es invertible.

Teorema C.2.1. Sea A matriz n x n, entonces
(Gi Gi -~ Cy]JA=[0 --- 0 detA 0 --- 0].
Ti
Es decir, la matriz fila formada por los cofactores correspondientes a la columna i

multiplicada por la matriz A es igual a la matriz fila con valor det A en la posicion i y
0 en las otras posiciones.

DemosTRACION. Si C; denota la matriz formada por la columna j de A debemos
probar que

- det(A) sij=i
k=1
Ahora bien,
(G G - Cy]G = Z Ciiaji,

j=1
y esto Ultimo no es mas que el calculo del determinante por desarrollo de la columna
i, es decir, es igual a det(A).

Para ver el caso i # j, primero observemos que si
B=[C & - G - C - Coq G,
Ti TJ
es decir, B es la matriz A donde reemplazamos la columna i por la columna j, en-

tonces como B tiene dos columnas iguales, det(B) = 0. Por lo tanto, si calculamos el
determinante de B por el desarrollo en la columna i, obtenemos

n

0 =det(B) =) ayCu. (76)
k=1
Por otro lado,
[Ci Cu - CilG=) Cuay,
k=1

luego, por la ecuacién (76) tenemos que
[Ci Cu - CulG=0
sti#j.
O

DerFiNnicioN C.2.1. Sea A matriz n x n, la matriz de cofactores es la matriz cuyo
coeficiente ij vale ;. La matriz de cofactores de A se denota cof(A). La matriz adjunta
de A es adj(A) = cof(A)".
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TeorReMA C.2.2. Sea A matriz n X n, entonces
adj(A).A = det(A)Id, .

DeEmosTRACION. Observar que la fila i de adj(A) es [G; Gy -+~ Cy) Por lo tanto,
la fila i de adj(A).A es
[Gi Gi - GaA,
que por el teorema C.2.1 es una matriz fila con el valor det A en la posicién i y todos
los demads coeficientes iguales a 0. Luego

C11 C21 st Cm detA 0 L 0
. C12 sz s an 0 detA --- 0
adj(A).A = . .| A= : . _ = det(A) Id,
C1n CZn o Cm 0 0 T detA
O
CoroLArio C.2.3. Si A es invertible, entonces
A" = — adjA.
detA € J
DEMOSTRACION.
adjA.A = detAld, = Id, .
det A 29 detA " "
O
TeoREMA C.2.4 (Regla de Cramer). Sea AX = Y un sistema de ecuaciones tal que
A € M, (K) es invertible. Entonces, el sistema tiene una tnica solucién (xi, ..., , x,) con
detA;
j .
X; = , =1,...,n,
/ detA J

donde A; es la matriz n x n que se obtiene de A remplazando la columna j de A por Y.

DEMOSTRACION. Haremos la demostracion para matrices 3 x 3. La demostracién en
el caso general es completamente analoga.

Como A es invertible, existe A~" y multiplicamos la ecuacién a izquierda por A~ y
obtenemos que A7'TAX = A7'Y, es decir X = A7'Y y esta es la Unica solucién. Luego

1 1[G G G [ya
ATy = ot A Co Gy G|y
de _C13 Csn G ys

1[G+ 92Gn + y3Gs
= et A y1Go+ y2Cn + y3 G ()
QetAN y1Cis + y2Cs5 + y3Gss

Ahora bien, y1Gy + y2G + y3Gsq es el calculo de determinante por desarrollo de la

g1 a2 ds3

Yz Gz dax|,
1 a3 dz3

y, de forma andloga, el sequndo y tercer coeficiente de la matriz (x) son el deter-

primera columna de la matriz

minante de las matrices 3 x 3 que se obtienen de A remplazando la columna 2 y 3,



C. REGLA DE CRAMER 177

respectivamente, de A por Y. Es decir

X det A, —C%fetti{
X | = A71 Y = clet AZ = _CleettAA? ,
X3 detA det A3 cTetA3
detA
detA;
lueqo x; = — para j=1,2,3. O
4o X det A para J

EiempLo C.2.1. Resolvamos usando la regla de Cramer el siguiente sistema:
X1 +x—x3=06
3xi — 2%+ x3 = -5
X1+ 3x; — 2x3 = 14.

La matriz asociada al sistema es

1T 1 -1
A=13 =2 1
1 3 =2
Luego
6 1 -1 1 6 -1 1T 1 06
Al=|-5 =2 1|, A=|3 -5 1], A=|3 -2 =51,
14 3 =2 1 14 =2 1 3 14
y

detA = -3, detA = =3, det A, = -9, det A3 = 6.

Por lo tanto,

. _cIetA1_—_3_1
"7 detA T 3
N _cIetAz_—_E)_3
27 detA  —3
. _cletAg_i__2
>T detA T —3 7

OBservaciON C.2.1. En general, la regla de Cramer no es utilizada para resolver
sistemas de ecuaciones. El método de Gauss, ademas de ser mucho mas rapido, tiene
el beneficio de ser un método que abarca mas casos y nos da mas informacién que
la regla de Cramer. Por ejemplo, el método de Gauss también funciona para matrices
no invertibles, mientras que la regla de Cramer no. Mas atin, el método de Gauss se
puede utilizar para resolver sistemas con matrices no cuadradas (es decir, sistemas de
ecuaciones con numeros no iguales de variables y ecuaciones), mientras que la regla
de Cramer no.

Con respecto a la velocidad de resolucion, para matrices n x n el método de Gauss
requiere “alrededor de n?® operaciones’, mientras que la regla de Cramer requiere
“alrededor de n* operaciones”, haciendo el primer método n veces mas rdpido que el
segundo. En lenguaje técnico, el método de Gauss tiene complejidad O(n?) y la regla
de Cramer complejidad O(n?) (ver https://es.wikipedia.org/wiki/Eficiencia_Algoritmica)


 https://es.wikipedia.org/wiki/Eficiencia_Algor�tmica
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