) ESPECIALIDAD I
INTERACCION DE LA RADIACION CON LA MATERIA

Parte 1: Fotones

Introduccion

Si bien los electrones, neutrones, protones, etc. presentan caracteristicas ondulatorias y
tienen una longitud de onda asociada y, por otro lado, la radiacién electromagnética
exhibe también una naturaleza corpuscular, es usual (y lo haremos a lo largo de este
curso) referirse a los primeros como “particulas” y a la segunda como “radiacién”,
aunque se presente explicitamente como una lluvia de fotones.

Los fotones son, efectivamente, particulas de masa en reposo nula cuya energia E y
momento P estdn relacionados a una onda de frecuencia v y longitud de onda A que
viajan a la velocidad de la luz en el vacio ¢ (A=c/v) mediante las ecuaciones

E=hv; P=hv/c,
Donde h es la constante de Planck: h=6,6256 10747, 8

Los fotones se clasifican méds por su origen que por su energia, por ejemplo,
enumeraremos los siguientes tipos:

Radiaciéon de radiofrecuencia (RF): se emiten a raiz de transiciones entre niveles
atémicos y moleculares muy préximos entre si. E<10° eV; A>10 cm.

Microondas: relacionadas con transiciones moleculares rotacionales. 10'5<E(eV)<10'3 ;
Imm<A<10 cm.

Radiacion infrarroja: Emitida por cuerpos ‘“calientes” (radiacién de cuerpo negro) y
por transiciones moleculares vibracionales. 10°<E(eV)<1; 1 pm<A<] mm.

Luz visible y ultravioleta: Emitida por transiciones electrénicas entre niveles
exteriores de atomos y moléculas. 1 eV<E<1 keV; 1 nm<A<] pm.

Rayos x caracteristicos: Producidos por transiciones electronicas en capas atomicas
internas. 100 eV<E<100 keV; 0,1 A<A<100 A.

Radiacion de frenado o Bremsstrahlung: Producidos por el frenado de particulas
cargadas en el campo eléctrico de los nicleos atémicos. Se trata de un espectro continuo
de energias, que van desde cero hasta la energia cinética de la particula cargada.

Radiacion de sincrotron: Producidos por particulas cargadas que describen una 6rbita
circular con velocidades relativistas. Se emiten fotones en un cono estrecho en la
direccion de la velocidad de las particulas. La energia es muy variable, ya que depende
de la energia de las particulas cargadas.

Rayos 7: Debidos a transiciones nucleares. 100 ke V<E; A<0,1 A.

Radiacion de aniquilacion: Se emite cuando se aniquila un electrén con un positrén.
1MeV<E; A<0,01 A.



Tipos de interaccion de fotones con la materia

Un fotén puede interactuar con:
1. electrones
2. nucleos
3. atomos o moléculas

de las siguientes maneras:
a) absorcién total (hv—0)
b) dispersion elastica (hv— hv)
c) dispersion ineldstica (hv— hv’)

Algunos ejemplos de interaccion son:
1.a) Efecto fotoeléctrico

Un fotén con energia hv>Ec puede arrancar un electrén ligado a un 4tomo con energia
Ec. La subsiguiente desexcitacién puede dar lugar a rayos x caracteristicos. El proceso
puede esquematizarse como hv+A—e +A”, donde con A se denota el dtomo.

1.a) Fotoexcitacion

Un fotén puede ser absorbido por un electrén atémico si aquél tiene la energia justa para
elevar éste a un nivel energético superior. hv+A—A", donde A" indica un estado
excitado del 4tomo A.

1.a) Bremsstrahlung inverso

Un electrén libre puede absorber un fotén aumentando su energia. hv+ e —e™*, donde *
indica que ha aumentado la energia del electrén.

1.b) Dispersién Thomson

Es la dispersion eldstica de un fotén por un electrén libre. Constituye el limite cldsico y
no relativista del efecto Compton; sélo se produce cuando Ec<<hv<<moc2, donde m, es
la masa en reposo del electrén. El limite inferior debe cumplirse para que el electrén
atémico pueda considerarse como libre, mientras que el superior se debe a que este es
un efecto no relativista. hv— hv con cambio de direccion.

1.c) Efecto Compton

Como en el caso anterior, se asume que el electrén atémico es libre, es decir, su energia
de ligadura Ec debe cumplir la condicién Ec<<hv. hv + e — hv’+ e™*

2.a) Creacion de pares

El fotén es absorbido en el campo eléctrico del nicleo y se produce un par electrén
positrén, con energias cinéticas T. y T,, respectivamente. S6lo puede producirse si
hv>1,012 MeV=2muc>. hv — (T. + mec?) + (T4 + moc?)

2.a) Fotodesintegracion del niicleo

Es el andlogo nuclear del efecto fotoeléctrico; la absorcién ocurre cuando el fotdn tiene
energia suficiente para arrancar un neutrén o un protén del nicleo (hv>8 MeV).
hv+N—>n,p+ + N*, donde con N se denota el nicleo.

2.b) Dispersion Thomson por nicleos

Es el andlogo nuclear de la dispersion Thomson por electrones; es un efecto débil y
dificil de observar. hv— hv con cambio de direccion.



2.c) Dispersién de resonancia nuclear

Consiste en la fotoexcitacion de un nivel nuclear a costa de la energia del fot6n
absorbido. Posteriormente, cuando se desexcita el nicleo hacia un estado distinto del
original se produce la emisién de otro fotén. hv+N— hv’+N"

3.a) Fotodisociacion de moléculas

Cuando un fotdn tiene energia suficiente, éste puede partir una molécula al entregar su
energia en ella. hv+M—M +M,, donde con M se denota la molécula.

3.b) Dispersion de Rayleigh

Es la dispersion coherente de radiacién electromagnética por el conjunto de electrones
ligados a un atomo. Se produce cuando hv<<Ec, es decir, cuando los electrones estin
“bien” ligados. hv— hv con cambio de direccion.

3.c) Dispersion Raman

Este proceso puede considerarse en dos etapas: 1. Un fotén es absorbido en un dtomo o
molécula que inicialmente estd en un estado rotacional-vibracional A; la molécula es
excitada a un estado virtual. 2. La molécula se desexcita a otro estado rotacional-
vibracional B distinto del inicial emitiendo un fotén de energia diferente al absorbido.
Si A<B, hv>hv’ (dispersiéon Stokes) y si A>B, hv<hv’ (dispersién anti-Stokes).
hv+M—hv’+M*

En este curso se tratard en detalle el efecto fotoeléctrico, el efecto Compton y la
creaciéon de pares y se hard un comentario breve sobre la dispersion Thomson y la
dispersiéon Rayleigh.

Seccion eficaz

Desde el punto de vista corpuscular, la seccion eficaz es una magnitud relacionada con
la probabilidad de que ocurra una interaccion, es decir, con la razén entre el nimero n
de fotones que interactuaron y el nimero n, de fotones que incidieron. Resulta de
interés contar con una magnitud que refleje exclusivamente la probabilidad de un dado
proceso y sea independiente de la cantidad de centros dispersores presentes en el medio
material donde éste tiene lugar, por este motivo se define la seccion eficaz ¢ de un
proceso determinado como:
n 1

_n_on%
A

donde n¢/A es el nimero de centros dispersores del blanco por unidad de drea. Vemos
que con esta definicién se cumple que [6]=cm’/n° de centros dispersores. Es titil
introducir una unidad acorde con la escala de los procesos de interaccién atomicos: el
barn=10">* cm”.

Una forma de visualizar la seccion eficaz es asociar la superficie ¢ a cada particula
dispersora del blanco; cuanto més grande sea el drea, mayor serd la probabilidad de que
un fotén incidente choque contra ella, es decir, interactie.

Si son varios los tipos de interaccidn posibles, el nimero n de fotones que interactuaron
y por lo tanto G, constardn de otros tantos sumandos:



donde #n; es el niimero de fotones que sufrieron una interaccién del tipo i, por ejemplo
Compton y nc; es el nimero de centros dispersores relevantes para el proceso i, por
ejemplo electrones.

La probabilidad por centro dispersor por unidad de drea de que ocurra una determinada
dispersion hacia cierto dngulo particular 6, por unidad de dngulo sélido Q alrededor del

. . e . . . . 1 do
angulo 0, se denomina seccidn eficaz diferencial por unidad de dngulo s6lido: —
[

o= J.Z—g dQ es la seccion eficaz total del efecto considerado.

Dispersion Thompson

J. J. Thomson descubrio6 el electrén en 1897 y explicé la dispersion de rayos x al incidir
sobre un medio material, como la interaccion cldsica y no relativista entre la onda
electromagnética incidente y los electrones atomicos, que se consideran libres. Segtn
esta aproximacion cldsica, el electrén que es afectado por la onda electromagnética
comienza a oscilar con la frecuencia de aquélla. A raiz de estas oscilaciones, como se
trata de una particula cargada acelerada, irradia a su vez radiacion de la misma
frecuencia que la original. La seccion eficaz diferencial por unidad de dngulo sélido es
el cociente de la energia radiada por unidad de dngulo s6lido sobre la energia incidente
por unidad de drea. En el caso en que la radiacidn incidente no estd polarizada, este
cociente resulta ser:

do-Th
dQ

2

2
= % (1+ cos® 8), donde r, o= ¢ es el llamado radio clasico del electrén.
m,c

Una integracion elemental conduce a la seccidn eficaz total de Thomson (compruébelo):

™ = 3 o

Vemos que o1y, no depende de la energia; de todas maneras, esta expresion funciona
razonablemente cuando se cumple Ec<<hv<<m,c?, ya que si hv~Ec, falla la hipétesis de
electrén libre y si hv~ mec” falla la aproximacion no relativista en la expresién para el
campo eléctrico del electrén oscilante.

Efecto Compton

Aqui también se hace la aproximacién de electrén libre, inicialmente en reposo, es decir
que se ignora la influencia del 4&tomo que contiene a dicho electrén.

Recordemos que la masa de una particula relativista puede expresarse como m=msY,
con y=(1-B*)"* y B=v/c, donde v es la velocidad de la particula; por otra parte, la
energia de dicha particula, que en nuestro caso serd un electrén, se expresa como
Ee:mc2:T+moc2, donde T corresponde a la energia cinética. Por otro lado, el momento
estd dado por P.=mv=m,Yyv.

El efecto Compton puede esquematizarse de la siguiente manera:
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A continuacién una relacién entre A y A,
Por conservacién de la energia:
E+mec® = E'+ mO\(c2 , (1)

donde E=hv es la energia del fotén incidente y E’=hv’ es la energia del fot6n
dispersado. Por otro lado,

2
p? 2,22 _ My

Sumando a ambos miembros m02 02,

2
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¢ 22,2
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2
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con lo cual,

E,=m,yc’ =c\ P} +mc’” .

La ecuacidn (1) puede escribirse:

E+m,c’ = E+c\|P} +m}c*,

de donde
P’ +m’c’ = CLZ(E - E'+m,c*)*;
luego
P’ = %(E2 +E”-2EE')-2E'm, +2Em, (2)

Por conservacién del momento,

P=P’ +P. = P’ = P’+ P’ - 2P.P’
Reemplazando el médulo del momento del fotén P por E/c y efectuando el producto
escalar:

P? :i(E2+E'2- 2EE'cosd) (3)

e 2
c



Igualando (2) y (3):
_2EE'cosé _ 2EE

2 2
C

+2(E—E"m,
C

Despejando E-E’:
EE'

2
m.c

o0

E—-E'= (1-cos@) ,

1 l_ (1-cosB)

E E m,c’ @

Es decir,

A-A= h (1-cos®), corrimiento Compton
m c

o0

Resulta util relacionar la energia E’ del fotén dispersado con la energia del fot6n
incidente medida en términos de la energia en reposo del electron; para ello es necesario
definir un parametro a=E/(m.,c?). A partir de (4) se tiene que:

1 myc*+E(1-cosb)

E' Em,c’
luego,
2
. m,c
E'= m ¢’ ’
2 +1—cos@
o bien

__mc
1—cos6’+%t.

De aqui puede verse que para energias incidentes grandes comparadas con la energia en
2

1—cos
mientras que para 6=7 (retrodispersion), E’= m002/2. Por otro lado, para =0, E’=E, es
decir, el electrén sigue de largo sin interactuar.

El

reposo del electrén, E'= , con lo cual se observa que para 0=m/2 E’:moc2,

Para la energia cinética T adquirida por el electrén tenemos que T=E(1-E’/E) poniendo
la energia del fotén en funcion de la longitud de onda asociada y utilizando la expresion
del corrimiento Compton,

T :E(l—%) —E{1-l+ad-cos®)]'} : 5

es decir:

a(l—cosf@)
1+ a(l—-cosB)



También puede ponerse T en funcion del dngulo ¢ que forma la direccion de viaje del
electrén con respecto a la direccion del foton incidente.
20cos’ @

T=FE 7
(I1+a)* —a’cos’ ¢ @

La demostracion de la ecuacién anterior queda como ejercicio (problema 1 de la guia 1).

La méxima transferencia de energia Tmsx se obtiene a partir de (6); haciendo la
Ea
y+a
u

maximizando u, es decir haciendo u=2, 0 bien 0=m: 7. =

=
max 1+%2a)

sustitucion u=1-cos0: T = ; se observa que el maximo valor de T se obtiene

Por otro lado, reescribiendo (7) como
E2a
1+a)’
( 205) _a?
cos” @

]

se ve que el maximo ocurre cuando cosz(pzl, es decir:

_ E2a _E

- 2 2 1 :
1+2a+a” -a” 1+ %20!)

mdx

Con lo que recuperamos el valor obtenido anteriormente. El caso de mdaxima
transferencia de energia corresponde a una retrodispersion del fotén (6=m) acompafiada
de una eyeccién del electrén hacia delante (¢=0), como ocurre en un choque de dos
particulas clasicas.

Seccion eficaz diferencial Compton

Hasta aqui hemos visto cudl es la relacion entre la energia hv’ de un fot6n dispersado
por un electrén y el dngulo O hacia el cudl se dirige el fotén, pero nada hemos dicho
acerca de qué angulos (o qué valores de hv’) son mds probables. Para esto debemos
considerar la seccion eficaz diferencial angular Compton.

Klein y Nishina en 1928 aplicaron la teoria cudntica de Dirac del electrén para obtener
resultados que tuvieran en cuenta los aspectos cudnticos y relativistas del proceso. Lo
hicieron en tres etapas:

1. Obtuvieron do/d€2 para un haz polarizado de fotones dispersados segtin 8 con un
dngulo de polarizacion ® con respecto al vector eléctrico de los fotones
incidentes.

2. Integraron para todos los dngulos ® de la radiacion dispersada manteniendo 6
fijo.

3. Consideraron radiacién incidente no polarizada, agrupdndola en dos
componentes polarizadas ortogonalmente, cada una con la mitad de intensidad:

d_d_l(d_dj +1(d_0j
dQ 2\dQ ), 2\dQ), ’



donde los subindices T y N se refieren a las probabilidades de dispersion de las
componentes del haz incidente polarizadas tangencial y normalmente al plano de
dispersion, respectivamente.

2 N\ 2 [
d_dzi(zj (__ej
e 2\v)\Wv' v
Teniendo en cuenta que V’/V=7\./7\.’=[1+OL(1—COSG)]_1 (ver ecuacioén 5), la expresion
anterior puede escribirse como

El resultado final es:

2
40 _ T ! 2{1+a(1—cos9)+;—1+cos29}
aQ 2 [1+a(1—cos9)] 1+a(l—cos8)
do 1} 1 a(l-cos@)+a*(1-cos6)% +1 5
— = 5 +cos” @
aQ 2 [1+a(1—cos9)] 1+ a(l—cos 6)

cIO'_r(,2 1

l+cos? 6+
1+ a(1—cos0)

do 1} a’(1-cosf)? ®
dQ 2 [l+a(-cosd)]

La expresion de Klein-Nishina en esta forma permite ver claramente que tiende a la
férmula de Thomson para bajas energias:

2

:%(1+cos2 6’)2ﬂ

dQ

Se observa que, para bajas energias, la probabilidad de dispersion es mdxima para
0=0 y ® y minima para 0= /2 (ver fig. 1).

. do
lim—
a—0 dQ

La fraccion de energia dispersada por unidad de dngulo sélido y por nimero de
centros dispersores por unidad de area doy/d€ es el producto de la fraccion de
fotones dispersados en ese dngulo por la fraccion de energia que se lleva cada fotdn:

do, _hv'do do .
dQ hv dQ dQ
entonces:

do

5

dQ

1
[1 + a(l+cos 6’)]3

2 201 2
% |:1+C0829+M:|

1+ a(l—-cosB)

Seccidn eficaz total Compton

Integrando (8) se obtiene la seccidn eficaz total:
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Figura 1.Seccién eficaz diferencial angular do/d€2 para un dngulo de dispersion 6.

o= j 400 = j—znsenede

De acuerdo con lo que ustedes obtendran en el problema 3a) de la guia 1,

o =27, {“_a[M—lln(l+0{)}+iln(l+a)—l+—?ﬂ2}cm2/e
2

a | 1+« o (1+2a)

Para bajas energias, en la aproximacion de primer orden en o, la expresion anterior
conduce a

pa— 8m02

(€))

segln se obtiene al resolver el problema 3b) de la guia 1.
Entonces, en el limite de bajas energias, la seccion eficaz total Compton tiende a la
seccion eficaz total Thomson:

limo = 8?” r? = 0,,=0,66 10°* cm’/e =2/3 barn/e

a—0

La seccidn eficaz total para la energia dispersada se define como

d
o.=| d(;

. 27rsen6d0

Por el problema 4 a) de la guia 1 se obtiene:

21+ )’ =20 -1) 8a’
2 2 + 3
a*(1+2a) 3(1+ 2a)

o

o, =m’ éln(l +2a)+



Resolviendo el inciso b) del mismo problema se llega que para bajas energias
incidentes, en primer orden de o:

8”3’"” (1-3a)  (10)

s

Vemos de la expresién anterior que para bajas energias o, tiende a la expresion de la
seccidn eficaz de Thomson. Esto significa que cuando hv es pequefio la dispersiéon
es elastica, es decir, el electron no absorbe energia, o sea que cuando o tiende a
cero, ;= O.

La seccion eficaz para la energia absorbida por el electron estd dada por la
diferencia entre la seccion eficaz total y la seccidn eficaz de la energia dispersada:

G, = O - Os . Entonces O representa la fraccidon de la energia del haz de fotones
incidente que interactué por efecto Compton que es dispersada, es decir, que se
llevan los fotones dispersados, mientras que G, es la fraccion de energia que no se
llevan los fotones, o sea, que se llevan los electrones. Los subindices s (scattered) y
a (absorbed) se refieren a que la energia que se llevan los fotones dispersados puede
viajar “lejos” de la zona de la colisién, mientras que la que se llevan los electrones
es depositada “cerca”. Desde un punto de vista mds macroscépico, entonces, sélo la
energia que se llevan los electrones es absorbida por el material, o por esa region
del material, mientras que el resto es dispersada lejos.

Restando (9)-(10) vemos que para pequeflos valores de «,

8w’

ad
3

a ,

Vemos que G, tiende a cero para bajas energias, lo que es otra forma de decir que en
este caso estamos en un proceso de dispersion eldstica o Thomson.

Distribucién angular de fotones Compton

130

35

-

160*
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Figura 2. Seccién eficaz diferencial do/d0 por dngulo para un dngulo de dispersion 6.
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No es lo mismo la seccién eficaz diferencial angular d6/dQ para un dngulo de
dispersion O que la seccidn eficaz angular do/d® para el mismo dngulo, ya que
dQ=27 senb dO. Efectivamente,

do do dQ do

—=———=—-27send

dg dQ do dQ
De esta expresion se observa que aunque do/dQ) es mdxima para 0 igual a cero,
do/d0 se anula, puesto que senf se anula (comparar las figuras 1 y 2).

Distribucién angular de electrones Compton

Por cada fotén dispersado en dQ=27 sen® dO hay un electrén dispersado en el
angulo sélido d€2’=2m7 sen® d¢. Entonces,

(d_dj i :(d_dj .
dQ ), '),

. o do o
Para averiguar la distribucion angular de los electrones (E es necesario utilizar
4

. : g do .
la expresién conocida para la distribucién angular de fotones (—j y la relacién
[

entre los dngulos 0 y @, que segin se demuestra en el problema 2 de la guia 1 esta
dada por:

1—cosé@

cotgp=(+a)tgf/2=(1+a) (11)

sen
En efecto, la distribucidn angular de los electrones estard dada por

(d_dj :(d_dj @Z(d_dj senf d9 1,
dQ' ), \dQ),daQ \dQ), senp do

Podemos encontrar d6/d¢ llamando f(¢)=cotg® y g(0)=(1+0a)(1-cosO)/send en (11)

dV
y recordando que ﬁ:ﬂ:
dp dg
dé
i:_;z y d_g:(1+a)l—c2s0 ’
do sen”@ de sen” @

con lo cual, la ecuacién (12) resulta

(d_dj :(d_aj (_ 1 jsen9(1+cosl9)
dQ' ), \dQ),\ 1+« sen’

11
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Figura 3. Seccién eficaz diferencial angular do/d€2’ para electrones dispersados en un dngulo @.

Esto representa la seccién eficaz diferencial angular por unidad de dngulo sélido
graficada en la figura 3; la distribucién por unidad angular do/d¢ estd dada por

do :(d_dj ao
dp) \dQ'), dp

d_O' _ d_O' _ 27 ) sen6(1+cos8)

do aQ ), 1+« sen’@
Expresando la ecuacion anterior en términos del dngulo ¢ se obtiene la relacion
representada en la figura 4. De la observacidon de ambas figuras puede verse que si
bien do/dQ2’ es maxima ¢=0, para do/d@ se anula para ese dngulo. Ademads se

aprecia que no existen electrones “retrodispersados”, es decir, dispersados en un
angulo mayor que 90°, lo que coincide con el caso de un choque clasico.

es decir:

Distribucidn en energia de los electrones dispersados

La fraccién de electrones dispersada con energia cinética T por intervalo de energia
esta dada por

d_o-:d_o-d_gp:(d_o'j (_ 2 js€n0(1+cos0)d
6

2 (13
dl  de dT \dQ 1+ o sen’@ dT
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Figura 4. Seccién eficaz diferencial do/d@ por dngulo para los electrones dispersados en @.

A partir de la ecuacion (7) puede obtenerse ¢(T) y de alli do/dT; por otra parte, a
partir de (6) puede expresarse cos@ en funcién de T; efectuando los reemplazos
correspondientes en (13) se obtiene la seccion eficaz diferencial en energia do/dT de
los electrones en funcién de su energia cinética T. Esta relacién se representa
graficamente en la figura 5.
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[ ]
=
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Figura 5. Seccién eficaz diferencial en energfa dG/d T para los electrones dispersados.

Se observa que la seccion eficaz diferencial se anula a partir de cierto valor de T,
puesto que como habiamos dicho antes, existe un valor midximo para T
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=————— efectivamente, los valores de corte en el grafico corresponden a

Tma’x - 1

1+ %2 @)
este valor de 7,4, para cada valor de o. Vemos también que si o tiende a cero T,
tiende a cero, es decir, llegamos al limite de la dispersion elastica de Thomson.

Como hv’= hv-T, puede obtenerse informacion acerca de la distribucién en energia
de los fotones dispersados utilizando los graficos de la figura 5.

Nota: puesto que la dispersiéon Compton es producida por electrones “libres”, la
seccion eficaz correspondiente es una seccion eficaz electrénica o por electrén y
suele expresarse como (C.

Dispersion Rayleigh o coherente

El fotén interactiia con los electrones ligados a un dtomo. El 4tomo no es ionizado ni
excitado y el fotén no cambia su energia sino sélo su direccion de viaje.

atomo

Este tipo de dispersion se produce cuando hv<<Ec, o sea, cuando los electrones
estan fuertemente ligados en comparacion con la energia del fot6n incidente. Todos
los electrones del dtomo actdan como centros dispersores de manera coherente, es
decir, la componente de la onda dispersada por cada uno de ellos guarda la misma
diferencia de fase respecto de la onda incidente.

La seccion eficaz diferencial angular estd dada por

2

oy _ 1, (1 +cos’ 0)f2 _4on
dQ 2 dQ

donde f=f(hv, 0, Z) (Z es el nimero atémico) es el factor de forma atdémico y estd
relacionado con la densidad electrénica del 4tomo blanco.

VA

Una caracteristica de la dispersion Rayleigh es que, dentro del rango de energias en
que se observa, el cono de dispersién es pequefio para valores grandes de hv,
mientras que para bajas energias y particularmente para Z grandes ese cono aumenta
su apertura considerablemente.

La seccion eficaz total Rayleigh presenta, en primera aproximacion, el siguiente
comportamiento:
2

Op < —F
O (hv)?

Estd expresion confirma lo dicho anteriormente, ya que muestra que el efecto es mds

intenso para hv bajas y Z grandes, es decir, cuando el fotén incidente “ve” mds
ligado a los electrones.
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Nota: puesto que la dispersion Rayleigh es producida coherentemente por todos los
electrones ligados a un atomo, la seccién eficaz correspondiente es una seccidon
eficaz atdmica o por 4tomo y suele expresarse como ,OR.

Efecto fotoeléctrico

Es una interaccién de un fotén con los electrones atémicos que consiste en la
absorcion del foton y la emision de un electrén ligado que sale eyectado fuera del
atomo (fotoelectrén). Habiamos visto que los fotones no pueden ser absorbidos
cuando interactian con un electrén libre (efecto Compton), ya que debido a la
conservaciéon de P y E se obtiene que existe un valor maximo para la energia

transferida T4y, que es siempre menor que hv:7, . = h—v .
1+ %2 )

Si el electrén, en cambio, estd ligado, el &tomo también participa en la conservaciéon
de P y E. Basicamente, luego de la absorcion del fotén, de energia hv y momento
hv/c 1, un electrén es eyectado con energia cinética T y momento P, en una dada
direccién. El 4tomo ionizado retrocede con una direccién pricticamente puesta, pero
con velocidad muy pequeiia, de manera de conservar Pyya= hv/c 1. Esto se debe a
que en general el momento del fotén es mucho menor que el del electrén P, y el del
atomo P,, ya que éstos son particulas con masa en reposo no nula; por eso Pe+P, =
0. Como ejercicio puede mostrarse que par una energia cinética de 1 keV el
momento del electrén es unas 32 veces mayor que el del foton.

Por otro lado, P,=MV, y P.=MV,; entonces V,=(m/M)V.<<V,; es decir, debido a la
gran masa M del dtomo, alcanza con una velocidad de retroceso V, despreciable
para conservar el momento total; por lo tanto su energia cinética es pricticamente
nula:

T.=(MV,)/2=P,V/2<<P.V/2=T.

Entonces podemos suponer que la energia hv del fotén es integramente utilizada
para arrancar al electrén del &tomo: hv+U,=T (conservacién de la energia). Fijando
el cero del potencial de manera que para el electrén libre U=0. Entonces, U,=-Ec,
donde U, es la energia potencial del electrén en cuestion y E. es su energia de
ligadura.

Luego, hv=T-U,, o bien: hv=E+T.

Este efecto, en el que toda la energia del fotén es transferida es, entonces, posible
por la vinculacién del electrén con el 4tomo. Por este motivo s hace mds importante
a medida que la energia de ligadura es mayor, es decir, en las capas mds internas
del 4tomo.
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Aproximadamente el 80% de las interacciones fotoeléctricas se producen en la capa
K. Esto siempre y cuando hv>Eg, es decir, cuando el fotén incidente tiene energia
suficiente como para arrancar un electrén de dicha capa. Vemos, pues, que existe
un “umbral” fotoeléctrico que debe exceder el foton para que el efecto sea posible.
En realidad, hay tantos umbrales como capas o subcapas atdmicas pobladas.

Distribucién angular de los fotoelectrones

Hay una tendencia de los fotoelectrones de baja energia a salir eyectados en la
direccidn del vector eléctrico del foton incidente, o sea, en una direccion normal a
la direccion de viaje del fotén. Esta tendencia es especialmente seguida cuando hv
es baja: hv<30 keV, que es el rango de interés en algunas técnicas espectrométricas
como fluorescencia de rayos x (FRX) y microandlisis con sonda de electrones
(EPMA). Para altas energias los electrones tienden a salir mds hacia adelante.

La distribuciéon angular de los fotoelectrones viene dada por la seccién eficaz
diferencial angular dt/d€2’, donde T denota la seccién eficaz total fotoeléctrica, que
puede apreciarse en la figura 6. Otra forma de ver lo mismo es mediante el
concepto de dngulo de biparticién o, que es el semidngulo de un cono dentro del
cual salen dispersados la mitad de los fotoelectrones; en la figura 7 puede
observarse que o crece cuando hv decrece.
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Figura 6. Seccién eficaz diferencial angular fotoeléctrica dt/d€2’” por unidad de d4ngulo sélido.
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Figura 7. Angulo de biparticién o en funcién de la energfa del fotén.

Seccidn eficaz total fotoeléctrica

La seccidn eficaz fotoeléctrica T o cualquiera de sus formas diferenciales dt/de,
dt/dQ’, es muy dificil de obtener a partir de célculos tedricos; por este motivo los
resultados de la teorfa y de los experimentos deben apoyarse mutuamente. Como la
deduccién de expresiones para T es muy compleja, no la abordaremos en este curso.
Las caracteristicas principales de T son las siguientes:

® 1=1(Z,hv)

® tdecrece con hv paraun dado Z

Es decir, si aumentamos hv los fotones “pasan mds de largo” disminuyendo la
probabilidad de interaccién. Esto ocurre hasta que hv alcanza el valor E. de alguna
capa atomica.

® 7 crece abruptamente para T=E. para cada capa o subcapa atdmica debido a que
para hv<E_ el efecto fotoeléctrico no es posible para esa capa y para hv>E. si lo
es.
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® Entre esos “bordes de absorcion” E, el decrecimiento de hv puede aproximarse
por T o< (hv)™ con m=m(hv) (1<m<3).

® Para una misma capa atémica, E. crece mondtonamente con Z.

® Suponiendo que hv>E. para alguna capa en particular, y que esa condicion se
mantiene al aumentar Z, T crece con Z como Z" con 4<n<4,6.
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1 1,6 3,4 10119 255 81 100

hv (keV)

Figura 8. Seccién eficaz fotoeléctrica en funcién de la energfa del fotén incidente para Al, Ag y Au.

En la figura 8 se presenta un grafico cualitativo de T en funcién de hv donde se ven
reflejadas las consideraciones precedentes.

Se llama Tk a la seccidn eficaz fotoeléctrica debida sélo a la capa K. En la figura 8
se muestra graficamente su significado. Se cumple aproximadamente que Tk = 4/57,
siempre que hv>Eg; de lo contrario, se cumple que Tgom= 4/5T, donde Tgom
representa la contribucién a T de la capa atomica més ligada cuya energia de
ligadura sea menor que hv.

Consideraciones sobre la deduccién de T

Las teorias empleadas para la obtencién de expresiones para T parten de las
siguientes hipotesis:

® EIl dtomo blanco estd aislado. Esto significa que se desprecia la influencia de
enlaces moleculares y cristalinos. Es muy buena aproximacién para los
electrones més ligados, donde es més probable el efecto fotoeléctrico.
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® FEl dtomo aislado es neutro y estd en su estado fundamental.

® El potencial atémico es central. Es decir, se supone que U=U(r). Esta hipdtesis
claramente se cumple para el dtomo de hidrégeno. Si hay mds electrones
presentes que repelen al electrén que serd eyectado se considera un promedio
esférico de la distribucién de carga que ejerce un apantallamiento radial sobre la
atraccion del nicleo.

Algunos resultados

® Stobbe (1930) obtuvo Tk en un marco cudntico no relativista (ecuacién de
Schrodinger).

® Pratt y otros (1973) obtuvieron T en un marco cudntico relativista (ecuaciéon de
Dirac) haciendo aproximaciones para obtener expresiones analiticas.

® (Cullen y otros (1989) publicaron tablas de T en base a resultados tedricos obtenidos
por Saloman y otros (1988) y a datos experimentales medidos por Hubbell y otros
(1980).

® Actualmente se aprovecha la capacidad de célculo existente para evitar
aproximaciones resolviendo numéricamente la ecuacién de Dirac.

El grado de precisién alcanzado para los valores de T depende de la energia del foton
incidente y del nimero atémico del blanco; asi, los resultados obtenidos por Pratt y
otros tienen una precision del orden de:

hv <1,5 MeV 1,5 MeV £hv £10 MeV
2<50 5% 10%
Z>50 5% 20%

Estos resultados son razonablemente aplicables siempre, ya que para energias mayores
que 1,5 MeV, donde se advierten mayores discrepancias, T es despreciable frente a las
secciones eficaces de otros efectos (Compton y creacidn de pares).

Determinaciones experimentales

Bésicamente existen dos métodos experimentales para la determinacion de 7:

Determinacion de Tmediante la medicion de la seccion eficaz de atenuacion total (L.

Se define la seccidn eficaz de atenuacion total L como la suma de las secciones eficaces
de todos los efectos de interaccion: U=Z <G + ,0r + ,T +... Se ha multiplicado la seccién
eficaz Compton por el nimero atdémico Z para poder sumar este efecto de tipo
electrénico con los otros que son de tipo atémico.

En este método se mide la seccidn eficaz total i mediante un dispositivo como el que se
ilustra a continuacion:

| Colimador | | Colimador |
Detector
Lo I |1 E




Como se verd mds adelante, la intensidad I que resulta luego de la atenuacién del haz de
intensidad I, en la ldmina de espesor Ax puede calcularse como I=I,exp(-cte L Ax),
donde la constante estd relacionada con la densidad y el peso atomico del matrial
interpuesto.

Si se conoce con precision la seccion eficaz de los otros efectos puede despejarse la
seccion eficaz fotoeléctrica: ,T= L - Z .G - 4,0r - ... Este método también puede aplicarse
cuando ,T es mucho mayor que las otras secciones eficaces, es decir, para energias en el
rango de los rayos x caracteristicos. En este caso se cumple que ,T= L.

Determinacion directa de ©

En realidad se mide el nimero de fotoelectrones y de alli se infiere T. Por este método,
ademads, se pueden determinar distribuciones angulares de los fotoelectrones, asi como
también contribuciones de las distintas subcapas, ya que T=hv-E.. Los fotoelectrones se
colectan mediante la aplicacién de un campo eléctrico.

En general, por cualquiera de los dos métodos, se obtienen precisiones entre el 2% y el
10%.

Coeficientes T, y Ts

Los fotoelectrones no se llevan toda la energia del foton, sino hv-Ec. Es decir, se puede
calcular la fraccidn de energia absorbida, andlogamente a como se hizo en el caso de la
dispersién Compton:

C

hv—E

T :lf = T,= T (13)

‘" hv
La energia E. es liberada por el 4tomo casi en su totalidad mediante la emisién de un
fotdn caracteristico o de un electrén Auger, cuya energia es algo menor que E.. De esta
manera el dtomo vuelve al estado original, pero una parte de la energia incidente (si se
emite un fotdn caracteristico) abandona la regién. Entonces, en realidad:

hv—-hv, ., @

T ‘7, (14)

“ hv

donde AV, ., < E. es la energia del foton caracteristico promediada sobre los distintos

decaimientos posibles hacia la capa ¢ y . es el coeficiente de produccién de
fluorescencia de la capa c, es decir, la probabilidad de que la capa c¢ sea llenada
mediante la emision de un fotdn caracteristico y no de un electrén Auger. Por lo tanto,
la expresion (13) no considera que parte de E. finalmente se transfiere a electrones
(Auger), mientras que la ecuacion (14) si lo tiene en cuenta. Ademads habria que tener
en cuenta que si los fotones incidentes pueden excitar varias capas, los valores de
hv, ., y @ varian de capa a capa. De las expresiones (13) 6 (14) queda claro que para

valores grandes de hv, T, =T y entonces T=0.

Lineas de emision

Supongamos que luego de una absorcidon fotoeléctrica, un dtomo eyecta un electron
ligado a la capa K con una energia de ligadura Ex. Esto implica que el 4tomo pas6 a un
estado energético aumentando su energia en Ex, que es la parte de la energia del fotén
incidente que no se llevé el fotoelectrén. Si ahora la vacancia es llenada por un electrén
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que estaba en la capa L, con energia de ligadura E;, el 4tomo disminuye su energia
pasando a un estado con una vacancia en dicha capa. La diferencia de energia entre los
dos estados, puede ser emitida como un fotén de energia iV ,=Ek-E;. Este foton recibe
el nombre de fotén o rayo x caracteristico Ka. Si el hueco en la capa K hubiera sido
llenado mediante un electrén de la capa M, con energia de ligadura Ey, la energia del
fotén emitido habria sido hV.a=Ex-Ewm. Este foton caracteristico se denomina Kf3.

También podria haberse producido originalmente un efecto fotoeléctrico en la capa L.
En este caso los fotones caracteristicos emitidos son del tipo L (Lo, L, etc.,
dependiendo desde qué capa atémica es llenada la vacancia). En realidad, las
posibilidades son muchas, ya que hay una capa K, tres capas L, cinco capas M, siete
capas N, etc., aunque algunas transiciones no estdn permitidas (o son mucho menos
probables) por las llamadas reglas de seleccion (ver més adelante).

Se observa que para una transicion particular, la energia del fotén caracteristico es una
funcién creciente de Z:

hv =b(Z-a)?,

donde a y b son constantes propias de cada transicion. La relacién anterior es conocida
desde 1913 como ley de Moseley. Como caso particular, para la linea Ko se cumple que

RV g :§Rc(2—1)2,
4
donde R:moe4/(8c802h3):109,737 cm™ es la constante de Rydberg (c es la velocidad de
la luz en el vacio y &, su permitividad. Esta expresion comienza a fallar para nimeros

atomicos altos.

Orbitales atdmicos y reglas de seleccion

Para comprender el origen y la naturaleza de los distintos niveles de energias de un
atomo y las reglas de seleccion entre las diferentes transiciones, es necesario recordar
que dichos niveles son los autovalores E, de la ecuacion de Schrodinger:

2
Hy =—2 V24V =Ey,
2m

donde H es el operador hamiltoniano, #=h/(27), V es la energia potencial del sistema y

¥, la funcién de onda del electrén. Para un campo central coulombiano sin considerar
efectos relativistas, los niveles de energia estdn cuantizados siendo los autovalores del
operador H, E, o< —1/n2, donde n=1,2,3,.. se denomina nimero cudntico principal.

El vector impulso angular orbital L. del d&tomo también estd

Z cuantizado; en particular su médulo debe cumplir que: L* =/
(I+1) hz, donde 0 <[ < n-1; [ se denomina nimero cuantico de

| momento angular orbita. No es posible conocer
L, L simultdneamente las tres componentes del momento angular
orbital: si se conoce el médulo L y una de las componentes

(por ejemplo L), se desconocen las otras dos (por ejemplo Ly
y Ly). Ademads de la cuantizacién en médulo hay cuantizacion
en direccion: L,=m; 7, donde el nimero cuantico magnético m
debe cumplir que 0 < m; < I.
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La relacién entre el médulo del momento angular orbital y su componente L, puede
verse esquematizada en la siguiente figura para los casos /=1 y [=2.

=1
L=\2 7
L,=44,0

z

A
\3/2 h
B2

0
-hi2

32 B

z

2 7
7

4

=2 A
L=V6 7
L,=+2h,+1,0

\6 7

-2h

-2h

6 7

Por otra parte, el electrén tiene un momento angular de espin
S, que también estd cuantizado: su médulo es fijo, S=\3/2 h,
mientras que hay dos posibilidades para la componente z:

S,=+1/2 h, o bien, S, = + m, /i, donde m, es el nimero
cudntico de espin.

Sumando vectorialmente los momentos angulares orbital y

de espin se obtiene el momento angular total J, que como consecuencia de la
cuantizacion de sus dos componentes, también estd cuantizado: 7 =j (j+1) 1%, donde j=

Il £1/2l.

Al considerar correcciones relativistas y también, al tener en cuenta el apantallamiento
(radial) de los restantes electrones que hace que el campo no sea coulombiano, los
niveles de energia no dependen sélo del nimero cudntico principal 7, sino que también
dependen de /. Por otro lado, el momento angular de espin S del electrén trae aparejado

un momento magnético Ms // S. Visto desde el electrén, el nicleo de carga +Ze gira

alrededor del electrén, generando un campo magnético B// L.
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La energia del electrén debida a esta interaccidon espin-Orbita es proporcional a MgeB,

es decir, proporcional a SeL, por lo tanto, los niveles de energia pueden escribirse como

E=E,, + cte. SeL, donde el primer término es la contribucién del campo central
apantallado y con efectos relativistas, mientras que el segundo incorpora la interaccién
espin-Orbita. Existen dos valores posibles para este segundo término, segin sea la
orientacion relativa de los vectores S y L.

o
-

j=l-172

j=l+172

Segtn el principio de exclusion de Pauli, en un 4tomo dos electrones no pueden tener el
mismo conjunto de nimeros cudnticos. En virtud de este principio, a medida que
aumenta Z, las capas u orbitales atdmicos van ocupidndose de manera ordenada, de
manera que hay un nimero maximo posible de electrones en cada orbital. Las capas
atomicas estdn relacionadas con el niimero cudntico principal n, mientras que los
orbitales, con n y [ conjuntamente, como se muestra en la tabla.

El célculo de la probabilidad de transicion P desde un estado atémico inicial i a un
estado atomico final f, entre un instante t, y un instante posterior t, puede calcularse a
partir del operador evolucién U(t,t,):

P;: = l<y AUt to)lyi>

donde Yy y y; son las funciones de onda correspondientes a los estados final e inicial,
respectivamente. A partir de la conservacion de la energia, del momento angular y de
consideraciones acerca de la paridad de las funciones de onda, algunas de las Py;
resultan nulas en la aproximacién dipolar del operador U(t,t,), es decir, hay transiciones
que estdn “prohibidas” en la aproximacion dipolar. Esto da lugar a las llamadas reglas
de seleccion dipolar; en virtud de estas reglas, las transiciones permitidas son aquéllas
que satisfacen las siguientes condiciones para los nimeros cudnticos:

Anz1; Al=zxl; Aj=006=I1
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Capa I | my | mg Orbital N°madx de e Subcapa
(N°de e)
K 0 0 +5 1s j=1/2 2 --- (2)
L 0 0 +5 2s j=1/2 8 L 2)
1 1 +5 2p j=1/2,3/2
Lu(2) j=172
1 0 ER%) i
LIH(4) J=3/2
1 -1 +5
M 0 0 +1 3s j=1/2 18 M; (2)
1 1 +5 3p j=1/2,3/2
My (2) j=1/2
1 0 ER%) i
M (4) j=3/2
1 -1 +h
2 2 +5 3d j=3/2,5/2
2 ! £ My (4) j=3/2
) 0 1 v (4) j=
My (6) j=5/2
2 -1 +5
2 -1 +5
N 0 0 +h 4s j=1/2 32 N; (2)
1 1 +5 4p j=1/2,3/2
Nu (2) j=1/2
1 0 ER%) )
NIH(4) J=3/2
1 -1 +)
2 2 +5 4d j=3/2,5/2
5 ! G Nwv (4) j=3/2
5 1o | v (4) j=
Ny (6) j=5/2
2 -1 +5
2 2 +1
3 3 ER%) At j=512,7/2
3 2 +5
3 1 +5
NVI (6) ]:5/2
3 0 ER%) )
NVH(S) J=7/2
3 -1 +5
3 2 | A
3 -3 +

El nimero de electrones permitido en cada subcapa, o degeneracion, estd dado por 2j+1.
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Espectro de rayos x caracteristicos

Supongamos que un haz de fotones monocromadtico, de energia hv>Ek incide sobre un
blanco delgado y se observa la radiacién emitida por el mismo con un detector que
forma un dngulo O con respecto a la direccién de incidencia.

_ @Detecter
hv

Si graficamos el nimero de fotones detectado por intervalo de energia I(E) en funcién
de la energia E observaremos algo parecido a esto:

[ 4

LB

In

Lo LB; Ka KB hv’  hv E

Las “lineas” observadas tienen un ancho que depende de caracteristicas propias del
espectrometro ademds del ancho “natural” debido a la naturaleza cuantica de cada
transicion radiativa involucrada. Para la energia hv de los fotones incidentes se observa
un pico debido a la dispersion Rayleigh, ademds, puede apreciarse un pico intenso para
la energia hv’= hv/[1+0(1-cos0)], correspondiente a la dispersion Compton en el 4ngulo
de deteccidn. Las restantes lineas se deben al llenado radiativo de vacancias originadas
por efecto fotoeléctrico. En el ejemplo de la figura el blanco es puro; si fuera
multicomponente, habria mds lineas en el espectro; la posicidon de las mismas revela la
naturaleza de los elementos presentes, mientras que su altura estaria en relacién con la
abundancia relativa de los elementos correspondientes.

Es importante mencionar que los fotones caracteristicos, a diferencia de Ilos
fotoelectrones, se emiten isotrépicamente. Esto se debe a que el tiempo en el que
transcurre la eyeccién del electrén es del orden de 107" segundos, mientras que el
decaimiento para llenar la vacancia se produce 10" segundos después, es decir, cuando
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el fotoelectron estd a varias cuadras, de manera que no perturba la simetria esférica del
atomo.

Creacion de pares

Es la absorcion de fotones en el campo de particulas cargadas (principalmente, nicleos
atodmicos). La energia del fotén absorbido es empleada en la creacién de un par
electron-positrén. El positrén es una particula similar al positréon (con la misma masa),
pero con carga +e, de manera que en el proceso se conserva la carga.

nl/]CICO ........... +7
o
hv . ...............
AUV
€

Por la conservacién de la energia-masa: hv:T++mocz+ T_+m002 =T+ T_+2m002,

donde T, y T. son las energias cinéticas del positron y el electrén, respectivamente.
Como estas energias cinéticas son positivas, la energia del fotén incidente no puede ser
menor que hvmm:Zmoczzl,OZ MeV; es decir, el efecto no es posible por debajo de esta
energia.

Para estudiar este proceso es necesario considerar la teorfa de Dirac (cudntica-
relativista). En este marco se puede describir la situacién con niveles negativos para la
energia del electron. De acuerdo con esta descripcidn, existe un mar de electrones
“sumido” en niveles energéticos negativos, como se muestra en la figura.

—E, {R <
mc? T
_____ Q'Z""' .-}.hv___________
-MC . .
T- Niveles energéticos ne-
-E; < gativos ocupados por

electrones no observables
Los electrones se vuelven observables cuando adquieren una energia moc”, mientras que

con energias menores que —m,c”, estdn “en potencia”. Si a alguno de estos “posibles”
electrones, de energia -E; se le entrega una energia hv>2m002, salta a un estado
observable con energia E,=T +m.c’. El hueco en el nivel energético negativo es un
positrén de energia E = T++m002. Entonces, hv:E1+E2:T_+T++2mocz.

El electrén y el positrén interactian con el nicleo, pero ademds hay que tener en cuenta
el campo electromagnético del fotén incidente. Bethe y Heitler (1934) obtuvieron
expresiones para la seccion eficaz x de creacién de pares y para la seccion eficaz
diferencial en energia dx/dT, asumiendo la hipétesis T>>U para todo tiempo, donde T
se refiere a la energia cinética de cualquiera de las dos particulas creadas y U al
potencial del nicleo. Llamando v a la velocidad de la més energética de esas particulas,
puede verse que la condicién T>>U lleva a que 1>>Ze/(hv)= Zezl(hCB):Z/(137[3), con
1/137= ¢*/(hc): constante de estructura fina.

Entonces, para que se cumpla esta condicion, debe ser: 1>>7/(137 B). Si la energia del
electrén o la del positrén creado es del orden de mocz, entonces T~0, es decir, f~0 y la
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teoria falla. Esto nos dice que la teoria no funciona cuando hv~ mocz; incluso falla para
valores mayores de hv si Z es grande. Por ejemplo, para plomo (Z=82) y hv=88 MeV se
observan discrepancias de hasta el 12% con resultados experimentales.

Distribucién angular

Para T>>m002 las particulas creadas tienen una marcada tendencia a salir en la direccién

del fotén incidente; el dngulo 6 con la direccién de incidencia varia, en estos casos,
como mocz/T.

Si T~m,c? la descripcién es méas complicada y la distribucién angular es mucho menos
“picuda” hacia delante.

Distribucidén en energia

Por cada positrén creado con energia cinética T, hay un electrén creado con energia
cinética T.= hv-T,-2 mocz; por lo tanto, la probabilidad de crear un positrén con energia
cinética T, es igual a la de crear un electrén con energia cinética T.= hv-T,-2 mec’ y
estd dada por

d« _ 0©,Z°P
dT, hv-2m,* "’

donde 6,= roz/ 137 = 5,8><10'28 sz; P depende de Z, hv y T,, anuldndose para hv< mocz;
P es una magnitud adimensional cuyo valor oscila entre 0 y 20; aproximandose a este
ultimo valor para grandes valores de hv.

Se suele graficar P en funcién de la variable e=T,/(hv- 2m002), que es la fraccion de la
energia disponible que adquiere el positrén (varia entre O y 1). En la Fig. 9 pueden verse
resultados tedricos de P obtenidos por Bethe y Heitler. Se observa que P es una funcién
par de € con respecto al valor 0,5. Esto significa que, para valores dados de Z y hv
existe la misma probabilidad de generar positrones con T.<Ya(hv-2muc?) que hacerlo
con T+>1/2(hv—2m002). Ademads existe la misma probabilidad de crear un positrén con
€=0,3 que con €=0,7, es decir, de crear un electrén con €=0,3. Por lo tanto, en promedio,
los electrones se crean con la misma energia que los positrones. En realidad no hay tal
simetria, pues al ser creado el par, el niicleo atrae al electrén y repele al positrén. La
energia potencial del positrén es Ze*/r (r es la distancia al centro del niicleo), mientras
que la del electrén es - Ze*/r, de manera que la diferencia AU=2 Z¢e’/r. Esta diferencia
de energia potencial se traduce en una diferencia de energia cinética, de manera que
T,>T..

Apantallamiento

Para grandes valores de hv (~20 MeV y mayores) aumenta la probabilidad de crear un
par a distancias r>rg, donde rg es el radio de la capa K, con lo cual los electrones de
dicha capa atomica comienzan a quedar “dentro”. Es decir, la carga efectiva del nicleo
disminuye y por lo tanto también disminuye el potencial electrostitico U(r) y la
intensidad del efecto de asimetria en las energias cinéticas de las particulas creadas.

Un modelo para describir el potencial apantallado es:

2

Z =T, 1
U(r)= Ce e 4, con a=cte/Z”.
r
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El simbolo e, denota la carga del positron, mientras que e es la base de los logaritmos
naturales.

Puede verse que segtin este modelo, para valores pequefios de r (los electrones atdmicos
quedan fuera), U(r) — ZeIr; en cambio, para grandes valores de r (participan mds
electrones apantallando el nicleo), U(r) — O.

T -———
- ——— P

-

e ————
o~ -
—T -

Amoc?  3mge?

0 T T TR N B NSRS T T T T T
0 01 02 03 04 QI.'S 06 07 08 09 10
+
Ay =2mqe?

Figura 9. Seccién eficaz diferencial de creacién de pares expresada a través de la funcién adimensional P.
Las curvas fueron calculadas a partir de las ecuaciones de Bethe y Heitler, incluyendo correcciones de
apantallamiento para energfas hv>10 m,c’.

Seccion eficaz total K

La seccidn eficaz total se obtiene integrando la seccion eficaz diferencial:

J-hv—Zm,,cz P _dT, = O'OZZIOIPdE :

hv-2m,c?
K‘=IV ﬂdT+=O'0Z2 —
0 daT, 0 hv—-2m,c

es decir, 0,2 2P cm*/4tomo. En la siguiente tabla se muestran valores de 0'0; para el
plomo y el aluminio, con correcciones de apantallamiento incluidas.
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(ax)/Z* = aoP,
—27 2 /q
Rrfitoct o 10 _cm /atonfo
Al Pb
2 1.02 0 0
3 1.53 | 0.050 | 0.050
4 2.04 | 0.189 | 0.189
6 3.06 | 0.524 | 0.524
10 5.10 | 1.15 1.15
15 7.66 | 1.70 1.66
20 10.22 | 2.12 2.08
33.3 17.0 2.94 2.84
50 25.5 3.56 3.46
100 51.0 5.0 4.5
200 102 5.9 5.3
500 255 6.5 6.0
1,000 510 7.2 6.3
2,000 1,020 7.8 6.5

En primer lugar puede verse que la seccion eficaz K crece con hv al contrario que para
los otros procesos estudiados. Ademads puede verse que para hv<5 MeV, P no depende

de Z. Entonces, si hv<5 MeV, para un elemento cualquiera x:

2
K, Z,

X

Z 2
= = K =K, —
Kp Zp, ) ””(SZJ

Finalmente cabe observar que la fraccién de energia absorbida puede escribirse en
primera aproximacién como

hv-2 2
K-a=K-w’ (15)
hv

ya que la energia en reposo de las particulas creadas no es liberada en las inmediaciones
del lugar donde ocurri6 el proceso.

Creacion de pares en el campo de un electrén

Este efecto existe y puede medirse. De todas maneras es mucho menos probable que
cuando hay un niicleo atémico presente:

Kelectro’n —

1
K‘nticleo bZ

]

donde b=b(hv) esta entre 1 y 2. Se observa a partir de la conservacién del momento

lineal que la minima energia necesaria para la creacidon de un par en el campo de un
e 2 .

electrén es 4 myc”. Los productos de este proceso se observan como un triplete.

Procesos de atenuacion

Ley de atenuacién exponencial
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Un haz de fotones que atraviesa un medio material va atenudndose a medida que va
interactuando mediante algunos de los mecanismos descriptos. Existen dos formas de
atenuacion: por absorcién (un fotén desaparece) y por dispersién (un fotén es desviado
de su trayectoria inicial).

Si inciden n fotones por unidad de tiempo y por unidad de 4rea sobre una ldmina de
espesor Ax, la atraviesa sin interactuar un nimero n’(n’< n):

Ax

’

. n—n ) ..
Se observa experimentalmente que o Ax , es decir, definiendo An=n’— n, resulta

An o< —nAx. El factor de proporcionalidad que surge se denomina coeficiente de
atenuacion total g Este coeficiente es una funcién de la energia E, de los fotones
incidentes y del nimero atémico Z del medio material.

Pasando al limite para espesores muy pequefios dn se tiene que:

d_n =—udx , (16)
n

Inn=-ux+C,
n=Ae™*"
A y C son constantes; en particular, A = r(0) = n,; luego:

n=n,e" 17

Distintos tipos de coeficientes de atenuacion

El espesor lineal x se mide en unidades de longitud, por ejemplo, cm; otra medida de
espesor es el espesor masico gx, que se expresa en g/cmz. También existe el espesor
atémico (en 4tomos por sz) y el electrénico (en electrones por cmz).

Como el exponente de la ec. (17) debe ser adimensional, el coeficiente de atenuacién
total 4 tendré distintas unidades segin sea la unidad del espesor. Asi, el coeficiente de
atenuacion lineal 1 se expresa (por ejemplo) en 1/cm; el coeficiente de atenuacidon
mdsico U/p, en cmzlg, el coeficiente de atenuacién atémica .U, en cm*/dtomo y el
coeficiente de atenuacidn electrénica (L, en cm?/electrén. Estos dos dltimos no son otros
que las secciones eficaces atdmica y electrénica, respectivamente.

Es posible relacionar los distintos coeficientes de atenuacion entre si teniendo en cuenta
que el producto [coef. de atenuacidn]x[espesor] debe ser igual para todos los tipos de
espesores, ya que la relacién entre el nimero de fotones incidentes y transmitidos no
puede depender de la forma en que se mida el espesor —ver ec. (17). Asi por ejemplo, se
puede comparar el coeficiente de atenuacion lineal con el atdmico:

U X = o)l nimero de dtomos/drea = L = 40 nimero de dtomos/volumen

~ L =, p nimero de dtomos/masa = =l p Na/A
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donde Ny es el nimero de Avogadro y A, el peso atémico.

También se puede comparar el coeficiente de atenuacién atomico con el electrénico:
oL nimero de dtomos/drea = .\l nimero de electrones/area

~. all = it nimero de electrones/nimero de dtomos=> ylu=JUZ

O bien el coeficiente de atenuacién masico p/p con el lineal:
wp px=ux:>u/p=% = Wp = L Na/A
Nota: WW/p es el simbolo utilizado para denotar el coeficiente de atenuacién maésica.

Atenuacion conjunta por distintos procesos

Se considera que cada proceso de atenuacion afecta a la radiacién incidente en forma
independiente de los otros. La notacién menos ambigua para los coeficientes de
atenuacion lineales Compton, fotoeléctrico, por creacion de pares y Rayleigh es o, T, ¥
y Og, respectivamente, mientras que las correspondientes secciones eficaces se indican
con (O, 4T, .K Y aOR; Sin embargo, es frecuente referirse a estas dltimas con la notacién
mds sencilla: 6, T, K y Og, igual que para los coeficientes de atenuacion lineales, lo cual
hace imprescindible apelar al contexto.

Si consideramos distintos efectos, la ec. (16) se cumple para cada uno de ellos por
separado:

[d_n] =—0dx
n Compton

[d_n] =—7dx
n foto

Sumando miembro a miembro se obtiene para el miembro izquierdo la variacion total
del nimero de fotones:

[d—n) =—(oc+7+...)dx

Comparando esta dltima ecuacion con la ec. (16) se ve que | = Xi;, donde ; indica la
atenuacion de cada efecto por separado.

Comparacion entre distintos procesos de atenuacion

Como puede verse en la figura 10, segiin sea la energia de los fotones incidentes y la
naturaleza del blanco, es mds importante uno u otro efecto.
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Figura 10. Comparacion de los tres principales procesos de atenuacién de fotones. Las lineas muestran las
zonas donde dos efectos son igualmente importantes. Tomado de The atomic nucleus, R. Evans (1955).

Puede verse que en la zona de bajas energias predomina el efecto fotoeléctrico (para
energias menores que las centenas de keV, dependiendo de Z); en la zona de energias

intermedias predomina el efecto Compton (con hv entre las décimas y las decenas de
MeV). Para energias mayores, la creacion de pares es el efecto mas importante.
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Figura 11. Coeficientes de atenuacién mdsica para el aire. Los subindices a y s se refieren a absorcién y
dispersion de energia, respectivamente. Tomado de The atomic nucleus, R. Evans (1955).
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Figura 12. Coeficientes de atenuacién mdsica para el agua. Los subindices a y s se refieren a absorcién y
dispersion de energia, respectivamente. Tomado de The atomic nucleus, R. Evans (1955).
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Figura 14. Coeficientes de atenuacién mdsica para plomo. Los subindices a y s se refieren a absorcion y
dispersion de energia, respectivamente. Tomado de The atomic nucleus, R. Evans (1955).

En las figuras 11-14 se muestran los coeficientes de atenuacién mdsica de los distintos
efectos para aire, agua, aluminio y plomo, respectivamente. Puede observarse que los
coeficientes de atenuacién masica Compton, G/p, y de creacién de pares, K/p, no
dependen sensiblemente del nimero atémico. También se observa que para grandes
nimeros atdémicos (particularmente parta el plomo —Fig. 14) or/p llega a superar a 6/p
para bajas energias; recordemos que Or o< Z°/(hv)*.

Blancos multicomponentes

Si el blanco o material atenuador estd compuesto por N elementos en concentraciones

N
mdsicas C; = my/ Zmi , donde m; es la masa del elemento i, podemos considerar que en
=
una capa delgada de espesor Ax, una parte de la misma, de espesor Ax;, corresponderd al
elemento i. La atenuacién debida a dicho elemento estard dada por —ver ec. (16):

_[ﬁj =, Ax,
n

Sumando miembro a miembro las contribuciones de todos los elementos se obtiene la
atenuacion total:
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P i=1 p i=1 pt
luego,
N
£=Zﬂﬁ& ;o (18)
p TSP A p
pero
AV, Am.
Ac.p.=—Lp =—- | 19
lpl S pt S ( )

donde 4m; es la masa del elemento i en el volumen AV; y S es la secciéon del haz
considerado.

Andlogamente, para toda la capa de espesor Ax se cumple que

AV Am
Mxp=—p=—— (20
P S P S (20)
Reemplazando los resultados de las ecs. (19) y (20) en la ec. (18) se obtiene
H H; Am; H H;
— > C,
2_1: p; Am P 2-1: Pi

Cabe acotar que esta relacion es vdlida también para cada proceso de interaccién en
particular.

Absorcion de energia en un medio

Cuando un haz de fotones incide sobre un blanco se producen electrones secundarios
(por Compton, efecto fotoeléctrico y creacién de pares) y fotones secundarios (por
Compton, efecto fotoeléctrico, Rayleigh y creaciéon de pares). Los electrones
secundarios son mds susceptibles de ser frenados que los fotones secundarios, debido a
que los primeros tienen carga y masa en reposo; por este motivo, la energia absorbida en
un medio estd relacionada con la parte de la energia incidente que es llevada por los
electrones secundarios. Es cierto que un electrén acelerado (o frenado) emite fotones de
Bremsstrahlung, pero por esta via pierde, en promedio, mucha menos energia que por
otros mecanismos. Por ejemplo, para electrones de 1 MeV, s6lo el 1% de esta energia es
convertida en Bremsstrahlung. Entonces, consideraremos que toda la energia de los
electrones secundarios es disipada en la region en que estos fueron liberados (en forma
de calor y reacciones quimicas). Esta energia disipada localmente es de fundamental
importancia en el estudio de dafios biolégicos a tejidos y en la terapia con radiaciones.

Si inciden sobre un material n fotones por segundo y por cm” con una energia hv, la
intensidad serd I = n hv [MeV/(cmzs)]. Al atravesar un espesor dx, sufrirdn
interacciones un nimero de fotones por unidad de tiempo y de 4rea

dn =n p dx = n (G+Cr+T+K) dx

La energia removida del haz por unidad de tiempo y de 4rea estard dada por dIr = hv dn.
Es decir,

dIt = hv n (6+0g+T+K) dx = n (hv o+ hv 6g+ hv T+ hv k) dx ;
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pero una fraccién se la llevardn los fotones y otra los electrones secundarios. Esta dltima
fraccion es la energia absorbida dI por unidad de tiempo y de 4rea en el material:

dl=n (<KTc>0 + <Tp>0r + <T>T+ <T>K) dx , (21)

donde <T;> es la energia cinética promedio que se llevan los electrones liberados en el
efecto i. Claramente se ve que <Tg>=0. Por otro lado, <T:>=hv—hv ®,, donde

¢, car

hv_ . es la energia del foton caracteristico promediada sobre los distintos decaimientos

¢, car
posibles hacia la capa ¢ y @ es el coeficiente de produccion de fluorescencia de la capa
c —ver ec. (14). Ademds, como se desprende de la ec. (15), <T,<>:hv—2mocz.
Finalmente, es necesario calcular <Tc>= hv—<hv’>:

jhv’ da_jhv' do

<hy>= Ida -

Por otra parte, recordando la definicién de la fraccion de energia dispersada por unidad
de éngulo sdlido y por nimero de centros dispersores por unidad de 4rea,

do, hv'do L . _
> = ———— la ecuacién anterior puede escribirse como
de2  hv dQ

Ihv do,

o

o
<hv'>= —=

I do,
=hv =hv
o o
Entonces, <Tc>= hv (1-64/6) = hv 6./G; puedo, podemos reescribir la ec. (21):

di=n[hv o, + (hv—hv_ . o )T+ (hv—2m,c?) k] dx

¢, car

Para energias del orden de los MeV resulta serhv >>hv ®.; por otro lado, ¥

¢, car
comienza a pesar en la ecuacion anterior para hv>5 keV (ver Fig. 10) y para esos casos
hv>>2 mec’. Luego, para energias altas podemos escribir:

di=nhv(ca+T+K)dx=1(c.+ 7T+ K)dx
Entonces, el coeficiente de absorcion de energia en un medio estd dado por
Ua=Coa+ T+K
Por otro lado, u =, + s =G+ Or+ T+ K=0,+ Gs+ Or + T+ K,
entonces el coeficiente de dispersion de energia resulta ser [ls= Os + OR .

Podriamos preguntarnos qué pasa con la parte 2m.c” de la energia que pierde un fotén
en la creacidn de pares. Esta energia es transportada por el electrén y el positron: la
parte correspondiente al electrén no se libera, mientras que el positrén se aniquila
répidamente, pero la energia liberada mediante fotones de aniquilacion es transportada
lejos de la zona.

Como vimos, dI es la energia absorbida en el medio por unidad de tiempo y de drea
cuando la radiacién incidente atraviesa un espesor dx, luego dl/dx es la energia
absorbida por unidad de volumen del material atravesado:

dl/dx = I w, [MeV/(cm® s)]
Dividiendo por la densidad del material se obtiene la tasa de dosis:

R=1u/p [MeV/(gs)]
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Como Wp = N Z/A |, o bien Wp = Na/A ,u no dependen de p, vemos que R no
depende de p.

Dosis

La dosis o dosis absorbida se define como
D=de/dm,

donde € =(Rin)y—(Rou)ut(Rin)en(Rou)entXQ .

€ es la energia absorbida en un volumen finito V de masa m; R es la energia “radiante”,
es decir, la energia que excluye la energia en reposo. Los subindices in y out se refieren
a lo que entra en el volumen V o a lo que sale de él.; u y ch denotan particulas sin y con

carga, respectivamente. Por dltimo, XQ es la energia neta que surge de la conversién de
masa en energia (+) y viceversa (—).

La tasa de dosis R se relaciona con la dosis mediante la expresion
R = dD/dt = d/dt (de /dm)

Entonces D=|R dt (= RAt si R es constante).

Las unidades de dosis son: [D]=Gy (Gray), J/kg, rad, erg/g,

donde 1 Gy =1 J/kg =100 rad =10* erg/g .

Exposicién
La exposicion X estéd definida s6lo para fotones como:
X =dQ/dm ,

donde dQ es el médulo de la carga de todos los iones del mismo signo que son
producidos en aire cuando todos los electrones y positrones liberados por fotones en una
masa dm de aire son frenados completamente en aire.

Las unidades de exposicion son: [X]=R (Rontgen), C/kg, donde 1 R =3876 C/kg.

Otras definiciones

Dosis equivalente: es la dosis absorbida ponderada en términos del dafio bioldgico
potencial de los diferentes tipos de radiacion. Por ejemplo, a la misma dosis absorbida
se producen mds dafios bioldgicos cuando la radiacion consta de particulas o (2p+2n)
que cuando se trata de rayos X; es decir:

(Dosis equivalente),, > (Dosis equivalente),
Se expresa en Sievert (Sv): 1 Sv =1 Gy.

Dosis equivalente efectiva: tiene en cuenta la vulnerabilidad de los distintos tejidos.
Cada tejido tiene un “peso” diferente p. De esta manera:

(Dosis equivalente efectiva)sinsn = Dosis equivalente X priscn

Esta magnitud también se expresa en Sy. A continuacion se tabulan los valores de p
para algunos tejidos.
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Tejido )
Médula 6sea 0,12
Superficie 0sea 0,03
Tiroides 0,03
Mama 0,15
Pulmén 0,12
Ovario/testiculo 0,25

Dafios bioldgicos

La secuencia de mecanismos por los cuales la radiacién puede producir dafios en
organismos vivos se muestra en el siguiente esquema:

Radiacién primaria (rayos D, Creacion de radicales libres
—  (ONIZACION =—p < .
X, rayos v, electrones, etc.) (moléculas muy reactivas).

Destruccion

. Interaccion de radicales libres
de células

céncer <«—— cntre si y con otras moléculas
Alteracion que alteran el funcionamiento

efectos de células de las células.

genéticos

Es muy importante saber en cuédnto tiempo se deposita una determinada dosis, ya que la
mayoria de los Organos tiene cierta capacidad para reparar el dafio sufrido por la
radiacidén y asf se puede ir recuperando. Si se trata, en cambio, de dosis Unicas recibidas
por todo el cuerpo,

para una dosis de:  tiene lugar: debido a lesiones en:
100 Gy muerte en horas o dias sistema nervioso central
10-50 Gy muerte entre 1 y 2 semanas estémago, intestino

3-5 Gy mortalidad del 50% entre 1 y2 meses ~ médula 6sea

Los efectos son muy diferentes si la dosis se absorbe de a poco y s6lo en partes; por
ejemplo, el higado resiste hasta 40 Gy en un mes.

La dosis médxima aceptable por persona por afio es 5 mSv, de los cuales la radiacién
cOsmica aporta un minimo que no puede evitarse y que depende de la altura sobre el
nivel del mar como se indica a continuacion:

Nivel del mar 2000 msnm 4000 msnm
0,3 mSv/afio 0,9 mSv/afio 1,8 mSv/afio

En los vuelos de pasajeros (a 12000 de altura) se reciben 5 puSv/hora, es decir que en
1000 horas se cubre la dosis méxima anual aceptable. La radiacion terrestre natural es
aun mds alta. Depende marcadamente de la region, pero en promedio la dosis anual por
persona debida a esta fuente es de 1,7 mSv. Por otro lado, una radiografia de térax
implica una dosis de 0,08 mSv, mientras que una dental aporta 0,1 mSv.
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Llenado de vacancias

Probabilidades relativas de transicion

Una vacancia creada en una capa atémica (por ejemplo en la capa K) puede ser llenada
por decaimientos desde distintos niveles, dando origen a distintas lineas (lineas K). La
probabilidad de que ocurra uno u otro decaimiento se denomina probabilidad de
transicién. Las probabilidades de transicion son propiedades atdmicas, es decir, no
dependen del método utilizado para crear las vacancias primarias.

Los electrones de cada nivel tienen una probabilidad propia de decaer a una vacancia
creada, que es inversamente proporcional a la vida media del estado en el que se
encuentran: un electrén con una vida media corta tendrd gran probabilidad de decaer
hacia la vacancia, “gandndole de mano” a los otros electrones, con lo cual la linea
correspondiente emitida serd mds intensa que las otras.

Por el principio de incertidumbre de Heisemberg, AEAt > h/2, lo que nos dice que una
vida media corta (At chico) estd asociada con un AE grande. Este valor AE esta
relacionado con el ancho del pico emitido y se denomina ancho natural de linea.

Entonces: linea intensa = At chico = AE grande = pico ancho

En realidad el ancho natural de linea, del orden de unos pocos eV, muchas veces esta
inmerso en un ancho mucho mayor debido a la resolucion del detector.

Se denomina probabilidad relativa de transicién de un decaimiento Py, hacia una
vacancia al cociente de la tasa de ese decaimiento sobre la suma de las tasas de todos los
decaimientos posibles para llenar la vacancia considerada. Estas tasas suelen medirse en
eV/h=1/seg.

_tasal; - K T,
dtasax > K I, +Ig, +I +1, +...

Py, =P(L, > K =P,

’LIII

donde I denota la intensidad generada (que no es lo mismo que la emitida ni que la
detectada).

También puede definirse la probabilidad relativa de transicién para un grupo de lineas,
siempre que éstas correspondan a decaimientos hacia el mismo nivel; por ejemplo,

_tasal; > K +tasal; > K Lo, + 1k,
Lm D tasax - K Lo, +1g,, +1gs +1gq +...
X

Py, =P(L, , = K) =P,

Dada la definicién de las probabilidades relativas de transicion, es obvio que estdn
normalizadas a la unidad:

D P(x >K)=P, +P, +P +P, +..1

Produccién de fluorescencia, produccién Auger, transiciones Coster-Kronig y emision
Auger radiativa

Una vez producida una vacancia en un nivel atémico, por ejemplo, por efecto
fotoeléctrico, esta puede llenarse de tres formas:

1. Radiativamente
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2. No radiativamente

3. De forma mixta

Llenado radiativo

Un electron decae desde una capa mds externa y se emite un fotén con energia

hv=E,;—-E,, donde E,y E; son las energias de ligadura del nivel de la vacancia a llenar y
desde donde procede el electron, respectivamente. En particular, E; y E, podrian
pertenecer a distintas subcapas de una misma capa (violando la regla de seleccion
dipolar An 2 1, pero la probabilidad de este tipo de procesos es baja.

La probabilidad de que una vacancia creada (de cualquier manera) en el nivel i sea
llenada radiativamente desde cualguier nivel se llama produccién de fluorescencia @
del nivel i:

I, n° defotones caracteristicos emitidos por decaimientos al nivel i

n, n° de vacancias primarias en el nivel {

Se entiende que tanto /; como #; se refieren a fotones emitidos y vacancias creadas en un
gran nimero de 4atomos, no en uno solo; es decir, estamos hablando de &atomos
simplemente ionizados.

La produccién de fluorescencia @ es una propiedad atdmica, ya que no depende del
experimento, a diferencia de I; y n;, que varian segin sea el método utilizado para crear
las vacancias, puesto que hay métodos mds o menos eficaces para crear vacancias en un
nivel especifico.

Llenado no radiativo

Cuando se produce el decaimiento el dtomo pierde una energia E;—E,. Esta pérdida no
siempre se compensa con la emisién de un fotén; a veces en cambio, se emite un
electréon de una capa mdas externa, con energia cinética T= E;—E,—Es, donde E; es la
energia de ligadura del electrén emitido.

Aqui conviene hacer un a distincidn:

a) Transiciones no radiativas que involucran niveles E; y E, pertenecientes a
distintas capas atomicas (por ejemplo K y Lm).

b) Transiciones no radiativas que involucran niveles E; y E, pertenecientes a la
misma capa atémica (por ejemplo L; y Ly).

Transiciones no radiativas entre distintas capas: produccion Auger. Se denomina
producciéon Auger a; del nivel i a la probabilidad de que una vacancia creada (de
cualquier manera) en el nivel i sea llenada no radiativamente desde un nivel
perteneciente a otra capa atomica (An>0). Como consecuencia del decaimiento se emite
un electrén desde una capa mds externa para que se conserve la energia. Este electrén se
denomina electrén Auger. Los electrones Auger dan pie a una técnica espectroscopica:
la espectroscopia Auger. La produccién Auger a; decrece con Z y con E|—E.

Luego de un decaimiento nuclear en 4tomos de nimero atdmico grande, también puede
emitirse un electrén Auger (con energias del orden de los MeV).

Transiciones no radiativas entre niveles de una misma capa: transiciones Coster-
Kronig. Se denomina probabilidad de transiciéon Coster-Kronig f;; a la probabilidad de
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que una vacancia creada (de cualquier manera) en la subcapa j de una capa atémica sea
llenada no radiativamente desde otra subcapa / de la misma capa atomica (An=0).
Cuando el electron Auger también es emitido desde la misma capa atémica
(obviamente, desde una subcapa mds externa), el proceso se denomina Siper Coster-
Kronig.

Llenado mixto: Emision Auger Radiativa (RAE). Una vacancia generada en una capa
interna es llenada por el decaimiento de un electrén desde un nivel mds externo.
Después del decaimiento se emiten un foton y un electrén desde una capa mds externa,
compartiendo la energia disponible para satisfacer las leyes de conservaciéon. En el
espectro de emision de rayos x este proceso se manifiesta en estructuras anchas o
“bandas”. La ecuacion de conservacion se escribe como:

hV+T+E3=E1—E2 )
por lo tanto, hv=E -E,-E;-T

Entonces, los dos casos extremos correponden a hvysx = Ef — E; — Es y hvy, =0
(efecto Auger puro).

Dada una vacancia, ésta s6lo puede llenarse mediante alguno de los procesos descriptos.
Despreciando la baja probabilidad de la emisién Auger radiativa, puede escribirse:

o +a+Y fi,=1,

I>j

donde f; denota la probabilidad de transicién Coster-Kronig /[— j de la capa atémica i.

Calculo de la intensidad fluorescente

Se denomina emisidn fluorescente a la radiacién caracteristica (rayos x caracteristicos)
que se produce por decaimientos a vacancias creadas por efecto fotoeléctrico. Es decir,
cuando un haz de rayos x incide sobre un material se produce, entre otras cosas, efecto
fotoeléctrico; luego algunas de las vacancias creadas son llenadas radiativamente y asi
surge la radiacién caracteristica “fluorescente”. La técnica de fluorescencia de rayos x
(FRX) se basa en hacer incidir rayos x sobre una muestra incognita y detectar la
radiacién fluorescente emitida por ella. Si se cuenta con ecuaciones que relacionen las
intensidades caracteristicas detectadas con las concentraciones masicas de los elementos
constituyentes de la muestra, es posible realizar andlisis cuantitativos. A continuacién se
presenta la deduccién de tales ecuaciones. Se supone que la muestra es homogénea, su
superficie es perfectamente plana y que su espesor d es uniforme. Los procesos que dan
lugar a la intensidad fluorescente pueden agruparse en cuatro etapas:

1. Laradiacién primaria es atenuada por la muestra hasta llegar a la profundidad x.

2. Soélo una fraccién de los fotones que llegan a dx (a la profundidad x) produce
vacancias (efecto fotoeléctrico), solamente algunas de estas vacancias se llenan
radiativamente y s6lo una parte de ellas se llena desde un nivel particular,
originando un pico caracteristico en el espectro.

La radiacion fluorescente se atenda en la muestra antes de abandonarla.

4. Soélo una parte de la radiacion fluorescente que sale de la superficie de la
muestra esté dirigida al detector y no todos estos fotones son detectados.
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a)

b)

9

Detector

4. Deteccion

(1 (0))

L. Atenua- \ d,

2
cion del haz dl 3. Atenua-
cion del haz

primario
ANV ﬂ
\/ uorescente
T dx \/
2. Produccion
de rayos x
caracteristicos

v

. Atenuacién primaria. Si I,(A) es el nimero de fotones de longitud de onda ente A

y A+dA del haz primario (generalmente por unidad de tiempo y de drea), los
fotones de ese tipo que llegan a la profundidad x serdn I;(A)= I,(A)dA expl-
wp(A) pdil = L(A)dA exp[-wW/p(A) cosec(®)px], donde n/p(A) es el coeficiente
de atenuacién masico de la muestra a la radiacién de longitud de onda A.

Produccién de rayos x caracteristicos de la linea g que corresponde a la capa ¢
del elemento j, generada en la 1dmina de espesor dx. El nimero de estos fotones
serd proporcional a:

el nimero de veces que se produce efecto fotoeléctrico en la capa ¢ del elemento
J (o numero de ionizaciones): C; ‘tcj(7\.)/pj dp!, donde ‘tcj(k)/pj es el coeficiente de
atenuacion madsico fluorescente para la capa c¢ del elemento j a la radiacion de
longitud de onda A, Cj es la concentraciéon masica del elemento j en el material y
dpl es el espesor mésico del camino d! recorrido en la capa de espesor dx;

la probabilidad de llenado radiativo o (produccion de fluorescencia) de la capa
c del elemento j.

la probabilidad relativa de transicién ch,q correspondiente a la linea g.

Por lo tanto, el nimero de fotones de interés generado sera:

3.

L=, AM)C; T V)/p; o Py cosec(r) dpx

Atenuacion de la radiacion fluorescente de longitud de onda ch,q. La atenuacion
generada se verd atenuada en un factor exp[-W/p(N.q)pd-]. Luego, el nimero de
fotones de interés que abandona la muestra estd dado por:

L(M)=L(A) exp[-Wp(N. ) cosec(@:)px]
donde wp = X(wp); C;.
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4. Deteccion. Si AQ es el dngulo sélido subtendido por el detector, AQ/(47) tendrd
en cuenta la fraccion de la radiacion emergente que llega al detector; entonces, la
radiacién de interés detectada serd:

LW=L) AQ/4m) e(Ncg) ,

donde g(N.q) es la eficiencia intrinseca del detector a la radiacion caracteristica
de interés.

Sustituyendo la expresion para I3 en la ecuacién anterior e integrando para toda la
muestra (px entre 0 y pd) y para todas las longitudes de onda del espectro incidente, se
obtiene la intensidad fluorescente detectada de la linea de interés:

j o AQ .
I, =C,0!P, Eé‘(/liq) cosec(¢,) X

A% abs. TL.] (/1) p p )

J

P, ‘Lpl(/l)cosec((ol)+ﬁ(/7«f,q Jeos ec(p,)

1,(A)dA

Los limites de integracion corresponden a los fotones de maxima energia del espectro
incidente (Amm) y a la energia del borde de absorcion de la capa ¢ del elemento j (A¢ abs)-

Si la muestra es infinita, es decir, si el espesor incidente se atenda totalmente en la
muestra,

20

4

J‘ﬂh{‘nm. ch (ﬂ') 1

’ p; H (A)cosec(p,) + lad (ﬂj,q )cos ec(@,)
p p

1, =C,0/P! ~~" (Al )cosec(p) x

1,(A)dA

min

Otra posibilidad interesante se da cuando la muestra es delgada, es decir, cuando la
exponencial dentro del integrando puede aproximarse utilizando su desarrollo de Taylor
hasta el término lineal. La expresion resultante resulta muy sencilla:

j J
AQ g(ﬂi’q) cosec(@, )pdj'}“cm, T D)

i ipi
Ic,q _Cja)c Pc,q yp -

1,(A)dA

J

Por otra parte, si entre la fuente de rayos x y la muestra o entre la muestra y el detector
hay aire (o algtin otro gas), es necesario tener en cuenta la atenuacioén correspondiente.

Hay que notar que para el cdlculo de la intensidad fluorescente se ha despreciado
totalmente cualquier tipo de efecto doble o superior; por ejemplo, fotones primarios que
sufren una dispersion Compton o Rayleigh y luego absorcion fotoeléctrica, o fotones
caracteristicos que sufren una dispersion Compton o Rayleigh antes de abandonar la
muestra y llegan al detector. En particular, no se ha tenido en cuenta un efecto
importante denominado fluorescencia secundaria y que consiste en que un fotén
incidente produce efecto fotoeléctrico en un dtomo de un elemento i, que al decaer
radiativamente genera un foton caracteristico, que a su vez, produce fluorescencia en el
elemento j de interés.
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Sistemas de deteccion de fotones

Sistemas dispersivos en energia (EDS)

Fueron desarrollados en 1968 por Fitzgerald, Keil y Heinrich. Estos sistemas son
capaces de discriminar los fotones incidentes segiin su energia. A continuacién se
muestra un esquema de un EDS.

Fuente de
alta tension

Amplificador

Si(Li
i) PC

\

\ N

Preamplificador
(FET)

ADC-MCA

muestra

Detector de Si(Li)

El detector de rayos x es bdsicamente un material cristalino, que suele ser silicio dopado
con litio —Si(Li)—, pero que también puede ser de germanio. Estos detectores de
radiacién se conocen como detectores de estado sélido. A continuacién describiremos
los procesos que ocurren en este tipo de detectores, particularizando para el caso de los
detectores de Si(Li).

El silicio puro es un semiconductor. En este tipo de materiales, la separacién energética
E, entre la banda de valencia (tiltima capa no completa) y la de conduccion es del orden
de 1 eV. Esta energia es demasiado grande como para que los electrones de la banda de
valencia “salten” a la de conduccién para temperaturas bajas; por lo tanto su resistencia
eléctrica es altisima (~10° Qecm). Algo similar ocurre con un aislante, aunque en este
caso, el salto energético entre las dos bandas es mayor que 5 eV:

Banda de
conduccidon
Banda de
E;>5 eV conduccién
{ Eg~1ev
Banda de Banda de
valencia valencia
Aislante Semiconductor
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Cuando un fotén incidente entrega su energia a un electrén de la banda de valencia, éste
si puede saltar a la banda de conduccién y moverse libremente por el cristal. Esta carga
es colectada mediante la aplicacién de un campo eléctrico externo. Este efecto es mucho
mds probable en el caso de los semiconductores como el Si o el Ge que en el caso de los
aislantes.

El problema es que el silicio se encuentra contaminado con impurezas, lo que cambia
totalmente sus caracteristicas de conduccidn. El silicio tiene valencia 4, es decir, tiene
cuatro electrones en la banda de valencia; si la impureza tiene valencia 5, como en el
caso del fésforo, uno de sus electrones estd débilmente ligado, credndose un nivel
energético adicional, muy préximo a la banda de conduccidn:

. ) ) . . ) Banda de
Si ==S1i=—=3Si Si=—=Si=—=3Si ‘ conduccién ‘ Nivel
” ” ” ” ” - ” *~ donor
Si=—=S1=—=3Si Si=— P=—=5Si
1 T e
Si = Si =—Si Si = Si = Si valencia

El nivel adicional creado se denomina “donor”, ya que un electrén en el mismo puede
“donarse” facilmente a la banda de conduccién. Estos semiconductores, por su parte, se
llaman tipo n (de negativo). En un semiconductor tipo n, a la menor fluctuacién térmica
un electrén pasa a la banda de conduccidn; entonces, si se aplica un campo eléctrico
externo a través del cristal, se colecta carga por los extremos aunque no ingrese ningin
fotén. Entonces, estos materiales donde la resistividad no es muy alta, no pueden ser
usados como detectores de radiaciéon debido a la importante corriente de pérdida que
presentan ante la aplicacién de un campo eléctrico.

Si la impureza tiene valencia 3 (por ejemplo boro), hay una vacancia similar al hueco
que dejaria un electrén si saltara a la banda de conduccién, pero con una energia
levemente mayor (algo mds inestable).

Si =—=S1=—=3Si Banda de

” ” ” conduccion
Si=— B—Si )

[ o

, , , Banda de aceptor
Si==Si===i valencia

Estos son conductores de tipo p (de positivo). A la menor fluctuaciéon térmica, un
electrén salta de la banda de conduccién al nivel “aceptor”, dejando un hueco. Al
aplicar un campo externo este hueco puede desplazarse por la red, actuando como un
portador de carga libre.

Ninguno de estos materiales sirve como detector, ya que debido a su baja resistividad,
presentan corrientes de pérdida importantes que enmascararian la deteccion de cualquier
fotén que incida sobre él. Lo que se hace es compensar impurezas tipo p con impurezas
tipo n. Por ejemplo, si el material (Si) tiene impurezas tipo p como el boro, se le difunde
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Li, que es tipo n, por un extremo del cristal. Este proceso se realiza a alta temperatura y
aplicando una diferencia de potencial. Después de este procedimiento, queda una zona
“compensada”, donde los niveles aceptores del B se llenan con los electrones sobrantes
del Li; esa zona adquiere una alta resistividad, comparable a la del hipotético material
puro. Este tipo de materiales se denomina juntura p-i-n.

De esta manera, ante la ausencia de radiacidén y para una temperatura convenientemente
baja (77 K), la corriente de pérdida es despreciable al aplicar un campo eléctrico
externo. Cuando un fotén ingresa al cristal, el proceso més frecuente de absorcion es el
fotoeléctrico. El 4dtomo de silicio ionizado emite un fotoelectrén y luego un fotén
caracteristico o un electrén Auger. Estos electrones, a su vez, depositan su energia en el
cristal creando pares electrén-hueco, que son libres de moverse por él y son colectados
en los contactos 6hmicos adosados al cristal.

Preamplificador
Si(Li)
Contacto
6hmico (Au)
Preamplificador FET
(Field effect transistor)
-+

Fuente de alta
tension

El preamplificador es un transistor de efecto de campo (FET), cuya funcién es
transformar el pulso de carga que entrega el cristal cuando incide un fotén, en un pulso
de voltaje. Para radiacion incidente con energia entre 1 y 10 keV se crean entre 260 y
2600 pares electrén-hueco, colectdndose una carga del orden de 1000 €', es decir, del
orden de 10"° C. La magnitud de este pulso de carga es proporcional a la energia del
fotén incidente. La ganancia del FET es del orden de 10" V/C, por lo tanto, si el pulso
de entrada es de 10'° C, el pulso de salida es del orden del mV. Estos pulsos pequefios
deben ser amplificados para su posterior procesamiento; por lo tanto debe reducirse todo
lo posible el ruido electrénico antes de la amplificacion; para ello, el FET se mantiene a
77 K al igual que el cristal. Por otra parte el cristal se mantiene al vacio para evitar la
contaminacién y de paso, el vacio constituye un excelente aislante térmico.

Si(Li) FET /_

N

Ventana de Be
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Amplificador

Los pulsos de salida del FET (~ mV) son amplificados unas mil veces por el
amplificador, es decir que los pulsos de salida de este tdltimo son del orden de los V
(tipicamente entre 0 y 10 V). La forma de los pulsos esté caracterizada por la constante
de tiempo del amplificador: es necesario procesar los pulsos rdpidamente para poder
registrar un nuevo foton.

ADC-MCA

El ADC (conversor analdgico digital) convierte cada pulso del amplificador en un
nimero, mientras que el MCA (analizador multicanal) asigna cada uno de estos
nimeros o pulsos digitalizados, a un canal. De esta manera, el niimero de canal se
relaciona con el niimero que el ADC ha asignado al pulso, que a su vez estd dado por el
voltaje con que sale del amplificador (0-10 V), que se relaciona con el pulso que sale
del preamplificador (~ mV), que es proporcional al pulso de carga colectado en el
cristal de Si(Li) (~10"° C), que viene dado por el nimero de pares electrén-hueco
generados, que es proporcional a la energia del fotén incidente.

hv
— 1\_]0 de pares —» Puls_(1)6de — | peT | — E’lllg)sg) Se
e -hueco ~100°C
N°de canal <«— | ADC-MCA gl:llsl% d\f,: Amp.

La relacion lineal existente entre la energia hv del fotén incidente y el nimero de canal
se obtiene efectuando una calibracion.

Tiempo muerto

Inmediatamente después de la llegada de un fotén al detector transcurre un tiempo hasta
que el sistema de deteccidon termina de procesarlo. Este lapso se denomina tiempo
muerto T. Si llega otro fotdn al detector en un instante t<T después de haber llegado el
primer fotén, no serd detectado.

Seglin sean los componentes electronicos de la cadena de adquisicion, existen dos tipos
posibles de tiempo muerto:

a) Extensible o paralizable: La llegada de un fotén antes de T vuelve a bloquear el
sistema y se reinicia la cuenta.

Eventos
detectados
—T—
Eventos A g
t
reales
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En el ejemplo de la figura, el nimero de eventos reales (fotones que llegan el detector)
es 6, pero el niimero de eventos detectados es s6lo 3. Vemos que el nimero de eventos
detectados estd dado por el nimero de intervalos entre eventos reales con Ar>T. Los
eventos reales llegan aleatoriamente, entonces, los intervalos entre ellos siguen una
distribucion de Poisson:

p(T)dT = ne™" dr

donde p(T)dT es la probabilidad de encontrar un intervalo entre eventos reales que dure
un tiempo entre 7'y T+dT y n es la tasa de eventos reales.

La probabilidad de que un intervalo dure un tiempo mayor que T estd dada por

P(t)=[p(T )T = [ne™TdT =¢™"|" =¢™"
T T

oo

Luego, la tasa de eventos detectados serd el producto de esta probabilidad por la tasa de
eventos reales:

m=ne """ (15)

b) No extensible o paralizable: Durante un periodo T siguiente a la llegada de un
fotdn, el sistema no recibe nada y la llegada de un nuevo fotén es simplemente
ignorada sin producir ningin efecto en la cadena de deteccion.

Eventos ,
detectados

“—T—

Eventos )
reales

>

Considerando el ejemplo anterior, en este caso se detectan 4 fotones en lugar de 3; esto
se debe a que el sistema “no se enterd” de la llegada del quinto fotén y este evento ni
siquiera bloqued su funcionamiento. Vemos que la fraccién de tiempo en que el detector
estd inactivo es mT. Entonces la tasa de cuentas perdidas serd, por un lado, nmt y por
otro, n-m. Entonces:

m
n-m=nmt?T = n= ,
-mT
o bien:
n
m= (16)
1+nt
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Si la tasa de eventos reales es baja (n<1/7), la ec. (15) puede aproximarse por
m= n(l - n’L’)

y la ec. (16) también (mediante el desarrollo en serie de la funcién exponencial). Es
decir, para bajo conteo ambos tipos de tiempo muerto se comportan similarmente:

m=n

Vrdeoooo . _ __________________________________
no paralizable

paralizable

»
»

n

Estos tipos de tiempo muerto son modelos idealizados. Seglin sea el sistema de
deteccién, se aplica mejor uno u otro. Dentro de limites razonables, el efecto del tiempo
muerto es una disminucion de la tasa de eventos detectados independiente de la energia.
Entonces, multiplicando por un factor a todo el espectro adquirido se obtiene el espectro
“real”. Es importante conocer ese factor cuando se hace un andlisis con patrones.

Picos suma

Si dos fotones arriban a 1 detector “al mismo tiempo”, es decir, un segundo fotén llega
mientras se estd comenzando a detectar el primero (rise time), el sistema interpreta los
dos fotones como un tnico fotdén de energia igual a la suma de los fotones reales. Si, por
ejemplo, la muestra emite dos picos intensos A y B, el espectrémetro puede interpretar
que hay un pico A, un pico B (los picos “padre”) y tres picos suma, que se corresponden
a la llegada simultdnea de dos fotones A, de dos fotones B o de un fotén de cada tipo.

Los picos suma s6lo son visibles cuando la tasa de conteo es alta y los picos padre son
muy intensos.

v
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Pico de escape

Cuando se escapa del detector un fotén caracteristico de Si, producto del decaimiento
hacia una vacancia creada por radiacién incidente de energia hv, el pulso detectado
corresponde a una energia hv-SiKo, lo cual genera en el espectro un pequefo pico con
esa energia. SAlo las lineas con energias mayores que la de excitacion de la capa K del
silicio (en el caso de los detectores de Si(Li)) tienen asociado un pico de escape. La
intensidad del pico de escapa relativa al pico padre disminuye con /v, ya que al tratarse
de fotones cada vez mds penetrantes, el efecto fotoeléctrico se produce cada vez mas
adentro del detector, con lo que disminuye la probabilidad de escape del fotén
caracteristico.

Pico de fluorescencia de Si

Es un efecto complementario al anterior (y en general, menos importante). Ocurre
cuando un fotén de energia hv es absorbido cerca del borde de la zona activa del
detector y es el fotoelectron el que escapa , con E= Av-SiK, mientras que el fotén
caracteristico, de energia SiKa, es la tinica “parte” del fotén incidente que es colectada.
El efecto se manifiesta en el espectro como un pequefio pico espurio en la energia SiKa.

Coleccion incompleta de cargas y asimetria de picos.

Las impurezas y defectos en la estructura cristalina del silicio pueden actuar como
“trampas” para huecos y electrones en su viaje hacia los electrodos. Si tardan més en
liberarse de esas trampas (por excitacion térmica) que el tiempo de coleccidn para todas
las cargas producidas por la llegada de un fotdn, la carga colectada serd algo menor y
por consiguiente, la energia también.

El efecto global es que los picos pueden presentar una cola hacia la zona de bajas
energias. Este efecto es mds notable cuando hay maés sitios de entrampamiento, lo que
ocurre en la zona de mayor concentraciéon de impurezas, que tiene lugar en la primera
regidn del detector, ubicada entre la region activa y la capa muerta y que constituye una
regidn parcialmente activa. Cuando los pares electrén-hueco son generados dentro de la
regién activa (casi libre de trampas), los electrones, bajo la influencia del campo
eléctrico aplicado, se moveran hacia el dnodo, mientras que los huecos se dirigirdn al
citodo, a través de la zona parcialmente activa, con una alta probabilidad de
entrampamiento. El entrampamiento de huecos, sin embargo, casi no afecta la altura del
pulso colectado, debido a que éste se forma principalmente por los electrones (su
movilidad dentro del semiconductor es alrededor del doble de la movilidad de los
huecos). Por otro lado, cuando los portadores de carga son generados en la capa
parcialmente activa, tanto electrones como huecos deben atravesarla, con alta
probabilidad de entrampamiento; en este caso el pulso colectado es menor que el
esperado. Entonces, si los fotones son muy eficientemente colectados en la primera
regidn del detector, los picos son mds asimétricos, es decir, que habrd una correlacién
entre la asimetria del pico y el coeficiente de atenuacion del silicio.
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En la figura se observa esta correlacion entre el drea de la parte asimétrica de picos
caracteristicos de distinta energia (normalizada al 4rea total) y el coeficiente de
atenuacion p(Si).

Eficiencia

Se define la eficiencia € de un detector como

n’de fotones det ectados

" n°de fotones quelleganal det ector

A veces se le llama eficiencia intrinseca, para diferenciarla de la eficiencia total, que es
el producto de € por AQ/(4m), donde AQ es el dngulo sélido subtendido por el detector.
Esta eficiencia total representa el nimero de fotones detectados sobre el nimero de
fotones emitidos por la fuente:

o= n’de fotones detectados AQ

n’de fotones emitidos 4z

La eficiencia intrinseca es una funcién de la energia del fotén que cumple que € < 1. En
particular, es considerablemente menor que uno para energias “grandes”, tales que los
fotones atraviesan la zona activa del detector sin interactuar y para energias “pequeiias”,
tales que los fotones son atenuados antes de llegar a la zona activa del detector. Antes
de la zona activa del detector estan: la ventana (Be, Formvar, etc.), el contacto metalico
(Au o Al) y la capa muerta, (Si) que es una zona del cristal no apta para la deteccién
debida a efectos de superficie. La siguiente figura muestra el comportamiento de la

eficiencia intrinseca en funcién de la energia de los fotones para tres detectores de
Si(Li) distintos.
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Resolucion

Si € es la energia media necesaria para crear un par electron-hueco, el nimero medio
<N> de estos pares producidos por un fotdn de energia E serd <N>=E /e. Parte de la
energia del foton es disipada en colisiones no ionizantes (agitacion térmica, agitacion
colectiva de la red, etc.). Si s6lo una pequefia parte de la energia E fuera a parar a
colisiones ionizantes, éstas ocurririan aleatoriamente; entonces, la desviacion estidndar ¢
de <N> seria o=<N>""; por otro lado, si toda la energia E se destinara a colisiones
ionizantes, no habria fluctuaciones en el nimero de pares creados y seria 6=0. La

realidad estd entre estos dos extremos, de manera que:

oc=+AF<N>,

donde el factor de Fano F es una medida de cuan aleatoriamente ocurren las colisiones
ionizantes. Tipicamente, F = 0,1 para detectores de Si(Li).

En una distribucion gaussiana el ancho a la mitad de la altura FWHM se relaciona con ¢
mediante la expresion FWHM=2,355 ©. Entonces, el ancho en energia a la mitad de la
altura de un pico estard dado por:

AE,,, = FWHM =2355¢ 0 =2355e JF <N > =2355c JFE/ e =2355Je FE

Vemos que la estadistica en la produccién de pares electrén-hueco conduce a picos con
un ancho creciente con la energia E del fotdn caracteristico. Otras fuentes de incerteza o
pérdida de resolucion energética son la corriente de pérdida en el detector el ruido
térmico en el preamplificador. Estas dos fuentes no dependen de E, sino que son fuentes
de ruido aleatorio que debe sumarse en cuadratura con la contribucién debida a la
estadistica de las ionizaciones:

AE* = AE} + AE., = AE} + 2,355 € FE,

stat

donde el subindice n se refiere al ruido electrénico.

Sistemas dispersivos en longitud de onda (WDS)

Estos sistemas poseen una resolucion mucho menor (es decir, mucho mejor) que los
EDS, pero no registran todos los picos al mismo tiempo, sino secuencialmente. Los
rayos x procedentes de la fuente inciden sobre un cristal en el cual se produce reflexion
de Bragg en un dngulo relacionado con la longitud de onda A de la radiacién incidente.
La resolucion tipica de un sistema EDS es de alrededor de 150 eV para la linea FeKa,
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mientras que para los sistemas WDS puede estar entre 5 y 10 eV para la misma energia,
dependiendo del cristal analizador.

Fuente de Preamplificador
alta tension P Amplificador
PC
\ A \ N
U SCA

Cristal

muestra

En la figura anterior se muestra un esquema de un espectrémetro WDS. El cristal se
utiliza como un “sintonizador de longitudes de onda”.

< o>

Consideremos un haz de rayos x paralelos que incide sobre la superficie de un cristal
perfecto formando con ella un dngulo 6, como se muestra en la figura. La reflexion de
estos rayos en distintos planos del cristal formar4 interferencia constructiva sélo cuando
lleguen en fase, es decir, cuando la diferencia de camino entre ellos difiera en un
nimero entero de longitudes de onda. La diferencia de camino entre rayos reflejados en
planos sucesivos estd dada por AA=2d sen®, donde d es la separacién entre planos. La
interferencia constructiva se da cuando AA=nA, con n natural. Luego, para un dado
dngulo de incidencia, se reflejan las longitudes de onda que satisfacen la condicién de
Bragg:

nA=2d senf.

La reflexion de orden 1 (n=1) es mucho mds intensa que las de orden superior.
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Entonces, el cristal actda como un sintonizador que refleja cada A en un dngulo
diferente. La adquisicién del espectro se va haciendo al girar el cristal, de a “una”
longitud de onda por vez. Existen distintos tipos de montaje instrumental; usualmente se
mantiene fuente, cristal y detector en el perimetro de un circulo, llamado circulo de
Rowland.

Cristal curvado en un

Rac_lcilaCitén .— radio 2r y pulido en
Incidente /__\’\\ un radio r
S

Contador
proporcional

Geometria de
Johansson

El cristal suele curvarse en un radio r para aumentar la zona donde se cumple la
condicién de Bragg y asi mejorar la eficiencia de coleccién. Esta disposicidn se conoce
como geometria de Johann. Cuando el radio de curvatura del cristal es 2r, pero estd
pulido en un radio r, el 4ngulo de Bragg se mantiene igual para todo punto del cristal en
el plano de Rowland; esta configuracién se denomina geometria de Johansson.

El detector es un contador proporcional. Este consiste en un cilindro metélico que
contiene un gas adecuado y un dnodo concéntrico. Se establece una diferencia de
potencial entre el 4nodo y la carcaza, con lo cual funciona de manera similar al detector
de Si(Li), salvo que en vez de crearse pares electrén-hueco, se crean pares i6nicos.

catodo

M s |
L

—\/—/\

hv

ventana

El gas utilizado suele ser Ar, Xe o una mezcla de Ar con CHs. Se requiere entre 25 y 30
eV para crear un par i6nico; entonces, un fotén de 1 keV produce alrededor de 35 pares
i6nicos, mientras que en un detector de Si(Li) se producirian casi 10 veces mds
portadores de carga. Esto significa que la incerteza o resolucién AE es mucho mayor
para los contadores proporcionales que para los detectores de Si(Li); de todas maneras,
en este caso el detector se utiliza s6lo como contador, ya que el cristal se encarga de
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discriminar cada longitud de onda. Segun sea el voltaje aplicado, este tipo de detector
reacciona de manera distinta.

Pulse
amplitude
(log scale)

|
|
|
I Geiger—

Mueller
region

l | Proportional
| ton | region
| saturation |

region l

Applied voltage
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Parte 2: Particulas cargadas
Generalidades

Las particulas cargadas pueden clasificarse en livianas y pesadas. Dentro del primer
grupo se encuentran los electrones y positrones; particulas de igual masa en reposo m, y
carga —e y +e respectivamente. Algunos autores les llaman electrones a ambas,
distinguiendo entre positrones (de carga +e) y negatrones (de carga —e). Por otro lado
estdn las particulas pesadas, entre las cuales se incluyen los protones, las particulas a,
los mesones, etc.

Vamos a considerar que las particulas incidentes son “rdpidas”, es decir, su energia
cinética es mucho mayor que la correspondiente a la agitacion térmica. Consideraremos
s6lo las interacciones de tipo coulombiano: ionizacidn, dispersion, excitacion, pérdidas
por radiacion.

Tipos de interaccion

Las interacciones entre particulas cargadas y la materia se clasifican segin la pérdida de
energia del proyectil en: 1. ineldsticas (cuando el proyectil pierde una fraccién
considerable de energia) y 2. eldsticas (cuando el proyectil no pierde energia o pierde
una fraccion despreciable de su energia). Por otra parte, el centro dispersor puede ser: a)
un electrén atdémico o b) un nicleo atémico.

1. a) Colisiones ineldsticas con electrones atdmicos.

La particula incidente cede energia al electrén atdmico produciendo su excitacién o
su ionizacion. Ademads sufre una pequefia deflexion que en general es de alrededor
de 0,1° 6 menos. Este es el mecanismo predominante de pérdida de energia.

2. a) Colisiones eldsticas con electrones atémicos.

Sélo son probables si la energia del proyectil es menor que la menor energia de
excitacién del electrén blanco; por lo tanto, esto s6lo ocurre para electrones con
energias menores que los 100 eV. No veremos este efecto en detalle ya que no
estamos particularmente interesados en ese rango de energias. Como los electrones
ligados no son excitados, el 4tomo participa como un todo en la conservaciéon de E y
P.

1. b) Colisiones ineldsticas con niicleos.

La particula incidente pasa ‘“cerca” del nicleo y siempre es deflectada; algunas
veces pierde energia emitiendo un fotén (Bremsstrahlung), raras veces excitando
algin nucledn. En estos tltimos casos se trata entonces de interacciones ineldsticas.

2. b) Colisiones elasticas con niicleos.

El proyectil se reflecta sin irradiar ni excitar el ndcleo. S6lo pierde la energia
necesaria para la conservacion de P del sistema. Si las particulas incidentes son
electrones, este tipo de colisién es muy probable y el proyectil practicamente no
pierde energia, ya que por la relacion de masas entre el proyectil y el blanco se trata
de un caso andlogo al del choque de una pelota contra una pared. La deflexién mas
probable estd entre 2° y 5°.
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Colisiones inelasticas con electrones atomicos (1.a)

En estos procesos parte de la energia de los electrones incidentes es transferida a los
electrones ligados de los 4tomos, que pueden abandonar el 4tomo dejandolo ionizado.
La energia transferida puede ir desde algunas fracciones de eV, hasta la energia cinética
T del electrén incidente, dependiendo del tipo de proceso (excitacion de fonones,
plasmones, electrones secundarios, ionizacién de capas profundas, etc.).

Teoria clasica: dispersion de Rutherford

Vamos a suponer que una particula con carga —ze y masa m; intearactia
coulombianamente con un electrén de carga —e y masa m,, inicialmente en reposo.
Supondremos que la energia cinética T de la particula incidente es muy grande
comparada con la energia de ligadura E. del electr6n dispersante: %2 myv;® < E, de
manera que podemos suponerlo libre reduciendo el problema al de un choque eléstico
(en el sentido de que se conserva la energia entre la particula incidente y el electrén
blanco).

Choque eldstico (se conservan P y E)

A continuacion se explicita la nomenclatura utilizada para describir la interaccion:

Antes Después
Sistema laboratorio my: vi; mp: vo=0 mp:vy, mp.v
Sistema centro de masa mp: Vip;, My Voo mp: Vo, My Voo

Por la definicién de la velocidad del centro de masa, vey, puede escribirse:

o my, +m, v, m,(¥,-V,)
| =

V=Vt Veu= Vo =V

m1+m2 m1+m2
m, v, +m,V m,(V,—-V,)
- - - - _ 1Vi 2 Vo 1V 2
Vy =Vt Vo=V =V, — ==
m1+m2 m1+m2
- - m,V - m,V
Sea v=v,-V,2V,=—"— ; V,y=——
m1+m2 m1+m2

En el sistema centro de masa vey=0; por lo tanto, para el momento del sistema se
cumple que Py=0 (antes del choque). Entonces, por conservacién de P:

m m

o - 2 _ b

mv,,+m,v,, =0 =v,,=—-7V, = Vi = Vi s (17)
ml ml

donde con v se indica el médulo de la velocidad.

La energia del sistema antes del choque estd dada por:
2

E:lmlv2 +lm2V2 =lm1m—gv2 +lm2V2 = lmzv2 1+ =g (18)
2 10 2 20 2 m 20 2 20 2 20 ml

1
Después del choque el momento del sistema en el sistema centro de masa es:
P, =m,V,, +m,V,, =0 (por conservacién de P); por lo tanto,
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- m, .
V;o = __2V'20 (19)

1
mientras que para los médulos se cumple que

20 (20)

La energia del sistema después del choque estd dada por:

2
m 1 m
V24 omyv? = omyvI 1+
2 m, * 2 » 2 » m,

I
eol

— ’2 2 _
E=—myv +_m,v =_m, 21

2 2
Por la conservacién de E, al comparar las ecs. (18) y (21) se obtiene que
Vap = Vag
Andlogamente, comparando las ecs. (17) y (20) se observa que
Vi =V

Sea fi, el versor dev};

o ’ ’ m,vfl,
Vip = Vipllg = Vifly = Vo = )
ml + m2
ademds, por la ec. (19):
m m,vi
V,zo =-— VI() = V,zo =——"t0
m2 ml + m2

Podemos relacionar las velocidades en ambos sistemas después del choque:

m, Vi, + m,v, +m,v,

m, +m, m, +m,

m,vfl m,v,+m,V
+V —_ 1 ()+ 171 272

m, +m, m, +m,

mm, _ P
———y teniendo en cuenta que cuando el blanco estd inicialmente

m, +m,

Definiendo m =

en reposo v, =m,P, =0 (y por lo tantov=v, —v, =V,) podemos escribir para los
momentos en el sistema laboratorio:

m,

P =mva,+
I’Il1 +m2

m,v ;

P, = -mvfi, + mv

Estas ultimas dos ecuaciones pueden visualizarse graficamente en el siguiente circulo de
radio mv:
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Figura 15. Diagrama de la colisién en los sistemas laboratorio y centro de masa.

En este esquema 0; es el desvio que sufre la particula incidente en el sistema laboratorio
y 6, indica la direccién en que sale disparada la particula blanco respecto de la direccién
de incidencia (en el sistema laboratorio). La direccién de incidencia estd dada por la
direccion de v=v;//vio. Entonces Y es el angulo entre vig y v’1, es decir, el desvio que
sufre el proyectil en el sistema centro de masa.

Considerando el tridngulo de la derecha,
X+20; =t =6, =1/2 - /2 ;

Ademads, por el teorema del seno:

sen,x :mzP; =mv senx =mv senx =mv2seny/2 ;
P, mv sen®, cosy /2
por lo tanto:
, 2
v, =Y seny/2 (22)
m, +m,

El problema de dos particulas de masas m; y m, que interactian puede describirse como
el movimiento de una tnica particula de masa m=m;m,/(m;+m;) en un potencial central

U(r), con r = ‘f‘ = ‘fl -7

, donde con T, se indica la posicion de la particula i.

Entonces vamos a considerar el problema equivalente de una unica particula de masa m
moviéndose en un potencial central U(r) cuyo centro, que coincide con el centro de
masa del sistema de masas m; y mp, estd en reposo, como se indica en la fig. 16.

Figura 16. Dispersion en un campo central.
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Para el vector v’ podemos escribir:

p, P m m m
| S B PR Y
m, m, m, m,+m, m,

m_.
mZ

por lo tanto,

o o1
V=mvfi,| —+—
ml mZ
y entonces queda claro que la direcciéon de v'es la de fi; esto nos dice que el dngulo ¥

del problema de un cuerpo ilustrado en la fig. 16 es igual al dngulo % del problema de
dos cuerpos en el sistema centro de masa mostrado en la fig. 15.

Cada posicidén de la trayectoria de la particula queda determinada por las coordenadas r
y @, como se muestra en la figura

Para la velocidad podemos escribir:
I=1-%=v,-v,=V
Mucho antes de la colision puede hacerse la aproximacién |[v|=|v,|= v, . Puesto que el
potencial es central, se conserva en impulso angular L; luego:
L = mrxv = mrv sen® k = MVe P k=Lk;

Por otra parte, expresando en coordenadas polares v = (rér +rpe, ),

dondeé es la direccion del vector r ye,es el versor normal, sobre el plano del

movimiento, con sentido hacia los ¢ crecientes, podemos escribir para el impulso
angular:

L= mrérx(rér+r(pé¢):mr2(pﬁ conlocual, L=mr’¢ = ¢= (23)

rZ
Para la energia mecéanica del sistema puede escribirse:
E= ;mvz +U(r) = ;m(rér +rpe, ) +U(r) = ;m(r2 +1207 )+ U(r)

Reemplazando en esta dltima expresion el valor de ¢ dado en ec.(23):

2
E=lm+ = .
2 2mr

de donde puede despejarse

2
=9 2[gou- B (25)
dt m 2mr

Por otra parte,
L

:@gdrzgdr: 5
dt dr I mr-t

+U(r) , 24)

do dr

Reemplazando el valor de i obtenido en ec. (25):
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Ldr

do= 5 ;
mrz\/[E—U— L zj
m 2mr

Integrando la ec. (26) desde la distancia rp, de méxima proximidad al centro dispersor
hasta el infinito, se obtiene el 4ngulo @, asociado a dicha distancia:

0 :J-w Ldr/r?
* e om(E-U)-L /1

De acuerdo con la ley de Coulomb la expresion para U(r) viene dada por

(26)

27)

2
Um="*=%,
T T

Donde o =k z¢’ y k vale 1 en el sistema cgs y 8,988-10° Nm*/C* en el MKS.
Recordamos que la unidad de carga en el cgs es la ues (unidad electrostética de carga),
mientras que en el MKS es el Coulomb (C) y que 1 C = 2,998-10° ues. De aqui en
adelante trabajaremos en el sistema cgs, donde k=1.

Reemplazando la expresion particular de U(r) en la ec. (27):

0 _r Ldr/r’
(.
"o [ 2mE — 2ma /1 — L /1

Si hacemos el cambio de variable u=1/r y completamos cuadrados, la integral puede
escribirse:

du du
o, _LJ. 242 o 2 :_LJ. m 2
\/2mE+ 5 —(+uLj (+uLj o
m
1 2o 2mE +—
2mE +

Ahora introducimos un nuevo cambio de variable:

m—Oc+uL
b= L ; 2;conlocual: db = Ldu2 ;
JomE+ X JomE+ X
L L
Entonces,

mo L
db —+—
0, = —Jii =arccosb = arccos| L r :
1-b’ o’
2mE + 5
L

Es decir,
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mol mo L

L ]
(po = arccos # — arccos & (28)

1’112062 1’112062
2mE+ 2mE+
L L

Vamos ahora a calcular rm, a partir de la expresion para la energia dada en la ec. (24):

2

L o

Lo —E- .
2 2mr- T

2

—Qr,

2 min °

2
r=r. 31"2030=Ermm—2
mr

por lo tanto:

2 2
L. = oa+vo +2EL /m (29)
2E

Llamando I al argumento del segundo arcocoseno de la ec. (28) y sustituyendo la
mol L2E

expresion para rpy, se obtiene:
moc(oc+x/oc2 +2EL /mj +2EL’
F2mE+m o’ /1’ =M%, - :

oc+x/oc2+2EL2/m L(oc+w/oc2+2EL2/mj

luego:

ma,’ +mon/o” +2EL’ /m + 2EL’

= 2 2 2 2
L 2mE+ ™2 a+L/o +2EL /m [ 2mE + 2
L L

_ mo’+olm’e’/L' +2mE+2EL _ mo’ +ali/m’a’ /L’ +2mE+2EL’

- 2o 2 2.2 B 2 2,2 2 2
oL, 2mE+ S‘ +L[m S‘ +2mEJ OLL\/ZmE+m o /L" +o m+2EL
L m| L

Por lo tanto, de la ec. (28) se obtiene:

I

1

mo /L

cosQ, =
\/ZmE + mzoc2 / L

Vamos ahora a reemplazar L. y E en términos de la velocidad v.. que trae la particula de
masa m mucho antes del choque (E=Y2mv.. ; L=mv.p):

mo o o

2
mv,p VP mv,_p

2 2 2 2
2 2 m o 1 o o
myv,+——-5-5 mv, jd+——— 1+ 5
mv_p mv_p mvp

62




Recordando que

1
gy = | — 1,
cos @,

podemos escribir:

= p=—21g0, (30)

Q) =——"75-
a/(mpv_) mv

oo

Como puede verse en la fig. 16, 2¢o +), = «; luego, Qo= /2 - /2. Entonces,
_sen(w/2—x/2) cos(x/2)
cos(m/2—-x/2) sen(y/2)

0
por lo tanto, reemplazando en la ec. (30):

(04
p=—"1cotg(x/2) 31)

mv

oo

Seccion eficaz

Abordemos el concepto de seccidon eficaz desde un punto de vista distinto al
considerado en la pdgina 3. Sea dN el nimero de particulas que son dispersadas por
unidad de tiempo con un dngulo entre ) y X+dyx. Si el haz incidente contiene n
particulas que por unidad de tiempo atraviesan una seccion de 4rea unitaria; la
intensidad del proceso de interaccion estard dada por:

do = aw (32)
n

Esta interpretacion es equivalente a pensar que una particula incide por unidad de
tiempo en un blanco con n centros dispersores por unidad de drea: cambiando el sistema
de referencia es como si estos n centros fueran proyectiles que van a impactar contra la
particula incidente.

Puesto que para cada pardmetro de impacto p hay un tdnico dngulo de desvio ¥, es decir,
p(x) es una funcién biunivoca, el nimero de particulas dispersadas entre ¥ y x+dy es
también el nimero de particulas que inciden con p entre p y p+dp. Este nimero dN es el
producto del 4rea de la corona comprendida por la densidad n del haz incidente:

dN =2mnpdp ;

sustituyendo en la ec. (32) se obtiene:
dp
do=2npdp = do=2mp(y) . dy (33)
X

El médulo surge debido a que la seccidn eficaz es una magnitud positiva y la funcién
p(x) puede ser decreciente (y usualmente lo es). Utilizando la ec. (31) se tiene que:

dp_ o —sen’(x/2)-cos’(x/2)_  « 1 _
dy 2mvi senz(x/Z) 2mvi senz(x/2)’
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sustituyendo esta expresion en la ec. (33):

2 2
do =T 0(2 c0s3(x/2) dy = do== 0(2 2d(s§:n x/2) (34)
mv_ ) sen (Y/2) myv_, sen” (x/2)

Resulta conveniente expresar la seccidon eficaz en términos de la energia Q=myv’,/2
transferida a la particula dispersante, que en nuestro caso estaba inicialmente en reposo
(en el sistema laboratorio).

Recordando la ec. (22) y teniendo en cuenta que la velocidad relativa v debe
considerarse mucho antes del choque (Vv=V..):

1 41’112V2 2m2

Q=-m, = _sen’y/2 = Q=" v seny/2 35)
(m,+m,) m,
Entonces,
2
d0="""\2 eny/2 dseny/2) = d(seny/2)= M dQ
m, 4m°v_ seny /2

Sustituyendo esta dltima expresion en la ec. (34):

(36)

41’112Vi sen4(x/2)

do=2n 5
mv_

2
o } m,  dQ
pero por la ec. (35) tenemos que:
m,

senzx/2: 5 Q.
2m' v,

entonces, reemplazando en (36):

o’ dQ
_dQ

do=2n >
m,v_ Q

Vemos que esta expresion no depende de la masa de la particula incidente. En nuestro
2 )
caso, 0=ze"; V=V] y mp=my es la masa del electrén en reposo; por lo tanto:

2 4 2
do=21">2° dQ{Cm} (37)

2 2 -
m,v, Q e

La ec. (37) da la seccién eficaz diferencial cladsica (de Rutherford), es decir, do(Q) da la
probabilidad de que la particula incidente pierda una energia entre Q y Q+dQ cuando se
encuentra con un electrén por cm’.

Si la particula incidente es un electrén, z=1. Vemos, a partir de la ec. (37), que son més
probables las colisiones “blandas”, es decir, aquéllas en las que la pérdida de energia es
pequeiia.

Consideremos ahora un proyectil que atraviesa un espesor ds en un medio con NZ
electrones por cm® (N es el nimero de dtomos por unidad de volumen). La pérdida de
energia experimentada por la particula incidente al interactuar con los electrones
atémicos serd:
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dT = NZ[Qdo(Q) ds ; (38)
es decir, la pérdida de energia por unidad de camino recorrido serd, de acuerdo con la
ec. (37):

4

dT 2t [dQ _, 4T e 1n{Q““"*j
2

d—:NZ2n —=NZ2n

§ m,v, “=m Q ds m,v,

(39)

min

Estudiemos cudl es el valor maximo Qmsx que puede tomar la energia transferida. Puede
mostrarse (problema 1 de la guia 4) que:

2

20 1
m,v; p’+(b/2)°

Q= (40)

donde el “didmetro de colision” b representa la minima distancia entre las particulas
interactuantes en el caso de choque frontal. En general, el valor minimo de r es el dado
por la ec. (29); si en dicha ecuacién consideramos una colisién frontal, se cumple que
L=0; por lo tanto, b=o/E; es decir,

b= 200

2
mv,
La médxima transferencia de energia se da precisamente en el caso de choque frontal; la
ec. (40) en este caso particular se escribe:

2 2 2 4 2 2
20 1 20 mv, 2mgmv,

Qm{lx =

2 2 2 2 2
m,v, (b/2)° m,v, « (m, +m,)

Si la particula incidente es un electrén, mi=my y se obtiene que

1 2
. =—m,v, =T,
me 2 0"1

Como era de esperar.

El gran nimero de colisiones blandas que predice la ec. (37) hace que la expresion para
la pérdida de energia por unidad de camino dada en (39) diverja cuando Qu, €s muy
pequeiia, lo cual no estd de acuerdo con la realidad. Esta limitacion era previsible, ya
que hemos supuesto que el electrén atomico (blanco) es libre, es decir que Q>>E.. Para
describir adecuadamente las colisiones blandas, donde no se cumple que Q>>E., es
necesario atacar el problema desde el punto de vista cuéntico.

Desarrollos basados en la teoria cuantica

Los principales aportes al estudio de las interacciones ineldsticas de particulas cargadas
con electrones atomicos desde el punto de vista cudntico fueron producidos en los
comienzos de la década de 1930 por el inglés Sir Nevill Mott, el danés Christian Moller,
el aleman Hans Albrecht Bethe (premio nobel de fisica en 1967) y el suizo Felix Bloch
(premio nobel de fisica en 1952).

Es conveniente en este contexto dividir las colisiones en duras y blandas, segin sea la
transferencia de energia. Se consideran duras aquéllas en la que el electrén atémico
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puede considerarse libre (como en el formalismo clasico). Es decir, si Q>>E, se trata de
colisiones duras.

De la conservacion de la energia y el momento surge que (ver problema 2 de la guia 4)
la méxima energia transferible es:

1+2m,c* /T
1+(m, +m,)’c’ /(2m,T)

méix

donde la energia cinética T de la particula incidente estd dada por:
2

2 2 m,C 2
T=my -mc = mec ,

1-p° )

con B=v,/c. Vemos que si la particula incidente es un electrén:

2
Q. =T 1+22m;c /T -7,
1+4m, ¢ /(2m,T)

como en el formalismo clasico.

La pérdida de energia para colisiones duras puede escribirse como

dar, _ Qi - Oy
. _szQch _szH Q a0 dQ ,
d
donde Ou es la seccion eficaz diferencial para las colisiones duras y H es un valor de

Q arbitrario a partir del cual las colisiones pueden considerarse duras; es decir, a partir
del cual el electrén atémico puede considerarse libre: H>>E.. Las colisiones blandas
son aquéllas para las que Quin<Q<H, donde Qu es del orden de las menores energias
de excitacion de los electrones atdmicos, ya que desde el punto de vista cudntico no
puede transferirse una cantidad de energia menor que esa.

dT. d
s _ N7 j " Q&dQ
dS Quin dQ

Os

La seccion eficaz diferencial para colisiones blandas se obtiene a partir de la teoria

de perturbaciones aplicando la primera aproximacién de Born, que es una aproximacion
en la solucidn asintética de la ecuacién de Schrodinger para la onda dispersada (mucho
después de la colisién). Para llegar a la solucion aproximada debe hacerse la hipdtesis
de que la particula incidente (considerada como una onda plana) en todo momento tiene
una energia cinética mucho mayor que el potencial dispersor U(r) (supuesto radial).
Entonces, esta aproximaciéon funciona bien para potenciales débiles y energias de
incidencia altas, lo que resulta en energias transferidas Q pequefias. Andlogamente a lo
visto para el proceso de creacién de pares, la condicion T>>U conduce a la condicién
7Z/(137 B)<<1. Debe quedar claro que una cosa es Q pequefia (colisiones blandas) y
otra muy distinta es 3 pequefia (no vale la primera aproximacion de Born).

La pérdida total de energia por unidad de camino para este tipo de interacciones estard
dada por
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dT _dT,  dTy (41)
ds ds ds
pero como las colisiones duras son mucho menos probables que las blandas, se suele

hacer la aproximacién
j Q do s g

como si todas las colisiones fueran blandas. A continuacion trataremos por separado
ambos tipos de colisiones.

Colisiones duras para electrones incidentes

Cuando un electrén de energia cinética T colisiona con otro entregdndole una energia Q,
el resultado observable es dos electrones con energias cinéticas Q y T-Q, pero es
imposible saber cudl de ellos era el electron incidente. Se “define” arbitrariamente el
electrén incidente como el de mayor energia. Esto significa que el mdximo valor posible
de Q es Quax=T/2.

Segun la expresion clasica, dada en el a ec. (37), la seccidn eficaz seria

4

e dQ
mVQ

Como en este caso las particulas interactuantes son indistinguibles, a la probabilidad de
que una particula adquiera una energia Q (y que la otra quede con T-Q), hay que
agregarle la probabilidad de que se transfiera una energia T-Q y que la otra particula
quede con T-(T-Q)=Q); entonces:

do=2n——

4 4

do -2 [dQ+de22n e [(T Q +Q}Q

2 2

mev, Q" (T-Q) m,v, (| Q*(T-Q)
es decir,
4 2 2
do=2m ¢ de( T j 1—2Q+2(Qj cm’ /electrén (42)
m,v, Q" \T-Q T T

Esta expresion sigue siendo una seccion eficaz cldsica para Q<T-Q, es decir, para
Q<T/2, mientras que vale cero para Q=T/2. Para obtener la seccién eficaz total ¢ hay
que integrar la ec. (42) s6lo hasta T/2.

Para tener en cuenta efectos cudnticos y relativistas, Moller calculé do a partir de la
teoria de Dirac del electrén, despreciando la ligadura del electrén blanco. El resultado
obtenido con este tratamiento es:

do= 2T dQ{ T j 1-3-] T Q(l—QJJr _Q (1—QJ 43)
m,v; Q°\T-Q T+m,c TU T) (T+mgc T

Puede verse que para Q<<T, la expresion entre llaves tiende a la unidad; es decir, en el
limite de las colisiones blandas la expresion cudntica (43) tiende a la expresion clasica
(42) (ver fig. 17). De todas maneras en ese limite ambas expresiones son incorrectas, ya
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que no vale mds la hipétesis de electrén libre para el blanco, suposicion hecha tanto en
el formalismo clasico de Rutherford como en el cuantico relativista de Mott. Para
estudiar las colisiones blandas debe hacerse un tratamiento diferente.

Figura 17. Seccién eficaz de Moller (ec. 43) relativa a la expresion cldsica (ec. 42).

Como dijimos, en las colisiones duras Q>>E.; entonces, dentro de este tipo de
interacciones podemos considerar las que correspondan a una energia de ligadura muy
pequeiia (siempre que Q sea suficientemente grande); este es el caso de la excitacion de
plasmones y de la generacién de electrones secundarios.

Excitacion de plasmones. Especies metélicas, tales como aluminio o cobre, tienen
electrones poco ligados y no pueden ser atribuidos a un dtomo especifico. Estos
electrones forman parte de un "mar" o "gas" de electrones libres el cual rodea a los
iones. El movimiento de electrones energéticos en este mar de electrones libres puede
provocar la generacién de ondas (plasmones). Debido a la regularidad de la estructura
cristalina, la energia de estas ondas tiende a tomar un valor especifico. Para el caso del
aluminio la excitacién de un plasmén involucra una transferencia de alrededor de 15 eV
del electrén incidente al gas de electrones libres en el sélido.

Excitacion de electrones secundarios. La dispersion ineldstica de los electrones
incidentes en un semiconductor o aislador puede promover el movimiento de electrones
de la banda de valencia a la de conduccién con energia suficiente para que continden
moviéndose a través del sélido. Este proceso también puede ocurrir directamente en los
electrones de la banda de conduccién de un metal. Estos electrones, inicialmente
ligados son llamados electrones secundarios y se propagan perdiendo su energia en
choques ineldsticos. Si cuando alcanzan la superficie, todavia tienen energia suficiente
para traspasar la barrera superficial de energia, escapardn del s6lido. La mayoria de
estos electrones tienen energias menores que 10 eV; por este motivo los que abandonan
la muestra son generados muy cerca de la superficie, aportando informacion detallada
de su topografia. Estos electrones secundarios conforman la principal sefial que se
utiliza en microscopia electrénica de barrido.

Colisiones blandas

En este contexto se sigue utilizando la primera aproximacién de Born, vdlida para
potencial débil en comparacidn con la energia cinética del proyectil. El formalismo de
las colisiones blandas es particularmente ttil para el estudio de ionizacién de capas
atomicas internas, ya que la energia transferida es del orden de las energias de
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ionizaciéon de dichas capas, situacion en la que la probabilidad de ionizacién es
importante. H. Bethe desarrollé el problema sin consideraciones relativistas,
inicialmente para el dtomo de hidrégeno y luego lo extendié a otros dtomos. Para el
hidrégeno utiliz6 un potencial coulombiano entre el electrén atémico y el nicleo y dos
términos perturbativos: uno entre la particula incidente y el nicleo y otro entre la
particula incidente y el electrén atdmico. Para otros dtomos con Z>1, el primer término
perturbativo estd asociado a la interaccidn entre la particula incidente y el niicleo junto
con Z-1 electrones atomicos.

lonizacion de capas atomicas internas. El resultado obtenido por Bethe para la seccién
eficaz de ionizacién de la capa atémica c es:

2000+
! Al

9000 ~

6000 ~

(barn/atomo)

43000

(&)

Figura 18. Seccién eficaz de ionizacion por impacto de electrones para la capa K del
aluminio en funcién del sobrevoltaje.

o = aln(bT/E,)

44
¢ TE. (59

]

donde a y b son constantes y Ec es la energia de ligadura del electrén. En la fig. 18
puede verse un grafico de esta seccion eficaz de ionizacion para la capa K del aluminio
en funcién del sobrevoltaje U=E/E.. Puede verse que para U=1 la seccion eficaz cae
abruptamente a cero; esto se debe a que para energias menores la particula incidente no
es capaz de arrancar el electrén ligado. La curva de 6. en funcién de U tiene para todos
los elementos y capas atémicas internas un maximo que en general estd alrededor de
U=25.

Una vez que se produce una interaccioén de este tipo, el 4tomo queda en un estado
excitado. El decaimiento de este estado va acompanado por la emisién de un rayo x
caracteristico o un electrén Auger (o ambos, en el caso menos probable de efecto Auger
radiativo).

Para la pérdida de energia por unidad de camino Bethe obtuvo:
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2 4 2
dT k
s _Nzag Ll jp| EMoV

2
ds m,v, 1

(45)

En esta expresion, que tiene en cuenta la pérdida de energia por interacciones con todas
las capas atomicas, k es una constante que vale 2 para particulas pesadas y J172 para
electrones y positrones. La cantidad / se denomina potencial medio de ionizacion y esta
relacionada con la Quy, transferible: / es la media geométrica de todas las energias de
ionizacion y excitacion de los electrones ligados. Existen distintas expresiones para el
potencial medio de ionizacién. En primera aproximacién puede decirse que I es
proporcional a Z. Ademads puede verse que I depende de T, ya que si T>E, la capa ¢
debe incluirse para tomar el promedio de las energias de excitacién y ionizacion,
mientras que si T<E., no debe tenerse en cuenta; esto se conoce como efecto de capas.

El propio Bethe mds adelante introdujo una correccion relativista para tener en cuenta
evaluar correctamente la interaccién de electrones de alta energia; con este agregado la
ec. (45) para electrones adopta la forma:

2 4
T Nz 2€ I

2
2m,v,H 2
2

- (46)
2 2

ds myv, | [ 1(1-B)

donde H es la energia de transferencia de corte, por encima de la cual se considera que

las colisiones son duras.

Uno de los procesos mds frecuentes por los cuales un electron que atraviesa un medio
material pierde energia en colisiones blandas es la excitacion de fonones.

Excitacion de fonones. Una gran parte de la energia transferida a un sélido por los
electrones incidentes, se realiza a través de colisiones con pequeiias pérdidas de energia
(< 1 eV) que producen oscilaciones en la red cristalina (fonones), este fendmeno se
manifiesta como un calentamiento del material. Este efecto reviste importancia en
microscopia electrénica, donde un haz de electrones se hace incidir sobre la muestra a
estudiar, debido al dafio térmico que puede producirse en la misma. Si la muestra es
extensa, la regién donde los electrones transfieren su energia estd en contacto con una
gran drea de la materia que la rodea, de tal manera que existe una buena conductividad
térmica, aun en el caso de muestras no metdlicas. El incremento de la temperatura en el
punto de impacto del haz de electrones es de unos pocos grados Celsius (caso tipico de
los microscopios de barrido para una corriente del haz de 1 nA). Para muestras
delgadas o altas corrientes (> 1 LA) en muestras extensas no conductoras, el incremento
de temperatura puede llegar a varios centenares de grados Celsius. Las ondas actsticas
que resultan de la conversién de la energia térmica depositada mientras el haz de
electrones barre un 4rea, pueden ser detectadas con un transductor. Este fenémeno
constituye la base de la "microscopia de ondas térmicas" (TWM).

Pérdida de energia para particulas livianas

Como habiamos visto en la ec. (41), la pérdida de energia por colisiones ineldsticas con
electrones debe calcularse teniendo en cuenta tanto las colisiones blandas como las
duras. Si bien las colisiones blandas son mucho mas probables, alrededor de la mitad de
la energia de la particula incidente se pierde en unas pocas colisiones duras mientras que
el resto, en un gran nimero de colisiones blandas. Puesto que le ec. (43) conduce a una
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TH

expresion complicada para y que extender la ec. (46) desarrollada para colisiones

blandas hasta H=Qusx=T/2, produce un error similar a las incertezas en las teorias
(~5%), usualmente se hace esta dltima aproximacién, de manera que:

dT _ dT, m,v,T

— = =NZ2x In

-p’ (47)
ds  ds |y, m,v, 12(1_B2)

para todas las colisiones (duras y blandas) que tienen lugar cuando la particula incidente
recorre un camino ds. Asumir esto es suficientemente exacto para electrones y
positrones no extremadamente relativistas, donde el espin y el signo de la carga
producen efectos observables. En particular, para electrones no relativistas la ec. (47) se
reduce a:

4 2 4 2
dl:szn e 2T | e m,v,

n - : (48)
ds myv, I myv, | 21

que es la ec. (45) para electrones y positrones. En un trabajo posterior Bethe y Ashkin
muestran que la constante k de la ec. (45) para electrones y positrones deberia valer
Vzm (donde e es la base de los logaritmos naturales) en lugar dem . Con esta
correccion, teniendo en cuenta que N=Nap/A (donde Na es el nimero de Avogadro, p
es la densidad del material y A su peso atdmico), la expresion para la pérdida de energia
en ionizaciones y excitaciones queda:

dT s 7p (1,166T

—=7,8510 —In
ds AT

j keV/cm (49)

Utilizar expresiones como la ec. (49) para describir el frenado de una particula cargada
supone hacer una aproximacién por la cual se considera que en lugar de interactuar de
manera discreta las particulas van perdiendo su energia en forma continua. Esto se
conoce como aproximacion de pérdida continua de energia o CSDA (continuous
slowing down approximation).

Existen algunas definiciones de interés bioldgico relacionadas con las ionizaciones
producidas por un electron que atraviesa un medio material; en primer lugar, cabe
seflalar que en el contexto bioldgico se suele llamar transferencia lineal de energia o
LET, por sus siglas en inglés, a la pérdida de energia en ionizaciones-excitaciones por
unidad de camino (lineal). La pérdida de energia en radiacion de frenado se excluye de
esta definicion ya que se pretende considerar s6lo la energia depositada en el entorno de
la trayectoria del electron.

Por otro lado, se denomina ionizacion especifica, 1.E., al nimero de pares idnicos
creados por longitud de camino recorrido. Esta magnitud depende del medio material y
del tipo de particula incidente; por ejemplo, la I.E. para una particula alfa en agua es del
orden de 100 veces mayor que para un electrén en el mismo medio. Tipicamente la LE.
se expresa en keV/mm. La energia ® necesaria para crear un par idnico, queda
determinada por:

LET eV
=—"": [®]=

0] ; .
LE. n de pares creados

Por ejemplo: @, = 33,7 eV/par.
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Colisiones elasticas de electrones y positrones con niicleos (2.b)

La particula incidente s6lo cede una pequeiisima cantidad de energia al nicleo para que
se conserve el impulso del sistema. Para todo efecto practico se puede considerar que el
proyectil s6lo se reflecta, sin perder energia (hay que tener en cuenta que la masa M del
nicleo es mucho mayor que la masa mg de la particula incidente).

Teoria clasica

La dispersidn del electrén o positron incidente se produce por interacciéon coulombiana
con la carga del ndcleo atémico (dispersion Rutherford). Como resultado de esta
interaccion, el electron es desviado de su trayectoria un dngulo 6.5 que puede tomar
cualquier valor comprendido entre O y 7 radianes, pero con un valor mds probable entre
2° y 5° Esto quiere decir que en la mayoria de los choques eldsticos con nicleos el
proyectil continda casi en la direccién de incidencia, pero hay unos pocos donde puede
desviarse fuertemente de su trayectoria.

En la ec. (34) para la seccion eficaz diferencial en términos de dngulo de desvio
podemos hacer la aproximacién m = mj, ya que en este caso, m = mM/(m+M) y
M>>m;. Ademds, v.. es v; y el sistema centro de masa practicamente coincide con el
sistema laboratorio, de manera que el dngulo ¥ es casi coincidente con el dngulo de
dispersién 0, de la particula incidente en el sistema laboratorio, que llamaremos 6 por
simplicidad. Con estas consideraciones en mente la ec. (34) toma la forma

2
a 2d(sen 6/2)

do=m 3 3
m,v, /] sen (0/2)

(50)

La seccion eficaz para dispersiones eldsticas para dngulos mayores que un dngulo
arbitrario 0 se obtiene integrando la ec. (50):
2

a Jw 2d(sen ©/2)
- 2

2
3 sen_z(x/2)
® sen”(0/2) m,v,

c(z0)=mn

T
2
mIVI o

2 2
c0)=m [cosecz(6/2)—l]=ﬂ: % | cotg’(872)
m,v, m,v,

20 _ 200
2= 2"

1 mIVI

O bien, en términos del diametro de la colisién b =

mv

2

o> 9):%cotg2(9/2) 1)

Si las velocidades no son relativistas es m;=my y recordando que en este caso o=kZ¢’ la
expression de Rutherford dada en la ec. (51) adopta la forma méas familiar

2
20 7.

2

o(>0)=1,62810 cotgz(gj cm’ /4tomo (52)

donde la energia cinética T del electrén incidente estd dada en keV.
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Figura 19. Seccién eficaz de dispersion eldstica con nicleos. A: para C, Fe y Pb a 10
keV; B: para Fe a 10, 20 y 50 keV.

En la figura 19 se observan gréficos correspondientes a la ec. (51) en escala semi-
logaritmica. Estas graficas revelan una fuerte dependencia del dangulo de dispersién 6
con Z y T, ya que la seccion eficaz ¢ crece con el cuadrado de Z y decrece con el
cuadrado de T. También se puede observar que, cuanto mas pequefio es el dngulo de
dispersidn, la seccion eficaz crece mds abruptamente.

Si la velocidad de la particula incidente es relativista, vi=fc y m, = 1m0[3 , laec. (50)
P2
se escribe:
2 2 2
o 2d(sen6/2) o (1-B7) cos(6/2)
do=n—- 3 =N a s 3 de
m,v, sen (0/2) m,Bc  sen (6/2)

2,2 4 2
:nk Z e2 (41—4[3 ) cos3(9/2) 40
m,f ¢ sen (0/2)

(53)

Integrando la ec. (50) entre O y T se obtiene:

2 4
m,c

6(26):1th22( ¢ J 1[_3[3 cotg’(8/2) ,

que es la versidn relativista de la ec. (51). Por otra parte, la seccion eficaz diferencial
(ec. 53) puede expresarse en términos del dngulo s6lido

dQ =27msend d6 = 4msen(0/2)cos(0/2)do :

djzkzzz e 2(1—[32) 1 54)
dQ 4 (mc*) B* sen’(8/2)

Teoria cuantica

Desde este punto de vista los electrones o positrones no son particulas que viajan por
una trayectoria determinada con un pardmetro de impacto p definido, sino que pueden
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representarse con una onda sin ubicaciéon definida. La mecdnica clasica resulta una
buena aproximacién cuando el principio de incerteza de Heisemberg no impone ninguna
condicién apreciable sobre la posibilidad de observar las trayectorias individuales con
instrumentos perfectos o ideales.

Consideremos el siguiente experimento (ver fig. 20): un haz de particulas cargadas (de
carga —ze) incide sobre una pantalla con una rendija cuya ubicacion estd asociada al
pardmetro de impacto de los proyectiles que la atraviesan, respecto de un nicleo que
actda como centro dispersor. Se pretende medir el impulso P transferido al niicleo por
uno de esos proyectiles y el pardmetro de impacto correspondiente p=x.

Figura 20. Experimento ideal: dispersion de una particula cargada por un niicleo.

Si los instrumentos son ideales, se tiene que la incerteza en la determinacién de P y de x
es sOlo de tipo cudntico: APAx = h. Vamos a considerar el caso particular de una
deflexiéon muy pequeifia, que puede obtenerse ubicando la rendija lejos del nicleo (x es
grande). En este caso, el momento transferido es esencialmente en la direccién de x:
P=P,. Clasicamente,

P=FAt,

donde At es el tiempo durante el cual puede considerarse que actiia la fuerza de
interaccion F promediada “durante” la interaccion, la cual puede ser aproximada por:

2
7Ze

2
X

F=

En realidad, actda una fuerza variable durante todo el tiempo, pero estamos
considerando que fuera del intervalo At es despreciable. Este intervalo estd asociado al
tramo de trayectoria donde la interaccién es mads intensa, el cual dependerd de la
distancia x. Asumiendo que la fuerza efectiva F actda durante el intervalo efectivo At
mientras la particula incidente recorre un tramo de longitud 2x centrado en el punto de
maximo acercamiento, serd At = 2x/v; y entonces podemos escribir:

2
7Ze

XV

P=2

1

Si toleramos una incerteza en P del 100% debida al principio de incertidumbre, la
incerteza minima en la determinacién de x a la que se podrd aspirar con instrumentos
ideales seré:
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(AX) g = 2P VX
AP P 277e
o bien:
ax) e p 1378
X ). e 2:Z 27Z

Para que la incertidumbre cudntica no perturbe (demasiado) la determinacion de x y la
aproximacién clésica tenga validez, la incerteza minima para la determinacién del
pardmetro de impacto deberia ser pequeiia; es decir, para que el formalismo clasico sea
aplicable deberia cumplirse que

(AXJ << 1,
X min

O s€a:

222 >>1

1378 (55)

La desigualdad (55) corresponde a la dispersiéon de particulas lentas por nicleos
pesados. La mayoria de las situaciones de interés escapan a este dominio de validez de
la fisica cldsica y es necesario realizar un tratamiento cudntico. Afortunadamente en la
mayoria de los casos se cumple que

277

— <<,
137B

es decir, puede aplicarse la primera aproximacién de Born. Mott, aplicando la teoria
cudntica relativista del electrén de Dirac en la primera aproximacién de Born, obtuvo la
seccion eficaz diferencial do/dQ en términos de una serie infinita. Posteriormente,
McKinley y Feshbach partiendo de la expresién “exacta” de Mott, obtuvieron la
siguiente expresion analitica aproximada:

do do 2 2 V4
Bl —| == _ +R_Z 11—
(deMm (deRu[h{l B sen (9/2)_7t[3137[1 sen(9/2)]sen(9/2)} , (56)

donde (dcj es la seccion eficaz diferencial clasica de Rutherford dada en la ec.
Ruth

(54); los signos * corresponden a electrones y positrones, respectivamente. Esto dltimo
nos dice que la seccion eficaz de Mott es algo mayor para electrones que para
positrones. La ec. (56) se aproxima a la seccidn eficaz clédsica en el limite de bajas
velocidades y deflexiones pequeiias.

Para particulas incidentes que pasan por fuera de la capa K se produce un
apantallamiento del campo del ndcleo y las deflexiones son reducidas (o eliminadas).
Por otra parte, proyectiles de muy alta energia, que tienen colisiones mds frontales, a
veces atraviesan parte del niicleo, por lo que el campo se reduce y las deflexiones son
menores que si se considera al nicleo como una carga puntual.

Es importante mencionar que las secciones eficaces consideradas se refieren a
dispersién simple, es decir, una dnica interaccién por vez. El estudio conjunto de un
nimero pequefio de dispersiones se denomina dispersion plural y es de dificil
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tratamiento; sin embargo, el estudio de un gran nimero de dispersiones como si fueran
una sola es abordable utilizando herramientas de la estadistica y constituye lo que se

denomina dispersiéon multiple. La dispersiéon multiple es esencial en simulaciones
Monte Carlo, como se vera mas adelante.

Cross Sections for Aluminum
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Figura 21. Secciones eficaces en funcion de la energia incidente para dispersion eldstica
con nicleos y varios procesos ineldsticos en aluminio: plasmones, electrones

secundarios con energias mayores que 50 eV (FSE) y menores que 50 eV (SSE) y
ionizaciones de la capa atémica mads interna (capa K).

En la fig. 21 se comparan las secciones eficaces integrales de los distintos procesos
estudiados hasta aqui. Debe notarse que el eje de las ordenadas estd en escala

logaritmica, lo que indica una gran diferencia de probabilidad de que ocurran los
distintos tipos de interaccion.

Deflexiones debidas a colisiones inelasticas de electrones y positrones con
electrones (1.a)

Teoria clasica

Hasta aqui, al referirnos a las colisiones ineldsticas con electrones atémicos, nos hemos
centrado en la energia transferida en la interaccién; en esta seccién estudiaremos la
desviaciéon angular que este tipo de interacciones ocasiona en la trayectoria de la
particula incidente. Como ya se dijo, se supone el electrén blanco como si fuera libre, es
decir, T;>>E.. Puesto que vamos a considerar s6lo electrones y positrones como

particulas incidentes, el diagrama ilustrado en la fig. 15 adopta la forma particular que
se muestra en la fig. 16.




Figura 16. Diagrama de la colisiéon de dos particulas de igual masa mp = 2m en los
sistemas laboratorio y centro de masa. La particula 2 estd inicialmente en reposo en el
sistema laboratorio.

Puede verse claramente que:

20, +n-x=1 = 0,=%/2 y 0=y /2=1/2;
20,+x=1 = 0,=m/2-%/2 y 0)" =m/2

y por lo tanto, 6, =7/2-0,

Entonces:

do _dody _,do

de, dy de, dy

Teniendo en cuenta la ec. (34):

2
dG:zn[ o } cos(0,) ’

de, mv_ sen3(91)

o bien, recordando que en este caso o=¢” (en el sistema cgs), que M=my/2 y que Vo=V

dc:gn[ e } cos(9,) (57)

de, m,v; | sen’(6,)

En términos del diferencial de dngulo s6lido dw=2msen0:d0, alrededor del dngulo de
dispersion 0, del sistema laboratorio, la ec. (57) se escribe:

5 2
d(524[ e } cos(0,) (58)

do | m,v; ) sen’(8,)

La seccion eficaz de dispersiéon hacia dngulos mayores que un dngulo arbitrario 0 se
obtiene integrando la ec. (57):

2 \? N2 /2
o(>0)=8n1 j”’ZMde P 1
1
movl2 0 sen3(91) movl2 2sen2(91)‘e

> 2
o(> 6):47{ ¢ 2} cotg29 59)

m,v,

Teoria cuantica
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A partir de un tratamiento cudntico, considerando las propiedades de simetria requeridas
para la funcién de onda en el caso de particulas idénticas Mott obtuvo:

2
do ¢’ 0 1

— =4 5 | cos(8,) Z +— +{ } 5 5
do | m,v, sen (0,) cos (8,) [(—1)sen"(8,)cos (6,)

(60)

donde la expresion entre llaves vale 0 para positrones y -1 para electrones (caso de
particulas indistinguibles) incidentes.

Vemos que para dispersiones a dngulos pequefios (y para positrones, no tan pequefios),
la expresién de cudntica de Mott (ec. 60) se aproxima a la cldsica de Rutherford (ec.
58). La ec. (60) es no relativista; para considerar efectos relativistas es necesario
retomar la féormula de Moller (ec. 43) en términos de la energia transferida Q
expresdndola en funcién del dngulo de dispersion mediante la ec. (35).

Las ecs. (58) y (60) dan la seccion eficaz de dispersion electrénica por electrén; para
expresarla “por dtomo” hay que multiplicar por el nimero Z de electrones que tiene
cada atomo; por lo tanto:

2

do e’
(elj o< 7 1 61)
do /g myv,
mientras que, como vimos en las ec. (54) y (56), en primera aproximacion:
2
d 2
(Gj 7| S (62)
dQ J, m,v,

En las ecs. (61) y (62), Go y Onye indican las secciones eficaces de dispersiones por
electrones y por nucleos, respectivamente. En el tratamiento de dispersiones multiples
se suele tener en cuenta la dispersion por electrones reemplazando z° por 7> +Zenlaec.
(62).

Interacciones inelasticas con niicleos atomicos: Bremsstrahlung (1.b)

Cuando los electrones incidentes interactian con el campo coulombiano del niicleo, se
ven acelerados, lo que puede dar como resultado la emision de un fotén, cuya energia
dependerd de la intensidad de la interaccién. Esta radiacién es conocida como
Bremsstrahlung o radiacién de frenado. Los fotones originados en este frenado en los
campos de los niicleos tienen un espectro continuo de energia (desde cero hasta la
energia del electrén incidente).

Teoria clasica

Toda particula cargada acelerada, de masa m; y carga -ze emite radiacién con una
amplitud proporcional a la magnitud de la aceleracion. La intensidad I de esta radiaciéon
es, a su vez, proporcional al cuadrado de la amplitud; luego:

2 2
toe F) o[22
m, m,

2
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Como la intensidad de la radiacién es proporcional a la inversa del cuadrado de la masa
de la particula incidente, para proyectiles con la misma carga (en valor absoluto) a
mayor masa corresponderd una radiacién mucho menos intensa. Por ejemplo, para un
meson, de masa ~200 my, la intensidad de la radiacion es alrededor de 40000 veces
menor que la correspondiente a un electrén; mientras que para un protén la intensidad es
del orden de un millén de veces menor. Por este motivo, mediante el bombardeo a un
material con protones (emisién de rayos x inducida por protones, PIXE) se obtienen
espectros practicamente sin el fondo debido a Bremsstrahlung que resulta mediante
bombardeo con electrones (microanalisis con sonda de electrones, EPMA).

Una particula cargada puede emitir en cada deflexién una energia E entre 0 y la energia
cinética inicial T.

2 2
F 7Ze
Jo<| — o<
ml ml
A partir de ahora consideraremos sélo el Bremsstrahlung producido por electrones
incidentes.

2

Teoria cuantica

El electrén es considerado como una onda plana que incide sobre el campo del niicleo.
Esta onda se dispersa y existe una pequefla probabilidad de que se emita un fotén. La
onda (electrén) dispersada interactiia, en esos casos, no s6lo con el campo del niicleo,
sino también con el fotén emitido. Hans Albrecht Bethe y Walter Heinrich Heitler en
1934 estudiaron el problema a partir de la teoria de Dirac en la primera aproximacién de
Born (zZ/137P<<1).

Tanto los resultados obtenidos por Bethe y Heitler como los predichos por la fisica
clasica prevén el mismo orden de magnitud para la seccion eficaz de Bremsstrahlug
Orad:

2 2 \?

o L | e
w137 m,c’

Sin embargo, la seccion eficaz diferencial en energia cldsica es muy diferente de la
expresion de Bethe-Heitler. Ambos tratamientos predicen demasiadas emisiones de baja
energia, pero los resultados cldsicos predicen aun mas radiacion de baja energia que los
fotones predichos por la teoria cudntica: segiin la teoria clasica cada deflexién produce
necesariamente un foton. La similitud en las secciones eficaces integradas indica que a
pesar de la diferencia en la distribucién en energia, el niimero total de fotones que se
obtiene mediante ambos tratamientos es similar.

En una colision radiativa la conservacion del impulso se produce entre tres particulas: el
electrén incidente, el niicleo y el fotén emitido. Por este motivo, un fotdén de cualquier
energia hv (entre O y T) puede ser emitido en cualquier direccidn, a diferencia de lo que
ocurre con los fotones dispersados por efecto Compton, donde sélo intervienen (en
primera aproximacion) dos particulas.
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La expresion obtenida por Bethe y Heitler para la seccion eficaz diferencial en energia
es la siguiente:

» T+myc’ dchv)

do ,=0,BZ
T hv

(63)

donde

5 2
S O SR S
" 137 \m,’ ) 1377

Figura 17. Coeficiente B de la ec. (63) para la secciéon eficaz diferencial de
Bremsstrahlung segin evaluaciones numéricas de Bethe y Heitler.

y B es una funcién adimensional de T, Z y hv, cuyo valor varia entre 0 y 20, como
puede verse en la fig. 17. En esta figura se observa que para el caso no relativista
(T<<moc?), B casi no depende de la energia del fotén emitido. Hay que tener en cuenta
que para el extremo hv—T falla la primera aproximaciéon de Born para el electrén
después de la colision, ya que su energia es muy pequeiia; por lo tanto la validez de esa
porcidén del grafico es limitada. Por otra parte, experimentalmente se observa que B
depende de hv menos de lo que indica la fig. 17.

Es importante mencionar que la ec. (63) diverge para fotones de energias muy bajas;
esta divergencia lleva a una sobreestimacion del nimero de fotones de Bremsstrahlung
emitidos en bajas energias.

Pérdida de energia por unidad de camino y seccion eficaz total

La pérdida de energia por unidad de camino en colisiones radiativas puede obtenerse a
partir de la seccion eficaz diferencial en forma andloga a como se hizo en la ec. (38)
para colisiones con electrones atomicos:

dT
— | =N|hvdo_,(hv
( dS jrad j md( )
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dT 2 2 (1 hv
(dsjmd =No,Z’ (T+m,c’) jo Bd(Tj , (64)

donde N es el nimero de &4tomos por unidad de volumen. Definiendo el
promedio B como la integral de la ec. (64),
dT _
(j =No,Z’(T+m,’)B (65)
dS rad
La seccion eficaz total de Bremsstrahlung se define como la fraccidn de la energia total
del electron (T+moc2) que es emitida como radiacién por unidad de camino atravesado,
dividida por el nimero de 4tomos del blanco por unidad de volumen. Queda claro
entonces que, segtn esta definicion:

Grad # jdGrad 5

en cambio:

Grad = 1 2 (d’Tj l = ZZEGO (66)
T+m,c \ds /) 4N

Como puede observarse a partir de la ec. (66), las expresiéon para G;q estd dada
fundamentalmente si se conoce la expresion para B. Existen distintos dominios segin
los cuales varfa la forma funcional aproximada para esta ultima: no relativista,
moderadamente relativista, altamente relativista y ultra relativista. Para el caso no
relativista:

16 _»
Grad :?Z GO ’

es decir, B = 136 .

Es necesario aclarar que la teoria de Bethe-Heitler debe corregirse por fallas en la
primera aproximacion de Born cuando hv—T (como ya se dijo antes) y ademds esta
teoria no considera el apantallamiento de los electrones atdmicos més internos cuando el
electrén incidente pasa a mayor distancia del ndcleo que el radio de la orbita de
aquéllos. Por otra parte, este tratamiento tampoco contempla el tamafio finito del
nicleo en colisiones frontales de alta energia.

Bremsstrahlung observado en blancos delgados

Consideremos el siguiente experimento: un haz de electrones monoenergético y
colimado incide perpendicularmente sobre una ldmina de material. Esta ldmina es muy
delgada, de manera que casi no hay deflexion de la trayectoria de los electrones, casi no
hay pérdida de energia en ionizaciones y excitaciones y a lo sumo hay una emision
radiativa por electrén.

Los resultados que se observan en el espectro de fotones de Bremsstrahlung emitido
confirman, a grandes rasgos, la teoria de Bethe-Heitler:
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. . dl " o . .
1. La intensidad [hj emitida en una direccién particular © con energia entre hv y
\Y
0

hv+d(hv) no depende de hv y cae abruptamente para hv=T (ver fig. 18).

Esta intensidad es proporcional al nimero de fotones emitidos con energia entre hv y
hv+d(hv) y también a la energia hv de cada uno de estos fotones, es decir, segin la
teoria (ec. 63):

2
dl o hv do_, ZGOB22 T+mgc
dhv dhv T
Como B casi no depende de hv y decae a 0 para hv=T, a la teoria s6lo habria que

agregarle que ademds de cumplirse en forma integral para todas las direcciones, es
vélida para cada dngulo de emision 0 por separado.

2. Para electrones no relativistas la intensidad emitida con energia entre hv y hv+d(hv)
decrece como 1/T.

Figura 18. Intensidad irradiada por intervalo de frecuencia en funcién de la frecuencia
para electrones de 45 keV incidiendo normalmente sobre un blanco delgado de oro, a
distintos dngulos de emisién medidos a partir de la direccién de incidencia.

Segin la ec. (63):

dl o hv do_, ~6.B7’ m0c2
dhv dhv ~ ° T

la teoria predice adecuadamente los resultados experimentales, los cuales también en
este caso se verifican para cada dngulo por separado.

3. La forma de la distribucion espectral no depende del nimero atémico. Esto también
estd bien considerado en la teoria si se desprecia la débil dependencia de B con Z, ya
que z: aparece como un factor global de la distribucion.

4. Para valores muy bajos de T la radiacién se emite perpendicularmente al plano de
movimiento del electron. A medida que crece T, la radiacién tiende a ser emitida hacia
adelante. Por este motivo, en blancos delgados el espectro continuo es anisotrépico, es
decir, su intensidad tendrd una marcada dependencia angular. Sin embargo, en una
blanco grueso las colisiones elésticas “desordenan” la direccién de las trayectorias y la
radiacién de frenado es casi isotrdpica.
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5. La radiacién de frenado estd parcialmente polarizada: el vector campo eléctrico
tiende a apuntar en la direccién del electrén incidente.

Bremsstrahlung en blancos gruesos

La radiacién de frenado en blancos gruesos tiene lugar un gran niimero de situaciones
de interés; por ejemplo, en la generacién del espectro en un tubo de rayos X, en el
frenado de electrones utilizados en terapia con radiaciones, o en un experimento de
microscopia electrénica, donde los rayos x producidos dentro de la muestra dan lugar a
la técnica cuantitativa de microandlisis con sonda de electrones.

Pérdida de energia por unidad de camino

La generaciéon de Bremsstrahlung es uno de los mecanismos de pérdida de energia de
los electrones que atraviesan un material; para diferenciar la pérdida de energia en
radiacién de frenado por longitud de camino recorrido de la cantidad andloga causada

Lo L dT . dT
por ionizaciones y excitaciones, llamaremos s a la primera y s a la segunda.
§ rad § ion

La energia promedio emitida en eventos de Bremsstrahlung cuando un electrén recorre
al camino ds es:

ar, =| 9| as=[9T] 9T _[dT a1 ©7)
ds) . \ds)  dT/ds \ds ,d{dTJ (dTJ
ra rac ra +
rad ion

ds ds
La energia total promedio irradiada por electron de energia cinética inicial T, hasta que
se frena completamente estd dada por:

[de
ds
! rad dT

I=|dT , =
J. rad o dl .\ dl
d § rad d § ion

Para energias moderadas (T<100 keV) se cumple que [CCIITJ << [CCIITJ ; con lo cual la
rad s ion

(68)

ec. (68) puede escribirse:

(dT/ds)
(dT/ds),,

T

I=[dT,, =

rad
0

Utilizando la ec. (65) para electrones no relativistas:

(de :Ngcozzmoc2
ds /.4 3

y reescribiendo la ec. (48) en términos de T:

(de __NZ2ne4m{VETj

ds T 1
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puede obtenerse una expresion para la energia promedio total irradiada por electron:

2
[T i v
£ 3ne’ n(V2T/1)

donde la funcién f depende suavemente de Z a través del potencial medio de ionizacidn.
Vemos entonces, que I no depende de N, es decir, es independiente de la densidad y que
en primera aproximacion es proporcional al nimero atémico.

Distribucion en energias o espectral

Como vimos en la fig. 18, la energia de los fotones irradiados por Bremsstrahlung en un
blanco delgado tiene una distribucién uniforme entre O y la energia cinética inicial T,
(ver fig. 19 a). Podemos pensar que un blanco grueso se compone de muchos blancos
delgados de espesor As, de manera que la mdxima energia cinética de los electrones que
ingresan al segundo blanco (ver fig. 19 b) es T,=T;-AT, donde AT es la energia perdida
por los electrones en el primer blanco delgado (y en cada uno de los subsiguientes,
como se muestra en la fig. 19 c).

dl 4 dl 4
dhv| Y dnv|
0 T, hv 0 T, Ti hv
dl 4 AN 4
dhv| © (thJdet ?
0 AT hv 0 hv

Figura 19. Ilustracion cualitativa de como se forma el espectro de Bremsstrahlung en un
blanco grueso. a), b) y c): distribucién energética de la energia generada por radiacion
de frenado dentro del material; d) distribucién energética de los fotones detectados.

El espectro esbozado como una linea recta en la fig. 19 ¢) es s6lo una construccién
cualitativa; falta tomar en consideracion, por ejemplo, que sélo los electrones que
inciden en el primer blanco son monoenergéticos. Luego su distribucién se hace cada
vez mds ancha. Kirkpatrick (1946) obtuvo, a partir de la ec. (67) y la expresiéon no
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relativista de (CCIITJ basada en la teoria de Sommerfeld, la siguiente formula para la
S rad

distribucién espectral:

A ezv, -v) | (70)
dhv

donde hv;x corresponde a la energia cinética de los electrones incidentes. La ec. (70),
coincidente con el grafico cualitativo de la fig. 19 c), vale para energias menores que
hvsx; para energias mayores la distribuciéon es obviamente nula. Ya en 1923, H.
Kramers habia obtenido una expresion andloga a la ec. (70) basidndose en una
aproximacidn clésica para G,,q y utilizando la expresion para la pérdida de energia por

unidad de camino de Thomson y Widdington (TO2 T’ =cte pASs).

e dN . g .
La distribucién de los fotones ase relaciona con la distribucién de la energia
V

irradiada mediante:

dN 1 dI

dhv _ hv dhy

El espectro experimental en nimero de fotones se ilustra cualitativamente en la fig. 19
d), donde se deber considerar que se trata del espectro detectado; es decir, hay efectos

de absorcién en el material y de eficiencia de la deteccién, que hacen que la intensidad
decaiga a cero para bajas energias.

Integrando la ec. (70) se tiene el total de energia irradiada por el electrén:

2
V mix AV
I:CtCZJ. (me —V) dv:cteZ[viﬁx _ max} :
0 2
es decir,
[=KZT’, a1

que estd de acuerdo con la ec. (69).

La distribucion espectral suele darse en funcién de la longitud de onda A en lugar de la
energia hv:

dl  dI dhv he
—:——:cteZ(vm1x —V)—-——=1|;
dA  dhv dA A

entonces, sustituyendo v=c/A:

d_az U L) paraaza,, = © 21238 4 (72)
T v TlkeV]

méix
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Figura 20. Espectro continuo de un tubo de rayos x. Influencia de a) el voltaje de
excitacion y b) el nimero atémico del blanco.

La fig. 20 a) muestra el espectro continuo de rayos x (Bremsstrahlung) proveniente de
un tubo de rayos x, a distintos voltajes de excitacidn, es decir, para distintos valores de
la energia cinética T de los electrones incidentes. Puede verse claramente como aumenta
el drea bajo el espectro a medida que aumenta T, lo cual estd de acuerdo con la
expresion para la integral I (ec. 71). También se observa como se va desplazando el
méximo Ay de la distribucién hacia valores mayores de A (ec. 72). Queda como ejercicio

3 3 12,398
demostrar que A, =-A = —
2 2 TlkeV]
espectros experimentales. En la fig. 20 b) se ilustra cémo el espectro modifica su
intensidad proporcionalmente al niimero atémico del blanco como se desprende de la
ec. (72). Lo mismo ocurre cuando se aumenta la intensidad de corriente (nimero de
electrones incidentes por unidad de tiempo), que también actiia como un factor de escala
global.

, lo que concuerda con el comportamiento de los

Comparacion de los distintos tipos de interaccion entre electrones y atomos

Para efectuar una comparacion entre los distintos tipos de colision estudiados
consideraremos electrones no relativistas, es decir, con T<0,1 MeV, lo que corresponde
a <0,5. Vamos a usar que

5 2

4w

- | =4m, =1,00x10'em”® =1barn

m,c
Ionizacion-excitacion

Vamos a definir G;,, como la fraccién de energia cinética T perdida en ionizaciones o
excitaciones por unidad de camino atravesado dividida por el nimero de dtomos por
unidad de volumen del blanco:

1 (dT
Gion =l 5
NT\ ds /,,

Esta expresion incluye los efectos combinados de todas las capas atémicas, a diferencia
de la ec. (44), que so6lo se refiere a la capa atomica c. Reemplazando la expresion dada
en la ec. (48):

2me'z 8ne'Z
on =2 ln(ﬁT/I)zﬁln(ﬁT/l) cm’ / dtomo |

T m,fc

0

o bien:
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O, = ?ln(ﬁT/I) barn/4tomo

Dispersion eldstica por niicleos

Consideraremos las dispersiones a dngulos mayores que T/2 o retrodispersiones. A
partir de la ec. (51), evaluando el didmetro de la colision b y haciendo 6=m/2 se obtiene:

4,2
Te 7 )
6. (271/2)=———cot g2 (n/4) cm’/édtomo ,
mfc
es decir:

ZZ
6, .(=Z7/2)=—F barn/atomo

nuc 4

Dispersion por electrones

Puesto que después de la colision el proyectil y el blanco son indistinguibles, vamos a
contabilizar todos los electrones dispersados, que son el doble de las particulas
incidentes. Recordando que 0, = m/2-0;, la ec. (59) adaptada para incluir los dos
electrones dispersados se escribe:

) 2
c(>0)= 47{ ¢ 5 } (cotg29+ tgze) cm’ /electrén ,
m()VI
o bien,
) 2
c(>0)= 4752[ ¢ 5 } (cotg29+ tgze) cm’ /4tomo
m()VI

En este caso, como el mayor dngulo de dispersion es m/2 y no hay retrodispersiones,
vamos a considerar las dispersiones a dngulos mayores que /4 como una medida del
efecto. Evaluando la expresion anterior en 0=7/4 se obtiene:

o,(>n/4)= 2—% barn/4tomo

Bremsstrahlung

Para poder comparar en igualdad de condiciones con Gy, redefinimos la seccion eficaz
de ionizacion de Bremsstrahlung como la fracciéon de energia cinética perdida en
radiacién por unidad de camino atravesado dividida por el niimero de dtomos del blanco
por unidad de volumen:

, 1 (dT T+ moc2 m,c
o rad T = o =
NT rad

dS T rad = T rad
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2 \? 2
32 1 e Z 2,

O =——— 5| —5 cm /atomo ,

3137 (mye” ) B

o bien:

. 817

6.w=- .-, barn/dtomo
3n137 8

En la siguiente tabla, a través de las secciones eficaces respectivas en barn/dtomo, se da
una idea de la probabilidad de que cada tipo de interaccidén ocurra en aire y en plomo
para electrones de 100 keV.

Gion Onuc(>T/2) Ga(>T/4) G’ rad
Dependencia z/p* z/p* z/p* 7’ /1B
Aire (Z=7,31) | 1700 150 230 1,3
Pb (Z=82) 13700 20000 2600 170

Lo primero que puede observarse es que todos los efectos son mds intensos en plomo,
debido a su alto niimero atémico, es decir, el nicleo de este elemento posee una carga
eléctrica muy grande y un gran nimero de electrones. Por otro lado, se ve que la
probabilidad de pérdida de energia en ionizaciones es mucho mads grande que mediante
Bremsstrahlung. Ademds queda claro que para ndmeros atémicos altos las desviaciones
se deben casi exclusivamente a dispersiones con nicleos, mientras que para nimeros
atomicos bajos, las contribuciones de los electrones y de los niicleos al desvio de la
trayectoria del electrén incidente son comparables.

Frenado de electrones en blancos gruesos

Cuando una particula cargada atraviesa un medio material va sufriendo todos los tipos
de colisiones estudiados, por las cuales va cambiando de direccién y perdiendo energia
hasta detenerse, formando parte de la estructura del material. Si la energia del proyectil
es 1 MeV, sufrird alrededor de 10000 colisiones hasta detenerse.

Camino libre medio

El camino libre medio ¢ representa la distancia que recorre un electrén dentro del

material entre dos eventos. El camino libre medio /; para una interaccion tipo i es
inversamente proporcional al nimero de centros dispersores por unidad de volumen e
inversamente proporcional a la seccién eficaz ©; correspondiente:

PR (73)

i_GinCi/
\Y%

Por ejemplo, si se trata de alguna interaccién con nucleos atdmicos, el nimero de
centros dispersores por unidad de volumen coincide con el nimero de dtomos N por
unidad de volumen:

nci/V =N/V = Niot NA/V =m/A Na/V = NAp/A
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donde Ny, se refiere al nimero de moles, el nimero de Avogadro Nj es el nimero de
atomos o moléculas presentes en un mol de sustancia, A es el peso atdmico, que
expresado en gramos coincide con la masa de un mol y p es la densidad del material.
Entonces, reemplazando en la ec. (73) de camino libre medio se obtiene:

A

=
o;N,p

1

El camino libre medio total ¢ que tiene en cuenta todos los posibles tipos de eventos
puede encontrarse considerando cada uno de ellos por separado:

l: GNAp :M — NApGi — i
¢ A A Zsi 2 A Zzi

1

Pérdida de energia por unidad de camino

dr

Como ya se ha dicho, para T<100 keV se cumple que (?J <<(d
§ rad §

J , con lo cual
ion

: .. dT _(dT
se puede hacer la aproximaciéon — = | — | en estos casos. Entonces, expresando la
on

ds ds

ec. (49) como pérdida de energia por camino maésico ps, se puede escribir:
4T _78510° Zln(l’l66T
dps AT

Puesto que Z/A ~0,5 (salvo para el hidrégeno) y teniendo en cuanta que la dependencia
con Z a través del potencial medio de ionizacién I es débil, se puede afirmar que la
pérdida de energia por unidad de camino mésico practicamente no depende del nimero
atémico.

j keVXsz/g

Volumen de interaccién

Los procesos de dispersion eldstica e ineldstica a que estdn sometidos los electrones
incidentes en una muestra gruesa, producen efectos combinados. La dispersion eléstica
provoca una desviacion importante de los electrones de su trayectoria original,
produciendo después de muiltiples interacciones, una difusion en el sélido.

La dispersion ineldstica, en cambio, reduce progresivamente su energia hasta que son
capturados en el sélido, limitando por lo tanto, el camino recorrido por el electrén
dentro del material.

Los efectos combinados de ambas dispersiones, conducen a limitar la penetracién del
haz incidente en el sélido. Como resultado de esto, hay una regién concreta donde los
electrones interactian depositando su energia y produciendo miultiples sefiales
secundarias que pueden ser medidas. Esta regién es conocida como "volumen de
interaccion".

Un conocimiento de la forma y tamafo de este volumen, como funcién de los
pardmetros que caracterizan a la muestra y al haz incidente, es vital para entender e
interpretar fendmenos que ocurren en el microandlisis cuantitativo convencional y en las
técnicas de imdgenes composicionales.
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Si bien la seccion del haz de electrones que impacta en la muestra puede ser mucho
menor que 1 um, el volumen de interaccion puede ser de varios um3 como ocurre en los
materiales de baja densidad y bajo niimero atémico. En este tipo de materiales, el
volumen tiene forma de pera, mientras que en materiales de Z mayores tiene forma de
esfera truncada por un plano, como puede verse en la figura 3. También se ve que a
mayores valores de la energia del haz incidente E,, el volumen de interaccién aumenta.

Electrones Incidentes

Bajo voltaje de
aceleracion

Alto voltaje de
aceleracidn

Numero atémico bajo  Numero atémico alto

Figura 3. Volumen de interaccién en una muestra de nimero atémico bajo y en otra de
ndmero atdmico alto a distintas energias del haz incidente de electrones.

Simulacion de la trayectoria de electrones por el método de Monte Carlo

La técnica de simulacion de Monte Carlo es un método alternativo para obtener
informacion detallada sobre los distintos procesos de interaccidon que tienen lugar
cuando particulas cargadas o fotones atraviesan un medio material. El método de Monte
Carlo es un sustituto de un experimento real, donde, a través de un algoritmo
computacional, se simula paso a paso la trayectoria de las particulas cuyos efectos se
desea estudiar. Dadas las coordenadas, direccion de viaje y energia de un electrén
incidente, se “sortea” un camino libre, es decir, la distancia que recorrerd antes de
interactuar, luego se “sortea” el tipo de interaccion que tendrd, la energia que perdera en
ella si se tratara de una colision ineldstica y el dngulo de dispersion; con esos
pardmetros determinados se contintia el proceso hasta que el electrén tiene una energia
menor que cierto umbral prefijado. Los “sorteos” se hacen teniendo en cuenta la
probabilidad de cada proceso, que se refleja en las respectivas secciones eficaces; es
como si cada vez se tirara un dado cargado de acuerdo con la mayor o menor
probabilidad correspondiente; por ejemplo, si se desea obtener el dngulo de una
dispersién eldstica por un nicleo, se “cargard el dado” favoreciendo los angulos
menores, que son los més probables. En general, todos los pardmetros relacionados a las
dispersiones eldsticas e ineldsticas deben ser calculados mediante modelos fisicos para
obtener dngulos de dispersion, distancia entre choques y pérdidas de energia por unidad
de camino acordes a lo que sucederia en un experimento real.

Lo que se ha intentado explicar en el parrafo anterior es lo que se conoce como
simulacién detallada, en la que cada efecto es considerado por separado; este tipo de
simulacién es el que da resultados mas realistas, pero el tiempo de cdlculo puede hacer
que en muchos casos sea completamente inviable. Una solucién a este problema es
agrupar varias interacciones en una sola, para la cual la pérdida de energia y el dngulo
de desvio se calculan en base a un promedio de esos pardmetros en todas las
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interacciones individuales que han sido agrupadas; esto se conoce como simulacion
condensada y es lo que se usa habitualmente.

Los principios bésicos de la simulacion de trayectorias con el método de Monte Carlo
son los siguientes:

e  Conociendo el camino recorrido por el electrén en un paso y la pérdida de
energia por unidad de camino (debida a las dispersiones ineldsticas), se puede
calcular el decrecimiento de la energia en ese paso.

e  Después de que el electrén viaja una distancia del orden del camino libre medio
llega a una posicién donde se produce un choque. Alli se elige (para el nuevo
valor de energia) un nuevo dngulo de dispersion.

e  Para elegir el valor de estas variables en cada paso, es necesario usar un
generador de niimeros al azar con factores de peso que respeten la distribucion
de probabilidad de cada una de ellas.

e  Se repite el procedimiento anterior hasta que: a) la energia del electr6n decrece a
un valor prefijado, por debajo del cual, los procesos de interés (como ionizacidén
de una capa) no son activados, b) el electron escapa de la muestra.

e  Se puede calcular la distribucién espacial de generacién de sefiales secundarias
(rayos x caracteristicos, del continuo, electrones secundarios, etc.) usando las
secciones eficaces adecuadas.

Un ejemplo de trayectorias individuales calculadas por Monte Carlo puede observarse
en la figura 4. Las trayectorias individuales difieren mucho, una de otra, debido a la
naturaleza aleatoria de los eventos de dispersion. A pesar de que una trayectoria simple
sea simulada con buena aproximacion, no es representativa del volumen de interaccion.
Se necesitan algunas centenas de trayectorias para poder visualizarlo, y mds de 10.000
para tener resultados significativos desde el punto de vista estadistico.

0.5 pm

Figura 4. Simulacién Monte Carlo de trayectorias de electrones de 20 keV que inciden
perpendicularmente en una muestra de Fe. (a) dibujo de 5 trayectorias proyectadas sobre
un plano; (b) dibujo de 100 trayectorias proyectadas, que dan una impresion visual del
volumen de interaccion.

En las siguientes secciones la simulacion de Monte Carlo serd usada para mostrar la
dependencia del volumen de interacciéon con la energia, el nimero atémico y la
geometria.
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Influencia de E,, Z y el angulo de incidencia sobre el volumen de interacciéon

Influencia de la energia de incidencia Eo

El tamafio del volumen de interaccidn es una funcién que depende fuertemente de la
energia del haz de electrones que interactia con la muestra. El volumen crece cuando
crece la energia. Esto puede explicarse con las ecuaciones (1) y (2). Por un lado, la
seccion eficaz de dispersion eldstica es inversamente proporcional al cuadrado de la
energia (Geigs o< 1/E%. Cuando la energia crece, decrece la probabilidad de una
interaccion eléstica y el camino del electrén cerca de la superficie es mas recto en la
direccion de incidencia, es decir: el electron penetra mas profundamente antes de tener
la primera interaccién y de que los efectos acumulativos de miltiples dispersiones lo
propaguen lateralmente. Por otro lado, la pérdida de energia por unidad de camino es
inversamente proporcional a la energia (dE/ds o 1/E), es decir que cuando la energia
crece el electron puede penetrar mds profundamente ya que pierde menos energia por
unidad de camino. La dimensién lateral del volumen de interaccion tiene la misma
escala que en profundidad y su forma no cambia de manera significativa con la energia.
Esto puede observarse en la figura 5.

l «——05um

(b)

Figura 5. Simulacién Monte Carlo del volumen de interacciéon producido por
electrones con energias de 10, 20 y 30 keV en una muestra de Fe.

Influencia del nimero atémico Z

En la figura 6 se muestran simulaciones del volumen de interaccién para dos muestras
de distinto nimero atémico y energia fija del haz incidente. Esta figura revela que las
dimensiones lineales del volumen de interaccidn (para E, fija) decrecen cuando crece Z.
Esto es una consecuencia directa de la ecuacion (1), donde se ve que Gejss o< 7?2. Cuando
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crece el nimero atdmico la probabilidad de interaccidn eléstica crece y por lo tanto
crece el nimero de deflexiones por unidad de camino. La trayectoria del electrén tiende
a desviarse mds rdpido de la direccién inicial y por lo tanto penetra menos. Esto
significa que en muestras de Z grandes el electrén se desvia mds por unidad de camino
que en muestras de Z menores; este comportamiento produce, a medida que disminuye
Z, un aumento del volumen de interaccién y su estiramiento hacia abajo ddndole un
caracteristico aspecto de pera, mientras que para Z mayores adquiere la forma de esfera
truncada por un plano.

0.2 um

Figura 6. Simulacién Monte Carlo del volumen de interaccion producido por
electrones en una muestra de Al y en otra de Au.

Influencia del dangulo de incidencia del haz de electrones

Cuando el haz comienza a apartarse de la direccién normal a la muestra el volumen de
interaccion muestra asimetrias que no estdn presentes en el caso de incidencia normal
(fig. 7). Esto se debe a que cuando el haz incidente no es normal a la superficie de la
muestra, al menos algunos electrones pueden propagarse cerca de la superficie y escapar
de ella, a pesar de tener pequefios dngulos de dispersion.

Rango de los electrones

La trayectoria de los electrones incidiendo con una energia dada Eo sobre un material de
caracteristicas y composicion especificas, en un determinado &ngulo, no estd
univocamente determinada. Es decir, suponiendo que se puede hacer incidir un electrén
con energia Eo en un punto de una muestra y luego otro electrén con la misma energia y
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exactamente en el mismo punto y con el mismo dngulo de incidencia, la trayectoria de
ambas puede ser completamente diferente (de hecho, la probabilidad de que no lo sea es
practicamente nula). Esto se debe a que las trayectorias de los electrones dependen de
procesos de interaccién que estdn gobernados por la mecdnica cudntica, que es de
naturaleza probabilistica. La mecdnica clasica que describe el movimiento de cuerpos en
la escala macroscépica (a la que estamos mds acostumbrados), en cambio, es de
naturaleza determinista. O sea que si los electrones que atraviesan un material fueran
bolitas que ingresan en un fluido se podria predecir exactamente su trayectoria, pero ni
los electrones son bolitas ni la materia es un fluido.

Figura 7. Simulacién con Monte Carlo del volumen de interaccién en funcién del
angulo de incidencia en una muestra de Fe para E, = 20 keV, (a) 0°, (b) 45° y (c) 60°.
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Figura 8. Fraccién de electrones que llega a una cierta profundidad y que recorre un
cierto camino en una aproximacion determinista.

Si llamamos S a la longitud de camino recorrido por un electrén (en forma curvilinea o
de linea poligonal) y R a la profundidad atravesada por ese electrén dentro del material,
claramente serd S>R. En una situacién altamente idealizada (bolitas en un fluido) todos
los electrones harian lo mismo. En la figura 8 se grafica la fraccion de electrones fr que,
con esta hipdtesis, alcanzaria una profundidad R y por otra parte, la fraccién de
electrones fs que recorreria un camino S en funcién de la distancia D medida a partir de
la superficie del material.

Observando la linea punteada, el grafico simplemente dice que si se saca una foto del
material durante el experimento, todos los electrones se van a encontrar a profundidades
menores o iguales que R y ninguno se va a encontrar mds alld. La linea continua nos
dice que si medimos con un hilo a lo largo de cada trayectoria curvilinea, la posicién de
todos los electrones en esa foto va a corresponder a longitudes menores o iguales que S
y ninguna a longitudes mayores.

La figura 9 muestra la situacién real, es decir, teniendo en cuenta el aspecto
probabilistico del problema por el cual las trayectorias de los electrones no son
repetitivas, sino que estidn “desordenadas”, lo que se conoce como straggling
(vagabundeo) de los electrones.

fa
1=
fr\, fs
0.5
0,03 s N
0 R S D

Figura 9. Fraccién de electrones que llega a una cierta profundidad y que recorre un
cierto camino en funcién de la distancia.

Se denomina rango medio, o simplemente rango, a la profundidad al la que llegan la
mitad de los electrones antes de detenerse. En la figura 9 se ha indicado con el simbolo

R . Andlogamente, se denomina camino medio recorrido S al camino recorrido por la
mitad de los electrones a lo largo de sus respectivas trayectorias justo antes de
detenerse. En la figura puede verse que si bien la mitad de los electrones llegan a
recorrer un camino de longitud S, sélo una pequefia fraccion (el 3%) llega a esa
profundidad de la superficie.
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En muchas aplicaciones en microscopia electronica y microandlisis es util tener una
estimacion numérica del volumen de interaccidn. Para obtener esta estimacion se puede
utilizar el concepto de rango de los electrones. La naturaleza compleja del volumen de
interaccion ha llevado a que existan en la literatura numerosas definiciones del rango de
los electrones: rango de Bethe, rango maximo, rango experimental, rango de Kanaya-
Okayama, etc. A continuacion describiremos dos de estas definiciones: la de rango de
Bethe y la de rango de Kanaya-Okayama.

Rango de Bethe

Si se conoce una expresion adecuada para la pérdida de energia por unidad de camino,
dE/ds, la definicion rigurosa para el camino recorrido (en promedio) por los electrones
es:

s=([as)=[. a®

Si en esta ecuacion reemplazamos la expresion de Bethe para dE/ds dada en la ecuacion
(2), se obtiene el denominado rango de Bethe. Esta integral contiene la expresion
E/In(1,166E/J) por lo que no se puede resolver en forma analitica. Es necesario
entonces, recurrir a una integracion numérica.

El rango de Bethe es la distancia total recorrida por el electron, sin embargo esta
expresion no es una buena aproximacion para las dimensiones del volumen de
interaccion, ya que la trayectoria puede ser sumamente tortuosa y el electrén alcanzar
una profundidad bastante menor que la distancia obtenida mediante el rango de Bethe.
Estas diferencias son mas importantes cuando crece el nimero atdmico ya que con é€l,
crece la probabilidad de choques eldsticos; sin embargo el rango de Bethe tiene
importantes aplicaciones en el cédlculo de generacion de rayos x.

Rango de Kanaya-Okayama

Kanaya y Okayama (1972) consideraron los efectos combinados de las dispersiones
elastica e ineldstica para deducir la siguiente expresidén, que se aproxima mdas a la
profundidad del volumen de interaccion:

)= 0,0276AE)"

R Z(),89p

kol

donde la energia E, se expresa en keV, A en g/mol y p en g/cm3 .

El rango Rko corresponde al radio de un circulo centrado en el punto de impacto del haz
en la superficie y cuya circunferencia encierra al volumen de interaccion.

Rango para una muestra inclinada

La profundidad del volumen de interaccion decrece cuando el haz de electrones no
forma un dangulo de 90° con la superficie de la muestra. Una correccion al rango debido
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a un efecto de inclinacién de la muestra, ha sido deducida a partir simulaciones de
Monte Carlo.

R, (8)=R,,(0)send

Donde: 6 es el dngulo de incidencia del haz respecto de la superficie.
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